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 SO� Sp � ������ �� so� sp ���

��+ ,�	'��	�� ����������	�� 
��� O(N,C)- SO(N,C) � �� ���
��� O(p, q)-
SO(p, q) � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �+.

��+�+ ����������
�	��&	�� 
���� O(p, q) � ��
�/�� 0� so(p, q) � � � � �1�

��+�1 ,�	'���� ,�	'��	�� ����������	�� 
��� O(p, q) � � � � � � � � �1�

��+�� 2�����	�� 	����������� ����������	� 
��� O(p, q) � SO(p, q)
�' ����������	�� T⊗r � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �1�

��+�� 3����������� ��	'��	�� ����������	�� ����
�	��&	�� 
����

4�������%5�� ��/���� �	
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ���

��1 6�
�/�� (��7�� Brn � �� ����������	�� � � � � � � � � � � � � � � � � � ��.

��1�+ 6�
�/�� (��7�� Brn� 8����	�� ������9:��� ��� ��
�/�� Brn ��.
��1�1 !�����%5�� 7����	�� � ��������	�� � ��
�/�� Brn� !�����

���������� ������9:��� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ���

��1�� 4�������%5�� ��/���� �	
� � �� ������� �����;�	� � � � � ��#

��1�� 4�������%5� 
��� �	
� ��� ��
�/�� Brn � � � � � � � � � � � ��.

��1�� ��������	�� ��������	�� ��� ��
�/�� (��7�� � � � � � � � � ��+

��� ,�	'��	�� ����������	�� 
���� Sp(2r,C) � �� ���
��� Sp(2r,R)-
USp(2r)- Sp(p, r − p) � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ���

��� !��	��	�� ����������	�� ��
�/� 0� so(N,C) � � � � � � � � � � � � � � � ���
����+ !��	��	�� ����������	�� ��
�/� 0� so(2r,C) � � � � � � � � � � � ���
����1 !��	��	�� ����������	�� ��
�/� 0� so(2r + 1,C) � � � � � � � � ���

� ���

	 Spin(p, q) � �� 
����������� ���

��+ 6�
�/�� <�������� � �� ����������	�� � � � � � � � � � � � � � � � � � ��#

��+�+ 2�5�����		�� ��
�/�� <�������� C�(p,q) � � � � � � � � � � � � � ��#

��+�1 9����"	�� ����������	�� ��������	�� ��
�/� <�������� C�N
� �� ��5�����		�� ���� C�(p,q) � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �#1

��+�� 2� ������� ����������	�� ��
�/� <�������� C�N � C�(p,q) � � � � �=1
��1 !��	��	�� 
���� Pin(p, q) � Spin(p, q) � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �=�

��1�+ 4�������	�� ���	��	�� 
��� Pin(p, q) � Spin(p, q) � � � � � � � � �=�

��1�1 ����������	�� ��
�/� <��������- ��
�/� spin(p, q) �

��� Spin(p, q) � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �.=

��� 9������ �����;�	�� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ���

����+ 9������ �����;�	��B,C-D ��� ����������	� ��
�/�� C�(p,q)
� ��� ���� 7��� ������ � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ���

����1 9������ �����;�	�� D- C- B � ������� 
��� Spin(p, q) � � � �++

��� >����������- �� ������� � �� ���	������ ���	��� � �������	����� Rp,q�+=

����+ !��	��� � �������	����� Rp,q � ��	'��	�� ����'����	�� ����

	���� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �+=

����1 $�������� �����;�	�� ���	���� � �������	����� Rp,q � � � � � � �1�

����� 6�
�/�� C�(1,N−1) � ���	��	�� 
���� Spin(1, N − 1)� !��	��� �

�������	���� 9�	������
� R1,N−1 � � � � � � � � � � � � � � � � � � �1.
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 �		�����	� � �������	� ������������

��� ���	��
������� ��� � α� � ���������� ������ �������������������

〈β|α〉 = δα,β . �������

���	 δα,β � ��������� �������� ������� � ��	��
 ���!�" �� �������� �#�

��$�# � α � β� � ����������� �� ��%�� �������&� �� '�� ������ �������� ���
�������� �������� (�%����� ������� �&)� ������ |Ψ〉 ∈ V � 〈Φ| ∈ V∗ �����%�

&��� �� ����������&$�� )������� ������� ����&$�� �)�����

| Ψ〉 =
∑
α

|α〉〈α|Ψ〉 , 〈Φ | =
∑
α

〈Φ| α〉〈α| , �����*�

%�
∑

α �)������� ���%�������" ���%��� � ���%�������& ����� �� ���������
� ��������� �������� �#���$�� � ���	��
����� α�
+�� �&)�%� ���"��%� �������� T � V �� ��,� �������	 ������� T ′� ��


����" �"����� � V∗ �� �)����� - �� �������� � V∗ ��,�� �������	 ������� �
V�� ��%����� �������

〈Φ| (T · |Ψ〉) = (〈Φ| · T ′) |Ψ〉 , ∀|Ψ〉 ∈ V , ∀〈Φ| ∈ V∗ , �����.�

��� '��� ���)�� ������	� ��� ������� T �"����� �� V ����� � T ′ �� V∗ ������� /
���	�"0� ��� ����$���  ����� �� )��� �����	�����	 ��������� �)��������
��� T � T ′� � ����� �����.� �����	 ������ 〈Φ| T |Ψ〉� 1� ������0��" �����*� ������
��� �������" ������� I� �"����&$�" � ������������# V � V∗� �����%���� ��
�����" ����� )������# �������2

I =
∑
α

|α〉 〈α| , �����3�

� ������ 〈Φ|Ψ〉 ������������ � ���
〈Φ|Ψ〉 =

∑
α

〈Φ|α〉 〈α|Ψ〉 . �����4�

5��	����	  ������" �����3� ��� �������%� �������� I� ����0� �"���� ���"

��# ��������� T �� )������ ������ |β〉 ∈ V � ��  ���!�� Ψ(α) ≡ 〈α|Ψ〉 ����&

$�� �)�����2

T |β〉 =
∑
α

|α〉 〈α|T |β〉 , 〈β|T |Ψ〉 =
∑
α

〈β|T |α〉 〈α|Ψ〉 . �����6�

7��&�� ������ ��� �����!� ��������� T � )���� {|β〉} ��������� �� ��������#
'������ 〈β|T |α〉� 8���!�� Ψ(α) � ����������� � �����*� � �����6� ��,�� �������

�����	 � ������ ��������� ������ |Ψ〉 ∈ V� ����� ����� α - 9������9 '��
�����������
:�������� ����������������� ���������� �,�� �������� ����������� V �

V∗� ����)���� ��������� ����&$%� ���"���� ��� ������
(〈Φ| Ψ〉)∗ = 〈Ψ |Φ〉 , ∀|Ψ〉 ∈ V , ∀〈Φ| ∈ V∗ , �����;�

%� ∗ �)������� ��������� �����,��� <�%�� ���������� ������� 〈Φ| � |Φ〉
�����,�� ���% ���%�2

(〈α| Φ〉)∗ = 〈Φ |α〉 , �����=�
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 �		�����	� � �������	� ������������ ��

� ������� 	�
�
�� ����������� � ����

〈Φ|Ψ〉 =
∑
α

(〈α|Φ〉)∗ 〈α|Ψ〉 =
∑
α

Φ(α)∗ Ψ(α) . 	�
�
���

� ����������� 	�
�
�� � 	�
�
�� �������� ��� ������ 〈Φ| ∈ V∗ ����� �� ����� �����!
"���� � ������� � |Φ〉 ∈ V� �� ���# (|Φ〉)† = 〈Φ| � � �������

〈Φ|Ψ〉 ≡ (|Φ〉)† |Ψ〉 	�
�
���

� ��� ������ ���������������� ��� �� ����� ��������� ����������� � �� �����!
�� ������������ V 	� 
 ����������� ��������
 $�� ��%�� ���&� ������ ����# 	�
�
���
� ��� � ���� ���&'��� � �����&����# ������������ ����%����� ���� � ��  ����!
 ���� ��� (���)�� Φ(α) = 〈α| Φ〉 �� ���� ���� α
 * ������������ V � ������ 
�� ����� �������� ����������� 	�
�
��� ����������� �&��� ������������
��� � �������� ||Ψ|| =√〈Ψ|Ψ〉

��������	
� ������ ���� ���	�
����
 �
�����
 	��������� V � ��������
������ �������� � ������ ||Ψ|| = √〈Ψ|Ψ〉 ����
�� 	����� �� 
��� ����� 	��
��
����
������ �� ���� � V �!����� 	� ����
 ||Ψ|| � ��
�
�" �# V�� � 	���
������� V ��#���
�� $����
������
* �&+� ������ ������������ ����%����� ���# � ��  ���� ���# � 	�
�
��� ���� �!
���� � ������ �&�&+����' (���)��� � ������������ V �� �&���� &��# %��#&������ 


,�����)� ���#���# 	�
�
-� � 	�
�
���� �������� �������� H†� �� ����� �����!
"����� � H � �����.+� �&��� 

〈Ψ|H†|Φ〉 = (〈Φ|H|Ψ〉)∗ ⇒ 〈Φ| ·H† = (H · |Φ〉)† .

/�������� H � ��� ������%� �������.��� ���������

H† = H ⇔ 〈α|H|β〉 = (〈β|H|α〉)∗ ,

��������� �� ����� 

* ���������  �'����� ��������� ��������� ����� � �����������.� ������� �

%��#&������ ������������ V � �������%� � �� �� ����� �����"���� ����#��%�
������������ V∗� � ���� ������ ��&�.��� � ������ ����� �� ���� ��� ������!
����� � ���#�� ����%��� ��&����#���  � ��� � �
�
� �����������.� �� ����� �����!
����� �������.+�� � V
 /&�������� 〈Φ| � |Ψ〉 ��� �������� � ����������� V∗ � V
&��� ������� 0
 $����� 12�3� ������� ����� �' &��! � ���! ������� �� �������!
�������
 ,������ &��! � ���! �����'���� �� ������ 45674 � 489:4 ��%������%� �����
4567;89:4 	���&���


* ���������  �'����� ����� &����� ���&�� ��&����# &��� � V ���)���#�� 
�&��� 
 < � ����� ������ �  ��"����� ���' ��&�.��� �' ������� �'�����!
���� ����� � ������ ��&�� ��  �����.+�' ��&�.��� �' Hi = H†

i (i = 1, 2, . . . )=

������������	��
���	
 ���	��� {Ψk}∞k=1 � ����������� ���	���	�� V �������	�� ����������
	��
���	
� ���� ���� ��������	��
��� ���������	��
���	
��� ���� ��� ������	����	 �������
����� ��� ���� � ����
 � ���� ���� � ε ��!��	���	 ���� Nε 	����� "	� ||Ψi − Ψk|| < ε ��� ���#
i, k > Nε$



�� ��� ��� � ��� ����	��
 �		�����	� � �������	� ������������

[Hi, Hj] = 0� �����	
���
 ���
��� ��
������	 Hi �������� ��� αi� � �� �����	
��
��
 	
����� ��� |α〉 = |α1, α2, . . . 〉�

Hi |α〉 = αi |α〉 . ��������

• ������ �� ��	�
��� ��� ����������� 
������� αi ��������� ���������� Hi ���

��������� � 〈α′|α〉 ∝ δα′,α�

����� �����	
���� 	
�����	 |α〉 � �����
� ��
���� ��! ���� �������! �	�����
���
���� �� ��"�� ��� ��
��� 	����� �����! ����� ���������#$�� ��
������	 Hi��
�������	�� 	
�����	 |α〉 ��%�� ��&����� ���� ����� ��� �&�	�
�	����� &	�� �����
	���� ����	�# �����������
����� ������� � ����	�# ������� �����'��

������� �		�
����	� � ��������	� ���
���������

��������� �	����	��
�����
���! ������� 	 Rd �����	�#��� 	
������� |Ψ〉 	 �
��
���
����
���� �����
����� 	
������� ����������	
 V � �&����� (�����	�� ����
������ ����	
&
��
� �����)�� *������
���� �
�
�
���� ������� ����	
���	�#�
��
������ 	 V� ������
�� ����&������ ������� 	 d��
���� ����������	
 ����	
��
��	�#� (�����	� ��
������ x̂k (k = 1, . . . , d)� � ������
���� 

 ����� �� + (�����	�
��
������ p̂k � ��������������� ������,
�����

[x̂k, x̂j ] = 0 = [p̂k, p̂j ] , [x̂k, p̂j] = i I δkj , ������-�

"&
 I . 
&������! ��
����� 	 V� /�"
��� � 2d �����#$��� {x̂k, p̂k} � ���
&
��#$��
�� ������,
����� ������-� ���	�
��� d��
���! �������� 	��
�������� �����	
���

	
����� ��
������	 x̂k � p̂k 	 V �������� ��� |�x〉 � |�p〉�

x̂k |�x〉 = xk |�x〉 , p̂k |�p〉 = pk |�p〉 , ������0�

"&
 xk, pk ∈ R + ����	
���	�#$�
 �����	
���
 ���
���� ��������� �������� ������

&�#��� 	
������� |�x〉 � |�p〉� ���	�#��� ����������� � ���
&
�
����� ����&�������
� ���
&
�
����� ����� ����� ����	
���	
���� 1��� |�y 〉 ∈ V + ���%
 �����	
���!
	
���� 	�
� ��
������	 x̂k � �����	
����� ���
����� yk� 2�"&�� ��� ��� ������
���������� ������,
����� ������-�� �� ������
�

x̂k · e−i xk p̂k |�y 〉 =
(
xk e

−i xk p̂k + e−i xk p̂k · x̂k
) |�y 〉 = (xk + yk) e

−i xk p̂k |�y 〉 .

2���� ������� 	
���� e−i xk p̂k |�y 〉 . �����	
���! 	
���� ��
������	 x̂k � �����	
��
���� ���
����� (xk + yk)�

|�x+ �y 〉 = e−i xk p̂k |�y 〉 . ������'�

*�33
�
������ ��
 ����� 3������ ������'� �� xk � ����"�� 	 �
! �y = �0� �� ������
�

i∂k|�x〉 = i∂k e
−i xk p̂k |�0〉 = p̂k |�x〉 ⇒ 〈�x| p̂k = −i∂k〈�x| . ������4�

"&
 ∂k = ∂/∂xk � 	����
 ������,
��
 	�	�&���� � �
�	�"� � ����$ # (�����	�
�����%
����

���������� � �	
��� �	��� �������� ���
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�����������	��� 
�����

�
����� 	���
��� ������ !���� " �# �$�� �%&&&� �'���( " )�����* 
�"
����	 +����� " 
���
���,����	  ��������*��

• -�.������ ��-��� �� ������� � ���	
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�
5 ?�@�	�� �� %��� '������
'�� #%)*�&�

• RP�j		���� ��R�S��� ;�������7 � ?�@�	�� T�%�T�� '������ '�� #%)*k&�

• i�Q� V�� �� J����� K	��� ��� �! "����L� (����� '����� #%)**&�

• (�(� Q���	gS��� ���� i��� ��� ���� V����� ��T� T�
����� :�A�� �������
	����
�
5 ��
��� �
�7� (����� '����� #%)*�&�

• l�Q������� ����J��� B�
��7 ����� � 	����
����� �
�7� (����� '����� #%)��&�

• l�m� (���P�	��� =��6���� � ��
��> C���������8 ������� (����� '�����
#%)��&�

• (�(� Q���	gS��� R�m� N������ =��6���� � ��
��> 	����
����8 �
��5� (���
��� ��� ��
� �� #%)*�&�

• G� N��S��� =��6���� � ���7�������	�> 	����
��> ��
��> �
�7� ��
� � ��
����  �H 	���� '����� #%)Ek&�

��� ��� � ��� ����	��
 �		�����	� � �������	� ������������ ��

������	 
�
����� |Ψ〉 
������
��	�� �������
�� �	���� 〈�x|Ψ〉 ≡ Ψ(�x)� ���
����� ����
������� 
���� ���������� ����
������� ������� |Ψ〉 � ����
� |�x〉 � ��
������
� ������� �	����� 
�
����� ����� 
������
���� ����������� �� !���

���� ���������� x̂k � p̂k � ��������"�� 
�
����� |Ψ〉 � ������# �� �������
�	���� 〈�x|Ψ〉 ����
�����
� 
���	�$�� ������� %
�� %����&''(

〈�x|x̂k |Ψ〉 =
∫
ddx′ 〈�x|x̂k |�x′〉〈�x′|Ψ〉 = xk 〈�x|Ψ〉 ,

〈�x|p̂k |Ψ〉 =
∫
ddx′ 〈�x|p̂k |�x′〉〈�x′|Ψ〉 = −i∂k 〈�x|Ψ〉 ,

%�����&'

)�� �� �
���"������ 	
����� ������ %����*'(∫
ddx |�x〉〈�x| = I , %�����+'

� 	 �� ����	�� %�����,' � %�����-'� . �� �� ����� ������ ����
�������� ����	�
�� %�����&' ���������� �����������"�� ���������� ����
������� ρ ��)����
/�������)� %������'(

ρ(x̂k) = xk , ρ(p̂k) = −i∂k , %�����0'

������� ���
��	�� � ���
���
��� ������# �	���� Ψ(�x) = 〈�x|Ψ〉�
• ������ �� ��	
���
 ��������������� �����	��� ����	
������� ������� ����

�������� ������ !" #�
���� ���	
���
 � ���	
���	
�� �������$ ���#���Ψ(�p) =
〈�p|Ψ〉�

.�
����� |�p〉  �
���� 
 ���������� ���	�"
�� �p = (p1, . . . , pd) ����
� �������
�	����� 〈�x|�p〉� ������� 
�)��
� %�����,' � %�����&' 	������������ 	�������

−i∂k 〈�x|�p〉 = pk 〈�x|�p〉 .

1�2���� 3��# 	������ ������
� �	����

〈�x|�p〉 = 1

(2π)d/2
exp(ipkxk) , %����45'

)�� �������� �� �������" ���
��	��
� �� 	
����� ���������	���
�� %����4'(

〈�p ′|�p〉 =
∫

ddx 〈�p ′|�x〉〈�x|�p〉 = δd(�p− �p ′) . %����4�'

6��
" �� 
��� ��
���"������
" 	
������ ������ %�����+'� !�� ������� �	����
� ���	�"
�� ����
������� 
 	 ���� ����	�� %����45'� �� ���	 ��� 
����2���

〈�p |Ψ〉 =
∫

ddx 〈�p |�x〉〈�x |Ψ〉 = 1

(2π)d/2

∫
ddx exp(−ipkxk)〈�x |Ψ〉 , %����44'

������� 
�������� ���	�"
�� � ���������� ����
������� ������# �	�����
.����2��� %����44' ������
� #���2� ����
��� �������������� 7	�"� �� �����
�����)� ����
������� � ���	�"
��	�

8$� ��� ������ �������� ����� ��� !����� �� ��

������ � 
���	�$��
��������
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� ���������� � 
	������

������ �����	
�����

����� ����	
������ 
 
���������� ���	������
� � �������� �����
�� ���� 
��
������� ���	������
� ���� 
 ��� 	�� ���	������
�� ������ ��������� �����
��� ��� 
 ��
������� ���! "��  �����
����
 #
� ���	������
� ����� x̂k 

p̂k ���	�� ����� 	
���
����
� ����������$

ak =
1√
2
(i p̂k + x̂k) , a†k =

1√
2
(−i p̂k + x̂k) , %�!&!�'

������� �������� %�!�!�('� �����
��� ���	���
� �)�����

[ak, am] = 0 ,
[
a†k, a

†
m

]
= 0 ,

[
ak, a

†
m

]
= δkm . %�!&!&'

*
 ���������� �	�)��� ����
���� ��
 ���������

 d�������� �	
���	��� �����

�����
� ������� #����

 %���
����
��' ������� �����

Ĥ =
1

2

d∑
k=1

(
p̂2k + x̂2k

)
=

d∑
k=1

(
a†k ak +

1

2

)
. %�!&!('

+�#��� �  
�
�� ����)�� � �)������
�
 {ak, a†m} 
 ����	�����
�
 �����,��
��
�
 %�!&!&' ��������� 
������� d�������� �	
���	��� ���������
!
+��������� F ������
� d�������� ��������� ��-
������� � ������ 	���

���� ����)�� � �)������
�
 {ak, a†m} 
 ����	�����
�
 �����,��
��
 %�!&!&' %�
������
 ������� #����

 Ĥ' ��������� ���������� ����� 
 #� ����������
���
�� ���	���
� �)�����! .��	
�� ����
�������� ��������� ����� |0〉 ∈ F
����� ��

ak |0〉 = 0 , ∀k , 〈0|0〉 = 1 . %�!&!�'

/����������� 	�� �����0������ ������ 〈0| = (|0〉)† �� 
���� 〈0| a†k = 0! "����
������ ����
�������� ������

|n1, n2, . . . , nd〉 = 1√
n1! · · ·nd!

(a†1)
n1 · (a†2)n2 · · · (a†d)nd|0〉 , %�!&!1'

������ �)����� )��
� � ���������� ���� F � � ��� ��)�� ����� 
� F ���	�
���
� � �
	�

|Ψ〉 =
∞∑

n1,...,nd=0

ψn1,...,nd
|n1, n2, . . . , nd〉 ∈ F , ψn1,...,nd

∈ C .

+��������� ���� �����	�� � ����������� ���� ������
� ������������
�
������ ���
-� � Rd$ ��)�� �� ������
� ��0�� ���	���
� � ��������� �
	�! /��
������ %�!&!&'� %�!&!1' �� ��������

ak |n1, . . . , nk, . . . , nd〉 = √
nk |n1, . . . , nk − 1, . . . , nd〉 ,

a†k |n1, . . . , nk, . . . , nd〉 =
√
nk + 1 |n1, . . . , nk + 1, . . . , nd〉 ,

%�!&!2'

�� ������� ��	
�
�� ����� ���

��� ��� γN+1 ��	
���� ��� 	
��������� ���� 
�	������� γk� �
 � ���� 
	������
���� �

��
����� ������ ����� !���" ���#$�� 	

	%�
���"�� 	
��������� 
�	��
������ γk � �������&� k� �� ��
����&� � ���
	 (k1 · · ·km)� �
 ���" 	

	%�
���"��
	��
� !���� ���#$�� � '������� ����� �
())�%���� ���#$�# � *�
� �
())�%���� &
+�
�
 �,!�����"� �&�
+�� 
�� !���� ���#$�� ����� �� γ[km · · · γk1] � 	
��&&�	
��� 

�������& (k1, . . . , km)� - 	����"���� ��� 	��
� !���� ���#$�� �,�
��&

αm γ
[km · · ·γk1] εk1...kmkm+1...kN γ

km+1 · · · γkN =

= (−1)m(m−1)
2 αm εk1...kN γ

k1 · · · γkN = (−1)m(m−1)
2 iν(−i)q N !αm γN+1 ,

���#$�. 

/�� &, �
�
�"�
�����" 	�������
& �����0� � - ��
� 
!�	��" ��� ���
� !���� ���#$�� 

��!��&

γ[km · · · γk1] γ[k1 · · · γkm] · γN+1 =
N !

(N −m)!
γN+1 . ���#$�� 

1���" &, �
�
�"�
�����" �
+�����
& ��	� � ������0  ∑
k1,...,km

γ[km · · · γk1] · γ[k1 · · · γkm] =
N !

(N −m)!
I2ν , ���#$�$ 

�
�
	
� ��/�
 �
���,������� ���� ��&����"� !�
 ��&&� � ���
� !���� �
��	+�� 	
��

N !

(N−m)!
���/��&,�� ��+�
� �� �
�
	,� 	���
 I2ν � 2	������� 	��,� !���� ���#$�. �

���#$�� � &, 
��!��& ���#$�# �



��� �� ������� ��	
�
�� �����

���� ������ ��� ��	�
�� ���

�������� ���	�
���	 Spin(2, 4) = SU(2, 2)� �������� ��������������� ���������	
�
�����������	 ��� �����
� C�(2,4)� ����
�� ���������� �� ��� �!"#� ����� � $��	
�
����������� 	��
�%� d� h � f � � 
���	��
��� ������� ���&�'(# ) ���&�'*# ���
������ A,A�

�����	
�� ������������� ��������� ����� ���������� ������������ ��
 ����� 
! C�(2,4)"

γ0 = σ1 ⊗ I⊗22 , γ1 = σ2 ⊗ σ1 ⊗ I2 , γ2 = iσ⊗22 ⊗ σ1 ,

γ3 = iσ⊗32 , γ4 = iσ⊗22 ⊗ σ3 , γ5 = iσ2 ⊗ σ3 ⊗ I2 ,
���#����

��
 ������� �! ����� γ†m = γm (m = 0, 1)� γ†m = −γm (m = 2, ..., 5)� γTm = (−1)m γm
� γ∗m = γm (m = 0, 3, 5)� γ∗m = −γm (m = 1, 2, 4)� ��$���	� �������� ���%��#� � ���%����&
���%����� ������
 p = 2, q = 4, ν = 3� �! ���	'��� D ∼ γ2γ3γ4γ5� C ∼ γ1γ3γ5� B ∼
γ1γ2γ4 �� �!���
 �������	� ��(���� � ����	)*�� �����������
�

D = I2 ⊗ d = I2 ⊗ σ1 ⊗ I2 , C = iσ2 ⊗ h = iσ2 ⊗ I2 ⊗ σ2 ,

B = iσ2 ⊗ f = iσ2 ⊗ σ1 ⊗ σ2 .
���#��#�

��������� ����+! d,h � f �� ���#��#� � ���%�,#� - ���%�,��� . ��	������ ��
 ����� 
�����!( ������ A,A ∈ Mat4(C) $������� U ∈ Spin(2, 4) �! ���	'��� 	�����
"

A† (σ1 ⊗ I2)A = I⊗22 = A
†
(σ1 ⊗ I2)A , ���#��%�

A = (I2 ⊗ σ2) (A
T)−1 (I2 ⊗ σ2) , A∗ = (σ1 ⊗ σ2)A (σ1 ⊗ σ2) . ���#����

/� 	������ ���#��%� ����	��� '�� A,A ∈ U(2, 2)� � 	�����
 ���#���� �������'�� ��
 
�!��)� ����+! A � A� �� ���� $������ U ∈ Spin(2, 4) ����������	� ���
�� ����
�� ���� ������� ��������� ������� A ∈ U(2, 2)� �������� ���� �	�� ������� A
��		��������
 ��� �������� ������ U(2, 2) � ������������ ����	��������� �� 	��
���	��  !�"#�#$ ������� A ��������� ����	��������� ������������� ����	���������
������������������ � �������������� %������ �	����� ���������� det(A) = 1� �
���&� �������� ��� ��� ��������	�� ����� SU(2, 2) � Spin(2, 4) 	�������� � ������
�'����� ������ SU(2, 2) 	������ �� �������� Spin(2, 4) = SU(2, 2)�

���� ������ ��� ��	�
�� ���

�������� ���	
���� 	� ���������� γk ∈ C�(p,q)�

γ[k1 · · · γkm] · γN+1 = αm εk1...kmkm+1...kN γ
km+1 · · · γkN ,  !�"(�)$

αm =
1

(N −m)!
(−i)ν iq (−1)[m2 ] ,  !�"(�"$

�	
 N = (p + q)� ��������
����������
 ������
	
��
 γ[k1 · · · γkm] ���
	

�� �
�����  !� ε01...N−1 = 1� [m

2
] " #
�� $���� m

2
� γN+1 = (−i)ν+qγ0 · · · γN−1�

��� ��������	�
�� ���� �	���
� � �
���	���
� ��������	�
�� ��

������� ��	
���
� ak ��������� ��	
���
��� ������	��� � a†k � ��	
���
���

���	���

������	 �	���
� 〈n1, n2, . . . , nd| � ������� �
���
����	 F∗ ���������� �� �	��
��
�� ��� ��! �
������� ���
��	�	�� � �
��������" �	���
 〈Φ| ∈ F∗ �
	��������
	��� � ���	 〈Φ| =

∞∑
n1,...,nd=0

φ∗n1,...,nd
〈n1, . . . , nd| = (|Φ〉)†� #�	 φn1,...,nd

∈ C�

• ������ �� ��	�
��� ��� ��	���� ������� ���������������� 〈k1, ..., kd|n1, ..., nd〉 =
δk1n1 · · · δkdnd

� ��	�
��� ��� ������������ �	�������� ����
������� 〈Φ|Ψ〉 =∑
n1,...,nd

(φ∗n1,...,nd
ψn1,...,nd

) ��������  ������ Ĥ !  ������� "�������� ��� ��	��#

�� ������� ����$��� ��%��������� ��� ������������� ��������

Ĥ |n1, n2, . . . , nd〉 =
( d∑
k=1

nk +
1

2

)
|n1, n2, . . . , nd〉 . ��� �$!

• ������ &� '�(�� ������)$ *)�	+�$ 〈�x |0〉 ��������� ��������� ��+��������
���	))��� � 	����������� �������������� ��	�
��� ��� ��%�������� �����#
���� |n1, n2, . . . , nd〉 ������������� d#������� ��+�������� � 	�����������

������������� ���$� ��� 〈�x |n1, . . . , nd〉 =
( d∏
k=1

Hnk
(xk)/(2

nknk!)
1/2
)
〈�x |0〉

��� *)�	+�� Hn(x) = (−1)nex2 dn

dxn
e−x

2
! �������� ,������

%�����	 ������ ������! ��� �	���
�� |n1, . . . , nd〉 ��������	��� ��	���&�� �'
��
���

I =

∞∑
n1,...,nd=0

|n1, . . . , nd〉 〈n1, . . . , nd| , ��� �(!

#�	 I ) 	�����" ��	
���
 � �
���
����	 *���� +��	���� ��� �����,	�� ��� ��!
���� �'
����� � ����� �'
���� �������� �
	������	�	 *��� ��#	'
� -	"�	'	
#�.

x̂k =
1√
2

(
ak + a†k

)
, p̂k =

1

i
√
2

(
ak − a†k

)
.

/	
	"�	� �	�	
� � ����
�	�� #�����
0�#� � ���#�����
0�#� �
	������	�
�"� 1������� ��� � �
	����&	� �
��	
	 ��� ����
�	�� ���
�����#� � ���
������#� �
	������	�" �� ������������ ����	 ����	�� ��'���	�2 �	���
��
������3! ��� ��	
���
�� ���
����� x̂k � �������� p̂k� �����	����	�� 4�� ����
�	�
�� ���#�����
0�#� �
	������	�� �������� ����� ����	�� ��'���	�2 �	����

�� ��� ��	
���
�� ������	�� ak.

ak |z〉 = zk |z〉 , ��� �5!

#�	 |z〉 := |z1, z2, . . . , zd〉 � zk ) �����	���	 ���
������ 6	���
� |z〉 ���������
��#	
	���� ����������� � �2 ���� ����
���� ��	���&�� �'
���� ���	�� � ���		
���
����	��	��� �����
����	 �� �����
��&���� ��	���� k!.

|z〉 = exp(zk a
†
k) |0〉 , ��� ��7!
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�� ���� �	���
� � �
���	���
� ��������	�
��

��� |0〉 � ��	

��� ������� ����������� �	�� �������� ������� ����
�� ��
�������� � 
���� ��������  �!�
��! �������������� ��������" �# ��
����

a†k |z〉 =
∂

∂zk
|z〉 . ��������

• ������ �� ���	
 ������� �����

 〈xk|z〉 �������	��� ���	���
� � �����
��	�

��� �����	����

�

$�� ����%���#& ��	��� 〈z∗| = (|z〉)† �# ����� ��������#� ��������

〈z∗| = 〈0| exp(z∗k ak) , 〈z∗| a†k = z∗ 〈z∗| , 〈z∗| ak = ∂

∂z∗
〈z∗| . ��������

�����	� ��
& 	������#& ������' �����(

〈z∗|w〉 = 〈0| exp(z∗k ak) |w〉 = 〈0| exp(z∗k wk) |w〉 = exp(z∗k wk) , ������)�

��� z, w ∈ C" � �# ����!������! *��
�' ������� � ��������� 〈0|w〉 = 1"
∀w ∈ C� +��,�� ����" �� ��� z = w 	�������#� ������� |w〉 � |z〉 �� ��-
����!�# ��
� ��
�
� .�� �� �����" �& �%� ����!����! ��� �������� ��#&
������������' � 	�����' ��&���	�� /�,���#� ����! �������� ����
,0�� 
����-
%������

�����	
���� ����� ������� ���	�
� ������ ��� ������	
	�� ���
��	�� �������
���
�� ��������� � ����� �����	�
� � ������∫

dμ(z, z∗) exp(−z∗k zk) |z〉 〈z∗| = I , ������1�

��� ���� dμ(z, z∗) 	� Cd ���������
�� ������

dμ(z, z∗) ≡ 1

πd

d∏
k=1

d2z =
1

πd

d∏
k=1

dxk dyk , zk = xk + iyk . ������2�

��������������3# �	�%�� ������1� ��� ������� ��
��� d = 1" 440���� ��
��
��' ������!�� 	����� ����� ��������' d 5 �������!��  ������� ���-
������� 	�������#& ������' ��������" �������� � ���
, ����! ������1� � ���������
�������� � �����#& 	�������& z = ρeiφ(

1
π

∫
d2z exp(−|z|2)

∞∑
m,n=0

(za)n

n!
|0〉 〈0| (z∗a†)m

m!
=

= 1
π

∫∞
0
dρ e−ρ

2
∞∑

m,n=0

ρn+m+1
∫ 2π

0
dφ ei(n−m)φ 1√

n!m!
|n〉 〈m| =

=
∞∑
n=0

2
n!

(∫∞
0
dρρ2n+1 e−ρ

2
)
|n〉 〈n| =

∞∑
n=0

|n〉 〈n| = I ,

��������

���� �����������	
� �������� ���� ����� ��� �� C ����
 ������������ � ���� d2z = i
2dz ∧ dz∗�

��
 �	���������
 ������ 
�������� �

�� ������� ��	
�
�� ����� ���

���� ������ ��� ��	�
�� ���

��������� 	�� 
�� U ∈ Spin(p, q)� �� ������ (−U) ����
 ������
�� �����

Spin(p, q)�

������	
�� �������� ��� �������� (−I) ��
��	���
� ������ Spin(p, q)� �� ����
���������� ���	�� �
��� � Spin(p, q)� ���	
������ ��� � �	
�
���� ����������
I ∈ Spin(p, q) !��"
�����# �����# p = 1 
 q = 1 �� ��������� �
������ 	�� ����$
������������ ����������
� %���� p > 1 &�����# q > 1 ��������
������ ������
���' 
(��	� � ���	�������

 &� ) **'

γ1 = Γ1 , . . . , γp = Γp , γp+1 = iΓp+1 , . . . , γp+q = iΓp+q , &* ++ )'

�	� ����
"� Γm ����	����� � &� ) ,-'� &� ) ,)'� �� 
����

Σ1,2 =
1

4
(Γ1Γ2 − Γ2Γ1) =

i

2
(σ3 ⊗ I⊗(ν−1)) .

.���
	��� ��� ����������� �
���

g(t) = exp
(
tΣ1,2

)
= exp

( i
2
t σ3 ⊗ I⊗(ν−1)

)
,

������� � ������ Spin(p, q)� ���	
���� /������� g(0) = I 
 g(2π) = −I� �� ����
−I ∈ Spin(p, q) .���	� ���	���� ��� /������ −U = g(2π) · U ������ ����������#
�
��# � ������ Spin(p, q) � /�������� U � �� ���� −U ∈ Spin(p, q) 

���� ������ ��� ��	�
�� ���

����� ������ Γ′k (k = 1, . . . , 2ν − 2) � ������� ��!�� � ��
������
� �����" ��
���
��# ν → ν−1 � ��������� 	�� � $��� ���	�
 ��! ����� d� g� c  h �� �

�
��
������
�! �����%�  �����%& �

%�	������� �����$����
"� &� 0 ��'� � ���� ����
"� D &� 0 *�' 
 C &� 0 *,' �
&� 0 *+' 
 &� 0 *0'� � ���� ��
����� ���#���� &� 0 0' 	�� /��
����� ����
" Γ′k �
���	�������

 &� 0 +'� �� �������� �����
�

1.) q − ������ (p = 2β) ⇒ d · Γ′k = ζ(k)Γ′k · d ,
2.) q − �������� (p = 2β + 1) ⇒ g · Γ′k = −ζ(k)Γ′k · g ,

�	� ζ(k) = +1 (k = 1, ..., p− 1) , ζ(k) = −1 (k = p, ..., 2ν − 1) ;

3.) ν − ������ ⇒ c · Γ′k = (−1)kΓ′k · c (k = 1, ..., 2ν − 1) ,

4.) ν − �������� ⇒ h · Γ′k = (−1)k+1Γ′k · h (k = 1, ..., 2ν − 1) ,

&* +0 )'

������ ����	����� ����
"� d� g� c 
 h %�
�
��� �� ��
���
� ����# �
	 ����
"
Γ′k (k = 1, . . . , 2ν − 2)� ������ ��	��� � &� 0 +' &��
 ν → ν − 1'� 
 ����
"� Γ′2ν−1 
�
&� ) ��'� ���� ������
��� ��� ���
 d 
 g� ���	1�������� � &� 0 2-'� �	�����������
������3��
�� ) ' 
 + ' 
� &* +0 )' �����"� ����# �
	 &� 0 2)' 	�� ����
" c 
 h

������� 
� �������
� ������3��
# 0 ' 
 � ' &* +0 )' � ������3��
��
 &� 0 ))' 

	
������ �
	�� ����
" C,C ′� ������ ���
 ����	����� � &� 0 ,'� &� 0 �' 



��� �� ������� ��	
�
�� �����

� ��������	 ��
�� �
��� �������� � ����

(−1)r
(r!)2

det

(
Bi1...ir
j1...jr

Bi1...ir
�1...�r

Bj1...jr
k1...kr

0

)
tk1...kr;�1...�r , ��������

��� 0 � �����
� r× r 	
����
 �!"��#�
� � ��"����
�� ����
 ���!��$ %������!�!���
������&� ���"!�
 t �

Bi1...ir
j1...jr

≡
⎛⎝δi1

j1
. . . δi1

jr��� · · · ���
δ
ir

j1
. . . δ

ir

jr

⎞⎠ .

'
	���	 ��! �����	��
�� � �������� 	!(�! ���!%�
"!�
�� �����)�	 !%�
"!	

det

(
Bi1...ir
j1...jr

Bi1...ir
�1...�r

Bj1...jr
k1...kr

0

)
= (−1)r det

(
Bj1...jr
k1...kr

0

Bi1...ir
j1...jr

Bi1...ir
�1...�r

)
=

= (−1)r det
(
Bj1...jr
k1...kr

) · det (Bi1...ir
�1...�r

)
= (−1)r (r!)2 Aj1...jrk1...kr

Ai1...ir�1...�r
, ������*��

��� Aj1...jrk1...kr
≡ 1

r!
det
(
Bj1...jr
k1...kr

)
� 
�����		����"
�!� �
��
 r ��	� +!�	��� �&��������

,!���
��	 ������*�� � �������� �!��
 ��� ��
�!$ �
��� �
������
 �������� �!���
�	

Aj1...jrk1...kr
Ai1...ir�1...�r

tk1...kr;�1...�r = tj1...jr;i1...ir ,

��! � ���� ��		����� �������� �!��
�
�� � ���!$ �
��� ��������� -
#�	 !%�
"!	 
�!(�����! �������� �!#
"
�!� ." �!(�����
 �������� ������� �!(�����! �������� �!���
���! #!	%������ /�� �!(�����
 	0 �0�!��	 ������*��

���� ������ ��� ��	�
�� ���

��������� 	�� 
�� �	����� ���	�� (p + q) = 2ν + 1 ����� ������ U ∈ CL(p, q)
���
������ � ��
� U = z ·a� �
� z � ������ ����� ������� C�(p,q) � a ∈ CL(0)(p, q)�

,���� U = a+b ∈ CL(p, q) ��� a � b �!!����������! ����0$ � ������0$ /��	���0

���%�0 C�(p,q)� 1��� a = 0 ��� b = 0 �! �����(����� !������!� ,���� a = 0 = b 
�!��
 ���!%�
"!�
��� ������� #
# � � ����
� p + q = 2ν �
"%��
��� �
 ��� �
���
��	� �����*2��

a · γm = γk Λ
k
m · a , b · γm = γk Λ

k
m · b . ����*�*�

3�����0$ /��	��� b ������
��	 � ���� b = γ1...N · a′ ��� a′ 4 ����0$ /��	��� �
a′ ·γm = γk Λ

k
m ·a′ �����	 ���� a′ = c ·a �#!���
��
 c = 0� �! U = (1+c ·γ1...N)a � �
#

#
# /��	��� U 4 !%�
��	 �! /��	��� a �
#(� !%�
��	 � ����!�
�����! a ∈ CL(0)(p, q)�
,���� a′ = α · a �!��
 /��	��� a � ����*�*� !�������� ��!��!"�
��! � ��! �����

	!(�! ����
�� !%�
��	0	 �����
� �����)�	 !%�
"!	5 a → a + αa′ ≡ ã ��� α
4 ��#!�!�0$ �
�
	������� 6 /�!	 ����
� ã ∈ CL(0)(p, q)� -����� �" +!�	�� ����*�*�
������� ��! /��	��� ã−1 ·b ����
���(�� ������ 
 �
# #
# /��	��� ã−1 ·b 4 ������0$ 
�! b = βγ1...N · ã ��� � ���� !%�
��	!��� U 	0 �	��	 β2 = (−1)ν+q� -
#�	 !%�
"!	 
	0 �!���
�	 U = (1 + βγ1...N) · ã ��� ã ∈ CL(0)(p, q) ��! � ���%!�
�!�� �!#
"
���

���� ����� ��	
����	��� �� ������� U � ������� ��	����� a � a′ �	 ����� ��	�� ����
���	
���	��	 ��
� �������	���	 �	���� � ���	���� ������	����� ���	������� ���	 ��	���� U =
(a + γ1...N · a′) �	 ��� �� ��������� �� ����� 
!	 � ����	 �	���������� ��	������ a � a′�
��	�
 ��!�� ��
����� ���	"��� ������#�� (a + αa′) ����� ��� �� �	 ��
	� ��	�� ���	��$
��
 � ��
	� �������

��� ��������	�
�� ���� �	���
� � �
���	���
� ��������	�
�� ��

��� � ���	�
���� ���������

������� ��� �� ��� � 
 ������ ������������� � ���������� ������
������

���� 
������ ������� |Ψ〉 ����� �������
��� ������ 〈z∗|Ψ〉 ≡ Ψ(z∗)� ����!
��� ���"
���� 
����
�� �������� 
 ����������	
��� �	����������� #���
��
���������
 ak � a†k �� �����
������ ������� |Ψ〉 
 �������� ����������������
������
������ ����"
���� 
 
��� $�� $��%��%&&

〈z∗|ak |Ψ〉 = ∂

∂z∗k
〈z∗|Ψ〉 , 〈z∗|a†k |Ψ〉 = z∗k 〈z∗|Ψ〉 , $��%���&

� �������� �����
������ 〈Φ|Ψ〉 �
�� �������  ������ ���
�� ������" $��%��'&

"������ 
 (��� ������
����� ���� )�� �	�����*

〈Φ|Ψ〉 =
∫
dμ(z, z∗) e−z

∗
k zk 〈Φ|z〉 〈z∗|Ψ〉 =

∫
dμ(z, z∗) e−z

∗
k zk (Φ(z∗))∗ Ψ(z∗) . $��%��+&

����� �	������ ������" $��%���& �������� � ����������	
��� �	���������� ρ̄
����	�" ����������
 ak � a

†
k $��
����  $�����,&&

ρ̄(ak) =
∂

∂z∗k
, ρ̄(a†k) = z∗k , $��%��,&

����
� )�� 
 ����	����
�� ��������
� �������������"� ������� Ψ(z∗) =
〈z∗|Ψ〉 � ������"� �����
������� $��%��+&�
-�� 
 $��%��'&� $��%���& � $��%��+& ������ ������ z∗k ↔ zk� (∀k)� �� 
��������

�)� ���� �������� ������
������ ������� ���"
���� ���������"�� .�������
��
������������ ������
����� ρ ����	�" $��%�%& �
����� ����	����
� ��������
�
���������"� ������� 〈z|Ψ〉 = Ψ(z) ≡ Ψ(z1, . . . , zd) � ������"� �����
�������

〈Φ|Ψ〉 =
∫
dμ(z, z∗) e−z

∗
k zk 〈Φ|z∗〉 〈z|Ψ〉 =

∫
dμ(z, z∗) e−z

∗
k zk (Φ(z))∗Ψ(z) , $��%�%/&

� ����������� ����	�" ����������
 $��%�%& 
 
���

ρ(ak) =
∂

∂zk
, ρ(a†k) = zk . $��%�%�&

0���
���
����� ���
�� ������" $��%��'& 
 ����������� ������
����� ����"
�!
��� ���* ∫

dμ(z, z∗) exp(−z∗k zk) |z∗〉 〈z| = I , $��%�%%&

� 	����"� 
������ $��%�1& ������� �� ���� )�� �	����� $��
����  ��������
$%�%�%2&&

〈z|n1, . . . , nd〉 = 1√
n1! · · ·nd!

zn1
1 zn2

2 · · · znd
d . $��%�%3&

���������	� ����� ��� �����	���� �	��������� �������� ����� ����� �	������
�����

〈Φ|Ψ〉 = Φ∗(∂1, . . . , ∂d) ·Ψ(z)|z1=···=zd=0 , $��%�%'&

�� ∂k = ∂/∂zk� �	� ���� �� Φ(z) =
∑
Cn1,...,dz

n1
1 . . . znd

d ����� Φ∗(∂1, . . . , ∂d) =∑
C∗n1,...,nd

∂n1
1 . . . ∂nd

d �



�� ��� ��������	�
�� ���� �	���
� � �
���	���
� ��������	�
��

������	
��	��� ��������	� 
������ ���
����� �������� � ������� ���
� � �����
���� ������� Φ(z) = 〈z|Φ〉 �����	 ����� ��� �	�� ������ ������!�� " #��$ �������
%� $�	&& %��� ��  	���� ����	 & %� ����&$� $�  $��$

〈n1, . . . , nd|Ψ〉 =
∫
dμ(z, z∗) 〈n1, . . . , nd|z∗〉 〈z|Ψ〉 e−z∗k zk =

=

∫
dμ(z, z∗)

z∗n1
1 · · · z∗nd

d√
n1! · · ·nd!

〈z|Ψ〉 e−z∗k zk =

∫
dμ(z, z∗) (−1)

∑
nk 〈z|Ψ〉 ∂n1

1 · · ·∂nd
d√

n1! · · ·nd!
e−z

∗
k zk =

=

∫
dμ(z, z∗) e−z

∗
k zk

∂n1
1 · · ·∂nd

d√
n1! · · ·nd!

〈z|Ψ〉 = ∂n1
1 · · ·∂nd

d√
n1! · · ·nd!

Ψ(z)

∣∣∣∣
z1=···=zd=0

. ������'�

(�� ��� ����& ����$��)	�& )�	�* & Φ(z) %��
���� $� � � 
� �&
� %� ��� �	�$
$�	�$�$ ������!�� ��  � ������'� ���
��� ���������

���
����
 �� +��
������	 � �������� 
�& ����&�	��� %�� ���
�	 & ������,� ������
�����& ���������	� %����	�$ � ��-	 ������ ���� ���	 &� . ��� � ���
���- ������
�����  ������ $� ��
�$ ��� �	�  �%������� #�� %��
������	 � ��$� 	�%� $�� )���
$��� ��������  ������/���

0���� �%������ A� 
�������1 � � %������	���� 2��� F � $��	� � %�$�1�
������� ��% ��� � 	��$��	�� �� �������� )��$�

A =
∑
μ,ν

Aμ,ν(a
†
1)
n1 · (a†2)n2 · · · (a†d)nd(a1)

m1 · (a2)m2 · · · (ad)md , ������/�

�
� μ  ν 3 $���  	
����4 μ = (m1, . . . , md)  ν = (n1, . . . , nd)  Aμν ∈ C� (��$ 	
5	��$��	�& )��$�6 ��	������ ��� � ��$$� ������/� � ���
�$ ������$�$ ��� �%������
�� �	 �����	 & ���&� �%����� � ���
�	 & ������ 7	� ����$��)	�� %��
������	 �
�
��	� 
�& �%��
���	 & ��������� �������� �%�������� A� 
�������1 - � F � ��&
�%��
���	 & ������ � $���� ��% 8�$ � �	� ����$��)	�$ %��
������	  
����� �
�%������� ������/� 	� 	�������� ������ |Ψ〉4

〈w∗|A|Ψ〉 =
∫
dμ(z, z∗) e−z

∗
k zk 〈w∗|A|z〉 〈z∗|Ψ〉 , ������9�

�
� 〈w∗|A|z〉 3 &
�� �%������� A� ������� ����� ��� ��&���& � %�$�1� �����:�  
��������4

〈w∗|A|z〉 = A(w∗, z) ew
∗
k zk , ��������

A(w∗, z) =
∑
μν

Aμ,ν(w
∗
1)
n1 · (w∗2)n2 · · · (w∗d)nd(z1)

m1 · (z2)m2 · · · (zd)md .

2�	�* & A(w∗, z) 	��������& ��������� 	
�����
��� �������� �%������� A� ���

�	��� � 	��$��	�� )��$� ������/�� " ����� � � $��� ��� �����& �� 	��$��	��
)��$� ����� ��$� ��� �$���� �%�������� a†i  aj � 	�$ ) ��� ���� ��$%����	��
� ��� w∗i  zj � �����������		�� " ����� � � $���� %����	� � ��$ ������� ���
� 	����
-�
 $� %� ���� � 	��$��	�� )��$� ������/� %�� ���
�	 � 
��- �%�������� A1  
A2� ���
��  � ������- ��% ��	 � 	��$��	�� )��$��

�� ������� ��	
�
�� ����� ���

�����	
�� �������	� 	�����
 t ∈ V⊗2r� ���	�����
����� � ���	��	�	��� �
��
��
�� ���
 [2r]� �������� ���
��

t1,3,...,2r−1; 2,4,...2r =

1 2
3 4

�

�

�

�

�

�

... 2r

= A1,3,...,2r−1 · A2,4,...,2r · P (+)
1 P

(+)
3 · · ·P (+)

2r−1 ψ
1,2,...2r , ���� ��!

��� ψ " ��������#��� 	����� � V⊗2r� ���	� 	�������$ �������� k1, �1, ... � �
%
���
�� ����
 ���	��	�	�����$ ����	�
��	� V � ������������ V⊗2r� Aa1,...,ar " 
�%
	����	���
	��� �
��
 r� ����	������ � ����	�
��	�
$ V � ����
� a1, ..., ar �
����
	��� P

(+)
k = 1

2
(I + Pk) ���	�����	 ����	�
��	�
 V � ����
� k � (k + 1)

� V⊗2r ������	
����
 Pk ���������
 � �����&�!!� '�����( �����������	� ��( 	�������
���� ��! ����(	�( � ���	��)���(

ηki�j t
k1...kr;�1...�r = 0 ⇔ ηk1�1t

k1...kr;�1...�r = t
k2...kr;�1,�2...�r

�1
= 0 . ���� �*!

+������ ���� ��! ���
�
�	 ���	���� �� �	��)���� � ������������ �����	
�����
���$ ��������� �
$��(��$�( � �	���,
$ 	
���,� ���
-

k1 �1
�

�

�

�

�

�

kr �r

= tk1...kr;�1...�r = t�1...�r;k1...kr =

�1 k1
�

�

�

�

�

�

�r kr

. ���� ��!

.���	��	��#��� �����	��� P
(+)
k ������	���(�	 ���	��)���( P

(+)
k = Pk P

(+)
k � ��/	�%

� ��( 	�����
 ���� ��! ���

t1,...,2r−1; 2,...2r = A1,...,2r−1 · A2,...,2r · (P1 · · ·P2r−1) · P (+)
1 · · ·P (+)

2r−1 ψ
1,2,...2r =

= (P1 · · ·P2r−1) · A2,...,2r · A1,...,2r−1 · P (+)
1 · · ·P (+)

2r−1 ψ
1,2,...2r = t2,...2r; 1,...,2r−1 .

���� �0!

���#��(�# ���	���� ���� ��!� �
����	�� ���� �1! ���������
�	�( � ����

(P−)
i1...ir

k1...kr
(P+)

j1...jr
�1...�r

tk1...kr;�1...�r = 0 . ���� ��!

2
����	�
 ���� �1! � ���� ��! � �3�	� (����� ���
 �0�1��1! �
�	�!�
���
�#��$ ���%
��	���� P± /����
���	�� ���	��)���(

ti1...ir;j1...jr =
(−1)r+q
(r!)2

εi1...irk1...kr ε
j1...jr

�1...�r
tk1...kr;�1...�r , ���� ��!

εi1...irk1...krt
k1...kr;j1...jr = εj1...jr�1...�r t

i1...ir;�1...�r , ���� �4!

���3� ���	��)���( ���� ��! � ���� �4!� �
� ����� �������	#� ������	 ���� �� ����
�
+
�� ���
��� ��( 	���� 3	��� ��	
����	# ���
��������	# ���� �1! �
 ���	
	�3��
���
�
	# ���� �� �
����	� ���� ��! ��� ���� �4!� �
����� ���� ��!�

.��
5� �
����	�� ���� ��! ��( ���3
( ������ SO(2r)� ����
 q = 0 � �	����
�5�� ����
	# ���������� ηik = δik ������ ���3
� ������ SO(2r − q, q) ��( q =
0 �
��
	���
�	�( 
�
����3��!� 6�����#����( 	�5���	�� ��� 2
���� ������� �
������ 3
�	� �����!

ε
i1...i2r

· ε
k1...k2r

= det

⎛⎜⎜⎝
δ
i1k1

δ
i1k2

. . . δ
i1k2r

δ
i2k1

δ
i2k2

. . . δ
i2k2r���

��� . . .
���

δ
i2rk1

δ
i2rk2

. . . δ
i2rk2r

⎞⎟⎟⎠ .



��� �� ������� ��	
�
�� �����

���� ��	�
� �	��� �
	��� � �������� k1 � i1� ����� ��	����� �����
�� 
���	��
t′ ��	���
 �	��
	���
�� V(λ′′) 
���	��� ����
	��������� �� 
������ �����
��	�� ��� 	���� !� � λ′′ = [2b−1, 1a−b]� "���� ���������� ���
��#��� $%�&'��(
	���� 	���	���
� �	��
	���
�� V(λ′′) � ��)���*
�* �� ��	��� $%�&'�+(� � ��
�	��
���� ����
� ����� a→ (a− 1) � b→ (b− 1),

dim(V̄(λ′′)) =
(a− b+ 1)

a!(b− 1)!

N !(N + 1)!

(N − a+ 1)!(N − b+ 2)!
. $%�&'�-(

.�* 	���	���
� �	��
�����* T (λ′)  	���� O(p, q) � �	��
	���
� V(λ′) ��	�����/
�� 	����
�� dim(T (λ′)) ≡ dim(V(λ′)) = dim(V̄(λ′)) − dim(V̄(λ′′))� ����
���** � ��
�	�
$%�&'�+( � $%�&'�-(� �� ����)�� ��	���� $%�&'�&(� 0� 1
�� ��	���� ����
� )
� �	�
(a + b) > N �� ��� dim(T (λ′)) ≤ 0� 
� �
� � 1
�� ���)� �	��
����� T (λ′)

� ����
��
 � �� �	������ � ��	��������
� ������� � ��# �
�	����* ��*
�	��
������� ��	��
	������ ��� 	������ !� � � ����* �
�������� 2������
	�����
	�� �	��
�����* � ��� 	������ λ  r� ������� 
	� � ��� �
������
3��
� �	�� ��� �
����� ��� 	���� λ ��	����
 ��� 	���� !� � λ′ = [2b, 1a−b]�
����	������ � $%�&'�4(� 5�����
	�� �
����	
��� 
������ !� � Tλ� )���� � ��
�/
	�� ���	*��)�� �� �
������ $��� �������� ���� 6�	����* �����(� � ��
�/
	�* ���	��
 � �� �
����	
��� 
������ Tλ′ � ����* �
�������� ������ ��	��
$%�&'�4(� 0� 
����
�� $��-���( ����
 ���
��#�� ��* ����
	���
�	�� !� �

s(Y (Tλ)) = (αλ′)
−1 s(Y (Tλ′)) · s((Y (Tλ)) , $%�&'��(

�� ��
�	� � � ���� �)	�� ����
� )
� �������
� 
���	� t 	�� � r� ����
	���/
����� � � ������� ��	�
�	� s(Y (Tλ))� ����� �	��
���
� � ���

t[k1,...,ka] [i1,...,ib] j1,...,jr−a−b , $%�&'�%(

 � �	�� (a+ b) ������� (k1, ..., ka, i1, ..., ib) ����
	������� � ������� ��	�
�	�
s(Y (Tλ′)) � ���
�
�
��� � 
������ $%�&'�4(� .�* ����� � �����	������ � ����	�
������� (j1, . . . , jr−a−b) � $%�&'�%(� �� ��� 
���	� 
��� $%�&'�4(� ��* )���� ���/
������� �������
 ��
�	�� ��	������� 
� � ��	���� $%�&'�&(� 7)�
���* 1���/
����
���
� �	��
������� ���
	����� � ������� ����
	���
�	�� s(Y (Tλ)) ��*
	����� 
����� !� � Tλ� ������ ���� � 
� � ��	�� λ� �� �	������ � ��	���/
�����
� 7
�	����* � � ���� ���)�� �� �� )���� �
������ ��� 	���� λ ����#
�����

���� ������ ��� ��	�
�� ����

����� ���	�
�
�� tk1...kr;�1...�r ����������� ��
���� ��
�� 2r� t ∈ V⊗2r� ��� V � 	���
����
���� �	����������� 	���������
�� ���		� SO(2r,C) ����		� SO(2r − q, q)��

������������
� � ������������ � ������ 

k1 �1
�

�

�

�

�

�

kr �r

! "������� ��#������

(P+)
i1...ir

k1...kr
(P−)

j1...jr
�1...�r

tk1...kr;�1...�r = 0 , $%�48�&(

��� ��
������������
�� 	�������� P± �	������
� � �$!%!&'�� �$!%!&%�!

��� ��������	�
�� ���� �	���
� � �
���	���
� ��������	�
�� ��

�����	
���� ����� ����� A1(w
∗, z) � A2(w

∗, z) � ��	
��	�� ����
� 
�����
�
�
A1 � A2� �
��� ��	
��	�� ����
 
�����
�� A1 ·A2 ������ �

��
������

(A1 · A2)(w
∗, v) =

∫
dμ(z, z∗) e−(z

∗
k−w∗

k) (zk−vk)A1(w
∗, z)A2(z

∗, v) , ��������

��� ���� dμ(z, z∗) 
�������� � ���������

�������������� ��	
��� �����
� ��������� ������� ��������� ���� ��������� �
�	� �����
� �� �����

(A1 · A2)(w
∗, v) = 〈w∗|A1 · A2|v〉 e−w∗

k vk =

=

∫
dμ(z, z∗) 〈w∗|A1|z〉〈z∗|A2|v〉 e−z∗k zk−w∗

k vk =

=

∫
dμ(z, z∗)A1(w

∗, z)A2(z
∗, v) ew

∗
k zk+z

∗
k vk e−z

∗
k zk−w∗

k vk ,

��� ��������� � ���������

����� � ���� !" �������� �����
����� ��������# �����
 �
� A1 ·A2� �� ��������
�$� � ������
��� ����� �������! �������� A1 · A2 � ����
!�# ������

��������� �� %
	�&�� d'����	� �������	� ��(�

����� ������� ����
!����'
�� �
� ���
���(�� �&����" �) �
	�&� *� �
���������) ����# s�(d,C)� so(d,C) �
sp(2d,C)� +�������� �&����" �� Eij ∈ s�(d,C) ��	�� &��! ��������
�� �
���"'
 �� �&�����

Eij = a†i aj −
δij
d

∑
k

a†k ak ,
∑
k

Ekk = 0 . �����,-�

.�#������
!�� 
�	�� ��������!� ��� �������(���� �����/��� ���������� Eij�
�����) � �����,-�� �������"� � ������
�" ��� �����/����� �
	�&�� s�(d,C)
���� �����
 ������� �����# ����� ��	��

[Eij , Ekm] = δjk Eim − δim Ekj . �����,��

%�
�	���� �
� �&����" �) Lij ∈ so(d,C) � MAB ∈ sp(2d,C) �� �����

Lij = a†i aj − a†j ai , MAB =
1

2
(zAzB + zBzA) , �����,��

	�� A,B, ... = 1, 2, . . . , 2d � (z1, ..., z2d) = (a†1, ..., a
†
d, a1, ..., ad)� 0������(���� ��'

���/��� ���������� �����,�� �������"� � ������
�" ��� �����/����� �
	�&�
so(d,C) � sp(2d,C) ���� �����
 ������� �����# ����� ��	��

[Lij , Lk�] = δjkLi� + δj�Lki + δikL�j + δi�Ljk , �����,,�

[MAB, MCD] = J−1BCMAD + J−1ACMBD + J−1ADMCB + J−1BDMCA , �����,1�

	�� ||J−1AC|| 2 �&����� �����(� � �����(� ����
���������# �������

J =

(
0 Id
−Id 0

)
= −J−1 , [zA, zB] = J−1AB .



�� ��� ������� ��	

���� 	 ������� �������� 
���	����

�������	�� 
������ � 
������ ���������� ��������	�
��� �����
�����
���� ���
���� �� s�(d,C)� so(d,C) � sp(d,C)� ���������� 
������ � 
������ ���� ��!����"
� � � # �$� # 
������� ��� ����� � # �$� # 
�����%� !��&���������'� (�!��#���
 ��������� 
������ ������� �� s�(d,C) � � � # �$� # !��&��������� �#��� ��&

Eij = zi
∂

∂zj
− δij

d

∑
k

zk
∂

∂zk
. 
����)�

*� ��&�# ��! �"� ���" ��� � !��&��������� ��+� � ���&��� ����� !��  ���+&��
��� !��&��������, � ����-�# ��� # &�� &�$$����	���"� , �������	�� �������
s�(2,C)�

��� �����	
 ����	�
 � 
����	
 ��������� �	�

������

. &��� # ���&��� #� ����# ���# ���  &�� ��+��, !��#�� !��#������  � ���/���,
0������ 1� � !��#�� ��&�� ��! �"� ���"�� ��#� ��+� � ���&���' ��� � ��� !��
! ��� ���� �!�� ���' !��&��������, ������� �� so(N,C) � �� �����������' $ �#�
� ���+� !��  ���+&���� �  �����������' �!�� ���' ���!! ���

*������� 2� � � !��&�&���� ���&�� � � ���� �"� �� # ��&� ��� +�� ���+�
� �����' 3�)4� 3�54 � 3�64�

����� �����	
 ����	�


�	
������� ����� ����������
�� �	����� C�N 
�� ��	� ���	���
�� ����	 C

� ���
��
� �	��
�� I � ��������� Γm (m = 1, 2, . . . , N)� ������� ����	�����
���� ������	���� ����
� �
��

ΓmΓn + ΓnΓm = 2δmn I , 
�����


��������� ���	���
�! �����	
� ����
	�����"

7�� ��� , !������� ���  ��������' Γm ∈ C�N  !��&������� �  �� -���� 
�����
�� #�������� ! 2� #� ! ��& �  ��������' � ������� C�N # +�� ���" ������ !� �
��� �"��#�

8 #!������� ������� C�N �#��� ���� �"� ��2�����������' �����������' $ �#
C�(p,q) 
�&� p, q ∈ Z≥0 � p+q = N�� � ���" �����������' ������ � ��� � #  ��������'
Γm 
m = 1, . . . , N�� �& ����� �����'  !��&������# �  �� -����#

ΓmΓn + ΓnΓm = 2ηmn I , ||ηmn|| = diag(1, ..., 1︸ ︷︷ ︸
p

,−1, ...,−1︸ ︷︷ ︸
q

) , 
�����

�&� ηmn 9 #������ 
!���& ������& �� !� ��������� Rp,q� 8 #!�����$���	�� �����
�������' ������ C�(p,q)  /���&� �� # �$�� C�N � *� ��&�#  ���+&��" ������������
$ �#� C�(p,q) ������� 8��$$ �&� ! &� ����� � ���+� ��! �"� ���" �'� ��+� � :����
��

�������� ����� ����	���
�� ����� �������	� ��	�� 	�
� � ���	��� �����

�� ������� ��	
�
�� ����� ���

��������	�
�� T (λ′) ����� O(N,C)� ��������������� �������� λ′� ���������
�� ���� ���	���� ������� a � b �a ≥ b��

��� ��	
����	���� 
	�������	�� � ����������	 �������	������� �	������ �
����	����	���� 
������� ��� [1k]� ������ ������� ������ �� �
���� ���� !�
���	�"
	��	 �� ������� �
�� ��	
�	� �� ��	���� ���� �� ��� �������	����#
���� �	���� ��� k�  ���$	�� N % &	�	�
	� � ����� ��	
����	���� ����	��#
��	��� 
������� ��� � 
���� �  ��		 ���� !��% ��� ��� ������ �����

������ ��� λ′ = [2b, 1a−b]� �������	� �� 
��� ���� !�� ������� a � b 'a ≥ b(%
)�������� ����������� V̄(λ′) ��	� �	������� ����	���������� � ������� ���	�#
��� ��� s(Y (Tλ′)) '����� ����	����!�� �	������ � ������� ����	�� ���	���#
��� P (Tλ′) ��������	��� ��������(% *����	���� �� �� � ��!� Tλ′� ��	��	�
+���� λ′� �� �	 �"	�% , �����	������ � �������� ����"	����� � ��
	�	 ������
��	
����� ������	��� �	���� t ∈ V̄(λ′) ��+��	��� � ��
	 � ��!�� ��	��	� +��#
�� 
������ ��� λ′ '��% '�%�%-.((/

t[k1,...,ka] [i1,...,ib] =

k1 i1

�

�

�

�

�

�

kb ib

�

�

�

ka

, '0%-1%2(

�
	 � ��	��� 
������ ��� ���	�	�� ��
	��� �	���� t� ����	���������	 �
�����	������ � �	������� � ��!	� Tλ′ % , �	��� ���� '0%-1%2( �� ���� ������ ���
������	��� �	���� t �������	�������� �� ��
	��� (k1, ..., ka) � (i1, ..., ib)� ��
	��� �������	�������� �� ���� !� 
������ λ′ = [2b, 1a−b]% ,������� �����
�	�������� �	������� ����	���������� � ������� ���	���� ��� s(Y (Tλ′))%
������� ������� �������� ���	������ ���������� V̄(λ′) ��	
����	��� ������
SL(N,C)% &�������� +������� ������ '�%�%2-(� �����	�

dim(V̄(λ′)) =
(a− b+ 1)

(a + 1)!b!

N !(N + 1)!

(N − a)!(N − b+ 1)!
. '0%-1%3(

4�
	� ���	������ ��
���������� V(λ′) ⊂ V̄(λ′)  	���	
���� �	������� ����	���#
������� � �����	������ � � ��!	� '0%-1%2(% ��� 5����� �	� ��
��� �� ���	������
'0%-1%3( ���	��� ����� ������� 6 	���	
������6 '�%-%32(� ������	 ������� � �	�#
���� t ∈ V̄(λ′)% 7�	��� �	���� t �� 
��� ��
	���� ������	 ���
���� � �
���
���� !	 
������ '0%-1%2(� � ���� �������	��������� �� ��
	��� � ���� !��
��"
	���	��� ��� ���� � �	 
	� ����#�� � ������� � �	����� t% 8��� ������#
��� 
� ��
	�� � ������	�� �	���� t ��� ��� 5�� ��
	���  	����� �� �����
���� !�� 
������ '0%-1%2(� �� ��	 ���������	 ������� 6 	���	
������6  �
��
'�	������� �� ����� ���	 ��
	��� � � ��� (k1, ..., ka) � (i1, ..., ib) �� ������(
5�����	���� 
��� 
���� ����� "	 � ���� �������	����!�� ��
	���� � ���� !�
� ��!� '0%-1%2(% 9��� � ����� ��	 �	�������	 ������� 6 	���	
������6� ������	
�	� ��
��� ���"��� � �	����� t ∈ V̄(λ′)� ��"�� ������ ��	
����� � ����

ηk1i1t
[k1,...,ka] [i1,...,ib] = 0 . '0%-1%�(

:��"	���� �	������ t′ ��� r = a + b − 2 � ������	���� t′ [k2,...,ka] [i2,...,ib]� ������	
�������� � �	��� ���� 5���� ������$	���� �����	������� � ��!	 '0%-1%2(� � �������



��� �� ������� ��	
�
�� �����

������	
 i1, i2, i3 � B
i1i2i3 �������� �������� 3� � ��	������� I = 1 � I = 0�

I = 1 : Σ+ = B113 =
2 1 0
2 0
2

, Σ− = B223 =
2 1 0
2 0
0

, Σ0 = 2 · B(12)3 =
2 1 0
2 0
1

,

I = 0 : Λ0 = B132 = 2 · B[12]3 =
2 1 0
1 1
1

,

��� ������
����� �	 �����	���� s = −2 ��
� s��
���� �	��� �
� ������� �� i1, i2, i3
� Bi1i2i3 �������� �������� 3� � ��	����	� I = 1/2�

I = 1
2
: Ξ0 = B133 =

2 1 0
1 0
1

, Ξ− = B233 =
2 1 0
1 0
0

.

�������� �	
���� �������� � ��������� ��������������� ���
��� �����

� � ���������  ! ���	���
���� �������� 
	��	"�	��� ���	��	������	 
 ����	�
������ ����	
��� ��# 
��
����� ������
����$ �� 
�	"���� u(1) ⊂ u(2) ⊂ u(3)�
% ��������� 
	������� ������&�� �		�
����
�� �'�� (���#����)*������ � �	��	�
���� Di1i2i3 ���� � 
 ���!��&�� ������ �! 	������� ����	
!� ������! α, β, γ��
�� ������
����� � ����
	$ �����	���� s = 0 �+�� s��
���� � ��	����	� I = 3/2�
�	��� 
�� ������! i1, i2, i3 � D

i1i2i3 �������� �	���	 �
� �������� 1, 2

Δ++ = D(111) =
3 0 0
3 0
3

, Δ− = D(222) =
3 0 0
3 0
0

,

Δ+ = D(112) =
3 0 0
3 0
2

, Δ0 = D(122) =
3 0 0
3 0
1

.

�� ������
����� �	 �����	���� s = −1 �� 	���� s��
��	��� � ��	����	� I = 1� ,�	
�		�
����
��� ������� �	��� 	��� �� ������	
 i1, i2, i3 � D

i1i2i3 �
�� 3� � 	������!�
�������� �	���	 �
� �������� 1, 2�

Σ∗+ = D(113) =
3 0 0
2 0
2

, Σ∗− = D(223) =
3 0 0
2 0
0

, Σ∗0 = D(123) =
3 0 0
2 0
1

.

 � ������
����� �	 �����	���� s = −2 ��
��� s��
������ � ��	����	� I = 1/2�
�	 ���� �
� ������� �� i1, i2, i3 �
�! 3�

Ξ∗0 = D(133) =
3 0 0
1 0
1

, Ξ∗− = D(233) =
3 0 0
1 0
0

.

�� ������
����� �	 �����	���� s = −3 ����� s��
������ � ��	����	� I = 0�

Ω− = D333 =
3 0 0
0 0
0

.

���� ������ ��� ��	�
�� ����

��������� 	�� 
���������� ��
�	
���
�� ���������
�� ���� O(N,C) �� ��
������� ��������

�� ����� O(p, q)� ��� p+ q = N� ������������� �������
���� �
��� � ������ ����� ������ � ����� ���� ���� ��� 
� ����!��� N "
#����
��$ ����	��� %����� ��� ����
����

dim(T (λ′)) =
(a− b+ 1)

(a+ 1)!b!

N !(N + 2)! (N − a− b+ 1)

(N − a+ 1)!(N − b+ 2)!
, �-�./�.�

��� ������� ��	

���� 	 ������� �������� 
���	���� ��

�����	
���� ����� ������� ��	

���� C�N  �������� �	��� N ��������	�

������������ 	 �� ���������� ���������� �����

dim(C�N) = 2N . �������

�������������� ��	
	��
� ��	��� C�N �������� ���	���	 ��
������ 
����

�� Γm1 · Γm2 · · ·Γmk

� ����� ���� 
���
 
���� ������� � �!

! ��

	����
������" � �����

	���������" �#� #�
 ���	���� �� ���� {m1, m2, . . . , mk}�
��
������ ���" 
���
��� $������ ������� ��	 %���%�� ��

	���������	 ��
�
������ #�����	�	��� ����!�&�" Γm �!�!� !#��&� �� � ������ �� � 
���


��	#	�� (k − 2) � 
	� '	� (�)��
! ���� ��	��� C�N ������� �� 	����%���� )�	�

	�� I � ��	���
����" ������	
� ��	����	��������� #�����	�	���
����!�&�" Γm*

Γ[m1...mk ] =
1

k!

∑
σ∈Sk

(−1)p(σ)Γσ(m1) · Γσ(m2) · · ·Γσ(mk) (k = 1, . . . , N) , �����+�

��	 �!

������	 ��	� #� ��	
 #	�	������
 σ ∈ Sk ���	���� {m1, . . . , mk} � p(σ)
�����%	� %	����� #	�	������� σ� ,�
	��
- %�� ���� �����+� #�� k = 1 ���	����
��	 ����!�&�	 Γm ��	��� C�N -  � ���! �����

	���� )�	
	���� Γ[m1...mk ] #� #	�	�
������
 ���	���� {m1, . . . , mk} 
� �
		
 Γ[m1...mk] = 0- 	��� k > N � (�)��
!- %���
�� ������" )�	
	���� Γ[m1...mk ] �����%	�� � ��	�� C�N ���	%��
	��� .�#�� �!�
�#�	�	���&�	 ������'	��� �������- ���� ������" )�	
	���� �����+� 
���� ��	���
� ����! ������" )�	
	���� ���

ΓA = {I, Γm1 , Γm1Γm2 , Γm1Γm2Γm3 , . . . , Γ1Γ2 · · ·ΓN}
≡ {I, Γm1 , Γm1m2 , Γm1m2m3 , . . . , Γ12...N} ,

Γm1m2...mk
≡ Γm1Γm2 · · ·Γmk

,

�����/�

��	 � ����
 
���
	 Γm1m2...mk
#�����	�	��	 ����!�&�" Γmi

!#�����%	�� ���	���
���
	���	*

1 ≤ m1 < m2 < m3 < · · · ≤ N .

0��	
 %���� �	�����
�" ����!�&�" �����/� �- �	
 �
�
 ��%����
 ��
	����� 
��	��� C�N � �#�	�	���&�
� ������'	���
� �������� 1���� 
���
�� ��# Γm1...mk

� �����/�- �
	�&�" ��	#	� k #� ����!�&�
 Γm- ���� %���! ��%	����

Ck
N =

N !

k!(N − k)!
,

#�)��
! #���� ��
	����� ��	��� ���22��� C�N ���

dim(C�N) =
N∑
k=0

N !

k!(N − k)!
= (1 + 1)N = 2N , �����3�

%�� ���#�	� � ��������

4��
����
 #���	����- �
�� �������- ������� )�	
	�� � �����/�- ������� ��
#����	��� ���� �� !#�����%	���	 #�����	�	��	 ��	" ����!�&�" Γm ∈ C�N - ����
�� �����

	���������	 #�����	�	��	 )��" ����!�&�"*

Γ1...N = Γ1 · Γ2 · · ·ΓN =
1

N !
εi1...iNΓi1 · · ·ΓiN , �����5�



�� ��� ������� ��	

���� 	 ������� �������� 
���	����

��� �� ��	
��
���� 	
��
���� ���������������� ���
� ���� ����� ������� 	���
�
� ����� �������

ε...ik...i�... = −ε...i�...ik... , ε12...N = +1 . �������

������� ����� �! �
�����
 �������! "�
�����
�#�� �
$�����"

(Γ1...N)
2 = (−1)N(N−1)/2(ΓN · · ·Γ2 · Γ1)(Γ1 · Γ2 · · ·ΓN) = (−1)ν I , �����%�

��� ν =
[
N
2

]
& '���# ����� ����� N

2
! �
 ���� ����
 ν & '��
� ��
���'������
� �

N = 2ν, 2ν + 1� (	������� �
����
������ )������

ΓN+1 = e−i
π
2
ν Γ1...N = e−i

π
2
ν Γ1 · Γ2 · · ·ΓN ∈ C�N , ������*�

���
�! ��

Γ2
N+1 = I . ��������

(������! ��
 )������ ������*� 
	�����#���# � �
��
���� �
 ���� ΓN+1 → −ΓN+1�
+����
���� ��	��� ��� ��"��#�

�� ,���
 
-��"�.�/ ����-�� C�N & ����
� N = 2ν� 0
��� � ���" ������� �� �����

ΓN+1 · Γk = −Γk · ΓN+1 (∀k = 1, . . . , N) .

1
)�
�"! � "���
� ��������! �� 	
�"����! ��
 )������� Γ1, . . . ,ΓN ������ � ΓN+1 "�
�
�����
�#�� �

��
2���#� ������� ��# ������
�
 ����� (N + 1) = 2ν +1 
-��"�.�/
����-�� C�2ν+1 � ����-�" C�2ν �
$�
 ������������� ��� 3���
� ����-�� C�2ν+1 	

�

��
2���� Γ2ν+1 = e−iπν/2Γ1 · · ·Γ2ν ���� 	
 �

��
2���� Γ2ν+1 = −e−iπν/2Γ1 · · ·Γ2ν 4
��	
����! ��
 )������ ΓN+1 ∈ C�2ν 
	������� � ������*� � �
��
���� �
 ������ 5
��"�
� ��
�
�� )�
 
������! ��
 ������# ��
-������� �
�
�
�3��� ρ±� C�2ν+1 →
C�2ν ! ������� 
�
-��$���#��

Γ′i → Γi (i = 1, . . . , 2ν) , ± Γ′2ν+1 → e−iπν/2Γ1 · · ·Γ2ν ,

��� {Γ′1, . . . ,Γ′2ν ,Γ′2ν+1} 
-��"�� ����-�" C�2ν+1� 1�� ����/ �
�
�
�3���/ ��� )���
����� e−iπν/2Γ′1 · · ·Γ′2ν ∈ C�2ν+1 � Γ′2ν+1 ∈ C�2ν+1 ���� −Γ′2ν+1 ∈ C�2ν+1� 
�
-��$����#
� 
��� )������ e−iπν/2Γ1 · · ·Γ2ν ∈ C�2ν �
�� ,���
 
-��"�.�/ ����-�� C�N & ������
� N = 2ν + 1� 0
��� ��# )�������
������*�! 	
��"#�� �

��
2���#�� �������! �� 	
�"����

ΓN+1 · Γk = Γk · ΓN+1 (∀k = 1, . . . , N = 2ν + 1) , ��������

� ����
�������
 ΓN+1 	�������$�� '����" ����-�� C�N � 6 "��
��# �������� ����"�
��! ��
 '���������� )������ ΓN+1 ����� �
���
 ��� �
-�������/ ������# ±1� +���
��
���� �����
 ���������
�
 ��-
�� 
-��"�.�/ Γ1, ...,Γ2ν+1 ∈ C�2ν+1 �
��� ��-
�
{Γ1, ...,Γ2ν ,ΓN+1}! � �
�
�
� )������ Γ2ν+1 ������ �� '���������� )������ ������*��
7�����������
! ��-
� )������ �
�	�����
� ����-�� C�2ν+1 �
$�
 	���	����� � ����
����/ 
-��"�.�/ �
�
�
 ��-
��! ���� �
�����
 ������*� ������� 	
�����
��"

Γ2ν+1 ≡ ΓN → e−i
π
2
ν ΓN+1 · Γ1 · · ·ΓN−1 . ��������

8������! ��
 )������� {Γ1, ...,ΓN−1=2ν} 
-��"�� 	
�����-�" C�2ν ⊂ C�2ν+1! 	
)�
�"
����-�� C�2ν+1 � �
��� ����# �
�
�
 ��-
�� 
-��"�.�/ {Γ1, ...,Γ2ν ,ΓN+1} 
������
���# '���������� ���2������� ����-�� C�2ν � 9������# �
! ��
 '���������� )���
���� ������*� "�
�����
�#�� �
$�����" Γ2

N+1 = I! �� �
$�� �	����� ��-
� )������

�� ������� ��	
�
�� ����� ���

���� ������ ��� ��	�
�� ����

��������� �	
�� ����	��	������	 � ������	����	� V([3]) � V([2,1]) ������	���
��� 	����� u(3)� ��������������� ��	��	��	� ���	 [3] � [2, 1] !�����	����
����	� ����	��	������	 "�	
����� ��#���	� ������	���� V([3]) � V([2,1])$ ���
#���� � �#��� �	������ "�� ������ "% % &'$ ( "% % &%$ � "% % &)$ � ����	
���
*+	�����* ,	
��	 �����$ 

������	
�� ���	
��	� V([2,1]) � V([3]) ����������� ����	
������ 
����� u(3)
�����	�� 	����� � ��������	
�� Bi1i2i3 � Di1i2i3 � ��	��� �
� ������ �� �����	
��
���� 	
����� ���


Bi1i2i3 =
i1 i2

i3
, Di1i2i3 = i1 i2 i3 .  !"#$"#%

&� ���'����  �"!"�% ���
����� u(2) � u(3)� ����	��� ���
����� u(2) �
 	�����
�  !"#$"#% �� �(��	 �
	
���
	) 	� ������� ��������	 ψi1i2i3 � ��	��� �����
�	
��
����� 3" *��	��	�	����� �� ���'���� ���
����� u(1) � u(2) ⊂ u(3) ����	���
���
����� u(1) �
 	�����  !"#$"#% �� �(��	 �
	
���
	) 	������� �������� ��	��
�� �����
�	 ��
����� 2 � 3" &��)�(��) +	�� �������� ���'���� ����	
������
 ��" ,
���� �����%� 
 	
�'� �
���
�� ���	����� ���� -��).
��
/0�	���
� ��	��
�� ���� ����'��� � ,
����� ���� �� ���(�
�� �����	
������ ���� -��).
��
/
0�	���
 � ��������	 	������� �����	����
���� ����
���  !"#$"#%" 1
������� �	�
����������� ����	
������ ���
����� u(2) ⊂ u(3)  ���
����� su(2)% �

�	��
��(�	�� ��������� I � �(�(	 ���	��	�	���
	) ��
�
��� ���
 �� �	��� �	����
����� -��).
��
/0�	���
"

����� 	
���� �������� ������������� ������ ������ � ���������
2 �
���� ��(�
� �� ����� ����(�3�� ��	������ ����	
������ �� ���'���� u(1) ⊂
u(2) ⊂ u(3)4

(2, 1, 0)

					& �

�
�
��

��������,

I = 1
2

I = 1 I = 0
I = 1

2

(2, 1)

�
�

�� �
(2) (1)

(2, 0)

�
�

�� �

�
�
��

(2) (1) ∅ (0)

(1, 1)

�
���

(1)

(1, 0)

�

�
�
��

(1) ∅(0)

 ����) � �����
� ���� � ��
�
��
�� ���� (�
�
�� ���	��	�	�(�3�� 
��������
��	��� �����	 � �
���	�� �	�� � ����� -��).
��
/0�	���
%" *���
��� +	��( ��	��
����� �� (�	
�
����
�� ���	��	�	��� ���� -��).
��
/0�	���
 � ��������	 Bi1i2i3

 ��� (��3���� .��(� �(��� ��(��
	) ( ��������	 Bi1i2i3
αβγ �������� ������� α, β, γ%"

#"% &���	
������ � �(����� �	
����	)� s = 0  ��� s���
�
% � ��������� I = 1/2�
����
 ��� ������� i1, i2, i3 ( Bi1i2i3 �����
�	 	��)�� ��
 ��
����� 1, 24

I = 1
2
: p = B112 =

2 1 0
2 1
2

, n = B122 =
2 1 0
2 1
1

.

5"% &���	
������ �� �	
����	)� s = −1  � ����� s���
���� ����
 	��)�� ���� ��



��� �� ������� ��	
�
�� �����

��� ��	�
��� �������
� ����	�� ����	��� ��������� ������� ! �� 
�����	"�
��
 #��$ �������� �
�%����
	"�$���
 $���
& g� '"��� s ( �����������
� C[SN ] →
V⊗N ! 	������� � ������ � )���$���
$ ���
�
$$���
	���� e([1k]) ∈ C[SN ] ���
 k ≤
N ! ���������
� ������ ���� � �����*� ! 
 ����������"+�
� �������� P[1k] =

s
(
e([1k])

)
! ������"+�
� � V⊗N � '����� ���%� ��$��
$! ��� ���% ��������� P[1N ] =

s
(
e([1N ])

)
! ������"+��%� � ������������ V⊗N 
 ����+��%��� ����	�$ ���
�
$$���
,

	����� e([1k]) ��
 ��
����-�$ ��	$����$ 	�����

 k = N ! ����� ��
�
&�� '�#��$"
��������
�� �����������
�(

P[1N ]

)i1...iN
k1...kN

=
1

N !
εi1...iN εk1...kN , ������. 

%�� εk1...kN ( ��$������ ��������+ ���
�
$$���
���%� ���	��� ���%� N � /�
��
$
��������������� ���� �� ������������$ � ��$���$
 N,N − 1, ..., r + 1 �� ���������
������. � '�
 ����$ ��
����

 ������! ��%����� ���������
+ �����*� ���
�
$$��,
�
	������ e([1k])! �� �����$ -�%� $ �"��$ ���"���� ����� �������� P[1k] 
 �
��	"������ ��
��$ � 0��$"��1

TrN,N−1,...,r+1

(
P[1N ]

)
= (N−r)!r!

N !
P[1r ] ⇒

(P[1r])
i1...ir

k1...kr
= 1

(N−r)!r! ε
i1...irjr+1...jN εk1...krjr+1...jN .

������� 

'���	"��� �����������
�$ ������. ! ���������
�$ �����$
�����

det(A) =
1

N !
εk1...kN Ak1i1 · · ·AkNiN εi1...iN ,


 0��$"��� ������� ! ����"+ ����� ������� 	��
-�$ ����"+�
$ ����	�$

det(IN + z g) = Tr
(
P[1N ] (IN + z g)⊗N

)
=

=
N∑
r=0

Cr
N z

rTr
(
P[1N ] g

⊗r ⊗ I
⊗(N−r)
N

)
=

N∑
r=0

zr Tr1,...,r
(
P[1r ] g

⊗r) = N∑
r=0

zr χ[1r ](g).
������2 

3�� 
 ���� ��������� ������� � 4�$��
$! ��� � ������ ����
 ������2 ��#00
&
���
� ��	�����

 �� z ��
 ����-�� ������
 zN 
 ��
 z �������������� ���� χ[1N ](g) =
det(g) 
 χ[1](g) = Tr(g)�

5����� $ ������$ ��������� ������� � "��������$ ��"��� �
�%����
	"�$��
$���
& g� 6��
-�$ ���������

N∏
i=1

(z + xi) =

N∑
r=0

zN−r χ[1r ](g) , ������� 

%��! ��� 
 ����-�!

χ[1r ](g) =
∑

i1<...<ir

xi1 · · ·xir ,


 xi ( ���������� 	�����
� $���
& g� 5�������� ������� $���� ��� ���"����
��	�����
�$ ����� ����
 �� z� 4�� ��������
�� ��� �+��%� ����$���� z! � ��$ �
���
$���
���%�� '����
$ z = −g � ��������� ������� 
 �������	"�$�� ���������$∏N

i=1(g − xi) = 0� 7���� 
����� �"$$
�����
� � ������ ����
 ������� ! r → (N − r)!
���"���$ ��������� 8�$
������9:#�
 ������� �

��� ������� ��	

���� 	 ������� �������� 
���	���� ��

a ∈ C�2ν+1 � ���� a = a1 + ΓN+1 · a2� ��� a1, a2 ∈ C�2ν 	 
� ���� ��� ������� C�2ν+1

����������� ����������

C�2ν+1 = I · C�2ν + ΓN+1 · C�2ν = (I + ΓN+1)

2
· C�2ν + (I − ΓN+1)

2
· C�2ν , ��	�	���

��� 1
2
(I + ΓN+1) �

1
2
(I − ΓN+1) � ���������� �������� � ������� C�2ν+1� ������

������� ! "��#�� ΓN+1 �� ���$���� ΓN+1 = +I � ΓN+1 = −I� �����������	
%��# �� ��	�	��� ���������� $� ��� ��#�������& ������ '��((���� �#�� #���
���#��(��#

C�2ν+1 = C�2ν ⊕ C�2ν , ��	�	�)�

�����* � ����# ���� ������� ���� !+�# ������#,

Γi →
(

Γ′i 0
0 Γ′′i

)
i = 1, . . . , 2ν ,

Γ2ν+1=N →
(
e−i

π
2
ν Γ′1 · · ·Γ′2ν 0

0 −e−iπ2 ν Γ′′1 · · ·Γ′′2ν

)
, ΓN+1 →

(
I 0
0 −I

)
,

��	�	�-�

��� ����� Γi,Γ2ν+1,ΓN+1 ∈ C�2ν+1� � Γ′i � Γ′′i ����� ! ���� ! � ��� ! �������
C�2ν � ��	�	�)�. ����� ������ ����� !+�* Γ2ν+1 ���� � �� ���������� ��	�	��� ����
�� ����������� ����������� "��#��� ��	�	�/��	 0��� ����#������* ��#� ����*
��$���* �� $�* N = 2ν + 1 ������ ��# � �#� $� �� $���� ������� '��((����
C�2ν+1 ������ #���� ����� � �� $���! ������ '��((���� C�2ν 	

1���#���# �� $�* ������� '��((���� C�N � $���# N = 2ν � �������# ���
#������� ����� !+�& Γm ∈ C�N �� ��� �� ���� �����#� �� �� ��� ����� !+�& �
$���#� � ��$���#� ��#���#� m	 2����� �����# ����� ��������� {zα, zα} (α =
1, . . . , ν = N/2),

zα = 1
2
(Γ2α−1 + iΓ2α) , zα = 1

2
(Γ2α−1 − iΓ2α) , ��	�	�3�

�� $�
Γ2α−1 = zα + zα , Γ2α = i(zα − zα) . ��	�	�4�

5� ��������� � ��� ������� ��	�	��  ���������! �����6����#

[zα, zβ ]+ = 0 , [zα, zβ]+ = 0 , [zα, zβ]+ = δαβ I (∀α, β) , ��	�	�7�

��� ������ [., .]+ ������$�! �����## ��� [a, b]+ ≡ a · b + b · a	 8#��#� $�
�������� zα � zα �����������	� z2α = 0� z2α = 0 �������� ����������� ����
��� ������ ����� � �!�	

������	�
�� 
��� ��������	
� 
����
 Aν � ���	���� I � ��
������� {zα, zα}
(α = 1, . . . , ν = N/2)� ���������������� ������������ ����	���	��� ������� �
	
�!�
���� �������� ν �������	� ��������� ��� �������� ��������	� ���

�����������

9�#��� {Γm} → {zα, zβ} � "� �� $� ���� ��� ��#��� ������ ����� !+�& � ��#:
�������* ������� C�2ν 	 ;������� ��	�	�4� "� ��#��� �����#�� ��"�# �#�� #���
���#��(��# ��#�������& ������ C�2ν = Aν	



�� ��� ������� ��	

���� 	 ������� �������� 
���	����

������� (Γ1, . . . , Γ2ν) =
√
2 (z1, . . . , zν , zν , . . . , z1)	 
��� ����������� ��	�	�� �

��	�	��� ������������� � ���� �������� � ��	�	���

Γm Γn + Γn Γm = 2 ηmn I , ηnm = δn,N−m+1 , ��	�	���

��� ||ηmn|| � ��������� �� ����!" �� ��� ����!" # $�����% ��� &�������
���� �#�� ' ��$��(����� &��������" ����)�* � ��+�(��% ������� � ����*
�����!�	 ,��� -��� ���+�� .��--��� �����+���� �� ����" � �'���� ���	

�#�� ρ � ��(��� ����(��� ������������ ���+�� C�2ν " � $������ ��� +'�����
&������� ��	�	/� ����%�� ��'������	 0����� ��� $�����$���� ����(��� ���1
��������" $������ ����� 22ν ��'������* +'����* &�������� � � $������ �����
������ $�����$��#� ���+�# C�2ν �'�������� 22ν � &�� ����������� Mat2ν (C)"
����)�� $�����$��#� �'������� 2ν × 2ν = 22ν 	 ��&���# ��(��� ������������ ρ
���+�� C�2ν " � $������ &������� Γm ����'#���� ����!��" ������ ���� �'1
������� �� ��� �� (�� 2ν 	 2 ����#�)�� �'���� �� �������� ��(��� ������������
���+�� C�2ν " ����)�� ������ �#� �'������� 2ν 	 3�� #$'���� � �'����-�'�
$�����$���% ���+�� C�2ν � ����(��% ���+�� Mat2ν (C)" $�����% +#��� ���� #��1
������ � 4��� � � �'���� �����	

����� ����	
������ ���� �� ������ 	�������� ���������

2 ���# �'����-�'� C�2ν = Aν '�(# � ���������� ��(���� ������������� ����1
�������� ρ ���+�� .��--��� C�2ν ����� ����-���#������ $$ '�(# �
���������� ��(���� ������������� ������������ ���+�� ���+����* -��������
��	�	���	 5������ &��% '�(� �������� $ ���������� ���������� 6�$ F " ����1
������#�)��� ���+�� -��������* ��!��������� ��	�	���	 7����� ����������� F "
��� '#�� ��� &��� �+�'�(������ ,��$	 7�������� �$##���% ������%� ��$1
��� |0〉 ∈ F $$ ��$���" $�����% #��(������� ��������� zα8

zα |0〉 = 0 (∀α = 1, . . . , ν) , ��	�	���

 �������� zα ��%���#�� � |0〉 $$ �������� ��������" �� ��� �������� �'
|0〉 ���#����� ��$��� ���������� F " $������ �'������ ������������	 
��

��	 2 ���# ��� ����������� ������ zα ��������� ��� ��%����� ��� �#� 	 ��&��1
�# ��� ����������� F " ������ �� ���������� ������������ ������������ �1
��+�� ��	�	���" ������� �' ����%��* $��+��!�% ���#����*��� +'����* ��$�����
(k = 0, 1, . . . , ν)8

|α1, . . . , αk〉 = zα1 · · · zαk
|0〉 (1 ≤ α1 < α2 < · · · < αk ≤ ν) . ��	�	���


$�� �+�'��" ����'��� ��% ��$��� |Ψ〉 ∈ F '��������� ����#�)�� �+�'��

|Ψ〉 =
ν∑
k=0

∑
α1<···<αk

ψα1,...,αk
|α1, . . . , αk〉 , ψα1,...,αk

∈ C . ��	�	���

,�� �� ��%���� #��+�� �(��� " (�� $��������� ψα1,...,αk
������� � ���������1

��'���� �� ���� ���������$� ����$��� (α1, . . . , αk)	 9���� ��'������* ��$�����

������� �� ���	
����	 ���	� �� �������� ��� ������� �	 �
����� �� ��	 �		���������

�	����� �
 	!���	�	� ���"�	#��� zα1 · · · zαk

�� !	��"��� �� |0〉 = 0�

�� ������� ��	
�
�� ����� ���

���� ��	
�	� � ���	
	�	��� ��������� ��������	��� ������	���� ��������� ��	
�
����� �� � ������!	�����

Pk g1 g2 · · · gn = g1 g2 · · · gn Pk (k = 1, . . . , n− 1) , Tr(k)Pk = Tr(k+1)Pk = I⊗(n−1) ,

Pk gk = gk+1 Pk , Pk gk+1 = gk Pk , P 2
k = I⊗n .

"
	 ��	
 Tr
(m)

� �����������	 V# ������	 �������"�	��� ��m$�� �	��	 � �����	
	���
V⊗n# �%� ���	
	�	� � ����� &�� � ���������# �% ��		�

Tr
(
g1 · · · gn Pk Pk+1

)
=
(
Tr(g)

)n−3 · Tr
k,k+1,k+2

(
gkgk+1gk+2 Pk+1Pk

)
=

=
(
Tr(g)

)n−3 · Tr
k,k+1

(
gkgk+1 Tr(k+2)

(
Pk+1

)
gk+1 Pk

)
= (Tr(g))n−3Tr(g3) .

'
	�� Tr
k1,k2,...,kr

= Tr
(k1)

Tr
(k2)

· · ·Tr
(kr)

( �	����%� ��	
# 
	�����)*�� � ��
��������$

���	 Vk1,k2,...,kr ⊂ V⊗n# ������*	� � �	�����"� �����	
	��� ����������� V � ���	$
���� {k1, k2, ..., kr}� +% ���,	 �����	��� ��"��!	��	�# ��� ��� �%����	��� �����
��	
�� � ������ ��	
	 Tr � �����!�-�� �	����%- ��	
�- Tr

k1,k2,...,kr

	�����	 ��	��$

����� �	�	�������� Pk� �"�����	�� �� ��
������������ Vk1,k2,...,kr� .������� ��	��
/���� ���������# 
�� �	����� ���	���� � �������� �% ������	�

Tr
(
g1 g2 g3 (1 + P2 + P1P2)(1 + P1)

)
=

= Tr
(
g1 g2 g3 (1 + P2)(1 + P1)

)
+Tr

(
g1 g2 g3 P2(1 + P1)P1

)
=

= Tr
(
g1 g2 g3 (1 + 2P2)(1 + P1)

)
= Tr

(
g1 g2 g3 (1 + 2P2 + P1 + 2P2 P1)

)
=

= Tr
(
g1 g2 g3

)
+ 2Tr

(
g1 g2 P2 g2

)
+Tr

(
g1 P1 g1 g3

)
+ 2Tr

(
g1 g2 g3 P2 P1

)
=

=
(
Tr(g)

)3
+ 3Tr(g) Tr(g2) + 2Tr(g3) ,

��� ����	 ����,	��� �� 0����� 1/6 
�	� �����) ����� � �	����	 ������!	��� �
���������

���� ������ ��� ��	�
�� ����

�� ������	
� ������������
��� ������ g� ������� ��� ��������	�	 �����
��	 E(z) ��	 �������� χ[1k](g)�

E(z) ≡
N∑
k=0

χ[1k](g) z
k = det(IN + z g) . �1��1���

���
	 �������
����
��� ���������� ��������� �� ��������	 �� z ������
�����  !"#!"#$" % 
���� ������������& (N × N) ������ g ������ ����
����
����
��� �����
���  ������� ����	
������	�$�

N∑
r=0

(−g)r χ
[1(N−r)]

(g) = 0 . �1��1�2�



��� �� ������� ��	
�
�� �����

���� ������ ��� ��	�
�� ���

��������� 	�� 
��� ����
 L[2,1]2 �������� � � ��� �� �
�	�� ε = 0� ����� ������
������� �
����� ���������

ε3 =
1

3
(1− σ1)(1 + σ2) , ε4 =

1

3
(1− σ2) σ1 (1 + σ2) .

��������� 	�� ��� �
����� ����
������ � ������!����� ������"�� ������#� �
������$��

σ1 · ε3 = −ε3 , σ1 · ε4 = ε3 + ε4 , σ2 · ε3 = ε3 + ε4 , σ2 · ε4 = −ε4 , �������	

ε3 · ε3 = ε3 , ε4 · ε4 = 0 , ε3 · ε4 = 0 , ε4 · ε3 = ε4 , ������
	

ε1 · ε3 = ε3 · ε1 = 0 , ε2 · ε3 = ε4 · ε1 = 0 , ε3 · ε2 = 3 ε2 , ε1 · ε4 = 3 ε4 . �������	

%��������� ������
�������� &�������
����� ���
�������' �� ����������� (
)�' 
��' ����
�' L[2,1]1 � L[2,1]2�

� ������ C[S3] ������� ����������

σ1 → σ2 = S · σ1 · S−1 , σ2 → σ1 = S · σ2 · S−1 , S ≡ σ1 · σ2 · σ1 , �������	

��� �������

ε1 → ε3 = (1− σ1)(1 + σ2) , ε2 → ε4 = (1− σ2) σ1 (1 + σ2) , �������	

 ������
	 � �������	 ��������� � ���� �!� �� �������	 � ������
	� "��#�$��# ���� �!�%
 ���� ������
	 � �������	 �&  �����' (�� ���&) ���� L[2,1]2' �����&) ����*�����
�������� ��� ���� �������		

e[2,1]2 =
1

3
(ε3 − ε ε2) , �������	

��*� ��$���� + ���� � L[2,1]2 ������� �� ��$� ,���� ��� (ε3 − ε ε2) � (ε4 − ε ε1)�
"���*�� ��� �������& ε = 0� -��� �.��) ,���� � x′ ∈ L[2,1]2 � ������������ �
�������	 ������������� � ����

x′ = x3 ε3 + x4 ε4 , x3, x4 ∈ C .

/���������� �������	' �������	 ��������� ���� ��$(� ε = 0	 �������� �& e[2,1]1 �
e[2,1]2 ��$� � ��$� � $�� ������ ,������ � ���# ��������� �)' �������  &�
  ����������$.0�� ���&� ����� L[2,1]1 � L[2,1]2�

���� ������ ��� ��	�
�� ���

%�������� � �&�����
������ ������!���� ���"�*+�� ���"�*��� ���"�*�� � ���"�*"� �

"����� ��� ���� � ���� �!� �� �����1�	 ����$�� �� �������� �� �����1�	� 2��%
����� � ������������� ������� ��� ��� � �����1�	� 3�����������# ����# &� �%
�� ��� � �����1�	' �����1�	' �����1�	 � �����1�	 ���� �����������  ����( &� ������'

��� ������� ��	

���� 	 ������� �������� 
���	���� ��

�������� �	
������� ��� ��� ��� �	
������ ����������� �����	 �������� ����
 �!�
�" �������� � �����#��� � ���"����� !�"
���$

dim(F) =

ν∑
k=0

ν!

k!(ν − k)!
= 2ν = 2N/2 . ������%�


�� ���!����� � ���������& �����������' ��
���� �����
���� !����������� �(
����	 C�2ν � ) !���*�' ������+���& ������,�� ������-� �����"'*�� Γm ∈ C�2ν ����(
���
�� ������	 � ��������	�� �!��������� zαi

� zβi� .�/���" ��&����� '����
/������ �����	 �������� C�2ν � �����"'*��� ������-� �� !����������� 0��� F
� ������� �������� �!��������� ��&������ �� /�� !����������� ��������	1 �!���(
����� zαi

� zβi� �� ���� ������+������

zβ |α1, . . . , αk〉 =
k∑
i=1

(−1)i−1 δβαi
|α1, . . . , αi−1, αi+1, . . . , αk〉 ,

zβ|α1, . . . , αk〉 = (−1)i |α1, . . . , αi, β, αi+1, . . . , αk〉 (αi < β < αi+1) ,

zβ|α1, . . . , αk〉 = 0 (β = αi) .

��������

2�� ������+���� ������ � ����������� ������-� ����'� 2ν(������ !����������� ρ
�����	 �������� C�2ν � 3���� �����
��� ��!��� �����"'*�1 ρ(Γm) �"��� ���"�(
������ ���� � 4����� ������

���	
��	�	 ����� ��������	�� 2ν
���	�� ���������	�� ρ ������� ���������
C�2ν � ������ ������ �� �������� �������� � ��������� ������� 	������������
 �� 	����������� ��������	�� ���������	�� ������� ��������� C�2ν ! 2ν
���	�
� "�������		��

�������	������� 5���������	� ��&������ �!�������� {zαi
} � {zβj} '��& �����(

�	& ������ |α1, ..., αk〉 ∈ F ����� �	�� !�������� � !���*�' �������� � '��& ��"(
��& ������	& ������ |β1, ..., βm〉 ∈ F � .�/���" � !����������� F !����������� ρ
�����	 �������� C�2ν ��� ����������	1 ����������	1 !��!���������� � ��(
��������� 2ν(������ !����������� ρ 6 ��!��������� ."��� F ′ 6 !�����������
��"���� ����	
��	��� !����������� ρ′ �����	 ������7� ����������� 2ν � 8���(
���� 
�� � !����������� F ′ ������ ������� ���"���& ������ |0〉′� �����	& "����(
������� ������+����� ��������� 9�&���������� �	����� '��& ���"���& ������
|ω0〉 ∈ F ′� ."��� z1 |ω0〉 = 0� ����� z1 (z1 |ω0〉) = 0 � ������ ������� |ω0〉 �������
������ |ω1〉 ≡ z1 |ω0〉� ."��� z2 |ω1〉 = 0� ����� z2 (z2 |ω1〉) = 0 � ������ ������� |ω1〉
������� ������ |ω2〉 ≡ z2 z1 |ω0〉� .������� /�" !�� ��"�"� �	 �� ��������� +��� k
!�"
�� ������ |ωk〉 ≡ |0〉′ ∈ F ′� �����	& "����������� ������+����� �������� ��
���""����� �������� 9�&���"� �� ���"���& ������ |0〉′ ∈ F ′ �!��������� ��������
zβ� �	 !�������� �� ���� !����������� 0��� F ′′� �����"��� �� ������	� �������
���� ��������$

|α1, . . . , αk〉′ = zα1 · · · zαk
|0〉′ (1 ≤ α1 < α2 < · · · < αk ≤ ν) . ������#�

.� !��������' !����������� F ′′ 6 ����������� � ������� ����������	� !��!��(
���������� � F ′� :�� ��� !����������� ρ′ ��!��������� �� ������������ !��!��(
��������� F ′′ ����� ���!����� � F ′� ;���� !����������� F ′ ��!���������� !���(
�������� ρ′ �����	 ������7�� �������� ��� ������� ������#�� �����	� �� ����	 �"'



�� ��� ������� ��	

���� 	 ������� �������� 
���	����

� �����	
� �����  F ′� ������	 �����������

|α1, . . . , αk〉′ → |α1, . . . , αk〉 ,

���������������� � 	���������� ������������� ������������ ρ � ρ′�

��� ����������� ���������� �����������  ����������� F ���� ����  ��!
��� ���" �	������ ����������� #��� F∗$ ������� ������� �� ������%& �������'��
������%& ������

〈β�, . . . , β2, β1| = 〈0| zβ� · · · zβ1 (ν ≥ β� > · · · > β2 > β1 ≥ 1) , �(�)��*"

���������%& �� �	������� ��		����� ������ 〈0| ∈ F∗$ ��������� ������+������,

〈0| zβ = 0 , ∀β = 1, 2, . . . , ν , �(�)��-"

� ������������� ���$ ��� 〈0|0〉 = 1� . ����/�
 ���� ��������� � ������+����
�(�)��0" ����� %������� �����	 �
�%& ������%& ������ �� F � F∗,

〈β�, . . . , β2, β1|α1, α2, . . . , αk〉 = δk,� (δβ1α1 · · · δβ�α�
) . �(�)��1"

2�����$ �% ����� ���������� ����  ����� ���" ������� ���������� † ������
�(�)��)"  F � 〈Ψ| ∈ F∗ ��� ����������� F → F∗ � F∗ → F ,

|α1, α2, . . . , αk〉† = 〈αk, . . . , α2, α1| , 〈αk, . . . , α2, α1|† = |α1, α2, . . . , αk〉 ,

〈Ψ| = |Ψ〉† =
ν∑
k=0

∑
α1<...<αk

ψ∗α1,...,αk
〈αk, . . . , α2, α1| , |Ψ〉 = 〈Ψ|† , �(�)�)3"

� ������������ �(�)��1" ��� ����������� ������� ���������� �����������  F 4
��� ���� ����&����� ������� ������������� zα = z†α$ z

†
α = zα�

• ������ �� ������� 	
���� |α1, . . . , αk〉′ � 〈β�, . . . , β1|′ ��� �
 ��� � 	 �������� �
��������� � ��� ��� �
 ���
� ��
�	��� 	����
��� �
� ��!��"��
 �!
������
��� ��� �����
��	 (α1, . . . , αk) � (β�, . . . , β1)� #��$���� �� 	 ���
 ����
 	�
 � ������%� �� ��

� �
�
��������
 "�����

〈β�, . . . , β1|′|α1, . . . , αk〉′ = δk,�
(ν−k)! εα1...αkγk+1...γν · εβ1...βkγk+1...γν =

= δk,� det
(||δ

αiβj
||i,j=1,...,k

)
.

�(�)�)("

5������$ ���  ���������� � �(�)��1" � �(�)�)3" ������� ����������� 〈Φ|Ψ〉 �	&
���������%& ������ |Φ〉, |Ψ〉 ∈ F ����

〈Φ|Ψ〉 =
ν∑
k=0

∑
α1<...<αk

φ∗α1,...,αk
ψα1,...,αk

. �(�)�)�"

������	
�� 6������ 7��88���� C�N $ ���  ��	��� N = 2ν ������8��� �� �������
������%& 8������� Aν $ ��� �� ��� � ������� d!������� ��'�������� ���� 9���!
����� �  ���'�  ������ ���"$ ����� �%�� ����������� ��� �������'�� ������ :�

�� ������� ��	
�
�� ����� ���

�������	 
���� ��������� 1
1−xk = (1 + xk + x2k + x3k...)� ��������� ������ �����

� !"�!"# � ���� �����������	

(1+x+x2+x3+x4+ ...)(1+x2+x2·2+ ...)(1+x3+x2·3+ ...)(1+x4+ ...) · · · . � !"�!$#

%�	 ������� � 
������� �������� ��
����� ��� 
�&''�(���� ��� x4 � ����������
�����������	 � !"�!$# ����� p(4) = 5� �� ���� ����� ����� ���) �������� *���
� ������	 
���
���+ [4], [3, 1], [22], [2, 12], [14]! %������������� ����� x4 ��,������	
����
� �� ����) �����) '�
����� 1

(1−xk) ��� k = 1, 2, 3, 4� ������������ 
����)

������� � � !"�!$#- ��������.�� '�
��� 1
(1−xk) ��� k > 4 �
���� � x4 �� ����!

%�������� [4]� �����	.�	 �� ����� ����
�� ������������� �,��� ���������� x4 �
��������� '�
���� � � !"�!$# ����� ���� � ����) ���) '�
����) ���,)����� �/
,����� ���������� ��������� ����� 1- ��������� [3, 1] ������������� �,��� �
������� '�
���� � � !"�!$# ���������� x3 � ���������� x1 � ������ '�
����- ���/
������ [22] ������������� �,��� �� ������ '�
���� � � !"�!$# ���������� x2·2- � ��

�����!

0� �����������	 ������� �������� ������� �������� ��� 
����� ���������*���
λ = [λn1

1 , λ
n2
2 , ..., λ

nm
m ]  r� ��� λ1 > λ2 > · · · > λm > 0� � ����� ����������� �

���������� ������ ����� � !"�!"# ����� xr� 
����� ��,������	 
�
 ������������
���������� xn1·λ1 �� ���������	 '�
���� 1

(1−xλ1 ) � ���������� xn2·λ2 �� ���������	

'�
���� 1
(1−xλ2 ) � ��
 ����� �� ���������� xnm·λm �� ���������	 '�
���� 1

(1−xλm )
! 1

���������� �������) '�
����� 1
(1−xk) ��� k < λm � k > λ1 ���,)����� �,����

���������� ��������� ����� 1� �� ���� &�� '�
��� ����� �������� ������
�����(�!

2 ������ ������ ��,�� ����� xr� �����
��.�� ��� ���������� �� x �������/
����	 � ������ ����� � !"�!"#� ��,������	 
�
 ������������ �������) xnkk� 
�����
���������	 ��� ���������� '�
����� 1

1−xk (k = 1, . . . , r)� � ��� &��� � �����

r = n1 · 1 + n2 · 2 + ...+ nr · r , � !"�!3#

��� ni ∈ Z≥0! 4������� ��� � ������ ����� � !"�!3# ������� �� ���	 ����
� ��
���/
�� ����������� ��,�� 
��������� nλ1 , nλ2 , ..., nλm � ��� � ����	������ ��������

�������� �� �) ������� λ1 > λ2 > · · · > λm � m ≤ r! 5� ������ &��� ����� xr ����/
��������� ��������� *��� λ = [λ

nλ1
1 , λ

nλ2
2 , ..., λ

nλm
m ]  r� ��� ������ λk 6 ���� ����


�������� *��� λ! 7�
�� �,������ ��,�� ����� xr� �����
��.�� � ����������
������ ����� � !"�!"# �� x� ���������	���	 �
������ ��� �����,�� ������������
��������� *��� λ  r� �� ���� ������	 ������������������ ������������ �����
���������� ������� xr �� '�
��������� r#� �����
��.�) � ���������� ������
����� � !"�!"#� � ���������� M �������� *��� λ  r! %������ ������� 
�&'/
'�(���� ��� xr � ���������� �� x ������ ����� � !"�!"# ����� ����� &�������� �
��������� M� ��� � ��
������ '������ 8����� � !"�!"#!



��� �� ������� ��	
�
�� �����

����� 	 
��
��� �
��� �� ���� 
� �
 Δ(h1, . . . , hm) � ������� ����� � hi
�
����� (m−1)m

2
≡ C2

m � ����
	�� ����
��
∑

i hi ∂i �� ����� Δ(h1, . . . , hm) ��	�	��
���
� �������� Δ(h1, . . . , hm) �� �
� �
������ �����  ��!�� ��" ���!�
����
	�
#$�%&��' �
��
�" ��	���
�� �
 	 ��!������ ���	� ���
� #$�%&��' � t 	�� ��(�
(�)���
� ��� tn� *�� n = 2, 3, . . . � ��	�� ����� +� ������ �
 	����!	�	,���
�����
�	������ ���	� ���
� #$�%&��' 	 	��� ��
���* ��
�*����

m∑
i=1

hiΔ(h1, . . . , hi + t, . . . , hm) =
( m∑
i=1

∏
m�=i

hi (hi + t− hm)

(hi − hm)

)
Δ(h1, . . . , hm) =

=
(∮

C

dz

2πi

z

t

m∏
k=1

z + t− hk
z − hk

)
Δ(h1, . . . , hm) , #$�%&��'

*�� ��
�� C ������
 	�� 
��� z = hk (k = 1, . . . , m)� -����� ��!���� � t ���!�
	������� �
�� 	!���� �� ��
�*���� 	 ���	� ���
� #$�%&��'.

m∏
k=1

z+t−hk
z−hk = 1 + t

m∑
k=1

1
z−hk + t2

2

∑
k �=j

1
(z−hk)(z−hj)+

+ t3

3!

∑
k �=j �=�

1
(z−hk)(z−hj)(z−h�) + · · · =

∞∑
n=0

tn

n!

∑
k1,...,kn

1
(z−hk1)(z−hk2 )···(z−hkn)

.
#$�%&�/'

����� 	 ���	� ���
� ����� ���
 � 	��� k1, . . . , kn 
����� �
 ki = kj ��" i = j�
0��
�	�� ��!������ #$�%&�/' 	 #$�%&��'� 1 ��!���
�
� �������

m∑
i=1

hiΔ(. . . , hi + t, . . . ) =
(
a−1

1

t
+ a0 + a1t + a2t

2 + . . .
)
Δ(h1, . . . , hm) , #$�%&�$'

*�� ��" ��((�)���
	 ai �� �����

a−1 =
∮
C
z dz

2πi
= 0 , a0 =

∮
C

( m∑
k=1

z
z−hk

)
dz
2πi

=
m∑
k=1

hk ,

a1 =
1
2

∮
C

(∑
k �=j

z
(z−hk)(z−hj)

)
dz
2πi

= 1
2

∑
k �=j

1 = (m−1)m
2

,

a2 =
1
3!

∮
C

( ∑
k �=j �=�

z
(z−hk)(z−hj)(z−h�)

)
dz
2πi

= 0 , an = 0 ∀n > 2 .

#$�%&��'

2�((�)���
 a2� ��� � 	�� �
������ ��((�)���
� an = 0� ∀n > 2� ��	�� �����

�� ��� 	 �
�3 �����"3 ��
�� ��
�*���	���" ��� �
"��
� �  �������� 
��
�� z = ∞� 	 ����
��
� �
�� ����
�*������ 	�������� � �	��
 ��� 1/zn�
0��
��	�� #$�%&��' 	 #$�%&�$' ���
 #$�%&��'�

���� ������ ��� ��	�
�� ���

����� p(r) � ���	
 ����� �������� ���� λ  r� �
������ ��
 ��
��
�����
������� �	� ����	 p(r) ������ �
���	
 ! 	��� "��� �������� #$%&'

∞∑
r=0

p(r) xr =

∞∏
k=1

1

1− xk
. #$�%��%'

��� ������� ��	

���� 	 ������� �������� 
���	���� ��

�������	���
 �	��� s�(ν,C) � so(N,C) ������	�� ��� ���������
 Eαβ ∈ s�(ν,C)
�� ������	� ��	����		 ��	������	��	 ��������	 � ��� !""

Eαβ = z̄α zβ − δαβ
ν

∑
γ

z̄γ zγ ,
∑
α

Eαα = 0 . ��   "

#����	����	���� ��� ���������
 Lmn ∈ so(N,C) �� ��		�

Lmn ≡ 1

4
(Γm Γn − Γn Γm) =

1

2
Γ[mn] , ��  $"

%�	 Γm & ���������	 ��%	��� '��((���� C�N 

• ������ �� ��	
����� �	 �	������	���� �		�	����� 	����	�	
 �������� �
�������� �	
����� � 	����� ��!��� �		�	������� ���"���� � ���"���� � #
$�%� &� s�(ν,C) � so(N,C)�

)	�����*�� ��  $" ���	� �����+������ ���� ��,	 � )���	�	 ��� ��� ������	���
��������
 ��	������	��� ��%	�� -� so(N,C)

����� �����	
 �	
��
�


.����%�� ��%	��� ��������� C[x1, . . . , xd]� %�	 xi & ���������� �	������ �x � ���/
��������	 Rd� � ������� ���	�	�����+ �����������	 ��	������	��	 �����" � � ����/
����� ���������+ �����������	 ��	������	��	 �������
 ��*��������� ����"� ���
(	�������
 ��*��������� ����	��� ��%	��� 0��������

���	
	�	�	 ����� ��������	
� 
����
 Grd � ���	��	�� �����	��� I � ��
���
����� θα �α = 1, 2, . . . , d�� ������� ������������� ������������ ����	���	���

θα θβ + θβ θα = 0 , ∀ α, β , ��  1"

	
���
���� �����	
� �	����� � d ��
��������

���	�� 2����%	��� � ��%	��	 (	�������
 ��*��������� �� �3" � �����������
{zα} ���� � ����������� {zα}"� %�	 α = 1, . . . , ν� ����	��� ��%	���� 0�������� Grν 

4���� � ��%	��	 0�������� Grd ��������� �������� ��������	 � �� 1""

{I, θα1 , θα1θα2 , θα1θα2θα3 , . . . , θα1θα2 · · · θαd
≡ θ1θ2 · · · θd} ,

1 ≤ α1 < α2 < α3 < · · · ≤ d .
��  5"

#����	����	��� ��%	��� Grd & ���	����	��� � 		 ����	�����+ ��� ������	��	
�� �$"" ����� 2d �� ��%	��	 0�������� Grd ��,�� ��	��� %���������� ���	�	�+" gr
. ��	���� %���������� �������
 ������� ��  5" ���	�	��	��� ��� gr(θβ1 · · · θβk) =
k 6�%�� ��%	��� 0�������� Grd �����%�	��� � ����� Grd = ⊕d

k=1Gr
(k)
d � %�	 Gr

(k)
d & �	�/

�����	 ������������� �����������	 7�	�	����� a ∈ Grd� ��	����� ��	�	�+ gr(a) =

k� ��� 7��� �� ��		� Gr
(k)
d · Gr(�)d = Gr

(k+�)
d 



�� ��� ������� ��	

���� 	 ������� �������� 
���	����

������ �	
��� ���������� ∂
∂θα

�� ������� ���		
��� Grd� ��� ������� ������
��� Grd → Grd� ������� ��������� �� ���	��� 
���
�� �������� 	������
 ������


∂

∂θα
(θβ1 · · · θβk) =

k∑
i=1

(−1)i+1 δαβi (θβ1 · · · θβi−1
· θβi+1

· · · θβk) ,
∂

∂θα
(I) = 0 ������ �

���!� ��"��#� ����"����# ∂/∂θα �����	�	# !���� θβ� �	� β = α� ��!�
 ����
��

����#� (∂/∂θα) θβ = −θβ (∂/∂θα)� � ���	�"�# �� θα ����"����# ���� ���$��
(∂/∂θα) θα = 1�� %����	�� &��
� ���������� ����"����# ∂αθ ≡ ∂

∂θα
���"���"��#��

�������"����
� ���"�� '����$�(

∂αθ (a · b) = ∂αθ (a) · b+ (−1)gr(a)a · ∂αθ (b) , ������)�

 
� 
�*�
 ���	��+ ����� ����"����� �������"�� gr(∂αθ ) = −1� %��"�"�# ���
���+���� �"�� ��	����"����+��� ���	�"� ������ � ����"����� ∂αθ  ∂βθ �� ���	���

���
�� 
� ����!��


∂αθ ∂
β
θ (θβ1 · · · θβk) = −∂βθ ∂αθ (θβ1 · · · θβk) ⇒ ∂αθ ∂

β
θ + ∂βθ ∂

α
θ = 0 . ������,�

-��
 ������
� !�	���� ����"����� ∂αθ (α = 1, . . . , d) �����

������ ���� 	
�����
  �������� �������� ��
��.��� ������� ���		
��� Grd� /��"�� '����$�
������)� 
�*�� ���*� ����������"��+ ��� ���"�� ��

����"��# ����"�����
∂αθ  ����"��+���� &��
���� a ∈ Grd(

∂αθ · a = ∂αθ (a) + (−1)gr(a)a · ∂αθ . �����01�

2 !�	���
 	��!��� ������# a = θβ  �!��"�# ������ �� 
� ����!��


∂αθ · θβ = δαβ − θβ · ∂αθ . �����0��

%��"�"�# 	�����3��# ������4�� ������,�  �����0�� 5 �������#��
 	�����3��#

������,� 
� �����
 � 	�������
� ��"��*�����

���������	� ����� ����������		�
 ������ Bd � ����������� {θα, ∂βθ }� �� α, β =
1, . . . , d� �������	� ����� ������	�� �����	�� Ad ���� �����	� ������� ����
������� ����	��������
 � ����� � ��	��� �� ���� ������!	�" zα ↔ θα� zβ ↔
∂βθ � ��� zα ↔ ∂αθ � zβ ↔ θβ�


�����	�� 6��#�� 	 !�	���� ����"����� ∂
∂θα

� ������# ���������� " ������ � 
������# ����"���	# ��"�� ����"������ 
�*�� ��������+ ���"�� !�	���� �����

"�����
←−
∂
∂θα

	������
 ������
 �	��"��� 	 ������ ��

(θβ1 · · · θβk)
←−
∂

∂θα
=

k∑
i=1

(−1)k−i δαβi (θβ1 · · · θβi−1
· θβi+1

· · · θβk) .

7�		
������ ���"�� ����"����� ���"���	# ������!�� ��		
������ ��"�� ����
�"������ 2 !�	���	� ��# ���"�� ����"����� 	���	�"��� ������ ���"�� '����$�
 ������ 8�"��*���# ������

�� ������� ��	
�
�� ����� ���

�����	
� ����	�� ��� Y (T[r]) � �������� � ��� ����� ��	� r! ��	�	���� �� � ���!
Sr ������ ��	� �	 	�������� r ���	� (1, 2, . . . , r)�� "�# ����� �	 	��$	� ������%� �
��&	

Y (T[r]) = (1 + σr−1 + σr−2σr−1 + σr−3σr−2σr−1 + · · ·+ σ1 . . . σr−1) · Y (T[r−1]) . �������'�

� ����� � ��	��� ��&��
�(� )���* ��	�	�� Y (T[r−1]) � ����� ��	� (r− 1)! �	 	���+
����� (r − 1)+��� ����� (1, 2, 3, . . . , r − 1)� "��		 �����*��	� ��� ��� ��	 ��	�	��! �
,���� 	 (1+σr−1+σr−2σr−1+· · ·+σ1 . . . σr−1) � � ����	&	��� �������'�� �� ����(�	��+
	� 	&���
! 1� �	 	�����#(� ����	 	&�� ����	&��- ���	 r � �&��� �� �	 �!� (r−1)
���	 �� (1, 2, . . . , r − 1)� .��	 $	��	 ����� &������	�*���� �! ������#	� �����	�(�

���� ������ ��� ��	�
�� ���

�������� ���	
���� ��������

F (h1, . . . , hm) =
m∑
i=1

F (h1, . . . , hi − 1, . . . , hm) , ����%���

	�� ������� ��������

F (h1, . . . , hm) =
r!

(h1! . . . hm!)

∏
i<j

(hi − hj) . ����%���

)�&������ � ����%��� #��!- ��& ����%��� ,���
�� F (h1, . . . , hm)� /  	���*���	 ����+
��	�� ��� ��� �	�0��&��� &������* ������$	��	

r Δ(h1, . . . , hm) =
m∑
i=1

hiΔ(h1, . . . , hi − 1, . . . , hm) , ����%�%�

�&	 �����	 ����� ��	��� r �! ��	��# �	 	� &���! � (��� hi �&�# ��	��� �� �	 +

���� ����0
� λ� � ����1*( ,� ���! r =
∑

i hi − m(m−1)
2

� �! ��	�� �0�����	��	
Δ(h1, . . . , hm) =

∏
i<j(hi − hj) &�# �� 	&	���	�# /��&	 ���&� �%���%��� 2�����$	��	

����%�%� �!����#	��# ��&	���	���� ��� ��� ��� #��#	��# �����!� �����	�  ��	�����( m∑
i=1

hi + t C2
m

)
Δ(h1, . . . , hm) =

m∑
i=1

hiΔ(h1, . . . , hi + t, . . . , hm) , ����%���

�&	 t 3 �� ��	� � C2
m ≡ m(m−1)

2
� "�# &������	�*����  ��	����� ����%���� ���	����

��� ��	�� � ����%��� ����� ������� �	 ��- ��	�	�� �� t � 	�� ���,,�
�	��! � �
��	�	�#� t �����&�(� � �����	�����(1��� ���,,�
�	����� � � ���- ����� ����%����
&�# ���� !� ��		�∑m

i=1 hiΔ(h1, . . . , hi + t, . . . , hm)|t=0 =
(∑m

i=1 hi

)
Δ(h1, . . . , hm) ,

∂t
∑m

i=1 hiΔ(h1, . . . , hi + t, . . . , hm)|t=0 =

=
(∑m

i=1 hi ∂i

)
Δ(h1, . . . , hm) =

(m−1)m
2

Δ(h1, . . . , hm) .



��� �� ������� ��	
�
�� �����

��� ���	�
���� ����������� � ����
�� �
��������� ����������� ��� ���� ����������

σm+1 · σm · σm+1 = σm · σm+1 · σm . � ��!���

"���#�� ����
$ 
�%����%� � ��!�!� �� �������� &��$ '�� 
�%����%� %���(������
�(� EP [r−1]�

σk ·EP [r−1] = EP [r−1] · σk = EP [r−1] , ∀ k = 1, . . . , r − 2 . � ��!���

)��
���
� �(� r = 3 �� �����

EP [2] =
1

2
(1 + σ1) ⇒ σ1 · EP [2] = EP [2] · σ1 = 1

2
(σ1 + σ2

1) = EP [2] .

&���#��� 	�� 
�%����%� � ��!�!� %���(������ �(� EP [r]� ��(� %���(������ 
�%��*
��%� � ��!��� �(� EP [r−1]� +�
�( � ��!���� ��($,��$ ��
���(����� '(������ Zr �
�
����(�#����� ������� � ��!���� ��#�� ,������$ % %���

EP [r] =
1

r
Zr · EP [r−1] =

1

r
EP [r−1] · Zr , � ��!� �

��� %��
�� 
�%����%� %������� �, ����� 	�� Zr - ����
�($��. '(����� % C[Sr−1]
� EP [r−1] ∈ C[Sr−1]� /������� 	�� %��
�� 
�%����%� % � ��!� � ,�����%����� % %����
���(���	��� � ��!����

EP [r] =
1

r
EP [r−1] · (1 + σr−1 + σr−1σr−2 + σr−1σr−2σr−3 + · · ·+ σr−1 . . . σ1) . � ��!�0�

1�� ��� �(� EP [r−1] %���(������ ����������� � ��!���� �� ���(���� � ��!� � �� ��*
(	��� � ��!�!� �(� k = 1, . . . , r − 2�

σk · EP [r] =
1

r
σk ·EP [r−1] · Zr = EP [r] , EP [r] · σk = 1

r
Zr · EP [r−1] · σk = EP [r] .

)������� �(� k = (r − 1)� ��($,��$ �
�����%(����� � ��!���� ������������� ���
� ��!��� � 
�%����%�� σr−2 · EP [r−1] = EP [r−1] �� �����

σr−1 · EP [r] = 1
r
σr−1 ·

(
1 + σr−1 + (1 + σr−3 + σr−4σr−3 + · · ·+ σ1 . . . σr−3)σr−2σr−1

) ·
· EP [r−1] = 1

r

(
σr−1 + 1 + (1 + σr−3 + · · ·+ σ1 . . . σr−3)σr−2σr−1σr−2

) · EP [r−1] = EP [r] .

2��(���	�� �
�%�
����� ����������� EP [r] · σr−1 = EP [r]3 �
� '��� ����4����� ��*
��($,�%��$ �
�����%(���� � ��!�0��

5��(��� ,���� σi → −σi % ��#����%� � ��!�!�� 1�� ��� '�� ,����� �%(����� �%��*
��
6�,��� �(���
� C(Sr)� ,������. ������������� ��������� �� ��#����%� � ��!�!�
��
�.��� ���%� % ��#����%�� �� �(���7��� %���

σk · EQ[r] = EQ[r] · σk = −EQ[r] , ∀ k = 1, . . . , r − 1 , � ��!�8�

��� '(����� EQ[r] ��(	����� �, '(������ EP [r] ,�����. σi → −σi� 9 ��( � ��!�8�
'(����� EQ[r] ��
�%���� (��� �������� �
�����,���� σk % ���� ������ � �(�*
��%���($�� ��
�%���� (��� ��	���� ��
������%� % (−1)� � 	���� ��
������%�
% (+1)� &�'��� '(����� EQ[r] �%(����� ��(��� ����������
�,���
���

��� ������� ��	

���� 	 ������� �������� 
���	���� ��

�� ����	
���� ����� �������� ��� �����	� ��������� ��	����� Ad ��
�� ����
�	���	����� ��� 
� ���  �����	� Bd � ��	������ {θα, ∂βθ } ! ���������� �
"��� #	#$�� ��	������ �����	� Ad ��������� �	���	����

gr(zα) = +1 , gr(zα) = −1 ,
� 	�����	��� �����	� Ad  Bd ������� #��	������ ����� "������� a ∈ Ad  b ∈ Bd
������	���� �������� #	����

a · b = (−1)gr(a)·gr(b) b · a %& ' (�)

%�� ���� ������ "������� ������	��� �� ���� "��������� � �������� "�������
a  b ���������	��� �	�� � �	����) *�#�	� �� ������ #�	�+� � #���	����
�������� ������	�����  ���������	����� #	���������+ %�� ,����� ���) ���
�����	� ��	������ ��-�����	�� .�� "���� ������ ������ ����������� �����	��
��� ��	������ �#�	���	�� �����
��� zα %�	����� � %& � �))/

zα |θ〉 = θα |θ〉 , %& ' (')

��� |θ〉 := |θ1, . . . , θd〉  θα 0 "������� �����	� Grd ⊂ Bd� ����	�� ����� �� ����� ��1
������ �	���������� #�	������� !����	� |θ〉� ���������	���� %& ' (')� ����1
������ ����	����� ��������� ��� ��	������ ��-�����	�� 2� ����	������
�������� ��	����� �������� ��	���� %�	����� � %& � &3))/

|θ〉 = exp(zα θα) |0〉 = exp(−θα zα) |0〉 , %& ' (()

��� |0〉 0 ������ ��	������� #	���	������ 4���� �������+ � %& ' �&) 5�����$���
%& ' (') ������� � %& ' (() � ������ %& ' &�)  %& ' (�) 6�������� #	�����������
%& ' (()  ��	����� %& ' &�)� %& ' (�)� �� #�������

zα |θ〉 = − ∂

∂θα
|θ〉 . %& ' (7)

.�� �������� ����	������ �������+

〈θ| = 〈0| exp(θα zα) = 〈0| exp(−zα θα) , %& ' (8)

��� �������+ ������ 〈0| �#	������ � %& ' �9)� �� ���� ������$���� ����������
%& ' (')� %& ' (7)/

〈θ| zα = θα 〈θ| , 〈θ| zα =
∂

∂θα
〈θ| . %& ' (:)

• ������ �� ��	
���� ���	�	����	
���	�� 	����������� �		�	����� �������
�
	�	���� �����	�	
 ��� ��!" � ��
���
 ��� �# "$ ��� �#%"$ ��� �#&"�

5��	��� ���� ����	����� �������+ %& ' (()  %& ' (8) 	����/

〈θ|θ̄〉 = 〈0| exp(θα zα) |θ̄〉 = 〈0| exp(θα θ̄α) |θ̄〉 = exp(θα θ̄α) , %& ' (9)

��� θ̄α ; ��� ��� ����	 �	���������� #�	������� ����+� ���

θ̄α · θβ = −θβ · θ̄α , θ̄α · a = (−1)gr(a) a · θ̄α , ∀a ∈ Ad , ∀α, β .



�� ��� ������� ��	

���� 	 ������� �������� 
���	����

�� ���� ��	�
����� {θ1, . . . , θd, θ̄1, . . . , θ̄d} �	����� ����	� �	���
��� Gr2d� �	� ���
���� ������� 
� ��������������� !�	
���" ������� � ������#����
 〈0|θ̄〉 = 1�

�	�
���
 !�	
������ $���	������ �����%��% |θ̄ 〉 � 〈 θ| ��% ����	����% ����
&������' �	����������" ����	� �������' !�	
�����( $���	�� �������)�� ����
�� ����
�	!��
� �	����������� � ������
 ���)��� *�% +����( ��$ ,� $�$ � �
���)�� ����� ����
�	!���� �	����������%( ����	��
 ��% �	����������� ��$��	�
�����-� �� �	���	������ .�$� F � ��������� $ ��
� ��$��	� 〈Ψ| ∈ F∗ ��������
!��$&�� ��� �	���
�����' ��	�
����' θα � θ̄β /

Ψ(θ) ≡ 〈θ|Ψ〉 = 〈θ|
d∑
k=0

∑
α1<···<αk

ψα1,...,αk
|α1, . . . , αk〉 =

=
d∑
k=0

∑
α1<···<αk

ψα1,...,αk
θα1 · · · θαk

,

������0 

Ψ(θ̄) ≡ 〈Ψ|θ̄〉 =
d∑
k=0

∑
α1<···<αk

ψ∗α1,...,αk
θ̄αk

· · · θ̄α1 , �����1� 

��� 
� ��������������� !�	
���
� �����-- ( �����-2 ( ������� ( � $���	�' ����,��
�� ν = d( � ��$,� !�	
���
� ������� � ������2 � *�"����� ���	���	�� zα � zβ ��
�	���������� �����%��� |Ψ〉 � ��	
���' �������' !��$&�" ������0 �������� ������2 
�����������% � ���� ��	������ � ���-��2  

〈θ|zα |Ψ〉 = ∂

∂θα
〈θ|Ψ〉 , 〈θ|zα |Ψ〉 = θα 〈θ|Ψ〉 , �����1� 

3�� !�	
��� ��	����%�� ��% ����	� Ad !�	
�����' ��&���%��	�� zα � zα �	���
��������� ρ̄ ��	������ � ���-��0  /

ρ̄(zα) =
∂

∂θα
, ρ̄(zα) = θα , �����1- 

��"�����4�� � �	���	������ !��$&�" Ψ(θ) = 〈θ|Ψ〉 �	���
�����' ��	�
����' θα�

• ������ �� ��	�
��� ��� ��
�������� ������������ ���	��� Ψ(θ) ��������� �
��
��������� dim(F) = 2d ������������ ��	� ������� Ad  ���  !�"�#$%%�

5�#� 
� ��$����� ��
� 6���	,����� ����� ( )�� ���	�,���� ρ̄ 7 ���
�	!��
 ���
��	 Ad � Bd( �� ���� �	����������� ρ̄ 7 ��)����

• ������ !&� '���
�(�� ���������  !�"�!)% �  !�"�*#% ��������� ������������� ρ̄
��( ����
��+�, ������� -�������� C�N �

8�$���&( �$��%	��� �	���������� 〈Φ|Ψ〉 ���' �����%��" � �	����������� ρ̄ �������
�����% � ���� ��	������ � ���-���  /

〈Φ|Ψ〉 =
∫
dθdθ̄ e−θα θ̄α 〈Φ|θ̄〉 〈θ|Ψ〉 =

∫
dθdθ̄ e−θα θ̄α Φ̄(θ̄) Ψ(θ) . �����1� 

9���� �����	��
∫
dθdθ̄ �����)��� �����	�� :�	����� �� �	���
�����
 ��	�
����


{θ1, . . . , θd, θ̄1, . . . , θ̄d} ∈ Gr2d( $���	�" � �����
 ���)�� ��	����%���% ������4�
 ��
	���
 (d = 1, 2, 3, . . . )/∫

dθdθ̄ Ψ(θ, θ̄) =
∂

∂θd
· ∂

∂θ̄d
· · · ∂

∂θ1
· ∂

∂θ̄1
Ψ(θ, θ̄) . �����1� 

�� ������� ��	
�
�� ����� ���

������	� 
���	��� ��	�	�� eik �� ���	���� ������ ε(m) ∈ Vr+1 ������ ���
����

eik · ε(m) = δkm ε(i) . ��������

�� ��! ���	 i + 1 > f ! �� "����� ���# �������� ����� ���$ 	 
� "�����
 	���
��
��������� ��������� %��	 &� i < f ! ��! "�	
���� ��������! ��� "����� ���	 ��������
	
��


A ·
( f∑
k=1

I
⊗(k−1)
r+1 ⊗ ei,i+1 ⊗ I

⊗(f−k)
r+1

)
· (ε(1) ⊗ · · · ⊗ ε(i) ⊗ ε(i+1) ⊗ · · · ⊗ ε(f)) =

= A · (ε(1) ⊗ · · · ⊗ ε(i) ⊗ ε(i) ⊗ · · · ⊗ ε(f)) = 0 ,

 �� � "�������
 ��������� 
� ���"��#�����	�# �����	�
 ������'��

���� ������ ��� �	 
����� �����

�������� ���	
���� 	� ������ ����
���������

EP [r] = 1
r!
(1 + σr−1 + σr−2σr−1 + σr−3σr−2σr−1 + · · ·+ σ1 . . . σr−1) ·

(1 + σr−2 + σr−3σr−2 + · · ·+ σ1 . . . σr−2) · · · (1 + σ1) =
1
r!
Y (T[r]) .

����(���

��������� ��� ����� ��������
�������� EQ[1r ] �����
��� �� ������ ����
��
�������� EP [r] ���
��� σi → −σi� ����
����� ��� Y (T[r]) � ���� ��! "�� ����� ��
#
r! "
�
���� �� ������ �
�
�������� Sr�

��� ���������#���� �� �! �� )��
��� EP [r]! �������� � ����(���! ����� "����
� �	
*

���	������ � C[Sr]! ����+��	
� ����	�#�� � �"������	����	 ������,��	�

σk · EP [r] = EP [r] · σk = EP [r] , ∀ k = 1, . . . , r − 1 . ����(�(�

-��
	������� ������ 1/r! ������ � ����(��� ��� �� �! ���� "�	 ��"�����		
����(�(� 
� 	
��	 E2

P [r] = EP [r]� .�
��	
! �� "����� ��������� � ����(��� "���"	*
�������� � �	�� ����������� � ������,��	�

EP [r] =
1

r
(1 + σr−1 + σr−2σr−1 + σr−3σr−2σr−1 + · · ·+ σ1 . . . σr−1) · EP [r−1] . ����(�'�

.���# 	 ����� �
���� ��	�	�� e 
� "	,�
 1� /���
���	
 ��"��# )��
����

Jm→r = σm · · ·σr−2 · σr−1 · σr−2 · · ·σm = σm · Jm+1→r · σm (m = 1, . . . , r − 2) ,

Jr−1→r = σr−1 , Jr→r = 1 .

0�

� Zr =
∑r

m=1 Jm→r "�	�����&	� ������ "���� ���� C[Sr−1] ⊂ C[Sr]! �� ���#
[Zr, σk] = 0 (∀k = 1, ..., r − 2)� ������	���#��! )��� ���� ������� 	� ��������

σk · Jm→r = Jm→r · σk , ∀ k = m,m− 1, r − 1 ,

(Jk→r + Jk+1→r) · σk = σk · (Jk→r + Jk+1→r) ,
����(���

������� ������$� 	� �"������$1	+ ������,��	� ���'��'�� 2 ������� "�	
��� "��*
��
�����	���
 �"������	����# "���� � ��������� � ����(��� ��� k = m+ 13

σm+1 · Jm→r = σm+1 · (σm · σm+1 · σm+2 · · ·σr−1 · · ·σm) =
= σm · σm+1 · σm · σm+2 · · ·σr−1 · · ·σm = σm · · ·σr−1 · · ·σm · σm+1 · σm = Jm→r · σm+1 ,



��� �� ������� ��	
�
�� �����

��� K1j = q · K1k� ��	 q ∈ Z� �� 
����� �� j���� ������ k��� �����	�� �����	��
��� � q� �� �����	� K ′

1j = 0� ���� �	 ��	�	�� K1k �	��� K1j � �������� ��
	��� K1j = q · K1k + r� �� 
����� �� j���� ������ k��� �����	�� �����	���� �
q� �� �����	� K ′

1j = r < |K1k|� � �	� ���� ��	�� 	� ��	�	�� K1j �� �����!�
"#���
��� ��� �#��	��#� ��	�� 	��� � ����$�! �#	% ��	�	��#��% ��	#��� ���
��#�� � �������
 �	������� #�� �� 
 ����	������
 ����	��� ����� ��� 
�	 ��	�	���
�	#
�� ��#��� �#��	 ������ ��	�	�� &���	 ��#�� K ��� �� 
�#���	����' ���
��� #
�� ���!� (��� �	���	
�� ��	�	��� �	#	��
��� �������� ���	���� � �	#
�	
�	��� K ′

11� "#��	��� ��������! �#��	��#� ��� �	#
��� ������ ��#��� K� ��
������ 
�	 &�#��	 ������' ��	�	��� �	#
��� ������ � 
 #	������	 r × r ��#��
K �#��	� 
�� ⎛⎜⎝ K ′

11 0 ... 0
0��� ||K ′

ab||
0

⎞⎟⎠ ,

��	 ||K ′
ab||) (r−1)×(r−1) �	
�#���	��� �	������	��� ��#��� *�		� �����
��

��� 1× 1 ��#�� ��������� ��� �#��	��� �������!� �����	�� ��� � ����$�!
�#	��#��
��� &+�,-�,.' ��#�� K �
������ � ����������� 
��� K ′

ij = niδij�
*�� ���������� ��#��� Kij �� ��		� /�#���� &+�,-�0' � �� �� �#� �#	��#�
��
���% &+�,-�,.' �� ��		� det(K) = ± det(K ′)� �� /�#��� &+�,-�0' 
������	���
� ��� �	���������% ��#�� Kij� ���� K 1 ��#�� 2#��� �� det(K) > 0 � ��
/�#���� &+�,-�0' ��	��	� ������	 ��
	#��	��	 ord(Λ/Λr) = det(K)�

���� ������ �� ����	
� ����

��������� 	�� 
����� ������� ���
���
����� ����
��� ��������

T⊗f(1)

(
Eα(i)

) |λ(f)〉 = 0 , &+�,,�,'

��� 
��� ������� ������ α(i) �� �!�� s�(r + 1,C)�

3 ����$�! �������	�#����# &4���.5' 
	���# &4���44' ����� �#	���
��� ��	���
!$�� ��#���

|λ(f)〉 = 1

f !

∑
σ∈Sf

(−1)p(σ)ε(σ1) ⊗ ε(σ2) ⊗ · · · ⊗ ε(σf ) = A · (ε(1) ⊗ ε(2) ⊗ · · · ⊗ ε(f)). &+�,,�.'

6�	���� ��� 	��� �#	�� 
	���#�
 �v1, �v2, . . . , �vf ∈ Vr+1 ��		��� %��� �� ��� �#
��
��!$�% 
	���#�
 �vk = �vj ��� k = j� �� �� ��#	�	�	��� &4���.5' �������	�#��
���# A ��	��	� #
	���
�

A · (�v1 ⊗ �v2 ⊗ · · · ⊗ �vf)|�vk=�vj = 0 . &+�,,�4'

"�������� /�#����� &4���.�' ��� ��	#��# T⊗f(1)

(
Eα(i)

)
� /�#����� &4�,�+' ��� ��#	�

�	��!$	�� �#	���
�	��� ��#��!$	� Eα(i) �  ���	 #
	���
�� &4���.0' � &+�,,�.'�
�	#	�� 	� �	
�! ���� &+�,,�,' ��	��!$�� ��#���

T⊗f(1)

(
Eα(i)

) |λ(f)〉 = T⊗f(1)

(
Eα(i)

) · A (ε(1) ⊗ · · · ⊗ ε(f)) =

= A ·
( f∑
k=1

(Ir+1)
⊗(k−1) ⊗ ei,i+1 ⊗ (Ir+1)

⊗(f−k)
)
· (ε(1) ⊗ · · · ⊗ ε(f)) .

&+�,,��'

��� ������� ��	

���� 	 ������� �������� 
���	���� ��

���� �����	
� ���� 	
���
�	��
���� �
� ������	
���� �����	
� ��	����
∫
dθdθ̄ Ψ(θ, θ̄) =

∫
dθd

∫
dθ̄d · · ·

∫
dθ1

∫
dθ̄1 Ψ(θ, θ̄) , ��������

�	���� �
��� �����	�	��
��� �� θα ��� θ̄β �����
���� �
� ������ ����������� !��
�	��������� ∂

∂θα
��� ∂

∂θ̄β
� "�
�� ����	�# �����	
� ��	����
 �� ����� ��	�������

��	��������� �
� ∫
dθ = 0 ,

∫
dθ θ = 1 ������$�

�� 
�
�������
∫
dθ̄ = 0#

∫
dθ̄ θ̄ = 1�# 
 ������� dθα# dθ̄β ���� ����
�� 
��������%

��	� !��� ���� ��&�� � � �	
���
������ ��	�������� θα# θ̄β �

• ������ ��� � ��	�
��� ��� �������� �� ������������ ���������� � ������
����� �������� ���� ������� ������ ��

"����	
� ��	����
 �������� ���&��� ��'�������� ����	�������# ����	�� ��%
���������� �
�	���	 ��� (�	����	���� �������
������ �����	
�
 )����
�
 ��
(�	������� ��	�������� * �
�������# ����	���
�� d × d �
�	�+� ||Aαβ|| ����
�	����
���� � ���� �����	
�
 �� �	
���
����� ��	������� ����� !�� �&	
���

det(A) =

∫
dθdθ̄ exp(θ̄αAαβθβ) =

1

d!
εα1...αd

Aα1β1 · · ·Aαdβd εβ1...βd , ������,�

��� �����	
�
∫
dθdθ̄ &�� ��	������ � ������-�� .�	
�
 � (�	���� ������,� ��������

�	����
������ ��� ����	���
��
# ����	�� �� �&���
�� � ��	��� �
��� ����� ����
/
���� ��������� 0���� d = 2n 1 ������ ����� � d×d �
�	�+
 A 1 ����������	���

Aαβ = −Aβα� 2���
 ���	���� ���
�
��# ���∫

dθ exp
(1
2
θαAαβθβ

)
=

1

2n n!
εα1...αd

Aα1α2 · · ·Aα2n−1α2n ≡ Pf(A) , ������3�

��� Pf(A) 1 �(
((�
� �
�	�+� A ���� /
���� ������� ��	��� �
��� ������ � �	�
������ ������3� �� ����������
���� (�	����� θα1 · · · θαd

= εα1...αd
θ1 · · · θd�

• ������ � � � ! ����"�# �����������$ ������������� ������%� � ������&� ��'
	�
��� ��( 	��������������� (2n × 2n) �����)� A ��*������+ det(A) =(
Pf(A)

)2
�

* �
�� ����� 4���� 	
����
 �������# ��� 
���&	� 5	
���
�
 ��	
 � �� ���� 
	��� � ���	�� ����	������	�� � � �
������� � ���	�� ����	�	��� � ����	
���&	 6��
��
 �
���7
� ���
 ��'���� �
 	
��� �
7�� ������



�� ������� ��	
�
�� ����� ���

||Kij|| =
(

6 1
2 4

)
,

�����������)

�����������)

*
*
*
*
*
*
*+

*
*
*
*
*
*
*+

•
• • •
• • • • •
• • • • • •

• • • • •
• •

�ε1

�ε2

�
�
�e1

�e2

���� ���	 ����������	
��� ���		�	������ ������� Λ′r� ������� �����	�����
��������� �εk �� ��������� ���	� N ����	���� ������ ������� Λ′ � !������ �ek� 	�"
#�$� � ���		�	������� � �����	�%$� ���#��� �	���� Λ′/Λ′r� ����� 	�$���
det(K) = 22 &���������	
��� �!	�����


��� ����� ������������� ������������� ������� ||Kik|| � ����������� �� 
�����! ��� ��� ����"��������� "����� ��#��$� Λ′	

�ei → �e ′i = �ek Cki ⇒ �ei = �e ′k C
−1
ki , %��&'�&'(

� ����)* ������������+ ������� C ��$�+! ��� det(C) = ±1 %��� ,��� ������� C−1

��$�� �������������(! ��#��$� Λ′ ����-���� ���� � ��"�� .�+���������! ���� �� 
#��$�! ����������� "������ �e ′i � "������ �ei! �������*�! ��$ $�$ "����� ������*� 
�� ���/ ����� ���/� � ����)* ������������- ������� 0����/����! ����"���������
"����� ��#��$� Λ′r	

�εi → �ε ′i = �εk C
′
ki ⇒ �εi = �ε ′k C

′ −1
ki , %��&'�&&(

� ����)* ������������+ ������� C ′ ��$�+! ��� det(C ′) = ±1 ��$�� ���������
��#��$� Λ′r ���� � ��"�� 
�� ����"���������- %��&'�&'( � %��&'�&&( ���� "������-
��$����� �e ′i � �ε ′k ��#���$ Λ′ � Λ′r ������������ $�$ �ε ′k = �e ′iK

′
ik! /��

K ′
ik = C−1i� K�mC

′
mk %��&'�&1(

� �� ������������� ������� C � C ′ �������� ������������ ������� det(C) = ±1 �
det(C ′) = ±1� 2���� ��$����! ��� ��)�����*� ������� C � C ′ ��$��! ��� � ���� 
)* ����"��������� %��&'�&1( ������� K �������� $ ���/�������� ���� K ′

ij = niδij�

������ ,�� ����������� "���� �����"�� %��� ��$�� 3145! 6���� 7! 8&(� .�+�����
%��&'�&1( ������ ������������+ ������� C ′ � ������������� det(C ′) = ±1 �� ��� 
���� K �������� $ ���� ,����������� ����"����������	
&�( ���"������� $ ������ ����"�� ������� K ���/�/� ����"��! ���������/� �� �� 
��� �����9
1�( ����������$� �*"�- ���- ����"��� ������� K9
��( ��������� �*"�/� ����"�� ������� K �� (−1)�
0����/����! ��+����� %��&'�&1( ������� C−1! � ������������� det(C−1) = ±1 ��� 
�� �� ������� K �������� $ ��� �� ���� ,����������� ����"����������! �� ���
����$� ���������� ����� �����* ����$� � ������� K � ���� � ,��+ ����$� K1j �
��$�������+ �� �����* ,������� :��� � ,��+ ����$� ������� ,������ K1k ��$�+!



��� �� ������� ��	
�
�� �����

����� ��	 
���
��� ����� ������� �� ��
��� λ(�n) 	��	���	 ���������� ������
Λ� � ��
��� α(�m) 	��	���	 ���������� �������� Λr� ������ 
���� ��������
λ(�n) ∈ Λ � �������� Λr ����� �! ��������

λ(�n ′) = λ(�n) + α(�m) =

r∑
k=1

nkλ(k) +

r∑
i,k=1

miKik λ(k) , ∀ mi ∈ Z . "#�$%��&

'�
 
�
 (�������������� ���� ���!��� ��!�� � Vr� � �! "#�$%��& �������� ��
�������� λ(�n) � λ(�n ′) ����������� ���� ������� 
������ ����

n′k = nk +
r∑
i=1

miKik , ∀ mi ∈ Z . "#�$%��&

)�	�
 ������ Λ/Λr ����� ����� ��������	 ������* 
����� "#�$%��&� +���,��
"#�$%��& � ����

�ekn
′
k = �eknk +miKik�ek , "#�$%�-&

��� ��
��� �ei (i = 1, . . . , r) . ���!��� ��!�� � Rr � � ����	�/���	 ����
���
����!��������	 ������������ 0�������� ��,��
� Λ′ � Rr� �!�� 
�� ���1
���	���	 ��
����� �eknk� ∀nk ∈ Z� '��� �!�� ����������/�� ��
���� �εkmk�
∀mk ∈ Z� ���

�εk =
r∑
i=1

�eiKik , "#�$%�#&

���!��� ����,��
� Λ′r ⊂ Λ′� ) �������� ������ Λ/Λr � Λ′/Λ′r �!��(�� �
����� ord(Λ/Λr) = ord(Λ′/Λ′r)� 0�������� r1����� ��������������� ���	���� 
�� 2����������� ��
��� "#�$%�#&� 
��� ������	���	 
�
 ������� ���
3

�x = xk �εk ∈ Rr , xk ∈ [0, 1] ∀k . "#�$%�4&

� ��!������	 
������������� �������� ��,��
� Λ′r� 5��� �� ����
ord(Λ′/Λ′r) ���� ����� N �!�� ��,��
� Λ′� !�
�������* ������ r1����� ��1
������������� "#�$%�4&� 6 ���� N ��
�� �*��� �!�� ������ 
������� � ��
��
����� �!��� ���� �� ������� �� ����� ��������������� "#�$%�4&� 7�������� �!��
�eknk ∈ Λ′� 
��� ������� �� 
�
��1� ����� ���������������� ����� ����� *1
�	 �� ��� �! 
������� �
���� xi "��� ���������� "#�$%�4&&� ������ 0� )�� ����
���� �!�� �eknk ∈ Λ′ ������� �� ����� � xi = 0� � ������	 �!�� �eknk + �εi ∈ Λ′� 
�1
�� ��
�� ������ �� ����� (������������ ������ � xi = 1� 8!�� �eknk + �εi ∈ Λ′

�� ����� ����������	 � N � ��
 
�
 � ����������� ���� ������� 
����� �
�������� �eknk ∈ Λ′9 ��� 0���#�:�

6������ ��!�� �ek � �� ������
� ��
� ���� �;�� ���������������� ���	���1
� �� ��� ��!����� ��
��� "�;�� (������������ ������ ��,��
� Λ′& ����	��	
�����2�� )
����� �� � ��� ������ ���� �!�� N �������� � �;��� ���������1
������ "#�$%�4&� 
��� 
�
 �!����� ����� ����� ������������ �����2�� ����2�

�� ������	��	 
��������� ��
��� �εk �! "#�$%�#&9 ��� 0���#�:� '�
�� ���1

!�� �� ������ ord(Λ/Λr) = N =
∣∣∣det ||Kik||

∣∣∣�
6 ������ ��������� ����� � 
��� 2����������	 �����2� ||Kik|| ��������1

�� Kik = niδij � ��� ni ∈ Z� '��� ��	��� �� Λ′/Λ′r = Zn1×· · ·×Znr � �����������
�� �����

ord(Λ′/Λ′r) = N =
∣∣∣n1 · · ·nr

∣∣∣ = ∣∣∣det ||Kik||
∣∣∣ . "#�$%�<&

����� �

���	
���	��	 ��	������	���

���	�� �� su(2) � s�(2,C) � ����� ��

SU(2) � SL(2,C)

� ���� ���	
 �� ���� �����
����
 ���
����
���
  �
��	����
 ��
����	�
��
���
�� � s�(2,C)� su(2)  ������ � SU(2)� � ����
 ������
���� ����� ��
����	�
�
�� ������ � SL(2,C)� ��������	�
��
 ��
����	�
�� ��������� 	� 	������
����������� ����	
���	 ���� � ������ �!��
 ��
����	�
�
 ���
��� s�(2,C) �	�
��
��� ����	�
�
��� ��
����	�
�
� ���
��� su(2)  ������
��� �� ��
����	�
��
������ SU(2)� "��
 ��
����	�
�� ����� SU(2) ������ �����#� �	���	 � � ������
�
���� ������� ��
����	�
�� ������ � SL(2,C)� � �
��� � �
� ��
����	�
���
�� ������
 ���
������ 	 �
������� ����	
�
� 

 ���
�
��!$� ��
����	�
��
T � %���� ��� ���� ����� ��
����	�
�� �
 ��
���	�
� 	�
� ���
����
���� ����
��
����� ��
����	�
�� ������ SL(2,C)� &����
�� �� �
 	��!��
� ��
����	�
��
������
 ���
������ 	 �
������� ����	
�
��� T⊗r1 ⊗ (T ∗)⊗r2� ��
 T ∗ ' ��
����	�
�
�
� �����
���� ������
���
 � ���
�
��!$
���

��� �������	�
��� �
���������� �����
 �� su(2)

� s�(2,C)

� �
�	�� ���� ��� 	 �������
�
 �������� ������� �� �
���
���
� ����# �
�
�
� ��
�
� ������� ����
��� �� �������� ��� ��� �����
����� ���
��� s�(2,C)
( 

 	
$
��	
���� )���� su(2)* ��$
��	�
� �
����
���� ����� �
��		��
�����
���
����
���� �
��	����� ��
����	�
�� T (j)� ������
 ������
���!��� �
���
�+��
�#��� +
���  ����+
��� ����� j = 0, 1

2
, 1, 3

2
, 2, . . . (�����*  �
!�

����
�����# (2j + 1)� ,� ������� �� ��
����	�
�� �	�� ��� ��
����	�
�� ��
����-� 	
���� ,� ����
 ��
���# 	 ���� ��� ������
���
 ��
����	�
�� ��
��
��	�!� 	�
 ���
����
���
 �
��	����
 ��
����	�
�� ���
�� su(2)  s�(2,C)�

&������ ����	��
 ���
��� ���+
���� ������
�� ��
����	�
�� �� ����-�
	
��� ��� ���
��� � s�(2,C)� .��
��� s�(2,C) ' ��� ��
��
���
 �����
����
 	
��
�����
 ����������	�� 	 ������� 	 ���
��	
 ������� ��
�
���	 ����� 	�����# ��

//



�� ��� ������������� 	��
�������� su(2) � s�(2,C)

������� {e+, e−, h} 	 �
���������� 	������������

[e+, e−] = 2 h , [h, e+] = e+ , [h, e−] = −e− . �������

�� ������������ ������� U(s�(2,C)) 	��������� ������� 
���
�	�����	 � ����

e+ e− = 2 h+ e− e+ , h e± = e± (h± 1) . �������

��
��������� 
���	�������� T (j) ������� s�(2,C) 	� 	������ ��	�� j ���	�� �� �

��	����	��� V! ��"�	 �������� 
���#����	 �" 	������� ������� v0 ∈ V�

h v0 = j v0 , e+ v0 = 0 . �����$�

%���	�������� T (j) ����&������� � ��
�������� ����� � ���'�� �����! ����� 	���(
��� ��	 ����� j = n/2! ��� n ∈ Z≥0 ) *���� ������*����'��� &�	��� +������ ��	 j
��"�����	 	
����! � 
��	����	��� V 
���	������� T (j) ����� ��"�����	�' (2j+1)�
,	� ��"�	��� ������� vk � V 
�� &���	 � ��" �'���� ���	��� 
���#����- �
���(
����� e− �� 	������ ������ v0 ∈ V�

vk =
1

k!
ek−v0 , k = 0, 1, . . . , 2j . �������

���	���� ����" ���- ������� s�(2,C) � 
���	�������� T (j) �� ��"�	��� �������
vk ∈ V �
�������	 .��� �����

h vk = (j − k) vk , e− vk = (k + 1) vk+1 , e+ vk+1 = (2j − k) vk (k ≥ 0) , �����/�

� �" 
�	������� �����	��� �� ����� e+ v2j+1 = 0! &�� �� ��
���������� 
���	�����(
�� T (j) 0�����������  	����� v2j+1 = 0� 1��� �� �����/� �������� �" 	����������
������� �  �������� �����$� �� 	������� ������� v0� , &�	���	�� 
�	������ �����	���
� �����/� 
�� &���	 	 
����'� ��#��	���

e+ e
k
− = ek− e+ + k ek−1− (2 h− k + 1) , e±, h ∈ U(s�(2,C)) , �����2�

������� 
��������	 ��� � ���'�������
��
�����! &�� �����*� ||Tij|| �� ��������� �
������� T � 
��	����	��� V �

"������� ��"�	� �ei ∈ V �
�������	 	���������� ����"��

T · �ei = �ek Tki , �����3�

� 
�� �������� 
������"������ ������� �x → �x ′ = T · �x ��� ���������� xi 
������(
" ��	 
� 
����� 

x′i = (T · �x)i = Tik xk . �����4�

%�0��� � ����� 	� &�� � 	������	���� 	 �����3� �� �����

h · vk = v� T̃�k(h) , e± · vk = v� T̃�k(e±) , �����5�

��� �, k = 0, 1, . . . , 2j � 	����	�� �����/� �����*� ����" ���- {e+, e−, h} "�
�	�����	
� �����

T̃�k(h) = (j − k) δ�k , T̃�k(e+) = (2j − k + 1)δ�,k−1 , T̃�k(e−) = (k + 1)δ�,k+1 , ������6�

�� ������� ��	
�
�� ����� ���

����� 	
 �������������� ��	� ��� Z(z, w) =

(
z −Id
Id w

)
� �����	����� � �����

��		�������� 	������� � ����	� ��	� ������ ������� ����� �����  ��!�" ��� ���
�������� #�##��� �$���%%" � ��	���	� #��	��� det(Z) = [Pf(Z)]2� &
��� ���
������� �$���%'" 	
 ��������	 �������( �  ������� ��	�����������!� ���)������
*�� ��������� ��������� �������������� � �	�+�( �
�������� #�##���� �
#��	��� �$���%%"�

���� ������ �� ����	
� ���

��������� 	�� 
������� �
����� ��
�� α(i) �� �������������� ���� λ(k)
��� ���

α(i) =

r∑
k=1

Kik λ(k) , �%��,��"

��

Kik = 2(α(i), α(k))/(α(k))2 �%��,�$"

� ������ ���
��� ��
���� ��� 
���� ������� �
��� 	���� �����! ���������
	�� ��
"��� �
���� Λ/Λr� �� Λ � 
#��� ���� � Λr � 
#��� ��
��� 
���
det ||Kik|| 
-�������� #��	���� ��� 	�����
 .������ �%��,�$" � ����������	 #����	�������
�
/ ����� �0�0�$" ��� �(1�!� �����!�  ���� α(j) ������	

(
α(i) −

r∑
k=1

Kik λ(k), α
(j)
)
= 0 . �%��,�0"

2�  � ����
�  ���� {α(j)} �1����(� ����( �����	� �� ����� � r�	����	  ���
����	 ����������� Vr � 	���� � gij � ����������� Vr �� ������� �� �� �%��,�0"
�
�� ��� ��������� �%��,��"� 3� ���!� ��������� � ��������� �������� ��� #����	���
�����
� ���� {λ(k)} �� )� �1����(� ����( �����	� �� ����� � r�	����	  ������	
����������� Vr�

4� ����������� ������5���� ord(Λ/Λr) = det(K) 1���� �������� �� � ��� ���
1���� ���������� ��� �(1
/ ��5��� Λ � �/ ����5��� Λr� �������	
/ �����
������� ������������� 	������� ||Kik|| � det(K) > 0� 6�������	 ��5�� �	 Λ � Λr
!��
 ����!�� ���������
	 �1����	� *��	���
 !��
 Λ �����������(� ����!�	
� Vr ����� 1�����
/ �� ����� λ(k)7

λ(�n) =
r∑

k=1

nkλ(k) , nk ∈ Z ,

� ���	���
 ��!��
 Λr ⊂ Λ �����������(� ����!�	 ����� �� ����� �%��,��"7

α(�m) =
r∑
i=1

miα
(i) =

r∑
i,k=1

miKik λ(k) , mk ∈ Z .



��� �� ������� ��	
�
�� �����

�������	�
	 ����� ������	���� 	��
 ���� 
� ������ ��	������
�� � �	��
�� 
!
 (A,B,C) � �	���" �
����!!	 �� #
� ��� ����
!	� ������� (A,C)� �	�	�
����
�	�	� ����
������$��% �	��
�� B & �	�������	 ������	��� ������ �
����!!� ��
#
� �� '� �����	�
� (�
) �	��*) ���) �
����!! �
���� ��� �����	�����%+
	 
� 
���
����*	 ��	���
 , - �
!����� ����* ���� ����� .�	��� �
����!!� �� #
� ��

A C

B

D

j6

j4 j3 j5
j1

j2�
�
�
��

�
�

�
��

			





�

�
��

 �
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�
��

�
�

��

� �
��� ��

�

j4
j3

j1j2

j5

j6

A C

B

D

= (−1)2(j2+j3+j5+j6) ·

C A

D

B

j1 j3 j2

j6

j4
j5�

�
�
��

�
�

�
��

			





�

�
��

 �
=

{
j4 j5 j3
j1 j2 j6

}
.

#
� ��/ ����� ����	
��� �� �������� ��������� � ���	��
�	 ��������

������	��� 
� �����"� 	��
 � �	" 
�!	�
�� �������	�
� �	0	� j2� j3� j5 
 j6 &���
 
��%+
" ��
 (��! 1����*" 1����� ����*��	��� ����*! 	�
�
2	 � �
�� ��$�	����
2(j2+ j3+ j5+ j6) mod(2) = 4j1 mod(2) = 0 mod(2) 3�!	�
!� ��� �	���(��*� �����	� 
����%+
	 �	���" 
 ��	��	" �
����!!	 �� #
� ��� ������	��� ���� 
� ����� ���� 
����! �� ���� π ������ ��
 �
!!	��

� ���)���+	" �	�	� �	�	�
�* ������ (A,C) 

(B,D) � ��!�+�% ��!���
2
" ��	�0�������
" �	���(��� � �	��
��!
 (A,B,C,D)�
�����*	 ������* �� #
�����) �4 
 ��� � ���$	 ��	�0�������
" ��������� ������
��
� ���)���+	" �	�	� �	��
�� D 
 2	��� ����
������$��" ����
 (A,B,C)� !* !� 
$	! ���
������*! �0����! �	�	����
�� �	��
�* �	���(��� (A,B,C,D) 5�(��!�
��	 (�
 ��	�0�������
� �
 �����	�����%+
	 
! ��	�0�������
� 6 - �
!���� ���4��
����� 
 ���,�� �0����%� ������ �
!!	��

 �	���(���� 
��!��1��% S4

��� ������ �� ����	
� ����

���	�
� ��� �	
	������
� det(Id+w·z) 
���	�
�� �������� �  ���!�
" ���	��
��
���������

5���� A,B,C 
 D 7 �	�*�	 d× d !���
2* 
 !���
2� A 8 �0���
!� .���� 
!		�
!	��� ��	��%+		 ��$�	����

det

(
A B
C D

)
= det(A) det(D − C · A−1 · B) , ��94�

������	 ��	��	� 
� ��	�
����� �����$	�
� ��� 0�����" 2d× 2d !���
2*/(
A B
C D

)
=

(
A 0
C Id

)(
Id A−1 · B
0 D − C ·A−1 · B

)
,

��	 0 8 ���	��" d × d 0��� 5���$
! A = −Id� B = z� C = w 
 D = Id� ����� 
�
��94� ��	��	�� ���

det

( −Id z
w Id

)
= det(−Id) det(Id + w · z) = (−1)d det(Id + w · z) ,


�
� �	�	������� ����02* � !���
2	 � �	��" ����
 (���� �������	�
�� !* ������	!
��$�	���� ����6�/

det(Id + w · z) = det

(
z −Id
Id w

)
=

[
Pf

(
z −Id
Id w

)]2
. ��9��

��� ������������� 	��
�������� su(2) � s�(2,C) ��

������ ��	
���
��
 �
������� δ�,−1 = 0 = δ�,n+1�� � 	�
������� ����������
�
������ �
�� j = 1/2 � 	�
�������
 V �������
� �� �
�	�
���
��� 
	����������
������
� 	����������� T (1/2) ��� 
 ������! {e+, e−, h}"

e+ =

(
0 1
0 0

)
, e− =

(
0 0
1 0

)
, h =

1

2

(
1 0
0 −1

)
. �#�$�$$�

• ������ ��� �	
����� ��	 ���	� ������� A ∈ SL(2,C) � �	�	�� �
��	������
���	�	 	�	������� �	��	 �������!�� ! !��� ��	��!����� 

A = exp(a−e−) · exp(a0h) · exp(a+e+) , �#�$�$#�

��� a±, a0 ∈ C� "
������# ������� ��	� �������  !�	� � $���	� %&�����'�

A =

(
e

a0
2 a+ e

a0
2

a− e
a0
2 e−

a0
2 + a− a+ e

a0
2

)
. �#�$�$%�

(��	��$ �������!����� %&�����' �� A ∈ SL(2,C)� �	
���� 	��	�! ��	��
��$��) SL(2,C)�

• ������ �*� +	���	�� 
	����	����)� � �����!	���)� �������!���� ������)
s�(2,C) � ����,�� !��	� μ� �	 ��� �������!���� � ��	�������!� 
	�	�)-
�	�	������ �� ����,��	 !�
�	�� v#

h v = μ v , e− v = 0 . �#�$�$&�

�	
����� ��	 ! ��	� ��$��� ����,�� !�� μ �	���� �)� ���	�	������)�
���)� ��� �	�$���)� ����	�� μ = −n/2� ��� n ∈ Z≥0� �	
����� ��	 (2j+1)�
����)� �������!���� s�(2,C) �	 ����,�� !��	� j = n/2 � � ����,�� !��	�
μ = −n/2 = −j �
!�!������)�

'
����
������ ��	���
����� 	����������� T (j) ��� �� s�(2,C)� 
 �
�
��!
�� ���� ����� 
��
�������
 
	�������� � �
����
������ ��	���
����� 	������(
����� ��� �� su(2) ���� ����� ������� 	���
� ���� ������� )���� 	�����������
��� �� su(2) ��*� !������������ ������ ���
� ��	��
�� j = Z≥0/2 � �
���
 ��� 	
������ � 	
�
��� �������� ���������!  ��� {e±, h} ��� �� s�(2,C) �
 ���
� {τα} ��� �� su(2)"

e± = i τ1 ∓ τ2 , h = i τ3 ,

τ1 = − i

2
(e− + e+) , τ2 =

1

2
(e− − e+) , τ3 = −i h .

�#�$�$��

+	������ 	
������� � �#�$�$�� 
	���������� 	����������� �#�$�$$� 
 ������!
��� �� s�(2,C)� �� 	
������ ��
  ������ ,������� ��� �� su(2) � �
� *� 	���(
�������� j = 1/2 �	�������� � ���� τα = − i

2
σα� ��� σα - ����.� /���

σ1 =
(

0 1
1 0

)
, σ2 =

(
0 −i
i 0

)
, σ3 =

(
1 0
0 −1

)
. �#�$�$0�



�� ��� ������������� 	��
�������� su(2) � s�(2,C)

��� ����	
�
�� ����
�� �������� ������	����� ���
���
�� ������� �	� �	�����
s�(2,C) ��������� � ������	����� ���
���
�� �	� �	����� su(2)�

[τi, τj ] = εijk τk . ��������

��  
��!" #�� ��$�� �������	�
�� $�!��$�
�% �	����� &�" � � #��
��� ����'
���	�
�� T̃ �	����� su(2)" ����$����� � (��!)	 ������*�" +$����	�
�
� �
��+�!�'
����!) �������	�
�� T " � $�����! �	� �� �
�� +	�!�
��� τα �	����� su(2) ��'
��	
���� ���
���
�� T�k(τα) = −T ∗k�(τα)� ,���� � ����
�� �������� 	��)��" #��
��������)���� !����-� T (e±) ���� )���� e± �	����� s�(2,C) ��	.
� ��	����/
��%���!

T�k(e−) =
(
Tk�(e+)

)∗
. ������0�

1�
�$� !����-� T̃ (e±)" ������

�� � ������*�" � 	)#�� j > 1/2 +���� ��%��� 
�
�!���� �����	�!� � 
������	/
�% 
��!����$� �� �
�� ��$������� �������! !��'
��-� ������*� $ ���)" )���	���������!) ������0�� 2	� +���� � ������
��� V 
����'
����!��� �������	�
�� T (j) ��	��!  �!�
) �� ��" ������	�� �!��� �� �
�� ��$'
����� vk (k = 0, . . . , 2j) 
���� �� �
�� ��$�����

|j,m〉 :=√(j +m)!(j −m)! vj−m =
√

(j+m)!
(j−m)!

ej−m− · v0 ,
m = −j, −j + 1, . . . , j − 1, j .

������3�

4��/ � ��	�� !� ���	/ )�! �	� �� �
�� ��$����� ������3� � ������
��� V ���'
 
�#�
�� 2���$� |j,m〉 �!� 5	��) ��� 6 #��
���" �	� ������� ��$���� v0 �� 
�$���
��� 
�#�
�� |j, j〉 :=√(2j)! · v0�

2	� 
���� �� �
�� ��$����� ������3� ��	�
� (��!)	�! ������� !� �!��!

h · |j,m〉 = m |j,m〉 , e± · |j,m〉 =
√

(j ±m+ 1)(j ∓m) |j,m± 1〉 ,
J2 · |j,m〉 = j(j + 1) |j,m〉 ,
m = −j,−j + 1, . . . , j − 1, j ,

������*�

��� !� ���	� $�������#
�% �������� 7� �!��� J2 �	����� s�(2,C)�

J2 =
1

2
(e−e+ + e+e−) + h2 = e−e+ + h(h+ 1) ∈ U(s�(2,C)) . ��������

8 ���
���
�% ������*�  )#���! �����	� ������� !� ��	)#��! 	��)���� !����#
��
�������	�
�� T (j) �	� ���� )���� e± � h ����
���  �����3� � ������*���

h · |j,m〉 = |j,m′〉 Tm′m(h) , e± · |j,m〉 = |j,m′〉 Tm′m(e±) , ��������

���

Tm′m(h) = mδm′m , Tm′m(e+) =
√

(j +m+ 1)(j −m) δm′,m+1 ,

Tm′m(e−) =
√

(j +m)(j −m+ 1) δm′,m−1 .
������9�

��� +��! !� �!��! Tm′m(e+) = Tmm′(e−)" �� ��/ �	� !����- ������9�" ���
�!�� ��
�
�!�
�� �� �������

��/" ��%��� ������0� ����	
����" � �������	�
�� ������9�

�� ������� ��	
�
�� ����� ���

��� ������ �� ����	
� ����

��������� 	�� 
�� ����� ��������� ������������ � ���� ����� ��� �� !�� ��
�
�������� �������"�� ����������� #�$������% #���������� ���	���� #����
jk� ��������&'(�% ���(���"� � ��������"�  ��)� ����� ���*
+�� 
�� ����� ����������� ����������� �'��� #���������� ����$��*{

j1 j2 j3
j4 j5 j6

}
=
{
j2 j1 j3
j5 j4 j6

}
=
{
j1 j3 j2
j4 j6 j5

}
; �������

��� 
�� ����� ����������� ����������� #���������� #����)� � �����)� �"��
#���� jk � #����% ��&% ����$�%{

j1 j2 j3
j4 j5 j6

}
=
{
j4 j5 j3
j1 j2 j6

}
. �����	�

��������� 	�� �������� ��% ���#���$�� #������������� �,�-�+� � �,�-��� �����
�&�� )�&##& �������� ����� ���� ������.�&' )�&##� #���������� S4�


������� ��� ������� ����������� ���������� ���������� ���� ���{
j1 j2 j3
j4 j5 j6

}
=
{
j3 j1 j2
j6 j4 j5

}
=
{
j2 j3 j1
j5 j6 j4

}
, �����!�

��"#� �$ �������������� "��%����& �� '��� 	�� �����������  ��������� � �����
����� �� #%�& 2π/3 � 4π/3 ����#% ��(��& (j1, j2, j3)� )�� *��� ������������ ������
!�� �������� � ������+ � ����& jk ��������,��� #��$���&� � �����!� ����� ���
-$� ��$�� "��%����# "�� ��� �������+ ��"�������#, �� '��� 	��+ � ��" ����*"�
�� � ��(����� (A,B,C,D) ��� *�� �"���� � ���� ����� '��� ���� .�%"� ���/���
"��%����& �� '��� 	�� � ��������� �� #%�& 2π/3 � 4π/3+ *���������� ���/��, ���
��*"�� � ���� ����� '��� ��� �� � 0 #%�& ����#% ���+ ���1�"�/� ��$ ��(��# D
� ���� �����������0��� %���� (A,B,C)� 2��+ $������� ����$�� "��%����# "��
��� ������� � ���� ����� '��� ��� ����������� ����������� ���+ ��� *����������
����0��, ���������#,/%� ����*"�� ����������� ���������+ ���1�"�/� ��$
� �� (B,D) � ���� �����������0��%� � �� (A,C)� 3 �$#����� �& ���#��� ���
��������#, �����# !�� ��������+ �$���0��#, � ��" ������ "��%����& �� '���
���+ ������� ����� �$���������# ��� ������#+ � ��������, "� 4�$���%� 4������+
#���&��,/%� ���� '��� 	��� �$���� ��������� ��1 ��(�� ��� ����0����

A C

B

D

j6

j4 j3 j5
j1

j2�
�
�
��

�
�

�
��

			





�

�
��

 �
= (−1)

2
6∑

k=1
jk ·

C A

B

D

j6

j5 j3 j4
j2

j1�
�
�
��

�
�

�
��

			





�

' (
�

 �
= (−1)2

∑
k jk+2(j4+j5+j6) ·

C A

D

B

j5 j3 j4

j6

j2
j1�

�
�
��

�
�

�
��

			





�

�
��

 �
=

{
j2 j1 j3
j5 j4 j6

}
.

'��� ���5 /���� �������� 
�� ������� &�������� � �������� �,�-�+��

6��� �� ������ "��%���� �� '��� ��� ���������� � �+ ������&1 ������� j4+
j5 � j6+ �� �����������0�& �� ����������� � ���������+ #��$���&�� �� '��� 	���
� #���&��� ��0"���� 2

∑
k jk + 2(j4 + j5 + j6) mod(2) = 0 mod(2)+ �& ���#���

�� ������ ����� '��� ���� ��� ������ � ���������&�� ���� ����+ ��� "���$&���
���� �������� � �������� 3���� �������� � ������� ��"#� �$ ����%� ��������
� ���������� �������� �����!��



��� �� ������� ��	
�
�� �����

∂φ+ = r
(
−cτ sφ+ ∂0 + cτ cφ+ ∂3

)
= −x3 ∂0 + x0 ∂3 ,

∂φ− = r
(
sτ cφ− ∂1 − sτ sφ− ∂2

)
= x2 ∂1 − x1 ∂2 .

��������

�	
������ �		�	���� �������� � ��������� � �������� �������� 
� ��	��


sτ sφ−
cτ

∂φ+ = sφ+ (x0∂1 − x1∂0) + cφ+ (x1∂3 − x3∂1) ,

sφ− ∂τ +
cτ cφ−
sτ

∂φ− = cφ+(x0 ∂1 − x1 ∂0)− sφ+(x1 ∂3 − x3 ∂1) ,
sτ cφ−
cτ

∂φ+ = sφ+ (x0 ∂2 − x2 ∂0) + cφ+ (x2 ∂3 − x3 ∂2) ,

cφ− ∂τ −
cτ sφ−
sτ

∂φ− = cφ+ (x0 ∂2 − x2 ∂0)− sφ+ (x2 ∂3 − x3 ∂2) ,

��������

��� � 
�����	
 ����( sτ sφ−
cτ

∂φ+

sφ− ∂τ +
cτ cφ−
sτ

∂φ−

)
=

(
cφ+ sφ+
−sφ+ cφ+

)(
L13

L01

)
, ������ �

( sτ cφ−
cτ

∂φ+

cφ− ∂τ −
cτ sφ−
sτ

∂φ−

)
=

(
cφ+ sφ+
−sφ+ cφ+

)(
L23

L02

)
, ��������

! ���� �	"	� ��	 � #����� ������ ������$ ������ � � �������� �	%�&�� 
����'�
���
���� #	�	�	�	�� 
� ���%� 
	(�
 �#����)

L2
13 + L2

01 =
(
sτ sφ−
cτ

)2
∂ 2
φ+

+
(
sφ− ∂τ +

cτ cφ−
sτ

∂φ−

)2
− sτ sφ−

cτ

(
sφ− ∂τ +

cτ cφ−
sτ

∂φ−

)
,

L2
23 + L2

02 =
(
sτ cφ−
cτ

)2
∂ 2
φ+

+
(
cφ− ∂τ −

cτ sφ−
sτ

∂φ−

)2
− sτ cφ−

cτ

(
cφ− ∂τ −

cτ sφ−
sτ

∂φ−

)
.

������*�
+	������ ���"��
�� � #����� ������ �		�	���$ ������*� �	%�&�,� �%-%� �	"	�
��	 
����'� ���
���� #	�	�	�	� � ������ � � �������� � &	

�����,� � &	
#	�-
��
� ���
���� ��&�	�	�� �&�,��,.�� #�	�%�	��� ∂φ+ � /&	�����)	 � #	
	.),
0	�
�� �������� � ������*� 
� #	�����
 	#����	� 1�#���� � S3 � #���
����%�'��
�"�	� 2$����3

L2
ij = ∂2φ+ + ∂2φ− +

(
sτ sφ−
cτ

)2
(∂φ+)

2 +
(
sφ− ∂τ +

cτ cφ−
sτ

∂φ−

)2
+

+
(
sτ cφ−
cτ

)2
(∂φ+)

2 +
(
cφ− ∂τ −

cτ sφ−
sτ

∂φ−

)2
−

−sτ cφ−
cτ

(
cφ− ∂τ −

cτ sφ−
sτ

∂φ−

)
− sτ sφ−

cτ

(
sφ− ∂τ +

cτ cφ−
sτ

∂φ−

)
=

= 1
c2τ
∂2φ+ + (1 + c2τ

s2τ
)∂2φ− + ∂2τ + ( cτ

sτ
− sτ

cτ
)∂τ =

= 4
(

1
sin2 θ

∂2φ + cot θ ∂θ + ∂2θ
)
+ 4

sin2 θ
(∂ψ − 2 cos θ ∂φ) ∂ψ = 4ΔSU(2) ,

������4�

"�� � #���#	�����
 �������� ���� ������ %�
�� #���
���

φ± =
1

2
(φ± ψ) , τ =

θ

2
⇒ ∂φ± = ∂φ ± ∂ψ , ∂τ = 2∂θ ,

� 	#����	� ΔSU(2) 	#������ � ��� ��4�� 1���� ����� ������� � ������4� ����� 5% ����-
��� #����� �����$ ������� � ������4� ������� �	(�����	 ΔSU(2) = Δ′SU(2)/4�

��� ������������� 	��
�������� su(2) � s�(2,C) ��

������� s�(2,C) 	 
����� ������ �������� 
��������	� � ������������ 
���	����
����� ������� su(2)�  ���	�������� �������� � ������!� �"���������� 
���	��������#
$�������� � �����%� � ������&�# ��" "�" 
���'��� � ��$������� $����� ��$�	� � V�
(
������� ��� ���) ����) ��"����� |α〉 =

∑
m αm|j,m〉 � |β〉 =

∑
m βm|j,m〉

�αm, βm ∈ C� � "��
��"	��� 
��	����	��� V 
���	�������� T (j) 	"������� 
���$���
�����*

〈β |α〉 :=
∑
m

β∗m αm , 〈α | β〉 = 〈β |α〉∗ . ������+�

(���	������� ����� 	"�������� 
���$������� ��$�	��� ��"���� |j,m〉 ������������
����

〈j,m′ |j,m〉 = δmm′ , ��������

� �����'��� �������� ������!� $�
�	�����	�# 	����	�� ��������# � ����

〈j,m′ | h|j,m〉 = Tm′m(h) , 〈j,m′ | e±|j,m〉 = Tm′m(e±) . ������,�

-�	
���$���	� ��
��� ���. "��	���"/��.# �$��0����. � ��$���� �# � ������
�������� " V 
��	����	��� V∗# ����.��) ���"/�. 〈β |* V → C# "������ �
�������
��	� ��������� ������+�� - 
��	����	��� V∗ � "�'�	��� ��$�	��) ��"����� �������
���"/�� 〈j,m | �$��	� m = −j, . . . , j − 1, j�# �������������� ��������� 1�"�� ���
��$��# V∗ 2 "��
��"	��� (2j + 1)������� ����.��� 
��	����	���# "�0��. ��"���
"������� 
���	�������	� � ����* 〈α| = ∑m〈j,m |α∗m� (
������� � 
��	����	���) V
� V∗ �
���/�� † �������� 	�
��0����

| j,m〉† = 〈j,m | , |α〉† = 〈α| =
∑
m

〈j,m |α∗m , (|α〉†)† = |α〉 . ��������

3����	�� ������+�# �������� � ��������# 	"������� 
���$������� 〈β |α〉 ��0�� ��		����
������ "�" 	����"� ��"���� |α〉 ∈ V � ��"��� 〈β | ∈ V∗� 4�.	���� ������ ����
����� a ∈ s�(2,C) � �������� 
��	����	��� V∗ �
��������	� 	������� ����$��
(〈β | · a) |α〉 := 〈β | (a · |α〉)� 1����# 
���$��	� ��������� ��������# �������� � ������,�#
��� ��$�	��) ��"����� 〈j,m| ∈ V∗ �� 
���'���

〈j,m| · h = 〈j,m|m , 〈j,m| · e± = 〈j,m∓ 1|
√
(j ±m)(j ∓m+ 1) . ������5�

6������� 	�
��0����. ������� a† " �������� a ∈ s�(2,C) �
��������	� 
� 
������
(a · |α〉)† = 〈α | · a†# 
������# 	�������� ������&� � ������5�# �� ����� e†± = e∓ � h† = h�
4����# �$ 
�	������� 	�����7���� � ������5� ����"��� 
���	��������

〈j,m| =
√

(j +m)!

(j −m)!(2j)!
〈j, j| · ej−m+ . ������%�

8��	� 〈j, j| = |j, j〉† 2 �������. 	���7�. ��"���# ��� "������� 	����	�� ������5� ��
����� �	������� 	 �����!��

〈j, j| · e− = 0 , 〈j, j| · h = j 〈j, j| . �����!&�

1�" "�" ����7�. ��"��� � V �
��������	� 	�����7������ �	�� ������+��*
e− · |j,−j〉 = 0 , h · |j,−j〉 = −j |j,−j〉 , �����!��



�� ��� ������������� 	��
�������� su(2) � s�(2,C)

�� ��� ����	
��� ������� ������� �� �����

〈j,−j| · e+ = 0 , 〈j,−j| · h = −j 〈j,−j| . ��������

�������� ��� ����
��������

���	 �������� �������� ���������
� � ��������� ��������
� �������� �  �� ��!
� "�������	 
�"���������

�� "������� �������
��

〈j,m′|j,m〉 =
√

(j +m′)!
(j −m′)!(2j)!

〈j, j| · ej−m′

+ · |j,m〉 = δm′,m 〈j, j|j, j〉 = δm′,m . ��������

#�$��
�� ������� �������� � "������
���� "���������
�� T (j) %��������$�&���
����� �������' �"�
�� j �%������������� "���������
��� � ����� m ( ��)����

��
$
���
��� �"������� h = i τ3 �*"����+��, �"������� ������� �"�
� 
� ����	& ��	-��
"��  ��� ���� m ����� "��
����	� ������
� ������.�� $
���
�� m = j, j − 1, . . . , 1 −
j,−j� /������ �"������� ������� �"�
� �  ��� "���������
�� ����


T (j)(J2) = −T (j)(τα)T
(j)(τα) = j(j + 1) I2j+1 , ������0�

��� �������� �$ ��������� ������.� � ���������

������	
� �� 1���������
�� s�(2,C) �� ������ ����� j ���� � ������ �����
μ = −j�� ��� j /∈ Z≥0/2� ����&��� )����
��
����
���� 2 ����)�� 3� s�(2,C) ���4
&��� ���!� )����
��
����
�� 
�"��������� "���������
��� ������� 
� ����&���
"���������
���� �� ������ ���� ������� ������ �� ���	 � "������
����%  ��%
"���������
�, 
�� ��������� ������� �����������&� ������� ���� ��������� � �
���4
"������&��� ��� �����, ���� �����,� �������

������	
� �� 5� "����, �$���� ��!�� "���$��	�� ����

��� ��� � ����)�� s�(2,C)
������� ���	�� ��
� ������
�� 
�"��������� "���������
�� �� ������ ����� j =
1/2� � �� ����� ��� �"������&6�� T̃ � ���"����
� ��"��!�

�� � 
��� T̃ ∗ ������4

�� "���������
�� ���""� SL(2,C) 
� �������
�
���� ���� ��$��� ����� � "����,
����� �
����� ��
��� "����������� ��� 
��� 1��!�� ������ ���"����
� ��"��!�

��
"���������
�� ��!
� �"�������	 ���	�� ��� ��6�����

�, ����)�� 3�� ��� 7�$���
���� "����, ����� �
���� � ����)�� s�(2,C) �������� ���"����
�,� 1� ���� ���)4
��!�
�� "�� ���"����
� ��"��!�

�� "���������
�� 
� ����� ��
��
�� � ����)��
s�(2,C)� 8 �����, �����
�� ����)�� 3� A(G) ���"" 3� G ��������	
�� "������
����
� ��6�����

�� �
����)��$��� G� 9  �� ������ ��6�����

�� ����)��: � ����
�4
���� ����)��, 3� ���""� SL(2,C) ���!�� �������
�� ��6�����

�� ����)�� 3�
A(SL(2,C)) = A6

R = so(1, 3) 9 ���6������
�� ����)�� s�(2,C)� ;��

� �� �"������4
&6�� T̃ � ���"����
� ��"��!�

�� � 
��� T̃ ∗ "���������
�� 
� �������
�
�� /��4
"����
�� "���������
�� ����)�� A6

R = so(1, 3) ��
������

� ����&��� "���������4

���� �� ���"�����<���+�� A6

C = so(4,C)� 1�����
�� �$����<
� ���� 2����!��
��
�������� �$ 7�$���� �������� "����, ����� �
���� "����, ����� s�(2,C)⊕ s�(2,C)�

�������� �����	
 �
����	���� ��
 ��� ����� �� G� ������� SL(2,C)� �� ����������� ���
��������		�� �	
�

������ �����	����	
� ����� SL(2,C) �
�	
 ����������� ��� �
�������
	
� �	
�

������  � ���
� �
�!
�� s�(2,C) " �� �
������	�� ������ ��� # �������� ��������	�
	
�
 �	��
�� ����� SL(2,C) ��������� ����� Spin(1, 3)� �� $�
�A(Spin(1, 3)) = so(1, 3)�  
�!
��
�� �
�

� ����� SL(2,C) ������������� ��� �
������	
� �	
�

������ �� 	� ���
������ �

�
���������� ����� Spin(1, 3) � SL(2,C)� %���� Spin(p, q) 
���������� � &������ ����

�� ������� ��	
�
�� ����� ���

�������	 
�� � ������ ��� ����������� �� ��������� ���������� xi ���������	 

��������� ������� L2

ij � ������� ����
����	 ���������� ���������� �� ����� Sn−1�
��	 ������ 
�
���� ������� ������� ��	 ��������� ������� �� ����� S3� ����� !

��	 �����������"�# ��������� ����� S3 
 �������$ �%����$ ����������$ �&��

�'�(��(� 
 R4)

x0 = cosχ , x1 = sinχ sin ϑ cosϕ ,

x2 = sinχ sin ϑ sinϕ , x3 = sinχ cosϑ .
�����*�

+����
����� �� �&��� 
�����#��	 ����� �����
����� ∂̂k = ∂/∂xk �����#,�� �%!
�����

∂χ = −sχ ∂̂0 + cχ cϑ ∂̂3 + cχ sϑ cϕ ∂̂1 + cχ sϑ sϕ ∂̂2 ,

∂ϑ = −sχ sϑ ∂̂3 + sχ cϑ cϕ ∂̂1 + sχ cϑ sϕ ∂̂2 , ∂ϕ = −sχ sϑ sϕ ∂̂1 + sχ sϑ cϕ ∂̂2 ,
�������

&�� ��� �%���� �� ����� ��
��� ������� �%��������	 sϑ := sin ϑ� cϕ := cosϕ � ���
������ +�� ��	� ��������� �����(�� �����*� � �������� �� �������� �������
�����
��	 �%����#,�$ ��&�%�� so(4) 
 �������$ ����������$ �&��


(x1∂2 − x2∂1) = ∂ϕ , (x3∂1 − x1∂3) = cϕ ∂ϑ − cϑsϕ
sϑ
∂ϕ ,

(x3∂2 − x2∂3) = sϕ ∂ϑ +
cϑcϕ
sϑ
∂ϕ , (x0∂3 − x3∂0) = cϑ ∂χ − cχsϑ

sχ
∂ϑ ,

(x0∂1 − x1∂0) = sϑcϕ∂χ +
cχ cϕ cϑ
sχ

∂ϑ − cχ sϕ
sχ sϑ

∂ϕ ,

(x0∂2 − x2∂0) = sϕ sϑ ∂χ +
cχ cϑ sϕ
sχ

∂ϑ +
cχcϕ
sχsϑ

∂ϕ ,

-�������� �� ��	 ��������� ������� �� ����� S3 ����� �����#,�� �������
�����

 �������$ ����������$ �&��
)

L2
ij = ∂2ϕ +

(
cϕ ∂ϑ − cϑ sϕ

sϑ
∂ϕ

)2
+
(
sϕ ∂ϑ +

cϑ cϕ
sϑ

∂ϕ

)2
+ (cϑ ∂χ − cχsϑ

sχ
∂ϑ)

2+

+
(
sϑcϕ∂χ +

cχ cϕ cϑ
sχ

∂ϑ − cχ sϕ
sχ sϑ

∂ϕ

)2
+
(
sϕ sϑ ∂χ +

cχ cϑ sϕ
sχ

∂ϑ +
cχcϕ
sχsϑ

∂ϕ

)2
=

= ∂2ϕ + ∂2ϑ + ctgϑ ∂ϑ + ctg2ϑ ∂2ϕ + ∂2χ + 2 cχ
sχ
∂χ +

c2χs
2
ϑ

s2χ
∂2ϑ +

+
(
cχ cϕ cϑ
sχ

∂ϑ − cχ sϕ
sχ sϑ

∂ϕ

)2
+
(
cχ cϑ sϕ
sχ

∂ϑ +
cχcϕ
sχsϑ

∂ϕ

)2
=

= ∂2ϑ + ctgϑ ∂ϑ +
1
s2ϑ
∂2ϕ + ∂2χ + 2 cχ

sχ
∂χ +

c2χ
s2χ
∂2ϑ +

c2χ
s2χ

cϑ
sϑ
∂ϑ +

c2χ
s2χs

2
ϑ
∂2ϕ ,

�����.�

��� ��
������ � Δ′SU(2) �� ��������

/����� ����� �������� ������� �� ����� S3 
 �����������"�� �&��
 0�����
�'�(�'(�)

x0 = cos θ
2
cos φ+ψ

2
, x1 = sin θ

2
sin φ−ψ

2
,

x2 = sin θ
2
cos φ−ψ

2
, x3 = cos θ

2
sin ϕ+ψ

2
,

�����1�

+������ τ = θ
2
� φ± = φ±ψ

2
� 2�&�� �����

∂τ = r
(
−sτ cφ+ ∂0 + cτ sφ− ∂1 + cτ cφ− ∂2 − sτ sφ+ ∂3

)
, ������3�

��������� ���	�
�	 ���
	��� ��� ���	�
����� ���������� ����
������ ��
�	� Lij �� ���	�

Sn−1 � �����
�	��
 �� ���� �
��� ����
������� ��
�	����



��� �� ������� ��	
�
�� �����

������	�
� ����� ����
����� 	��
 ��	 ����
 ����� �����
�� ������ �� �	�����
�����	� (σ1, σ2, σ3)�  	!	�
	 ����� ��	"������	��� ��	"��#
� �������⎛⎝ ∂1φ

′ , ∂1θ
′ , ∂1ψ

′

∂2φ
′ , ∂2θ

′ , ∂2ψ
′

∂3φ
′ , ∂3θ

′ , ∂3ψ
′

⎞⎠ =

⎛⎝ cosφ ctg θ , sin φ , − cosφ/ sin θ
− sinφ ctg θ , cosφ , sinφ/ sin θ

1 , 0 , 0

⎞⎠ , ���$�

����"� �%�	���� &�����% �'�()�

��� ������ �� ����	
� �����

��������� 	�� 
��
���� �������� �� ����� S3 ��� ������ SU(2)� � �����������
��
�� ��
��� �������� ����� ���� ������� 
��
����� �� ����� S3� ���������� �
����������� ����	���! ��
�� �����"��#

Δ′SU(2) =
1

sin2 χ
∂χ(sin

2 χ · ∂χ) + 1

sin2 χ

1

sinϑ
∂ϑ(sin ϑ · ∂ϑ) + 1

sin2 χ

1

sin2 ϑ
∂2ϕ , ���*�

 ����$������ �� ������ 1/4� %� ����� �& ���� ΔSU(2) = Δ′SU(2)/4�

+�	"����
� ����, �	���� �x = (x1, . . . , xn) ∈ Rn "�
�% r � �
"	 �x = r�x� -"	
�x = (x1, . . . , xn) . 	"
�
��%, �	���� � R

n� �����	������#
, ����	 �� 	"
�
���, �&	�	
Sn−1 /�����	��% �	����� �x ��%��� �����	��
���� �	�	� -
�	��&	�
�	��
	 �-�%
����
	 �����	��
���

 "�� ���
�������-� �
��� 
��	�	�
, n ��������
���
�� �
�	���, ����
 ��
-
0 �� ���"	� ������ 1�	�� �	��� ��	"��#
	 ������!	�
�

∂̂i = (∂̂ixk) ∂k = r ∂i ,

∂r = (∂rxi) ∂i = xi ∂i ⇒ r ∂r = xi ∂i ,
���'�

-"	 �% ��	�
 �����
	 �������	�
� ∂r =
∂
∂r
� ∂̂i =

∂
∂xi


 ∂i =
∂
∂xi
  �������
� ����"����

��	 "
&&	�	��
�����	 ��	"�����	�
	 "�� �������#
2 ��-	��% so(n)3

Lij = xi∂j − xj∂i = xi∂̂j − xj ∂̂i . �����

4��	�
�� ��� ��	�����% Lij � ����� ���
��� ������ �� �	�	�	��%2 xi� �����	��
�
���#
2 ����
 �&	�% Sn−1 ��	 ���
��� �� ��"
�����, �	�	�	���, r� 
 ���	"	����
�����	���%	 �	�����%	 ���� � 	"
�
���, �&	�	 Sn−1 � ����	 �x ∈ Sn−1 5%�
��
�
���"���
��%, ��	����� /��
�
�� ��-	��% so(n) � "
&&	�	��
������ ��	"�����	�
�

 �����

L2
ij = (xi∂j − xj∂i)

2 = 2
(
x2i ∂

2
j + xi∂i − n(xi∂i)− xixj∂j∂i

)
=

= 2
(
x2i ∂

2
j + (2− n) (xi∂i)− (xi∂i)

2
)
= 2
(
r2∂2j + (2− n) (r∂r)− (r∂r)

2
)
,

�����

-"	 �% ������������
�� ����%� ���	������ 
� ���'� 1� ������!	�
� ����� ��	�
"�	� &������ "�� ��	������ 6������ � �����������	 Rn � �	��
��2 �&	�
�	��
2
�	�	�	��%2 r 
 xi3

∂2j =
1

r2
(r∂r)

2 + (n− 2)
1

r
∂r +

1

2r2
L2
ij = ∂2r + (n− 1)

1

r
∂r +

1

2r2
L2
ij . ���$�

��� �����������	
��� ���	������ �	���� �� s�(2,C) ��

������� � �		 
�	��� ��� ����	���� �	���
���	����� 
 �	��
���
��� ��	������
�	�
� ������	 ����������� ��� (1/2, 0) 
 (0, 1/2)� ��	 �	���	 
 �����	 �
��� �
������ ���	 �����
�� � ��
�� ��	������	�
 �	���� 
 ������ ���	�� � �����
����	 s�(2,C) ⊕ s�(2,C)� ��
 
 �����	������� ���	�	�� 	�� 
 �����	����� �
�	�� ��	������	�
� ������ SL(2,C)�

�������	� 
� ! "����� � 
 � �� � �������� ��������
��	� �����	����	 ���	����
�	���	 ��	������	�
 ���	�� #
 s�(2,C)� su(2) 
 ������ #
 SU(2)� � ����	 ���	��
#
 s�(N,C)� su(N) 
 ����� #
 SU(N)� $�� ��� ��	 
��	����� ��
 ��	������	�

������� �� ���
�������������� �����	����

 ���� � ������% ����	 ��	������	�
	
���	��� s�(2,C) ��	�� ������	�	��� ��	������	�
	� ���	��� su(2) 
 ����
���
	�� �� ��	������	�
 ������ SU(2) 
 ��������� &������ ������� � �������� ��
���� 	�
 �
�� '������ �����( � ��	������	�
�
 ���	��� s�(2,C) �����
�	����
����� ��	������	�
� ������ #
 SL(2,C)� ) 
�	���� 	��
 ��	�	�� g ∈ SL(2,C) ���
�
����	�� ��� ���
��	�	�
	 *��� *+�,�,+--

g = exp(a−e−) · exp(a0h) · exp(a+e+) ,
��	 e±� h . �	�	������ s�(2,C)� 
 a±� a0 . �����	����	 �����	���� �� ��	������	�

T ������ SL(2,C)� � ������� 
�	� �	�(� ������ � ��	������	�
�
 T ���	���
s�(2,C) ������/	�
	�

T (g) = exp(a−T (e−)) · exp(a0T (h)) · exp(a+T (e+)) *+�,�01-

*��	�( '
���
���� ������	��� �� �����	����� ����
2-� 3���� ��� ��
 ��	������
�	�
 ������ SL(2,C) ������� �� ���
�������������� �����	����

 � ��	������
�	�
�
 ���	�� #
 s�(2,C)� su(2) 
 ������ #
 SU(2)� )�����
��� �����
� �	�� �
��	������	�
�
 ������ SL(N,C)� "���� �� 4�	���� 		 5��	���
	 ��������	�� ���
����� ��� ���� ����� ��	������	�
� SL(2,C) �	 
��	�����	� ��	� 		 ���	����	����
��	������	�
�� ������� � "����� � 
 � �� �	 ��	�	���	� ���( ������ �����
'
���
2
� ��	������	�
� ����� SL(2,C) 
 SL(N,C)�

��� ��������	�
���
 ��
���
	� 
������ ��

s�(2,C) � ������
����� �� ��
���� �����

����� �����	�
�� ������ �� s�(2,C) � ������� ���������


������� ����������

�� "����� SL(2,C) �	�����	� � ����	���� �����	����� �����������	 V2� ���	�	�
�
��� �	����
	 �	����(�� �	������� �������� 5����
� V2 ��� ����	���	 �	������	
������������ ��	� �
�	���� ����
��2
�

α1 s+ α2 t = αβu
β , αβ ∈ C , *+�+�,-

�������� �� ��	 �	�	�	���	 s = u1 
 t = u2 ��� �� ���
�� $��''
2
	��� αβ
��������� � ���	���	 �����
��� �	����� � V2� 6���
�
 ������
� �� ��	�
 V2 ���
�����	����	 ������������ ���������� ���
����� �	����� ������ �� s 
 t� � �����
��� ������ s 
 t ��������� � ���	���	 ���
���� ��	�	����� 7	�	�( � �����������	



�� ��� �����������	
��� ���	������ �	���� �� s�(2,C)

���������� 	�
����� ������� ����� �	����
��� ������� ���		� SL(2,C)� ����
��� �� �������� �
������� s = u1 � t = u2 

T (g) · (s, t) = (s, t) g = (sA 1
1 + tA 1

2 , sA
2
1 + tA 2

2 ) = (s ′, t ′) ,

T (g) · uα = uβ A α
β ,

�������

��� g =

(
A 1

1 A 2
1

A 1
2 A 2

2

)
! �
����� ���		� SL(2,C) �A α

β ∈ C � det(g) = 1�� "������
����

T � ��������  �������� ��������# �	����
#$%��� "���� �
����� g ∈ SL(2,C) �����
�&�	����'��
���� 	������
���� ��������� ������(�� )����� ��**����'���# ��� +����
������� ������� 	� &������ �� 	�������� a0, a± � 	�
���# ����� a0 = a+ = a− = 0�
	�
�+��� ��� ������,���#

T (e+) · u = u · e+ = (0, s) , T (e−) · u = u · e− = (t, 0) ,

T (h) · u = u · h = 1
2
(s,−t) , �����(�

��� 2×2 �����'� h, e± ∈ s�(2,C) ����  �������� � ��	�
������ &���&�� ������+����
u �
# �&���� (u1, u2) = (s, t)� -� ������,���� �����(� �
������ +�� T (e+)� T (e−) � T (h)
����� ���
������ &�& ��**����'��
���� �	�������

ê+ := T (e+) = s ∂t , ê− := T (e−) = t ∂s , ĥ := T (h) =
1

2
(s∂s − t∂t) , �������

�������� � ��**����'��
���� ���
���'��� �����(.� �
����� s�(d,C)�� /�� �	�����0
��� 	� 	��������$� ���
����#$� ����&������ ������,���#� ������� �
# ������$0
%�� h, e± �
����� 1� s�(2,C)�

• ������ ��� �	
��	��� ��
 ����	��������� 
��	��
	� ������� ��
�����
	���
�

��
���� ��������

2������� +�� ������� ������� ���		� SL(2,C)  	���������� �&���� ������� ��0
���� �	����
#$%�� 	������
���� SL(2,C)� 3 ���� 	������
����� ���
���� ��������
&��������� �&���� ������� 	��������$��# �
���$%�� ������� αβ → α′β = A γ

β αγ �
4����� 	������
���� ���		� SL(2,C) ����� ����%��� �
���$%�� ��������

5��������� 	���������� F �
��&�� *��&'�� f(s, t) ≡ f(u) � �	����
��  ����
	���������� ������� ���		� SL(2,C) �
���$%�� ������� 

[T (g) · f ](u) = f(u · g) , ∀ g ∈ SL(2,C) , �����.�

�������� ��� ������� � *����
�� �
# 	����� ����
#����� 	������
���# �� ���0
��
� ����� 	���� +���� &����6 ��� *����
� �������� ������ )�& &�& 	���������� F
7 ���&���+�������� �� � 	������
���� T � ��������  �����.�� #
#���# ���&���+��0
������� 8��� �� 	�&����� +�� ��� 	������
���� 	��������

• ������ �!� �	
��	��� ��
 "�����
� � ������� 
�
#	�$��� T " %	���� SL(2,C)
� �	
��	�����
 ���&��' 
��	��
	
�� ��&�����(' � F � %
 
 
	��
�

"�����
## g  ��� �������� � ��**����'���# �����.� 	� ai �i = 0,±�  ��+&� ai = 0�
�� ��	�������� ��**����'��
���� 	������
���� ������� ������$%�� �
�����

�� ������� ��	
�
�� ����� ���

�� ���� 	

��
���� � ��	��
	�� ���
���

cosω12 = cos θ1 cos θ2 − sin θ1 sin θ2 cos(φ1 + φ2)

�
�	����� �
��	��
 ������� � ������ ��	�� ����� � � �
	�
!����	" ���#��$�� % �&
��!���� �
!����∑

m

Y
(�)
−m(−φ1, θ1)Y

(�)
m (φ2, θ2) = 〈�, 0|U�e2(ω12)|�, 0〉 = Y

(�)
0 (ω12) = P (�)(cosω12) ,

��
 � �
'��(��� ���#�����
)�����* ��
 �
��	��� ���� ������� �+���� ������ �
!� � �
��� '����
�(�

���+�����(� 	�	�� � ���(����	" �������"�� ,�����&���+
!���',�

��� ������ �� ����	
� �����

����� ���	�
� U = exp( i
2
tk σk) = exp(−tk τk) ���� SU(2) ������ � ���
��
�	��

�� ���� ���	���� ti � 	���� ��������� ��� ��
���� φ′, θ′, ψ′ � ����
�
�� ����� !"
� ����	 ��#��� � ti ���
� �����!$"�

-�..��/���" 
0 ��	�� ���#��1� �
 tk (k = 1, 2, 3) � ���� �
!�+�" tk = 0*
�
!����

σk · U(φ, θ, ψ) = ∂kφ
′ σ3 · U(φ, θ, ψ)+

+∂kθ
′ U�e3(φ)σ2U�e2(θ)U�e3(ψ) + ∂kψ

′U�e3(φ)U�e2(θ) σ3 U�e3(ψ) ,
���2� �

+� U(φ, θ, ψ) = U�e3(φ)U�e2(θ)U�e3(ψ) � �( �	�
!��
��!� 
0
������"

∂kφ
′ =

∂φ′

∂tk

∣∣∣∣
tk=0

, ∂kθ
′ =

∂θ′

∂tk

∣∣∣∣
tk=0

, ∂kψ
′ =

∂ψ′

∂tk

∣∣∣∣
tk=0

.

3 �
�
4�� .
���! ���#� �� !+'
 �(�	�� �
��	���

U�e3(φ) σ2 U�e3(−φ) = cosφ σ2 + sinφ σ1 ,

U�e2(θ) σ3 U�e2(−θ) = cos θ σ3 − sin θ σ1 ,

U�e3(φ) σ1 U�e3(−φ) = cosφ σ1 − sin φ σ2 ,

���2���

	 ���
� '
�
�(� �������" ���2� � ����	(����	" � ���

σk · U(φ, θ, ψ) =
(
∂kφ

′ σ3 + ∂kθ
′(cosφ σ2 + sin φ σ1)+

+∂kψ
′(cos θ σ3 − sin θ cosφ σ1 + sin θ sinφ σ2)

)
· U(φ, θ, ψ) .

���2�#�

5�'�� 
0���
�* ���
��" 
0 ��	�� ��
+
 ����	��� 	����� �� U(φ, θ, ψ)−1 � �
!�+�"
k = 1, 2, 3* �( �
!���� 	�	��� ��������* '
�
��� 	 ���
� �
+
* ��
 
����
�(
σi 6 !����
 �����	��(* �
��
 ����	��� � �������
� ���⎛⎝∂1φ′, ∂1θ

′, ∂1ψ
′

∂2φ
′, ∂2θ

′, ∂2ψ
′

∂3φ
′, ∂3θ

′, ∂3ψ
′

⎞⎠⎛⎝ 0 , 0 , 1
sin φ , cos φ , 0

− sin θ cosφ , sin θ sin φ , cos θ

⎞⎠ =

⎛⎝1 0 0
0 1 0
0 0 1

⎞⎠ , ���2���



��� �� ������� ��	
�
�� �����

��� ������ �� ����	
� �����

��������� 	�� 
������ D(j)
m′m(α, β)� �������� � ��������� ���� �������� � ���

������ ���� ���������

�������� 	�
 ������� D(j)
mm′(α, β)� ������ � ��������� �
�
� �
����
 �
�����

�������� � � �	��
� ������ �� !���������" � ����

D(j)
mm′(α, β) =

√
(j −m′)!√
(j +m′)!

(
∂

∂s

)j+m′

T jm(s
′, t′)

∣∣∣∣∣
s=0,t=1

, �#���$�

��� s′ � t′ 
!������� � ������%�� &����� 
�
�
��' !������' z = s/t� �
���
�
����� �#���$� !���!��������( � ����

D(j)
mm′(α, β) =

√
(j −m′)!√

(j +m′)!(j +m)!(j −m)!

(
∂

∂z

)j+m′

(αz − β∗)j+m(βz + α∗)j−m
∣∣∣∣∣
z=0

.

�#�����
)������ ����� !������* z → y+

y + 1 = 2α(βz + α∗) ⇒ y − 1 = 2β(αz − β∗) , �#�����

��� ��
��( �
����� !
��	����( �� !���
, � �	��
� αα∗ + ββ∗ = 1� -
����
�.�
�#����� � �#����� ���� ������$��

��� ������ �� ����	
� �����

����� !�� "�# ��� ������$�� �����%%�� �����&�� � �����&�� �������� ���#� ����
����! ��! �"�#�	����' " ��(�) �����&&��

) !
�
/"' �
���� ������%�� �����  �� �����#�� � �����#�� !
��	��� �����'/�' 0�1
!
	.� ������� ∑

m

Y
(�)
−m(−φ1, θ1)Y

(�)
m (φ2, θ2) =

=
∑
m

D(�)
−m0(−φ1, θ1, 0)D(�)

m0(φ2, θ2, 0) =
∑
m

D(�)
0m(0, θ1, φ1)D(�)

m0(φ2, θ2, 0) =

=
∑
m

〈�, 0|U�e2(θ1) · U�e3(φ1)|�, m〉〈�,m|U�e3(φ2) · U�e2(θ2)|�, 0〉 =
= 〈�, 0|U�e2(θ1) · U�e3(φ1 + φ2) · U�e2(θ2)|�, 0〉 .

�#���$�

2'3
, ������ ���!!� SU(2) 
�
��	
 ��!��������( � !����������0�� ���
� 4,1
����� !
��
�� ��( �������� ������ 
� .
�
�
�
 �� !
��	��� � !
�����, 	����
�#���$�� ����� �����'/�� !�����������

U�e2(θ1) · U�e3(φ1 + φ2) · U�e2(θ2) = U�e3(α12) · U�e2(ω12) · U�e3(β12) , �#�����

���� �!
���� �����0� U�e2(θ) � U�e3(φ) 
!�����('��( � �����$#�� � ���� ω12, α12 � β12
��.����'��( � !
�
/"' �

�
5��,

ei
α12+β12

2 cos ω12

2
= ei

φ1+φ2
2 cos θ1

2
cos θ2

2
− e−i

φ1+φ2
2 sin θ1

2
sin θ2

2
,

ei
α12−β12

2 sin ω12

2
= ei

φ1+φ2
2 cos θ1

2
sin θ2

2
+ e−i

φ1+φ2
2 sin θ1

2
cos θ2

2
.

��� �����������	
��� ���	������ �	���� �� s�(2,C) ��

�� s�(2,C)�

[T (h) · f ](u) = ∂
∂a0
f(u · g)

∣∣∣
ai=0

= 1
2
(s∂s − t∂t) f(u) ,

[T (e+) · f ](u) = ∂
∂a+

f(u · g)
∣∣∣
ai=0

= s ∂t f(u) ,

[T (e−) · f ](u) = ∂
∂a−

f(u · g)
∣∣∣
ai=0

= t ∂s f(u) ,

�����	


�������� � ���������������� ���������� ����� �� � ���������� ������� 
�����! ��� ����� ������� � �����" #��� $����
� %$�� ������& ������������ 
��� ������������ ������
 ������ �� s�(2,C)& ����#����� ��'��� �� ������ ������

��� ��������()��� ������������ ������ SL(2,C)& ��*�� ���� ������������
� ������������ s�(2,C)& ��"����()�� � ���$���#�������� ���$��������� ��� 
�������� F & +�������� $������� ���*� ���$��� ���' $�����$���' ���������'�

�� ,�������� ��������������" $ u = (s, t) ��$��� ������� ū =

(
s̄
t̄

)
� $���� 

������ ū1 = s̄& ū2 = t̄ � ��������� $�����$���� ��$������ ����������� V2 $$
����������� ���������' ��������� �����" ������� �� ���������� s̄ � t̄�

ᾱ1 s̄+ ᾱ2 t̄ = ᾱβ ūβ , ᾱβ ∈ C . �����-


. +��� ����������� � $#����� ������' ��$����� ������(� ���������� s̄ � t̄�
/���& ��������� ��"����� +������ g ������ SL(2,C) � ������� ��$��� � +���
����������� �����()�� ������ �������� � ������



T (g) · ūα = (g−1 · ū)α = (A−1) βα ūβ ⇔ T (g) ·
(
s̄
t̄

)
=

(
A 2

2 s̄− A 2
1 t̄

A 1
1 t̄− A 1

2 s̄

)
=

(
s̄′
t̄′

)
, �����0


��� g−1 = ||(A−1) β
α || = ||εββ′

A α′

β′ εα′α|| 1 �����& ������ $ +������� g = ||A β
α || ∈

SL(2,C) �

||εαβ|| =
(

0 1
−1 0

)
, ||εαβ|| =

(
0 −1
1 0

)
, εαβε

βγ = δγα . �����2


3����������� �����0
 ���� ������������ T ������ SL(2,C)& $����������� 
��� $ ��������()��� �����������( ������
 ���� ����������� $���������������
������������ � ���$�� � �������� ������� �����" #��� $����
�

.������ � �����0
 +������ g � ���� �������
 � ����������������� ��� #��� �����0

�� ������� a0, a±& ����*�� ���� a0 = a± = 0� . ��������� ����#�� ������4����

T (e+) · ū = −e+ · ū = −
(
t̄
0

)
, T (e−) · ū = −e− · ū = −

(
0
s̄

)
,

T (h) · ū = −h · ū = −1
2
·
(
s̄
t̄

)
,

������5


$������ ��������(� �����()�� T (e±) � T (h) $$ ��������������� ��������

ē+ := T (e+) = −t̄ ∂s̄ , ē− := T (e−) = −s̄ ∂t̄ ,
h̄ := T (h) = 1

2
(t̄ ∂t̄ − s̄ ∂s̄) .

�������


6�� ��������& �$ *� $$ � �������� ������
& �����(� ���� � ������ �� s�(2,C)
� ������������ T & �� ���� �����������(� ��������()�� ������4����� ������
� %$



�� ��� �����������	
��� ���	������ �	���� �� s�(2,C)

��� ��� � 	
������� ������ ��� 	
����������� ���������� �� ������������
����
	
���������� � 	
���
������ ������ f(s̄, t̄) ��� ���	������� 	�
�������� 	
����
��
�� ��� 	�!	
����� ��� � ��� "�#�#$$%#

• ������ ��� �	
��	��� ��
 ����	�������
� �	���������� �������� ��� ���
���	� � s�(2,C) �

������� �� �	���������! �	 ��� � SL(2,C) � �	
�
��	������ F ����"# � �"�$ f(ū)%

[T (g) · f ](ū) = f(g−1 · ū) . "�#�#$�%

&	����� �������� � �
	' �
$ ��� ���
�
 	�� ��	�
�
 �	���������� ( 	�(�
���� ����� ��	�
$ ���� "�� ��'� �
	' � �������� �)���

&������� ��� 	
���
�������� "�#�#'%� �����
������ � 	
���
��������� "�#�#�%�
��������� ����
������� ���
�� �������� �����
��

(s, t)
(
s̄
t̄

)
= (ss̄+ tt̄) = uβ ūβ (β = 1, 2) . "�#�#$(%

)����� "�#�#$(% �������� ����
����� 	�������� 	�
��� ���	��� 	� 	�
������� s
� t � �����
������ 	�������� 	�
��� ���	��� 	� 	�
������� s̄ � t̄� 	����� �� ���!
�� 
������
����* ��� �������� 	
����������� 	
���� 	
��������� �����
���
	
���
����� "�#�#$% � "�#�#+%#

�� ,���
��� �������� 	
������������ 
������
����� ��-�# .�� ����� 
������
��
	
���
������ F(1,1̄) ������� ������ f(u, ū) "������� 	�
������� u = (s, t) � ū =
(s̄, t̄) ������������% � �	
������ � ���� 	
���
������ 	
����������� T(1,1̄) �
		�
SL(2,C) ���� ��� ��
����

[T(1,1̄)(g) · f ](u, ū) = f(u · g , g−1 · ū) , ∀g ∈ SL(2,C) . "�#�#$�%

/��
��� 	
���
��*� ��� ����
������ T(1,1̄) 0 ������
����# ,�������� � "�#�#$�%
���	��������*��� 	
����������� "�#$#$�% ��� �������� g� 	���� ���� 	
������
��!
��
�� ��� ����� "�#�#$�% 	� a0, a± � ����� 	������ a0 = a± = 0# 1 
���*����
	������ ��
������ ��� ��
�� ��� �����
� s�(2,C) � 	
����������� T(1,1̄)2

T(1,1̄)(e±) = (ê± + ē±) , T(1,1̄)(h) = (ĥ + h̄) , "�#�#$3%

��� �	�
���
� {ê±, ĥ} � {ē±, h̄} ���� � "�#�#�% � "�#�#$$%# 4���� ��
����� ��� � ����
�������� a ∈ s�(2,C) �� ����� T(1,1̄)(a) = T (a)+ T̄ (a)� ��� 	
����������� T � T̄ ����
�	
������� � "�#�#3% � "�#�#$�%# 5�� ��
��� ��
����� ��� ����� ��� 	
�����������
T(1,1̄)� �������� � "�#�#$�%� �������� 	
���� 	
����������� 	
����������� T � T̄ � ��!
������ � "�#�#3% � "�#�#$�% "�	
�������� 	
����� 	
���������� 	
����������� �
		
� �����
 6� ��# � 
������ ����� 	�
��� ����� �����%#

• ������ �*� �	
��	��� ��
 ����	��������� 
��	��
	� ��������� � ��")� 
���
	��
	� ������+�� ��$��� !,� � �	
��	������ ����"# � �"�$ f(u, ū)�  �
�
�����
	�!� �

��
-���' �������� .
"�(���� ��
 �!��� � �"�� f(uβūβ) ∈
F(1,1̄)� (����,�� �
��"
 
� "
'���� uβūβ = ss̄ + tt̄�  �
�����
	��� ���
��	��������'  	������'

T(1,1̄)(e±) · f(uβūβ) = 0 , T(1,1̄)(h) · f(uβūβ) = 0 . "�#�#$7%

/"�(���% �
� ���  	������ ������0� ��� �	
���$-�$ � �"� ������1��

�� ������� ��	
�
�� ����� ���

��� ���	
�� g(λ, z) ����

g(λ, z) = e−λz
2 ∂z z eλz

2 ∂z = e−λz
2 ∂z · z = z − λz2 + λ2z3 − . . . . �������

���� �����	����� ����� � ����� ��� �� !�"�� ����!!���� � �������� ������
#���	�� �$� �%���$���� ���	
�� g(λ, z) !% ��!���! �&��� �'�!�� 	� ��� �	��%(
��� �� ��$����� �� !����' ����' �$����' � ��	$���� �� � �$������!� ����!� �!
���� � eλv(z)∂z � ��� v(z) ) ��	� �%� ��$���! � z� * � ���� � ��$�� �� +$�(
!�� �! ����% ������!����!�� 	�!�$�	���� ��!�� ,-.(C) � �$� v(z) = −z2
�������� � ���� ��! e−λz

2 ∂z �� �������� /�+ �!� �$� ������$���� ���	
�� Ψ(z)
�!��!0

exp(λv(z)∂z) ·Ψ(z) = Ψ
(
eλv(z)∂z z e−λv(z)∂z

)
eλv(z)∂z · 1 = Ψ

(
g(λ, z)

)
, �������

��� ���	
�� g(λ, z) �����$�� �� ��!�$�� ������ � � ��������

g(λ, z) = eλv(z)∂z z e−λv(z)∂z = eλv(z)∂z · z . �������

1� + ��� �����$���� �$���� ��������� ����%������ ���	
�� v(z) � g(λ, z)� 2��(
� �� �$���� �������
��� $���� � ����� ��� � ������� �� λ � ��� %��� ����� ��

v(z) ∂z · g(λ, z) = eλv(z)∂z (v(z) ∂z) · z = eλv(z)∂z · v(z) = v
(
g(λ, z)

)
,

!% ��$����!

∂λ g(λ, z) = v(z) ∂z · g(λ, z) = v
(
g(λ, z)

)
, g(0, z) = z .

# ���� �$���� � � � ����� ���	
�� v(z) � g(λ, z) ��� �� �� ���$��%! ��������!∫ g(λ,z)

z

dz′

v(z′)
= λ . �����3�

* � �������� ����� �� � 	��� ����  ���� ��$� ��  ���� ���!����%� 	�	
��������� ��		
�������� � �����$�� 4������� �%� ����4 g(λ, z) ���� 4&� �(
���	
��4 v(z)� 5�	�! �&���!� �������� �����3� ��!��� ��� ����� ���!����%
� ����% ������!����!�� ,-.(C)�

/��� ���! v(z) = −z2 � �������� �����3�� 6 ���$� � � ��$����!

1

g(λ, z)
− 1

z
= λ ⇒ g(λ, z) =

z

1 + λ z
, �����7�

� � ��	��%��� ����� ��� ��8���� � ��������� 6 ��� ��� ��8���� � �������� �$���� 
�� ������� � �����7�0

eλe+ · 1 = z2j e−λ z
2 ∂z · z−2j = z2j

(
g(λ, z)

)−2j
= (1 + λ z)2j .

#	���� �$���� ��$������ �������� � ��������� !% ��$����! ������9�0

ea+e+Ψ(z) = Ψ(ea+e+ z e−a+e+) ea+e+ · 1 = Ψ

(
z

1 + a+z

)
(1 + a+z)

2j .
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�
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��� ���	
	 �	�	�	

� ������� �� ��		� ����������
�� �� α 
	��

θ̄α θα = θ−α θ
+
α ⇒ ∂

∂θα

∂

∂θ̄α
=

∂

∂θ+α

∂

∂θ−α
⇒ dθα dθ̄α = dθ+α dθ

−
α ,

��	 
� ����	�
	� ���	 �� ��������������� �	�� ��� �
�	�������
�	 �� �������
��
�� �	�	�	

� θ !"�����	
�
� �����# ��������
� ∂

∂θ
� $����	����	

� �	�� dθdθ̄ �

�
�	����	 �%�&�'��� �%�&�''� �	�	������	��� � ���	

dθddθ̄d · · · dθ1dθ̄1 = dθ+d dθ
−
d · · ·dθ+1 dθ−1 = (−1)n dθ+d · · · dθ+1 dθ−d · · ·dθ−1 , �����&�

��	 d = 2n� ��������� �����%� � �����&� � (������ �%�&�'�� ��� �	�	���
�
��� ) �	�
�������	 ������	�

det(A) =
∫
dθdθ̄ exp(θ̄αAαβθβ) =

=
∫
dθ+d · · · dθ+1

∫
(−1)n dθ−d · · · dθ−1 e(

1
2
θ+αAαβθ

+
β − 1

2
θ−αAαβθ

−
β ) =

=
∫
dθ+d · · ·dθ+1 e

1
2
θ+αAαβθ

+
β
∫
(−1)n dθ−d · · · dθ−1 e−

1
2
θ−αAαβθ

−
β = (Pf(A))2 .

��� ������ �� ����	
� �����

������� ��	
����� ����� � ������ � �������� �� ��� ������� �������

*	�����(
�# (�
"+�# Ψ(z) � �"�	��
���� �#,� ���,� ���"� z = a ��-
�

�����-��� � ��� .���
� Ψ(z) =
∞∑

k=−∞
ck (z− a)k� /�� "�-���� ��	
� !���� ���� ��

��		�

eλe+ · (z − a)k = eλe+ (z − a)k e−λe+ eλe+ · 1 = (eλe+ z e−λe+ − a)k eλe+ · 1 ,
��"��� ����� -	 ��	��	� (������ ��������� 0����
��� ��� � !�� (������ ���"�
�,��
���	� �	 ����	 ��((	�	
+����
��� ��	������ 
� (�
"+�#� �� 	��� ∂z · 1 = 0�
∂z · zn = n zn−1� � ��" ���		�

/�� ����
	 �	�� ���	�
� ���	����� ��� 	��� Ô 1 ��
	 
� ��((	�	
+����
� 
��	����� �
�����	�� Ô = v(z)∂z�� �� �	 ����	 ��	������ e

Ô 
� ������	�	
�	 (�
"+� 
f(z) � h(z) ���
�

eÔ(f · h) = (eÔf) · (eÔh) .
/	 �����	��
�� �������� �	��# ����� !�� (������ �� Ô� ��		�

eÔ(f · h) =
∞∑
n=1

1

n!
Ôn(f · h)

=

∞∑
n=1

1

n!

n∑
k=1

Ck
n(Ô

kf) · (Ôn−kh) =
∞∑
n=1

n∑
k=1

1

k!

1

(n− k)!
(Ôkf) · (Ôn−kh) ,

��� �������	� � ����� �����# ��"��� (������ ����	 ���	
� �	�	�	

� ������
����
���

2� �	��� �	�	�� ������� ���	
���� ������&�� 2����	� ��((	�	
+����
� ��	�
����� e+ �����3�� ��	��#4�� �,�����5 e+ = −z2 ∂z + 2 j z = z2j (−z2 ∂z) z−2j � 6����
�� ��		�

eλe+ = z2j e−λ z
2 ∂z z−2j ⇒

eλe+ z e−λe+ = z2j
(
e−λz

2 ∂z z eλz
2 ∂z
)
z−2j = g(λ, z),

���&�%�

��� �����������	
��� ���	������ �	���� �� s�(2,C) ��

�������	� 
� �������	�
��� �������� �������� ����� �������� �	 �������� �������
���� ��������
���

s̄ = t , t̄ = −s ⇔ ūα = εαβ u
β , ������ �

!�� εαβ " ��������������#$ ���	�� �"!� ���!� �����%�� &���
����
����� ����	�'(��
������� � �������� ��)�� ����*��� ���! 
 ���!� ��������
�� �������	�
���$ ������ ��
+���#$ ,�)� !�
���� � ���� ��� ���������	�� 
 ���������
����� � ���� �����
������
� ������� �
 s�(2,C) ������� SL(2,C)� ���
�������� � � ���)� 	����
)�����,�)�-�� �������
����$ ���������� ���������
��� ����)� ���� �	 ��*� .��
�� ������ ����� ��� ������� ������	�
��� ��� /�� �������
�����

• ������ ��� �	
���� �����������
���� ���
������ �
� 	��������� τα �
�
����� �� su(2) � ���� ��
���� T(1,1̄)� !"������# � �	
��	���  		�	$����
%&����'(�

�������	� �� &������ 
 ,������ ��������� 	���'(�$ �������
����� T(1,1̄) = T ⊗ T̄
!����# SL(2,C)� 	����� ��������#* ����
���� � ������ ��

s = s1 , t = t1 , s̄ = t2 , t̄ = −s2 , ��������

� ���	����� uα = (s1, t1) � v
α = (s2, t2)� 0 ��	������� ,������ �������� �� �������
"

���� T(1,1̄) �������#
���� 
 
���

[T(2,0̄)(g) · f ](u, v) = f(u · g , v · g) , ������%�

� ��������� �������
����� T(2,0̄) !����# SL(2,C)� )������ ��������������� )�)
����� ����	
������ �
�* �������
����$ �����1�� �� ���� T(2,0̄) = T ⊗T � � ��$��
��� 

����������
� F(2,0̄) ,��)-�$ f(uα, vβ)� 2������)-�� �������� � ������%� �������
����$
T(1,1̄) � T(2,0̄) ��!)� ����(�'�� �� �����$ ����!� ����	
����� T(n,m̄) ����	
�����!�
����� �������
����$ T � T̄ � ����� 
�)���� u(k) = (sk, tk)� !�� k = 1, . . . , n� �������	�"
'�� 
 ����
����
�� � �������� � 
�)���� ū(i) = (s̄i, t̄i)� !�� i = 1, . . . , m� �������	�'��
)�) �)�	��� 
 �������� .�!�� �������
���� T(n,m̄) = T⊗n⊗ T̄⊗m ��$��
�'� 
 ��������"
��
�* F(n,m̄) ,��)-�$ f(u(k); ū(i)) := f(u(1), . . . , u(n); ū(1), . . . , ū(m)) � /�� �������
����
�������'�� ,��������

[T(n,m̄)(g) · f ](u(k); ū(i)) = f(u(k) · g; g−1 · ū(i)) . ��������

�������
���� T(n,m̄) ��������� ��� ���� 
 ��	����* ����� � ����� ��� 
#
���

�#* 
#������$ �� )�/,,�-�����
 2���3�45������ � 6"7 ���
���
�

• ������ &)� *��	+��+ % +� �����
 ���� ����	, �� � "����(- �	 ����	� T̃R �

��	� TR ����
����� ���� ��
���� ������ G 	�����
�� � �	�+�
�+�

[T̃R(g) · f ](h) = f(h · g) , ��������

[TR(g) · f ](h) = f(g−1 · h) , ��������

��� g, h ∈ G � f . ���"��� �� ������ G� !"���� �	�	
���
���� � 
	��� ��
"		������ ��"	�	� u(i) � ū(i) � �	�+�
� %&�&�&)( �
� ���� ��
���, T(2,0̄)
� T(0,2̄) ������ SL(2,C)- ��� "		��� /� ���� ��
���� ���� /"����
����
����
����+ ���� ��
����+ %&�&�&�(- %&�&�&&( ������ SL(2,C)�



�� ��� �����������	
��� ���	������ �	���� �� s�(2,C)

����� �������	
� ���������	
� �� ����
� ����� ��� �
��

����	�
��	�� ���
��
� s�(2,C)�

�������	
� ������ s�(2,C)� ����
�������� ����������
 �������� ��������� � ������
����������� ������������ F = F(1,0)  ���!
� f(s, t) �� ���" ���������" s 
 t� #����
��������	
�  ������ ��
������ � �����$�� %����� �����������
� T ������ s�(2,C)
� ������������ F ��������������� 
 ��
���
��� &����
� � ������������ F ���
����������� 
����
������ ��������������� ����
���
��" �����������
� s�(2,C)�
���'��(�' ��"�
��� ��������
( �����������
� �� ����)
� ������ *�����
�� ���
����)
� ������ v0(s, t) ∈ F �������(���( ������� ���+�,�� ��-���� �� 
����.

ê+ · v0 = 0 , ĥ · v0 = j v ⇒ s ∂t v0 = 0 , (s∂s − t∂t) v0 = 2 j v0 , ������,�

�� j / ����)
� ���� 0�)��
�� -�
" �
  ����!
��'��" �������
�� � �������'� ��
���
����'��� �����(���� ���1
���(� (��(���(  ���!
(

v0 = s2j ∈ F , ��������

������� �� 
 ����� ��������
���' ��� ����)
� ������ � F � #����( �����������
���!������ �����
� 
� -���  ���!

� �������( �� ��� ���
1��	
�
 ����������

ê− = t∂s� ������������'����' ��������� �����
���" ���+���.

ê− · v0 = 2j s2j−1 t ⇒ ê2− · v0 = 2j (2j − 1) s2j−2 t2 ⇒ . . . ⇒
êk− · v0 = 2j (2j − 1) · · · (2j − k + 1) s2j−k tk , . . . .

������2�

3�
 -��� �� ��1��� )�� ������' s ���
1����( �� ��
�
!�� � ������' t ����)����(
�� ��
�
!�� ��� ��� ��� ������� êk− ·v0 ����������( �������
 ����� 
 ��� 1�� ��	��
�� ���������� s 
 t� ������
 2j� ������( �������(���( ������'� ����)�� �������
��������� 4��
 j = n

2
� �� n ∈ Z≥0 5 !���� �����
!����'��� �
���� �� ������������'�

����' �������� êk− · v0 ��������( ��
 k = 2j + 1� ��� ��� ������� ������2� �� 
����

ê2j+1
− v0 = 0� & -��� ������ 
� ����)�� ������� v0 �������� ����1�����( ��������
�
��� (2j + 1) ���
���" ��������

T jm(s, t) =
1√

(j +m)!(j −m)!
sj+m tj−m =: 〈s, t |j,m〉 ,

m = −j,−j + 1, . . . , j ,

������$�

������� �������� (2j+1)������� ������������ V2j+1� �� ������� ��������� ����
���
�
��� �����������
� T (j) ����� 6
 s�(2,C) 
 su(2)� �����
�� ��� 
����� m ��
�
�
���� � ������$� !���� ������
(� ���
 j / !����� 
 ����!���� ������
(� ���
 j / �����
!����� & ������$� �� ����
 ��( ������� T jm(s, t) ���������
� 〈s, t |j,m〉 ������ |j,m〉�
����� ���
���' ������ ����������  ���� ���
���" �������� �� �������� ���+�+7��
������� 
����'�����
�' ��( ����������� ��������
( �����������
� �� ����)
� ���
���� ��
���
� ����(����" ���������
� 5 ���������
� %
���� 8�79 5 ���� ���� �
������� ��
3����������� V2j+1� ���(����� �� ���
���� ������� ������$�� �����
� 
� ���" ���

�������" ���
����� �� ���" ���������" (s, t) ��	�� ������
 2j ������
�� � �����+��.

P2j(s, t) =

j∑
m=−j

αm T
j
m(s, t) , αm ∈ C , ������:�

����� �

����	
� 	������ �����

��� ������ �� �����	� �
�
�

��������� 	�� 
������ �� ����������� ���������� � ������ 	���
 �������� ����
������� ���������

���������� �	�
���� ∫
dθdθ̄ e−θα θ̄α θ̄β� · · · θ̄β1 θα1 · · · θαk

, ������

��
 β1 < · · · < β� � α1 < · · · < αk� � ���� ���
�
�
	�� ������� �	�
���� ������ 	

���
	 	��� ������� 
��� � = k � βi = αi ��� ��
� i = 1, . . . , k�  �!���� !��� �	�
����
�
�
���"��
��� � ���
 ���������	�# �� �	�
���� α1, . . . , αk 	
� � 1 ≤ α1 < · · · <
αk ≤ d�

δ�,k δα1β1 · · · δαkβk

∫
dθdθ̄ e

∑
α
θ̄α θα

θ̄α1θα1 · · · θ̄αk
θαk

=

δ�,k δα1β1 · · · δαkβk

∫
dθdθ̄ 1

(d−k)!(
∑
α

θ̄α θα)
d−k θ̄α1θα1 · · · θ̄αk

θαk
= δ�,k δα1β1 · · · δαkβk .

����$�
%&��"��� !�� '������� ��� ����(����	"� '�	�)�# �����*� � �����+� �" ����&�
�∫

dθdθ̄ e−θα θ̄α Φ̄(θ̄) Ψ(θ) =

d∑
k=0

∑
α1<...<αk

φ∗α1,...,αk
ψα1,...,αk

. ������

��� ������ �� �����	� �
�
�

 �����!�� 
����������
 �����������
!�
 ������"� 
 ��������� �������� ��! ����#

�
�����
	��� (2n× 2n) ����
$� A ��%������& det(A) =
(
Pf(A)

)2
�

,��
���� &�� �"���	�
��� ��-�
����

θ̄αAαβθβ =
1

2
θ+αAαβθ

+
β −

1

2
θ−αAαβθ

−
β , ��$���

��


θ+α =
1√
2
(θ̄α + θα) , θ−α =

1√
2
(θ̄α − θα) . ��$�$�

���



��� �����������	
��� ���	������ �	���� �� s�(2,C) ��

� ������	� 
����������� ������	����	���� � F � ������������ ����	������� ����
	���� ������� ������ !�" ��#���� s�(2,C) �� su(2)�� $�����	����	��� V2j+1 ∈ F ���
��� ������������ ���	����	���� �����������#� ����	�������� T (j) �� ����
� ���
��#���� s�(2,C) �� su(2)�� �� � ��� 	������	��� !�� #����� %� SL(2,C) �� SU(2)��
�� 	������ �� &������ ������� ��� ���	���� '��� #����� � ����	�������� T �'��
���	���� 	�"������ 	������ ���������	�� �����������
(����������� ���)����� � �������� ������ ��
� ���� ��
���� �������� �������

������ ����������������� ����	 �� ����*��� 
 	
�������� ����������� 

(P (s, t) , P
′

(s, t) ) = P ∗(∂s, ∂t) · P ′

(s, t)
∣∣∣
s=t=0

, ������+�

#�� P (s, t) � P
′
(s, t) , � ��� �������� �� F � ����� ��� P (s, t) =∑ns,nt

Cns,nts
nstnt

�� ����� P ∗(∂s, ∂t) =
∑

ns,nt
C∗ns,nt

∂ns
s ∂

nt
t � -
������� ������������ ������+� '
�����

������ 	
�������� ����������� � ��������� � ���.�//�� � 	��� �" 	��������� ��
����	��" ��
����" � 	������	��� !�" ���	����	���" ����	���������

��������� �	 �������� 	
	�� ���
�� �	
������ ����������� ��������� ����	
���� � 	���

��	��� s�(2,C)� ����������� � �
	�� �� �� ����� �	
������ ������������ ������ �� 	������ �
��

��
����
���! ���� "���������� ������� � 	����	��� #���������#� ������
������ � 	�
�����$ ���

%
��	�� &��! ����' '	

����� �	
������� ������������� ����	
�� ��� ��
��
(�� �����)*�

���
'���% Eij ∈ s�(d,C) 	
	 	�
��
��+��% 	�����
(�$ ��(��������� �������
������ ,���
�
�

-���#��
�� . #���������� ������
������ �
�� 
�#���� s�(d,C) � /��$ ��
��
(�� 
�����
���� �

���� ��������(�
�!��% ����
����� �����)0�� 	������ ��� d = 2 � 
���� ���������% (z1, z2) = (s, t)

� ��+����� ����
�
�� � ����
���
�� ����� �� 1
������� +�� #���������� ������
������ 
�
�� �

������
����� ��������� � �
���� ������)� � �	
������ ������������ ������ �� &��������������

��� d = 2 �� ���'+
��� +�� ��������(�
�!��� ������
������ ����� � 
�#���� s�(2,C) ��$���'�� �

������
����� ��������� P (s, t) � �
���� ������2� � �	
������ ������������ ���������

0 
��	��� ������� �������� &��
1�� T jm(s, t) ��� ������� j =
1
2
, 12

1.) j = 1/2 (m = ±1/2) ⇒ T
1/2
−1/2 = t , T

1/2
1/2 = s ,

2.) j = 1 (m = −1, 0, 1) ⇒ T 1
−1 = t2/

√
2 , T 1

0 = s t , T 1
1 = s2/

√
2 .

3�
�� �������� � 	���� j = 1/2 &��
1�� T
1/2
m ��	���������� ����	��� ��
����

u = (s, t) �������� !�#� ����	��������� 
������ �	����������	� ��� ��	�������
��&&����1������� �������1�� �������� 0 	���� j = 1 �� ������� ����	��� ���
���� ��� ���"�����#� ���	����	��� ��������� P2(s, t)� � 
������ ���	����� ���	��
��������� ����	�������� ��#���� s�(2,C)�

• ������ ��� �	
��	�� �	����	������ ����
������� T
(j)


	 
����� ��
	� ���
�	������������	�	 ����
������� �������  ������ � s�(2,C)  SL(2,C)�
�	�	��� ������ � �������  ������� � �	������� ��	 ���
��� ����	�� � ��	!

����
��� "�# ����
������$ ��������
� 	��	�	���� �	�	��� �
������

 ������%  &

T
j

m =
(−1)j+m√

(j +m)!(j −m)!
s̄j−m t̄j+m . ������4�

'������& �������� 
����$ ����	� � ��� (���)& (−t̄)2j ∈ F(0,1̄)�



�� ��� �����������	
��� ���	������ �	���� �� s�(2,C)

�������� 	�
 ��� 
�
���������� �������� �� ����� T
j

m = T jm� ��� � ����
���


������

�
 �
���
���� ��� ����
�� �������� �������� �
 ��������� ����
���� ��� ��!"
!����#�����
$
 
�����
�� ĥ �������%

ĥT jm = mT jm ⇔ ĥ |j,m〉 = m |j,m〉 , �����&'�

������ � (�
� ��)���� �� ��� �����
���  *��� 
�*����� 	���� 〈s, t| � 
 
)��	���+
〈s, t|j,m〉 ��� ����
�
� ��������� ���� �� ����* ��� �
������� �*,����� ������ -�
��
�
$
� �
��)*��� ������ !
��*���� ��� 
 ��)*�,�+ �������� �� �
�*	��� �

��
"
.����

ê+ |j,m〉 =
√

(j +m+ 1)(j −m) |j,m+ 1〉 ,
ê− |j,m〉 =

√
(j −m+ 1)(j +m) |j,m− 1〉 .

�����&��

/
��*�� �����&'� � �����&�� �
������� � �������� � ������&�� ��� (�
�� ��� �� *�
$
�
�����  �)����� ����
�� �������� *�
�����
���� *��
��� 
��
�
����
����
���
������0� �
 
��
.���� � �������
�* ��
�)������� ������1�� 2���� 
 ��)
�� �� �
�"
��
�)���� � !
�����)�� ��!!����#������+ �����)�#�3 ��)*������ ��)���� ����

2� � !
��*�� �����&'� � �����&�� ����� ����
 � ��� �
����$���������+ ����"
��������3 �������� � ������4�� 	�
 ����*�� �) (����������
��� ���������

• ������ ��� ��	
��� ��������� ����
	 ���������

êk± |j,m〉 =
√

(j ±m+ k)!(j ∓m)!

(j ±m)!(j ∓m− k)!
|j,m± k〉 . �����&��

5����
���� ����
� ��
�)������� T (j) ⊗ T
(j)

��*+ ������
����+ ������������3

T (j) � T
(j)
� $�� j = n/2 � n ∈ Z≥0� ��3���*�,�+ � !*��#�
������+ ��
���������+ �

 �)����� �������� � ������4�� �

����������
� 6 ��	�����  �)��� � ��
��������� ����"

��������� T (j) ⊗ T
(j)

�
�
 �� ���� ��� �
�
�� ���� T jm(u) · T
j

m′(ū)� $�� �������

m,m′ ��
 �$��� )��	���� −j, . . . , j − 1, j� ������������� T (j) ⊗ T
(j)

� 
 ,�� ��*	��
����
���
 � � �$
 ��)�
���� �
 ������
����� �������������� �
������� �����"
����
� 
��
����
� �������������� 7�
 ���������
� ������������� �
���
 ���� ���
���� ��� ��	������� �
(!!�#����
� -�� .�89
����� ���� ��)��� ������� �
(�
�*

�� ������� �$
 �) T (j) ⊗ T
(j)

���
� :�� (�
$
 ��
 +
���
 ��3�� ����
� f(u, ū) �

�����������	 ��	
�����	�� T (j)⊗T (j)
� ������� ���������	� �������	���� ��	�����

������� ��������� �� 	��� �� f(u, ū) �	�����	�� ����������	 �
���	���	 ��	
�����	�
��	 ���	��� s�(2,C) ������� SL(2,C)�� ����������  ���!�" (uβūβ)

2j = (ss̄+ tt̄)2j�
������ ��	�� �
����
��� ��������� ��	�	�� 2j ��� �� �	�	�	���� (s, t)� ���
� �� �	�	�	���� (s̄, t̄)� � ��#���� 
����  ���!� $ �	���� � �����������	 ��	
�

�����	�� T (j)⊗T (j)
� %���!� (ss̄+ tt̄)2j ����������� �������	���� ��	�����������

��������� &�� � &�������� ����'�	�� � ��
	 �����	��� ������(�� )�� ����&�	�� &��

 ���!� (ss̄+ tt̄)2j * ������� �	���� � �����������	 ��	
�����	�� T (j) ⊗ T
(j)
� ���

����"+�� �����������	 �
���	���	 ��
������������ ������������ ��	
�����	���
,����	!� �����'�� (ss̄+ tt̄)2j � ����+�"  ������ ������ ,�"����-

(ss̄+ tt̄)2j = (2j)!
j∑

m=−j
(ss̄)j+m (tt̄)j−m

(j+m)!(j−m)!
= (2j)!

j∑
m=−j

(−1)j−m T j−m(ū) T jm(u) . �����..�

��� ����������	
 �	��	����	 � �����������	 ������� � ������������� Rp,q ���

�����	
�		 ����	��	 ����	��� ����� �������	��� �� ��������	��� ���������
�����	�  �� �	���� ���� ������� ΨK ! ��� ��	�	�	������ ���	 �� �����������
��������	��	� ������ p = 1 "q = N−1 = 2ν−1#$ ��	%�	�� &����	� �	 �����	���!

�� ����	
 ��	����� ��
������� �������� '���� ������ ΨK "K = 1, . . . , 4# �
"(!�!�)#$ "(!�!�*# ����%���  ��������� �	
�	�� ���$ �� 	��� ��	�	��%��� �������	+
����� "(!�!�,# � "(!�!�)#! - .��� �����	$ 	��� (1∓γN+1)ΨK = 0$ �� ��� �����	�����
������ ΨK �� ��		�

Ψ†K(1∓ γ†N+1)D
−1 = Ψ†KD

−1(1∓ (−1)q γN+1) = ΨK(1± γN+1) = 0 ,

�$ ��	�����	����$ ����	����� ����	����

ΨK γm1γm2 . . . γmrΨK ′ = 0 (mi = 0, . . . , N − 1) ,

��� ��	� �	���� r = 2n$ 	��� ������ ΨK � ΨK ′ ��	%� ����� ���%  ����������$ �
��� ��	� �	�	���� r = 2n + 1$ 	��� ������ ΨK � ΨK ′ ��	%� �����%  ����������!
'�� �����	��� .��� ������
$ �������� ΓAr = γm1γm2 . . . γmr � ΓAr = γm1γm2 . . . γmr $
����� �����	��� � ����� ������ ����	��� "(!�!�)#$ "(!�!�*# /���� ����������!

• ������ ���� �	
���� �� 	������ �������� �
� N = 4 �
������� �	
�����
�
� � �
	����!  �������

(Ψ1γ
m(1 + γ5)Ψ2)(Ψ3γm(1 + γ5)Ψ4) =

= (−1)g+1 (Ψ1γ
m(1 + γ5)Ψ4)(Ψ3 γm (1 + γ5)Ψ2) ,

(Ψ1γ
m(1 + γ5)Ψ2)(Ψ3γm(1− γ5)Ψ4) =

= 2(−1)g(Ψ1 (1− γ5)Ψ4)(Ψ3 (1 + γ5)Ψ2) .

"#������$ ���
�� � �������� �		��������� ��%��� ����	 	�
ΨK → (1± γ5)ΨK � ΨK → ΨK(1± γ5)�

�� ����	
 �	
�	������� �������� - .��� �����	 N = 2, 4 mod(8) � ε = +1!
'�������� �������	����� "(!�!(*#$ � �� �	 ���	������ "(!�!�0#$ �� ��		�

ΨK γm1 · · · γmr ΨK ′ = ζ ΨT

K C γm1 · · · γmr ΨK ′ =

= (−1)g ζ ΨT

K ′ (C γm1 · · · γmr)
TΨK = (−1)g+ (r−1)(r−2)

2 ΨK ′ γm1 · · · γmr ΨK

"(!�!�1#

��	 ζ 2 �	 �����
 &�����
 ������	�� � g = 0$ ��� g = 1$ � ����������� �� ����
����%��� �� ������  ��������%���� ��� ���� ��������%����! 3������	��	
"(!�!�1# ���/�� 	�	����� � ���	 ���� ����	���

ΨK γm1 · · · γmr ΨK ′ = (−1)g ΨK ′ γm1 · · · γmr ΨK (r = 4k + 1, 4k + 2) , "(!�!��#

ΨK γm1 · · · γmr ΨK ′ = (−1)g+1ΨK ′ γm1 · · ·γmr ΨK (r = 4k, 4k + 3) . "(!�!,00#

'�.����$ � ����	����� ����� "(!�!�)#$ "(!�!��# ����� �	���� �����	�����%��% 	+
�	������ � ��
������� �� �������! 4���	 ����$ 	��� ΨK = ΨK ′$ �� �����	��� �
"(!�!��# ����� ���%$ 	��� g = 1 "������ ���� ��������%�#$ �����	��� � "(!�!,00#
����� ���%$ 	��� g = 0 "������  ��������%�#!

• ������ ��&� '���%	 �� �
���! %�!	 ���(��!
���#�) ����	 	� ��%� ��%������
� � '����
� �������



��� ��� ����������	
 �	��	����	 � �����������	 ������� � ������������� Rp,q

������	
��	��� ������	
 �� ����	��� ��� 0 ≤ m1 < m2 < · · · < mk ≤ N − 1� ��
���

N−1∑
m=0

γm ΓAk
γm =

∑
m∈/{m1,...,mk}

γm(γm1 γm2 . . . γmk
)γm +

∑
m∈{m1,...,mk}

γm(γm1 γm2 . . . γmk
)γm =

= (−1)k (N − k) ΓAk
+ γm1(γm1 γm2 . . . γmk

)γm1 + · · ·+ γmk
(γm1 γm2 . . . γmk

)γmk .

���� �� ��� ��	�	���� �	���	
 �� �������� ������ γmr ���	�	 �	��� �� γmr �
�	�� �����������
 ��������� γmr γ

mr = I ���������	��
 �� mr ����  �����!
�	� �������

N−1∑
m=0

γm ΓAk
γm = (−1)k (N − k) ΓAk

+ (−1)k−1γm1 . . . γmk
+ (−1)k−2γm2(γm1 γm3 . . . γmk

)+

+ · · ·+ (−1) γmk−1
(γm1 γm2 . . . γmk−2

γmk
) + γmk

(γm1 γm2 . . . γmk−1
) =

= (−1)k (N − k) ΓAk
+ k (−1)k−1 γm1 . . . γmk

= (−1)k (N − 2 k) ΓAk
.

�����	��

 ������"�� �#���$�� � �������� %��&	 �#���$��� �� �����	� ����!
'���( )���� *���� �������	

(Ψ1γ
mΨ2)(Ψ3γmΨ4) =

(−1)g
2ν

N∑
k=0

(−1)k(N − 2k)
∑
Ak

(Ψ1Γ
AkΨ4)(Ψ3 ΓAk

Ψ2) . �#���$+�

• ������ ���� �	
����� ��	 ��� �����������	�	 ������ N = 4 �	������� �����
� �!�"�# � � �!�"$# ��%�����&��� � ����

(Ψ1Ψ2)(Ψ3Ψ4) =
(−1)g

4

(
(Ψ1Ψ4)(Ψ3Ψ2)+

+(Ψ1γ
mΨ4)(Ψ3 γmΨ2)− 1

2
(Ψ1γ

m1m2 Ψ4)(Ψ3 γm1m2Ψ2)−
−(Ψ1γ

m γ5Ψ4)(Ψ3 γm γ5Ψ2) + (Ψ1γ5Ψ4)(Ψ3 γ5Ψ2)
)
,

�#���$#�

(Ψ1γ
mΨ2)(Ψ3γmΨ4) = (−1)g

(
(Ψ1Ψ4)(Ψ3Ψ2)− 1

2
(Ψ1γ

mΨ4)(Ψ3 γmΨ2)−
−1

2
(Ψ1γ

m γ5Ψ4)(Ψ3 γm γ5Ψ2)− (Ψ1γ5Ψ4)(Ψ3 γ5Ψ2)
)
,

�#���$,�
��� γm1m2 = 1

2
(γm1γm2 − γm2γm1) � γ5 = (−i)γ0 γ1 γ2 γ3 ���� � �!�!'# ���

N = 4#� (
������) *������ � ��%	��	��� ���������∑
A4

(Ψ1Γ
A4Ψ4)(Ψ3 ΓA4 Ψ2) = (Ψ1γ5Ψ4)(Ψ3 γ5Ψ2) ,∑

A3
(Ψ1Γ

A3Ψ4)(Ψ3 ΓA3 Ψ2) = −(Ψ1γ
m γ5Ψ4)(Ψ3 γm γ5Ψ2) ,∑

A2
(Ψ1Γ

A2Ψ4)(Ψ3 ΓA2 Ψ2) = −1
2
(Ψ1γ

m1m2Ψ4)(Ψ3 γm1m2 Ψ2) ,

���� ��%	������� ΓAk � ΓAk
+ �	�	�� k,	�	 %	���
��

��� �����������	
��� ���	������ �	���� �� s�(2,C) ��

� ���� ��	
��
������ (ss̄+ tt̄)2j ��
	
� �
��� �������� ���������������� �
� ��	
�

��
���
� �	����
 �
������ 	����	 T jm �������� � T
j

m �������� �� �����
���	 ��� �

��
	����! T (j) � T
(j)
�

��������� �	 ����� ��������	� 
����� P2j(s, t)� ����������	� ��� �������� ���������
������	� ����� ��������� ���� �	�� ��
���� � ����

P2j(s, t) = t2j φ2j(z) , ��������

 �� 	 ������� ����! 
������	� s, t→ z = s/t, t � �
�������� 
����� φ2j(z) ���
��� 2j �� �����


�������� z = s/t� " ���	� 
������	� (z, t) �
������	 ê±, ĥ �����#� ��
��	������ ����!�$�
������

ê+ = zt∂t − z2∂z , ê− = ∂z , ĥ = z∂z − 1

2
t∂t , ��������

%�� ��� �������� �
�������� ê±, ĥ �� 
�����	 P2j(s, t) �� ����� �� ���
��� ������������� ���

����!��� �����&#� � �����&'�� ���� �
�������� �������� (��� �
�������� � 
����������� 
�������
φ2j(z) � 
��$�� ������)����

ê± · (t2j φ2j(z)) = t2j Tz(e±) · φ2j(z) , ĥ · (t2j φ2j(z)) = t2j Tz(h) · φ2j(z) , ��������

�� �����	� 	 ������*

Tz(e+) = 2 j z − z2∂z , Tz(e−) = ∂z , Tz(h) = z∂z − j . ������	�

+��!�	 �����&,� ������ 
������������ �� ���	 s�(2,C) � 
����������� 
������� 2j- � 
������ ��
����� 
�������� z� .���������!�$�� 
������������  �!

	 SL(2,C) �	������ �� /��!� �������
� �����'�� .� ����� �����'� �������� (������ g ∈ SL(2,C) �� ����� ��������	� 
����� P2j(s, t)
���� ���

[T (g) · P2j ](s, t) = P2j(s
′, t′) = (t′)2j φ2j(s

′/t′) = (t)2j (t′/t)2j φ2j(s
′/t′) , ������
�

 �� 
������������	� 
������	� s′, t′ � /!����� φ2j(s/t) �
�������	 � �����'� � �����&#�� 0���� �
����� 1���� ������)���� �����&2� ����! �����&#�� 	 
��!1�� 
������������  �!

	 SL(2,C) �

����������� 
������� φ2j(z)*

[Tz(g) · φ2j ](z) = (A 2
1 z +A 2

2 )2j φ2j

(
A 1

1 z +A 1
2

A 2
1 z +A 2

2

)
. ��������

3������������ �����&,� � �����&4� �!�!� ���������	 ��� � ��������� ���� ��1�� ������ � ����!-
�$� 
��������� �	�	
�

• ������ ��� �	
����� ��	 	�����	�� �������� 	������� ����� ������� �� s�(2,C)� �	�����
���������� �� �������� ������� s�(2,C)� ��!	�" �� ���������� �" ������#� ������ SL(2,C)�
$������� 	�����	� %���&��� J2 ��" �������'�� ���������

• ������ �(� ��" �������'�� �������� ������� �� s�(2,C)  �)�� ����*�) ��
�	� v0+

e+ v0 = 0 , h v0 = λ v0 ,

�	
����� ��	 λ = j� � �	���	�� ���������� �� T ��" s�(2,C) �	 ����*�& ���	& λ = j�
�	
����� ��	 T , 
	 �� 	&�� 	� ���������� ��� �	�
	 ���� 2j , '��	�  �	���'���� 	�
����	� -����� � .�	& ������ ��	���� ���	 ���������� �" T �  �)�� ��	 ���&�� 	���
-����� ���
	 �� 	&�� �� ���������� �" s�(2,C) �	 ����*�& ���	& � ������ 2j = Z≥0�



�� ��� �����������	
��� ���	������ �	���� �� s�(2,C)

����� ������	
	�� ���
�	� �� ������� �� s�(2,C)

� ���� ����	
���� � ������� ��� ���� �	��� ������ ������
��	��� ���
�	����� ���	�	 ����
�	
��� ��� ��� ���
�	����� ����� �� ������ ��� ����	��� �� ������! ��������� 	� ��� ��"��#
������� ���� ����	
��� ����$ �� � ��� ����	��� �� ������! ��������� 	� ��� %�� & ��������
�� ������� ��������� ��� �������'� � ����	� 	� ��� %� s�(2,C) � su(2)� � ���� ����	� � ���	#
���$ ��� ��((����"�	����� ������	������ �)�)�*+� 	� ��� s�(2,C) � ������	������ �)�)�*,�  ���#
� SL(2,C) ����������� ���	
�� ��
���	-� �	� ������	������ � ������	����� �����������-��!
�� ������! ����������

������ � 	� ���� s�(2,C) ��	��	���� �	
�� {e±, h}$ � ��������-���� ������'������ �)�.�.��
/	� � �������� � �	
���� ���$ �	
�� {τi} (i = 1, 2, 3) 	� ��� su(2)0 ������������ (��� 	� ���
s�(2,C)$ ���
	� � �	
���� {e±, h} 	� ��� s�(2,C) ����������� ������	
��	��� �)�.�.1�$ ��� ����

������� 	�������������� τ†i = −τi � �	���#���� ������	������ ��� ���	
�-��! su(2) ������� �
��� �� ������	������ ��	���� �������	 ���������� ��� ��������� {e±, h} ���� �)�.�.2��3

h† = h , e†+ = e− , e†− = e+ . ��������

4������� ��� 	� ��� s�(2,C) ������	������ T(−j) � ��	�'�� ����� (−j)$ ����
���� �����	#
��$ �(���������	���� � �	
���� ������� ������ �	��� ��� �� 4���� | − j〉 5 ��	�'�� ������ �
������	����� V ������	������ T(−j) �	���$ ���

e− | − j〉 = 0 , h| − j〉 = −j | − j〉 , ��������

 �� � ���� ������� h† = h � ����� j ∈ R� 4� 	�	�� �� � ������	������� 6��	 ��� ��	����� �
��"�������	 ���� ����	
��� ���� ����� �	
�	�� ��	�'�� ������ | − j〉 �	������� ��� �	
����
������	 |m〉 ∈ V �����	-��� ��������� �	 �	���� | − j〉 ���'	-��! ����	����� e+3

|m〉 := cm ej+m
+ | − j〉 ⇒ h |m〉 = m |m〉 , ��������

 �� m = −j,−j+1, . . . $ �� ���� (j+m) 5 "���� ������"	������� ������ 7����������� ���((�"����
cm � 
	(�������� �����

8
������$ ��� ������	������ T(−j) ������������ � ����������� �� �	 � ������ �� �	$ �� �	
j ∈ Z≥0/2 0 "���� ��� ����"���� ������"	������� ������ � ���� ����	� ������	������ T(−j) �

��	�'�� ����� (−j) �����	������ ������	�����- T (j) �� ��	�'�� ����� j� 7	������$ ��� ���
������������ � ����������� ������	������ T (j) �� ��	�'�� ����� j ∈ Z≥0/2 ��� �������� �
����	
���� ������� ������ �	��� ��� � � ��	��� ������	���� �'� � �	
���� ����

4���� � ������	����� V ������	������ T(−j) ���������� �������� ��	������ ����
�������
〈Ψ | Φ〉 ∈ C3 ���� �	
��� ��� � ����3

〈Φ | Ψ〉 = (〈Ψ | Φ〉)∗ , ��������

 �� |Ψ〉 � |Φ〉 ��	 ����
�����! ������	 �
 V � �������� ���������� ������	 〈Ψ | = | Ψ〉† ���	
�#
-� ������	����� V∗ ��	����� � ������	����� V � ������ � ������	����� V∗ �	
��$ ��������� �

�������� 〈m| = |m〉† ���	����� � �)�.�)+��$  �� |m〉 0 �	
���� ������	 �)�)�9)� � ������	����� V �
��	���� �	������ ������ 〈−j| � ���� ������� �)�)�9:�$ �)�)�9.� ������������ ������'������

〈−j|e+ = 0 , 〈−j|h = (−j) 〈−j| , ��������

	 ��� �	
���� ������	 〈m| ∈ V∗$ �� �	��� �)�)�9)�$ �������� � ��
����	�� �������� �	 ��	����
�	���� 〈−j| ���	�	 ����	���	�� e−

〈m| = |m〉† = (cm ej+m
+ | − j〉)† = c∗m 〈−j|ej+m

− , m = −j,−j + 1, . . . .

��������� ������� ���! �	
���! �������� �	��

〈m′|m〉 = c∗m′ cm 〈−j| ej+m′

− ej+m
+ | − j〉 = δj+m′,j+m |cm|2 (j +m)! (2j)m ,

 �� � ��� ���	��� ��������� (������ �)�.�;�$ �������	���- � ����

ek− e+ = e+ ek− − k (2 h+ k − 1) ek−1
− ,

��� ����������	
 �	��	����	 � �����������	 ������� � ������������� Rp,q ���

�����	
��� 
 	���� �� 
��	������ ������������ 
 �����  !� ���"��� �������! ���
P12� "� �"��" �������
	

(Γ̃Bk)1 (ΓBk
)2 P12 =

1
2ν

∑
A(Γ̃

Bk ΓA)1 (ΓBk
ΓA)2 =

= 1
2ν

∑
A(Γ

A)1(ΓBk
ΓA Γ̃Bk)2 =

1
2ν

∑
A(Γ̃

Bk ΓA ΓBk
)1 (ΓA)2 ,

����� #!

��� $�������� � $���$�������� 
��	����� �	
�� ����
����
���� $�������"� � $���%
$�������"� 
��	����� 
 �����  !� & �"$�������� ���"� �������
	 ����� #! �	$�%
��
	���� 
 
���

(Γ̃Bk) β
κ (ΓBk

) λ
α = 1

2ν

∑
A(Γ̃

BkΓA) λ
κ (ΓBk

ΓA)
β
α =

= 1
2ν

∑
A(Γ

A) λ
κ (ΓBk

ΓAΓ̃
Bk) β

α = 1
2ν

∑
A(Γ̃

BkΓAΓBk
) λ
κ (ΓA)

β
α .

�����#'!

���(����( �"$�������� ���"�� �	$���� $��
�� �	
����
� $���)	���� � �)���"
�������! ��������" �*�	��"

(Γ̃Bk) β
κ (ΓBk

) λ
α = (Γ̃Bk) ρ

κ (ΓBk
) σ
α δ βρ δ λσ =

= (Γ̃Bk) ρ
κ (ΓBk

) σ
α ·
[

1
2ν

∑
A(Γ

A) λ
ρ (ΓA)

β
σ

]
= 1

2ν

∑
A(Γ̃

BkΓA) λ
κ (ΓBk

ΓA)
β
α .

+
��	)�
	� �	
����
	 �����#'! � �"$�����	"� (Ψ1)
κ, (Ψ2)β, (Ψ3)

α � (Ψ4)λ )������
�$�����
 Ψ1,Ψ2,Ψ3 � Ψ4 $� �$������" �����	" α, β, κ � λ� "� 
�
���" �������
	
,��-	 ��� �$�����
 
 N = (p+ q)%"����" $�����	���
� Rp,q.

(Ψ1Γ̃
BkΨ2)(Ψ3ΓBk

Ψ4) =
(−1)g
2ν

∑
A

(Ψ1Γ̃
BkΓAΨ4)(Ψ3ΓBk

ΓAΨ2) = �����#/!

=
(−1)g
2ν

∑
A

(Ψ1Γ
AΨ4)(Ψ3ΓBk

ΓAΓ̃
BkΨ2) =

(−1)g
2ν

∑
A

(Ψ1Γ̃
BkΓAΓBk

Ψ4)(Ψ3ΓAΨ2) ,

���� 	 � �	���� g = 0 ��� �""��������� � g = 1 ��� 	����""���������
�$�����
� & )	����� ���)	��� $����	
��� 
 �����#/! 
��	����� Γ̃Bk ⊗ ΓBk

= I ⊗ I �

Γ̃Bk ⊗ ΓBk
= γm ⊗ γm� "� $���)	�" ����
����
����� �������
	 ,��-	

(Ψ1Ψ2)(Ψ3Ψ4) =
(−1)g
2ν

∑
A

(Ψ1Γ
AΨ4)(Ψ3ΓAΨ2) , �����#0!

(Ψ1γ
mΨ2)(Ψ3γmΨ4) =

(−1)g
2ν

∑
A

(Ψ1Γ
AΨ4)(Ψ3γmΓAγ

mΨ2) . �����#�!

1������
� �����#�! "���� �$������( � $�"��(� ���������� ��
���������

�����	
���� ����� ����� ����� �������	�

N−1∑
m=0

γmΓAk
γm = (−1)k (N − 2k) ΓAk

, �����#�!


�� ������ ΓAk
��������� 	 ���������



��� ��� ����������	
 �	��	����	 � �����������	 ������� � ������������� Rp,q

�����	
�� ψ̄α± � (φ±)β � ������������ ���� ��� (ψ̄±ΓA2k+1
φ±) = 0� � 	�����
�� �

������ ��	���� 	
������
 � �������� ����
��

(ψ̄±)ρ (φ±)κ = 1
2ν

ν∑
k=0

∑
A2k

(ΓA2kP±) ρ
κ (ψ̄±ΓA2k

φ±) =

= 1
2ν

ν∑
k=0

1
(2k)!

(γ[m2k ...m1]P±) ρ
κ (ψ̄±γ[m1...m2k]φ±) ,

��������

��� �� ��������
� �����
����� γ[m1...m2k] ≡ γ[m1
· · · γm2k ]�  ��
��� �����!"� �� ���#

�� ����$%�� ��&������

(ψ̄ γ[m1...mk]φ±) = ± (ψ̄ γ[m1...mk]γN+1φ±) = ±αk εm1...mki1...iN−k
(ψ̄ γi1...iN−kφ±) ,

��������
� ����%�$ '���	��� 	
������� �������� �
�����
���� � ���� ������(���) ������*�
!�� ν + ��������

(ψ̄±)ρ (φ±)κ =
ν−1
2∑

k=0

(C
[m2k ...m1]
± ) ρ

κ (ψ̄ γ[m1...m2k]φ±) , ������"�

,�� ν + ������

(ψ̄±)ρ (φ±)κ =
ν
2
−1∑
k=0

(C
[m2k...m1]
± ) ρ

κ (ψ̄ γ[m1...m2k]φ±) + (C
[mν ...m1]
± ) ρ

κ (ψ̄ γ[m1...mν ]φ±) ,

��������

� �
�	�-� C
[m2k...m1]
± ��	������ � ������,�� .�	��
 ������"� ���
������ � 	
��&�#

����� '���	�� �	������� �� ���	�) ��	��'� �����,,�� /������� ��� �������� �
�
�#
��� � �	
��) �
��� �������� � ������ ������,� 	
���

C
[mν ...m1]
± (ψ̄ γ[m1...mν ]φ±) =

(−1)[ ν2 ]
2νν!

(γ[m1...mν ] ± ανγ[n1...nν ]ε
n1...nνm1...mν)(ψ̄ γ[m1...mν ]φ±) ,

� � ������������ � �����,*� ��	������ �
�����
����
���� �	��'-�� �����	�� �
'��������
�� ψ̄ γ[m1...mν ]φ±� 0
'�� ��	
���� 1�	��
 �������� ���
������ � 1�	���)
�� ���	�) ��	��'� �����,!��

0�&������ ��������� '	��� ����� ��� �� ���� ����'
$� 	
��&���� ������2�� ������*�
� ������!�� ������� �������� ������(������ � ����%�$ '���	��� ����
$��� �����#
�������� ���-�
���� ��&�����
 �
 �����	�� �
���
���� ���������	
 �
���
3
�	���	� ������� �	��������) ���	
��	� ��)����$%�) � �	���	
����� F ⊗ F �
'���	�) �����
 ��&�� �
���
�� '
' ����� �����	��4 �	���������) ���4 �������

XBk
A�

(ΓA� ⊗ ΓBk
) ≡ XBk

A�
(ΓA�)1 (ΓBk

)2 = (Γ̃Bk)1 (ΓBk
)2 , ��������

��� XBk
A�
+ ������� '�511�-������ Γ̃Bk ≡ XBk

A�
ΓA� �� '
' � � 1�	��� ��������� ���#

	
�����
���� ���	�'
 �� �����#����'�
� Ak = {m1, . . . , mk} 6 Āk = {mk, . . . , m1}�
Bk 6 B̄k� 7���&�� ���	
��	 �������� ��	
�
 �
 ��	���
���'� P12�  ������ �	
��
O1P12 = P12O2 � O2P12 = P12O1� ��� 1, 2 + ����	
 �	���	
���� � F ⊗ F � � '���	�4
��)����$� �����������$%�� ���	
��	� O1,2� ���$� ����� ����$%�� 	
������


(Γ̃Bk)1 (ΓBk
)2 P12 = (ΓBk

)2 P12 (Γ̃
Bk)2 = (Γ̃Bk)1 P12 (ΓBk

)1 . ��������

��� �����������	
��� ���	������ �	���� �� s�(2,C) ��

� �������� 〈−j| − j〉 = 1� � ��	�
 ��
�� ������
��


(2j)m = (2j) · (2j − 1) · · · (j −m+ 1) =
Γ(2j + 1)

Γ(j −m+ 1)
, ��������

��
 Γ(x) � ���������	��� ���
��� ��	�� ������� ��� ���� ����� ����
�� �
	�����  !�!�"!# ����
���������������  ���  !�$�!%##

〈m′|m〉 = δj+m′,j+m , ��������

��� �
��&����� ������' 	�(�����
��� cm � ���
�
�
���  !�!�"!# � �������') �� ������� ����
���
�� � ��
��)*
� ���
  �������
 � ������������� 	�(�����
���� � ������
  !�$�!+##

cm = ((j +m)! (2j)m)
−1/2

=

(
Γ(2j + 1)Γ(j +m+ 1)

Γ(j −m+ 1)

)−1/2

. ��������

,�������� ��
����� I � �����������
 V ������
��� �� ������ ����
�
 ����������������&
������& �
	�����  !�!�"!# ����������� ������  $�$�%#

I =

∞∑
m=−j

|m〉〈m| , ������	�

� �����
����
��� �)��� �
	��� |Ψ〉 ∈ V ��
������� � ���
 ���
���� 	��������� ������& �
	�����
|m〉-

|Ψ〉 =
∞∑

m=−j

|m〉 〈m|Ψ〉 , ������
�

��
 〈m|Ψ〉 ∈ C . 	��������� �
	���� |Ψ〉 ∈ V � ��������� ����
�
/��������� �
�
�' ��������*�) ���	��) ��� ������& �
	�����  !�!�"!#

|z〉 := exp(ze+) | − j〉 , ��������

	������ �����
��� ����������	 
�
������	 ���
��� 0� s�(2,C) � ��
������
��� T(−j)�

���������	� ����� ���������� 
�
������ �������� � ����
�������� T(−j) ������������� 
���
�����	 ���������	

e+ |z〉 = ∂z |z〉 , h |z〉 = (z ∂z − j) |z〉 , e− |z〉 = (2 j z − z2 ∂z) |z〉 . ��������

������	
��	��� 1
���
 ������2
��
 �  !�!�%$# ��
������ 3�� �����& ������2
��� ��	����)���
� ����*') ������

e−ze+ h eze+ = h+ z e+ , e−ze+ e− eze+ = e− − 2 z h− z2 e+ ,

	�����
 � ���) ��
�
�' ��
��)� � ���
�����

eA · B · e−A =

∞∑
k=0

1

k!
[A, [A, . . . [A︸ ︷︷ ︸

k

, B] . . . ]] ,

��
 A � B . �������'��
 ��
�������

1���
��� (������� ������
��
 	 ��
�� ������ �������  !�!�%4#� �� ������
� ���
�
�
��

��������� ������������ 
�
������ � �����������
 V∗

〈z| := 〈−j| exp(ze−) , ��������

��� 	������� �������  !�!�%$# � ����*') (������� ������
��� �
�
������)��� ��
��)*�� ���
����

〈z| e− = ∂z 〈z| , 〈z| h = (z ∂z − j) 〈z| , 〈z| e+ = (2 j z − z2 ∂z) 〈z| . �������



�� ��� �����������	
��� ���	������ �	���� �� s�(2,C)

����� �� ��	�
����� 	����	�
��� ����� ��
��
���	
�� �	�������
��� ����� j ∈ Z≥0/2
� m = −j,−j +1, . . . , j� � ���� ����� �	��	�
��� �	�������
�� V ����� 	����	
��� (2j +1)� �
���
��
�� ���	���	 ������ ! ���������� � ����

I =

j∑
m=−j

|m〉〈m| . ��������

� ��
��
���	
�� ����� ����	�
�
�� ����
�� �"	���#� ���
�# ����� �����	�� � V � $�� ����%
�� �� ����	&��
�� � ���� ��� ���
��
�� ���	���	 �����'�! ��&
� 	����&��� �� "���� ����	�
�
��
����
���

���������	� ����� � ������� �	
��	 ���������� ��������� �������� ��������� ����	��� �
������	����� V 
	�����	���� � ����

I =

∫
d2z μ(z, z̄) |z〉〈z̄| , ��������

��� z = x+ iy ∈ C z̄ := z∗ = x− iy � d2z := dx dy 	 !"�#�� μ(z, z̄) �	��	

μ(z, z̄) =
(2j + 1)

π

1

(1 + z z̄)2j+2
. ��������

�������	
����� (���&��� ��� ���	���	 �����''! �������	��� � ���� �"	���#)��� e±, h ∈
s�(2,C) � �	�������
�� T(−j)*

e± · I = I · e± , h · I = I · h . ��������

(�������� � ��� ���
�+�
�� ,�	���� �����''! ��� ���	���	� I � �������� 	���
��� �����'-! �
�����'.!� �� �������� ����� ��,,�	�
/����
�� �	��
�
�� 
� ,�
�/�# μ(z, z̄)*

(∂z̄ z̄
2 + 2z̄j)μ = −∂z μ , (∂zz

2 + 2zj)μ = −∂z̄ μ , z̄ ∂z̄ μ = z ∂z μ .

0� �����
��� ���
�+�
�� ������� ��� ,�
�/�� μ(z, z̄) ������ ������ �� �	�������
�� x = zz̄�
� ���� ����� ��	��� � ���	�� �	��
�
�� ������ � ��
��� � ���� &� �	��
�
�#

(2 (1 + j) + (1 + x)∂x)μ = 0 , ������	�

����	�� ����� �")�� 	�+�
�� μ(x) = c (1 + x)−2j−2� ��� c 1 ��
��
��� (����
���� ����� 	�+�
��
� �����''! ���� ���	���	

I = c

∫
d2z

(1 + z z̄)2+2j
|z〉〈z̄| , ������
�

�������	�#)�� � ���� �"	���#)��� ����"	� s�(2,C) � 
��	�������� �	�������
�� T(−j) ���
�����'2!! � ����������
�� ����
� ����� 3�	�� �	���	/��
���
�� ���
��
��� ���	���	�� 4�
%
��
�� c ��,���	��� �� ���
�+�
�� |w〉 = I · |w〉� ��� |w〉 1 �	�������
�� ����	�
�
�� ����
��
�����'5!*

|w〉 = I · |w〉 = c

∫
d2z

(1 + z z̄)2+2j
|z〉〈z̄|w〉 = c

∫
d2z

(1 + z z̄)2+2j
|z〉〈z̄|ew e+ | − j〉 =

= c

∫
d2z

(1 + z z̄)2+2j
ez e+ |w〉 〈z̄| − j〉 =

(
c

∫
d2z

(1 + z z̄)2+2j

)
|w〉 , ��������

��� �� ���� 	���
��� �����'2!� ew e+ |z〉 = ez e+ |w〉 � 〈z̄|−j〉 = 1� � ���&� ������
∫
d2z μ(zz̄) zk ∼ δk,0�

6	��
���� ����# � �	���# ���� � �����75! �� 
������ ��
��
�� c*

c−1 =

∫
d2z

(1 + z z̄)2+2j
=

π

2j + 1
, ��������

��� ���
������
� ,���	��� ��� �����''!� �����'7! ���
��
��� ���	���	� � V �

��� ����������	
 �	��	����	 � �����������	 ������� � ������������� Rp,q ���

�����	 α, β, ρ, κ 
 ������� �������� ���� ��������� ������� ������	 ���
�������� ����������� �������� �! � ����������� F⊗F � P12 
 �"���#��� �����$�
(P12)

ρ β
κα = δ β

κ δ ρ
α ��������� ����������� P ���� ���%�&%��� � ������ 1, 2 
 �����

�������! ���������� F � ������� ����������� F ⊗ F � � ������! ���������
������������ �� �����$� (ΓA)1 � (ΓA)2�

• ������ ���� 	
��
��� ��
��
���� � ������� ��������� �������� �� �����
ρ = α! �
������
����� �� α � ����� ��������" 
��������∑

Ak

ΓAk ΓAk
=

1

k!

(
γ[�k · · · γ�1] · γ[�1 · · · γ�k]

)
=

N !

k!(N − k)!
I2ν , �'���()�

#� �  ��$ ����� �����
����� ��� �� ��� ���
"�����%� ��&�
�� Ak =
(0 ≤ m1 < m2 < ... < mk ≤ N)! � ���������
�������% ���&���'��
γ[�1 · · · γ�k] ��
� �% � �������� � �����
����� ��� �� ��� �i�

�����	
���� ����� � ����������� 	
���� N = 2ν 
� ���
������ ���������
��������� �������� ���	���
���� ρ⊗ ρ̃� Δ± ⊗ Δ̃± � Δ∓ ⊗ Δ̃± 	�����
��� 	
������
�����  ����
�� !
� ρ⊗ ρ̃"

ψ̄ρ φκ =
1

2ν

2ν∑
k=0

1

k!

(
γ[mk · · · γm1]

) ρ

κ
(ψ̄ γ[m1 · · · γmk] φ) , �'���(*�


� (Δ± ⊗ Δ̃±)�

ν − �#���� : (ψ̄±)ρ (φ±)κ =
ν−1
2∑

k=0

(C
[m2k ...m1]
± ) ρ

κ (ψ̄± γ[m1...m2k]φ±) ,

ν − #���� : (ψ̄±)ρ (φ±)κ =
ν
2
−1∑
k=0

(C
[m2k ...m1]
± ) ρ

κ (ψ̄± γ[m1...m2k]φ±) + (C
[mν ...m1]
± ) ρ

κ (ψ̄± γ[m1...mν ]φ±) ,

�'���)+�


� (Δ∓ ⊗ Δ̃±)�

ν − #���� : (ψ̄±)ρ (φ∓)κ =
ν
2∑

k=1

(C
[m2k−1...m1]
± ) ρ

κ (ψ̄± γ[m1...m2k−1]φ∓) ,

ν − �#���� : (ψ̄±)ρ (φ∓)κ =
ν−1
2∑

k=1

(C
[m2k−1...m1]
± ) ρ

κ (ψ̄± γ[m1...m2k−1]φ∓) + (C
[mν ...m1]
± ) ρ

κ (ψ̄± γ[m1...mν ]φ∓) ,

�'���)&�

#� ψ̄± = ψ̄ P±� φ± = P± φ� ����$���� P± = 1
2
(I ± γN+1) %�
� ������ � �����&'� �

C
[mk...m1]
± ≡ 1

2ν

(
1

(k)!
γ[mk ...m1] ± α2ν−k

(2ν−k)!γ[n2ν−k...n1]ε
n1...n2ν−km1...mk

)
. �'���)%�

�������������� ,����� �"� #���� �����-� ��.������ � �'���((� � ����������/
�� �������� ψ̄α � φβ � �����	���� � �#���� �����-� �������� � �'���()� ����#���
�����.��� �'���(*�� ����� �� ����.�� 0������ �'���)+�� 0������ �'���)&� ������/
������ ����-�#�� ,����� �"� #���� �����-� ��.������ � �'���((� � �����	���



��� ��� ����������	
 �	��	����	 � �����������	 ������� � ������������� Rp,q

Tr(γ1γ2γ3γ4γ5γ6) = 2ν
[
η12 (η34η56 − η35η46 + η36η45)−

−η13 (η24η56 − η25η46 + η26η45) + η14 (η23η56 − η25η36 + η26η35)− . . .
]
,

���� ��	
����� ������ 1, 2, 3, . . . 
�
������� m1, m2, m3, . . . �

• ������ ����	
����� 
������� �������� � �
������ �
����� ��� Tr(γ1 · · · γ6)�
����� �� ����� ������������������� �����	�
��� ����� N = 2ν� ��	
��

���� ��
 ��� ��
�
 ������ ���
� �� 2N ����� !"�#�$%&'

ΓA = {I, γm1 , γm1γm2 , γm1γm2γm3 , . . . } ,
0 ≤ m1 < m2 < m3 < · · · ≤ N − 1 .

!"���$(&

!����� ����������� A = {m1, m2, ...} �������� �������� �������� γm1γm2 · · · & 
����
���� 	
���� ������� �������) �������
����� � ����*�
� 	�
��������� 
�	�����)
����� Mat2ν (C)� 
�
��� ��*������ � ���
��
� 	�
��������� F ≡ C2ν � +�����

���
� �������) ����� ΓA � ���)��� �����
�

ΓA = {I, γm1 , γm2γm1 , γm3γm2γm1 , γm4γm3γm2γm1 , . . . } ,
0 ≤ m1 < m2 < m3 < · · · ≤ N − 1 ,

!"���$�&

�
����
�����*� � �

��������� � ,����-������ ������ ���� 
����
�� ��


1

2ν
Tr(ΓBk ΓA�

) = δBk
A�

. !"���$�&

.���� δBk
Ak

= δn1
m1
δn2
m2
· · · δnk

mk
��� �
�
�
� 
����
�
* ���	��� k'

ΓBk = (γnkγnk−1 . . . γn1) , ΓAk
= (γm1γm2 . . . γmk

) !"���$/&

� δBk
A�

= 0 � ������ �
�
�
� ����
* ���	��� k = �� 0
�������� ��
 ����� ��� �������

�����
� Ak = {m1, . . . , mk} 
�
�������� ��
 ������ � Ak �	
���
���� � 
�����
�
	
���� Ak = {mk, . . . , m1}1 �������� !"���$(& � !"���$�&� 2�	��� ��� ���
* ����� �
Γ ∈ Mat2ν (C) �� ����� ����
-���� 	
 �������� ����� ��'

Γ =
∑
A

CAΓA ≡
∑
k

∑
Ak

CAkΓAk
≡
∑
k

∑
m1<m2···<mk

Cm1...mkγm1γm2 . . . γmk
, !"���$"&

� 
�33� ����� CA � ���� !"���$�& �����

CA =
1

2ν
Tr(ΓA Γ) ⇒ Γ =

1

2ν

∑
A

Tr(ΓA Γ)ΓA .

4� 	
�������
 �

��
5����� �� � ����� � Γ 	�
���
����� �� 	
������ ���
���
	
��
�� ��� �������) �������
� ΓA � ΓA'

δ β
κ δ ρ

α = 1
2ν

∑
A

(ΓA) ρ
κ (ΓA)

β
α ⇔ P12 =

1
2ν

∑
A

(ΓA)1 (ΓA)2 ⇔
P = 1

2ν

∑
A

ΓA ⊗ ΓA ,
!"���$$&

����� ������������� 	
���� N = (2ν+1) �
��� 	�	���� ����	��� �
������� �Mat2ν (C) ��������
��
��� ������ ��
� ��
��� ��������� 	����� ������ γk ∈ C�(p,q)�

��� �����������	
��� ���	������ �	���� �� s�(2,C) ��

• ������ ��� �	
���� ������ ������������ ��	 ������ ����� �������� �������� � ��������
�	���������	 �	�������� �
������ ��� 	�	����������� �����! �����" �������� � ��������
�������� ����#������∫

d2z
zm+j z̄k+j

(1 + z z̄)2+2j
= π δk,m

(j +m)!(j −m)!

(2j + 1)!
. ��������

��������� ���	
���
�� ���
�	� ��������� �� ����� ������	� ����� ���	�� |Ψ〉 ∈ V ��
����� ������
	
� ���	��
�

|Ψ〉 =
∫

d2z μ(z, z̄) |z〉〈z̄|Ψ〉 =
∫

d2z μ(z, z̄) |z̄〉〈z|Ψ〉 , ��������

�� �����!
�� ����
�	�� �� �!���� ����
� ������

� 
	�������
� z ↔ z̄�� "��� �������� �
��#��	�� ����!
�	 ���	��� |Ψ〉 ∈ V � ����� ������
	
� ���	��
� ���	����	 ���
���� $�
�%
Ψ(z) := 〈z|Ψ〉� ��#�� !���	�� �������& {e±, h} 
� '	 ���
���� $�
�% � ���	��	�	� �
������(� !��	�� $�������

〈z| e−|Ψ〉 = ∂z 〈z|Ψ〉 = ∂z Ψ(z) , 〈z| h|Ψ〉 = (z ∂z − j) 〈z|Ψ〉 = (z ∂z − j)Ψ(z) ,

〈z| e+|Ψ〉 = (2 j z − z2 ∂z) 〈z|Ψ〉 = (2 j z − z2 ∂z)Ψ(z) .
��������

)���	�� #	� � ����� #��	� '	 ���	
���
� ���
���	 !$$���
%���
�� ���!�	����
� !��
�������& ������� * s�(2,C)� ��	���� �� ����#� ��
�� ���� �����(+�� � �!� � !��� ������,
��
�� -���
�% ������������� $������� !�� �!
#
��� �����	��� ������.�  ���!�	��� '��	���
������
�� ������!�
� �����/(� � 	���
� ���
��� $�
�%� Ψ(z) = 〈z|Ψ〉 ���!��&� �������

〈Ψ|Φ〉 = c

∫
d2z

(1 + z z̄)2+2j
〈Ψ|z̄〉〈z|Φ〉 = c

∫
Ψ(z) Φ(z)

(1 + |z|2)2+2j
dzdz̄ , ��������

�!� ��
�	�
	� c $������
� � �����01�� 2 ����� ������
	
� ���	��
� ��������� ���	��� |m〉� ��,
	���� �� ����!��� � �����/��� ���	��	�	���	 ���
���� $�
�%�3

〈z|m〉 = am zj+m , am :=

(
(2j)!

(j +m)!(j −m)!

)1/2

. ��������

"� ��	�� ����
��� ���	��� |m〉 ���	��	�	���	 ��
�� �� ������

�� z �	���
 (j+m)� *���� ���	��
|Ψ〉 ∈ V ��������	�� ���� �����/.�� �� ����
�� ���	���� |m〉  ���!���	���
� ��� ���
���� $�
�%�
��������	�� � �!� ���
��� �	 ������

�� z �	���
 2j

Ψ(z) = 〈z|Ψ〉 =
j∑

m=−j

〈z|m〉 〈m|Ψ〉 =
j∑

m=−j

Ψm zj+m ,

�!�Ψm = am 〈m|Ψ〉 ∈ C� ��'	��� 
�����!��� ��
�#
����
�� ���!�	����
� T(−j) ������� s�(2,C)
�������	�� 
� ����	��
�	�� P2j ���
���� �	 ������

�� z �	���
 2j� �� '	�� !���	�� ����,
���& ������� s�(2,C) � ����	��
�	�� P2j ��!��	�� $������� �����0/�  ������!	 ���
��� �
P2j � ���
��� � P2j � 4�

�� ���!�	����
� ������� s�(2,C) ��� ������	������� 
�� � ��
%�
��!���!��� ������

• ������ �$� ��	����� 	��	�	����	����	�� ������$� %������! �	��	��! &'�
(�" �����$$��
�
������ �	��	��	����� �������������� �����$�� � ����#���	� �����$���

4���	�� �������& ������� * s�(2,C)� ��������

� � �!� !$$���
%���
� �����	�,
��� �����0/�� �#��!
�� ������� �������	��
��	�� 
� �����
�#
����
�� ����	��
�	�� F ���!� 
$�
�%� �	 z� 4�

�� ���!�	����
� Tz ����!��� 	�� ��� � F ����!� �!�� ������ j ∈ Z≥0�
���
� ��!��	� 
����
	
�� ��!����	��
�	�� ���
���� �	���
 2j� 
� ��	���� �������	�� ��,

�#
����
�� ���!�	����
� T(−j)� ���!�	����
� Tz ������� * s�(2,C) ���	��	�	���	 
���	�����
�����
�#
����
��� ����!���� ���!�	����
� Tz ������ SL(2,C) � ����	��
�	�� F � -��!��
��
�� $������ !�� !���	�� ������ SL(2,C) � ���!�	����
 Tz� ��	���� ��	����	 � $�����
�����0/� !�� !���	�� ������� * s�(2,C)�

���	
�
 �
����� �������
 ��������� � 
���� �������
 �
�������� �������
∫
d2z μ(zz̄) zk ∼ δk,0�

������������ ��� ���� � ������!��



�� ��� �����������	
��� ���	������ �	���� �� s�(2,C)

���������	� ����� ����� ���	��
����� Tz� ������ SL(2,C) � ������������� ������
�
���� F ������������� 	��������
����� ���	��
����� ������� 
������ !� s�(2,C)� "��	


	�#����� $�����
 g =

(
a b
c d

)
∈ SL(2,C) 
 ������ Ψ(z) ∈ F � ���	��
����� Tz ����	��%���

�% �������# ���
���� � �����&'  

Tz(g) ·Ψ(z) = (b z + d)2j Ψ

(
a z + c

b z + d

)
. ��������

������	
��	��� ���������	
� ���	� g ∈ SL(2,C) ��������� �������� ������� ���� ������
���

g = exp(a−e−) · exp(a0h) · exp(a+e+) , ��������

�� a±, a0 � �������	
 �������
�  �����!��� ��������	�� �"�#�##� ���	� �"�"�$%� ��&
���
����! � ��� (2× 2) �����'
 �"�#�#(�)

g =

(
e

a0
2 a+ e

a0
2

a− e
a0
2 e−

a0
2 + a− a+ e

a0
2

)
≡
(
a b
c d

)
. ��������

 ��������	�� Tz ��������� e±, h �������� � �������	��� F ��� ��**�	'����	
 ����&
���
 �"�"�$+� � ���������
 ������� ����	�,	�!

Tz(exp(a−e−)) ·Ψ(z) = ea−∂z ·Ψ(z) = Ψ(z + a−) ,

Tz(exp(a0h)) ·Ψ(z) = ea0(z∂z−j) ·Ψ(z) = e−j a0 Ψ(ea0 z) ,
������	�

Tz(exp(a+e+)) ·Ψ(z) = ea+(−z2 ∂z+2 j z) ·Ψ(z) = (1 + a+z)
2j Ψ

(
z

1+a+z

)
. ������
�

-�����
 �"�"�./� �����!���! ��������	� ������ ��
 �������� �������� ��� ������� � ���&
��� �������!���	��� ����0		�!�� ����,� ���� ����� �"�"�.#� � ���

eλe+ ·Ψ(z) = Ψ(eλe+ z e−λe+) eλe+ · 1 , ��������

�� ��! ��������� ����� Tz(e
λe+) �
 ��,� eλe+ � 1���� *������ �"�"�.#� ����� �� ���	���

eλe+ z e−λe+ =
z

(1 + λz)
, eλe+ · 1 = (1 + λz)2j . ��������

���� ���	���� � �"�"�.(� ��	�����! ��� �������	�2 � �� ������ ����� ����	���� ������
�������� eλe+ 	� *�	�'�� �	������2 ∂z · 1 = 0 � ��� �����

• ������ ��� � �	
��� �����
� �������� � �������� � ������� �� ��� ������� ���������

3���	'2 ������!�� ����	�,	�!�� �"�"�./�2 �"�"�.#� 	���� �������� ������! ���	�� �"�"�$%�
	� *�	�'�� Ψ(z))

Tz(g) ·Ψ(z) = Tz(e
a−e−) · Tz(e

a0h) · Tz(e
a+e+) ·Ψ(z) =

= Tz(e
a−e−) · Tz(e

a0h) · (1 + a+z)
2jΨ

(
z

1 + a+z

)
=

= Tz(e
a−e−) · e−j a0 (1 + a+e

a0z)2j Ψ

(
ea0z

1 + a+ea0z

)
=

= (e−
a0
2 + a+e

a0
2 (z + a−))

2j Ψ

(
ea0(z + a−)

1 + a+ea0(z + a−)

)
= (b z + d)2j Ψ

(
a z + c

b z + d

)
,

�� ���**�'�	�
 a, b, c, d �����!���! � �"�"�$4�� 5���	���! ���� � ������ ����� �
 �������
�"�"�$.��

• ������ ���  �!����" �� 
 ������" !�#�� j ∈ Z≥0/2" ��$�
�� �����%�� #����	 SL(2,C)
����
��� �������	 Ψ(z) ∈ P2j ������ 2j 
 �������	 ������ 2j�

��� ����������	
 �	��	����	 � �����������	 ������� � ������������� Rp,q ���

������	
���� �������� ����� ��	������� �����	�����	�	�� ������ ��!" ���
�������
	 #�$	 !�%� 
	���� ��	���� ��& �	������ '���� � ���������
(� 
�
���! )� �������
	 ����* ���* � ��& ����	& �����!����� ������	���
 Rp,q

(p+ q = 2ν)" �� 
 !	 �!	�*��� ��+�����
����* p + q = N  !	��$� {γ0, . . . γN−1} ��	���%� �� ������ ����
��!��

������	
���� ��& ���	��%+� 	������ ��''���	 C�(p,q) � �������&%+! ����,
�����&! �-�.�/0�� (	��$	 γN+1 ��& ������ N = 2ν ���������	 
 �-�.�0-��

�����	
���� ����� ��� ����� �	 
���������� ��	���� ����� γ���	��� ����	��

��������	��� �������

Tr(γ1 · · · γ2k) = η12Tr(γ3 · · · γ2k)− η13Tr(γ2γ4 · · · γ2k)+
+η14Tr(γ2γ3γ5 · · · γ2k)− · · ·+ η1,2kTr(γ2 · · · γ2k−1) ,

�-���-0�

��� ��� ���	���	� �� ��������� ������� m� ��� �� 	� ��	� ηm1m2 → η12� γm3 → γ3
� 	�� ������ � ������ N = 2ν ���� �	 
���������� ����	���� ����� γ���	���

����� ��������

Tr(γm1 · · · γm2k+1
) = 0 . �-���-1�

�������������� 2��������� �-���-1� ��& �����!������ ����	& �� 	��
	���& ���,
��%+! ���	��!

Tr(γm1 · · · γm2k+1
) = Tr(γN+1γN+1γm1 · · ·γm2k+1

) = Tr(γN+1γm1 · · · γm2k+1
γN+1) =

= −Tr(γN+1γN+1γm1 · · · γm2k+1
) = −Tr(γm1 · · · γm2k+1

) = 0 ,
�-���/3�

��� 
� 
����! �	
����
� !� 
�����*��
	��* $ ���� ! �
����
�! ����	" 	 
 ���,
��%+�! �	
����
� 	�� �!!��	�
����*% [γN+1, γm]+ = 0 (∀m = 0, . . . , N − 1) 

����	� ������ N �

#��!��	 �-���-0� �� 	��
	���& � ��!�+*% �������
	

Tr(γ1 · · · γ2k) = 1

2

(
Tr(γ1 γ2 · · · γ2k) + Tr(γ2 · · · γ2k γ1)

)
, �-���/.�

 ������ �	��	�� 
  �	� � �����	���&� �γm�
→ γ��  ������� � $ ���� ���

�
����
	 ����	� 4����*��& �������&%+� ���������& ��& C�(p,q)" !	��$	 γ1 
�

����! ��	�	�!�! 
 ��	
�� �	�� �-���/.� ���������& �	��
�" �� ���*

Tr(γ2 · · · γ2k−1γ2k γ1) = −Tr(γ2 · · ·γ2k−1γ1γ2k) + 2η1,2kTr(γ2 · · · γ2k−1) = · · · =
= −Tr(γ1 · · ·γ2k) + 2η12Tr(γ3 · · ·γ2k)− · · ·+ 2η1,2kTr(γ2 · · ·γ2k−1) ,

����� ���� ���
�� ��	�	�!�� 
 �-���/.� �� �	+	���&  !� �����	�! �-���-0��

2 ��!�+*% '��!��� �-���-0� ��� � 
����&���& ���� �� ����
����& �%��,
�� ������� ���	 !	��$ γm (m = 0, 1, . . . , N − 1)� 5	��	& � ���
���� '��!���
Tr(γmγn) = 2νηmn" !� �	��� �����	�!

Tr(γmγnγkγl) = 2ν(ηmnηkl − ηmkηnl + ηmlηnk) ,

������� �������	�
���� ����� N = 2ν + 1 ��
	�� �������� ��
�������� ��� ������ k < ν � ��
����������� ��� k = ν� ���� ��� mi � 
������



��� ��� ����������	
 �	��	����	 � �����������	 ������� � ������������� Rp,q

������ �	
����
� �
�
	������ ���
��� � ������ ��������� ���	��� ���
�� �	
���
��
�� ���� �!�� ������"�# �����$�� � �����$��# �% �����	�� ���	
���� �� 
����& '���
����& 
 ���������

(C γm1 · · · γmr)
T = γTmr

· · · γTm1
CT = (−1)r CT γmr · · · γm1 =

= ε (−1)r−1 (−1) (r−1)r
2 C γm1 · · ·γmr = ε (−1) (r−1)(r−2)

2 C γm1 · · · γmr ,
������$�

()� m1 < m2 < .... < mr � �% 
������ �
	���� CT = ε′C = −εC� � �	�������
��� r = 1 �% ����� (Cγm)

T = εCγm# ��� ��(�	��� �����$�� �������%
	���! 
 
�)�
(γmC)

T = ε γmC# ����)	# � ������ ����)�����! �����$�� �	���*% B# �% �����	��
���
�� �	
����
� � ���������

������	
� �� ��� ����+�	 �
	��� ��)�+�! )�! �+�	 �,-�. 	�(�+�% /��''��)	
γm → TγmT

−1 �	���*	 B � �������� ����+�	 ����! �� ��	
��� ������0�1

B→ T B (T ∗)−1 . ��������

2��� 
 �� ����	�� �	��(� ����+�	 �
	��! �	���*� B ����� �)��	�� �)������&# �� 

���� ������(� ������3���! 
 ��������# �������� ��	�� ����! ����� ������ ���)��	
���
��� )�! γm# ��� 
�-���
����� ���)��	
����� )�! �+�	 �,-�. Σmn ∈ spin(1, N − 1)�
/���� ��(�# ��(�	��� ������"� ��� B = I � η′ = 1# 
� ���	�� 
�-���
������� �	&��	�
��
���. �������
 ψ∗ = Bψ = ψ� � ���� ������3���! ��������1

B∗ ·B = B ·B∗ = εI2ν ��������

���+.�)��%� ����
��� ��(�# ��� �	���*	 B ����� +%�� ���
�)��	 � �)������&#
!
�!��! ε = +1# ��� )�! ��(�	���% p = 1 � q = (N − 1) 
%����!���! ���� ������0��#
��()	 N = 2, 4 mod(8) � ��-���
�,� �	&��	��
���� ���)��	
����!� ���	���# ���
�� ����
�� !
�!���! � )���	����%�� 4	 �	(	! �	���*� B �	 �����, � )�&��
��
������, �	���1 B = B1 + iB2# ()� B1,2 
�-���
���% � ����������% ���� ���
��
������3���� 
 �������� ��� ε = +1�# � �	
����
	 �������� 
%
�)�� [B1,B2] = 0�
5	��� �+�	 ��# B1,2 ��(�� +%�� �)��
������� )�	(��	�� �
	�% 
�-���
���%� ���
��(��	���%� ����+�	 �
	���� O1 Bi → OBiO

−1# 	 ������ ����� +%�� )�	(��	���
 �
	�	 � ���������	! �	���*	 B� � �� ����	��# �	� �	� B 6 ����	��	 ���� 
�����
������3���� 
 ���������# �% �����	�� B → OBO−1 = diag(eiβ1 , eiβ2, . . . )� �%+��	!
 	��� T ′ = diag(e−iβ1/2, e−iβ2/2, . . . )# �% �����	��# ��� B ���
�)���! ����+�	 �
	����
�������� � �)�������� 
�)� � ����-�, �	���*% T = T ′O� 7�	�# �% )��	 	��# ��� 

����	� 	�(�+�% C�(1,N−1) �	���*	 B ����� +%�� 
%+�	�	 �)������& ��()	 � ������
��()	# ��()	 N = 2, 4 mod(8)# ��� ��� �	&��	��
���� ���)��	
����� ����)��!���!
�����%� ������3����� 
�-���
������� ψ∗ = ψ�

• ������ ���� 	�
�� ���
 ��� ������� T � ������ � ������� ������������
��  !�"�!!# �������� B ��  !�"�$$# � ��������
 ������� � �%&��� N =
2, 4 mod(8)� '�������( �������� � ��������� �������� �%��&���� ��������
�� B1 = i σ3� B2 = σ1� B3 = σ2 ⊗ σ1 ⊗ σ2� ��������� ������������ ������)
���� ������& B ��  !�"�$$#�

����� �����	
�� ���� ��� ����������� 	�������

8 �����  ����! ������ �������%. (���� ���)���
	 9��*	 ����� �	���	���
	��

 �	����
� !
�%. '����� )�! �	 ������& ��� ����(� ���� 
�)���! �����
�)��%.

���� �������	�
��� �
���������� �
��� SU(2) � SL(2,C) ��

��� �������	�
��� �
���������� �
��� SU(2) �

SL(2,C)

����� �����	
������ ������ SU(2)

� �����	� ����� 
���� ����� ����� ��	� 
�������� 
������������� ���

 U(n) �

�������� n(n−1)
2

��
������������� ��	�� � n(n+1)
2

��� ���� �����	� ��� �!��"##� $�
������ %��� 
������������ ��&�� 
�	����' 
������������� ���

 SU(n)� � �����
�����( � �����	� ����� ��	� ���� 
������������) ���

� SU(2) � �������� ��	��
*	��� ���� �����	� ��� �!��+##� � ������ �����	� �� ����	'�� ������� �����	'��
���	����� 
������������ ���

� SU(2)( ������� 
������)��) ��� ��&�� $�
���
���( ��� ������������� ���

� SU(2) )�	)���) ����� S3( 
�%���� ��������� 
����
���������� 
�������� � �	) ����� S3( � �������������� ,����� ��
�	'��-��) �
���	����� ���������� 
��	�&���)��

$�
����� ���� �����	 ������� 
���� ����� �����#( ��� 	-�� %	����� U ���

�
.� SU(2) ��&�� ��
����' � ����

U =
(

α β−β∗ α∗
)
, |α|2 + |β|2 = 1 , �!���/#

��� α, β ∈ C� 0�	�&�� α = x0 + ix3( β = x2 + ix1 (xm ∈ R)( ����� 	-�� %	�����
�!���/# ���

� SU(2) 
�������	)���) �	���-1�� �������

U = I2 x0 +
3∑

k=1

i σk xk ,
3∑

m=0

xmxm = 1 , �!���!#

��� σk 2 ������� 0��	� �!�/�/ #( � I2 2 ��������) 2× 2 �������� 3� 
�������	���)
�!���!# �	�����( ��� ������������ ���

� SU(2) 2 %�� ����� S3( � U 2 ����������
�������� �	��� ��
����	���� ������������ ���� � �����	� �������� 
���� �����
�����#�

.-�� %	����� A �	����� .� su(2) ���	������) 
� ���� �������� ������-1��
τk = −iσk/2 �	����� su(2)4

A = Ψ · (nk τk) = −i Ψ
2
(n1σ1 + n2σ2 + n3σ3) , �!����#

��� Ψ ∈ R � �n = (n1, n2, n3) 5 �������� ������ � R3� 6��
������ ������� �n ��&��
�����' � 
���1'- ����������� ��	�� ϕ ∈ [0, 2π) � ϑ ∈ [0, π]4

n1 = sinϑ cosϕ , n2 = sinϑ sinϕ , n3 = cosϑ . �!���7#

���
�	'�����) %��
�������	'��� ������&����� � �
����	�� 
� %	������ A ∈ su(2)
%	����� ���

� SU(2)4

exp(A) = exp(Ψ · (nk τk)) = exp

(
−i Ψ

2
(nkσk)

)
. �!����#

$�
����� ���� �����	 �������� 
���� ����� �����#( ��� ���

� SU(2) ���&�� ���
������� ���

� SO(3)( 
�%���� ��� %	������ ± exp

(
Ψ (nk τk)

)
���

� SU(2) �����

�������-� ������ %	������ ���

� SO(3)4

O(Ψ, �n) = exp
(
Ψ · (nk Sk)

)
, �!��� #



�� ��� ������������� 	��
�������� ���		� SU(2) � SL(2,C)

��� ���	
��

S1 =

(
0 0 0
0 0 −1
0 1 0

)
, S2 =

(
0 0 1
0 0 0−1 0 0

)
, S3 =

(
0 −1 0
1 0 0
0 0 0

)
, ������

	���
���� �	
����
������ ��������������� ��
�� j = 1� �	���������
� ��	�����
�
� τ1, τ2, τ3 
 ����	
	��� ����	��� � R3 �� 	�� ���!" �e1 = (1, 0, 0)# �e2 = (0, 1, 0)

 �e3 = (0, 0, 1)# ��������������� $������% & �������� � �	���! '���
 ����(� � 	%� 

���)��%�) ��	� ��	
��
'�� 
� ��*������� (nk Sk)

3 = −(nk Sk)# ��% &������� ����(�
����'���

exp (Ψ · (nk Sk)) = I3 + (nk Sk) sinΨ+ (nk Sk)
2(1− cosΨ) . ����+�

,��� &������ ������ �	����
� � R3 �� ���� Ψ �� 	�� ��
# ���	�������! ����) �n#
��&���� ��% �	���� SO(3) ��*�� �'
���)# '�� Ψ ∈ [−π, π)# 
�
 ��*�� ���
���)
&��� 
���	��� 
 ����*
�) Ψ ∈ [0, 2π)�

-����� ������'��
� ��% &�������� �	���� SU(2)"

U�n(Ψ) = exp

(
i
Ψ

2
(niσi)

)
. ����.�

/��	
�� 0���
 σi ���������	%�� ������1��
%� σkσj = δkjI2 + iεkjiσi# 
�  ���	��
���� ��� 	��������

(nk σk)
2 = �n 2I2 = I2 ⇒ (i nk σk)

2 = −I2 . ����23�

0�&����# 
����)��% ���	���	��� 4�	���� ,!��	�"

exp(φ J) = (I cos φ+ J sinφ) ,

��� φ 5 ��	����	# I 5 ��
�
'��! ���	���	 
 J2 = −I# �� ����'��� ��% & ��������
����.� ���	
'��� �	���������
�

U�n(Ψ) = exp
(
i (niσi)

Ψ

2

)
= I2 cos

(
Ψ

2

)
+ i (niσi) sin

(
Ψ

2

)
=

=

(
cos Ψ

2
+ in3 sin

Ψ

2
, (n2 + in1) sin

Ψ

2

−(n2 − in1) sin
Ψ

2
, cos Ψ

2
− in3 sin

Ψ

2

)
,

����22�

 ���	�� ����������% � ����2� �	
 ����	� 
���	���� Ψ ∈ [0, 2π)� 6�!���
���)��# �	���
�
��% ������ 
 ����22�# �� ����'��� ������1��
%

x0 = cos
Ψ

2
, xi = ni sin

Ψ

2
, ����2��


�  ���	�� � �'���� ������ ������� ������	���% ��	����	
���
% �	����	��! �4�	�

x0 = cosχ , x1 = sinχ sinϑ cosϕ ,

x2 = sinχ sin ϑ sinϕ , x3 = sinχ cosϑ ,
����2��

���
 ������) ������
Ψ

2
= χ . ����2��

��� ����������	
 �	��	����	 � �����������	 ������� � ������������� Rp,q ���

��� ��	
��� γ2ν �
������� � ���������

��
����� � 
����	
���� ���� ��� �� ���  �	�!"# 	�� � �� �	�!" 
�$��
�%
�	�& N � '! �� ����� ��
�� �	��������	(�� �� 
����	
���� �
���! Spin(1, N −
1)# ����(�� �� �
���	�����	 ��&  ��	�!& ��� �& �p = 1� �
���! Spin(p, q)�
)������ ��*(#  	 +�����	! U ∈ Spin(1, N − 1) � �
��	��	� ������! �
���	��%
���	�� � +����������(�& ,
�� ���-��.�/

U = exp

(
1

2
ωmnΣmn

)
, Σmn =

1

4
(γmγn − γnγm) . ������0�

1���( ωmn = −ωmn 2 �����	����!� ��
���	
!# ���������� � ��
���	
��� �
���!
3
���� SO(1, N−1)# � �
�$����� Σmn �����
! 3� �
���! Spin(1, N−1) �����	�%

��	 �	�*����� ���-�-4� � ���-�-0�# ��� ���"��� ����($��	( �����%��	
��!
��������# ��������� 5	��	�� 	��6�#  	 � ���� ��&�	� ������.�# �������� +
��	�� �%
�
�6���� γ%��	
�� �! �����

Σ†mn = −γ0Σmn γ0 , ������.�

� ������	��(� ������ �����%���	�
��	� ������-� ��� U ∈ Spin(1, N−1)# �	
!�
$����! � +����������(�� ���� ������0�# $����!���	�� ��������� �
�$�

U † γ0 U = U γ0 U
† = γ0 . ��������

• ������ ���� 	
������ �
 2[N/2]� ������ ������ U � ��
����
������ ��� ��!"�

#����� $
�%��$$� � ���
�$���
& $'���
�������
& %��$$� SU(s, s)� %��
s = 2[N/2]−1� (�������) �
'$
���
���'� $���'�������� γ0 = Γ1 = σ1 ⊗
I
⊗(ν−1)
2 �'�� ���*��" ��� ���!��+""� � $����'� γ0 � ���%
�����
�� �����

7�� 6� ��� � � ���� ��� �� �
��� SO(p, q) � Spin(p, q)# �
���! SO↑(1, N − 1) �
Spin(1, N−1) ����(� �$�
,�! � �
���� Spin(1, N−1) ���6�! ���
!���	 �
����
SO↑(1, N−1)� 8��� 	�# �
���� Spin(1, N−1) �����	�� �����
���(�& ���
!�����&
�
���! SO↑(1, N − 1)�

)������#  	 ��
�������� ����
��� ψ � �
�	
���	�� R1,N−1 ��$!���	��
���	
� � �
�	
���	�� ���
������ �
���	������� �����
! 9��,,
�� C�(1,N−1)
���� 5�
�������� ������� :�($���( �	�*����� ������� � ��
�!�� 
�����	����
� �������� � ������4�# �! �
������ ��
������ ��
�6���� ��� ����
� ψ � �
%
�	
���	�� R1,N−1/

ψ = ψ† γ0 , ������-�

7���# � � �	� ��������# �
���� Spin(1, N−1) ��&�	���	 �� ����
! ψ � ψ̄ ���������
�
�$�

ψ → ψ′ = U ψ , ψ → ψ
′
= ψ U−1 , ��������

��� U ∈ Spin(1, N − 1)� ;$ ���� 
����	
����# �
���	������� � �������# ������	#
 	 ���� ��! 	��� tk1...kr = ψ(γk1 . . . γkr)ψ �
� ��&�	��� �� ����
! �
��
�$����%
��� �������� �$ �
���! Spin(1, N − 1) �����	�� ��� 	��$
! 
���� r�

������	
� �� :��	( N = 2ν� <�� ��	
��! B# $�����& � ��������# ����	 ���	

�����	��

BT = εB , BB† = I2ν . ��������



��� ��� ����������	
 �	��	����	 � �����������	 ������� � ������������� Rp,q

�����	��
 ��������	
 ��������� �������� 	 �������� � ���������	 ��������� �� �����
���� 
���� �������	
  �
 ���	! D� C 	 B"

D = γ0 , C = C , B = γ0C , ��������

 �
  ����#� ���!	��$��#� ��� ������	
 ρ ��#�%�� C�(1,N−1)� &��	!� ��������� '�'
�� �	 ��	 ����� 	#��( �����( ���$ � ���		� )�����	�� �� ���	!� B � �����
���
� ��������	( ������*�� # � '������ ε �� +��	�	 � ��� ������	
 C�(1,N−1)
	 � �������	������ ������ �����

ε = (−1)k+1  �
 ν = 2k − 1, 2k , ��������

�� ��� �� 	+ �����,�� � �'�� 	+ �%-	. /����� ���������  �'�+����. � 0���� ��		
����� ����� '���� �#�� ���������� 1��	�� �� � �%��� ����� ������ ��� ������	

ρ ��#�%�� C�(1,N−1)� ��#����� �����,�� � �'�� ��#����� ������2�� �� 	����

ε′ = −ε = (−1)k  �
 ν = 2k − 1, 2k ,

������	� �������� 	 ����������

• ������ ���� 	
������ ���� ��������
 ε� ε′ �� ����������
� ������������
C�(1,N−1)� ��������� �������������� ������������� ��� � �!� ������"����#
�� ���$�%! � &���'�� ��� �($! �� �����)
 B� *����� �� ���$�(! � ��� �($!�
�������� �����)' B � ����� �����

B = Γ1C = i σ3 ⊗ σ1 ⊗ σ2 ⊗ σ1 ⊗ σ2 ⊗ . . .︸ ︷︷ ︸
ν

. ��������

+�������� ��� �����)
 ��� �($! '���������,� ��-������� ���$��.!� /�� β2 =
−β1 = 1 � β1 β2 = ε ε′ = −1�

������	
� �� )�����	�� �� � ������ N������#� ���������� &	�'���'�#� ���	
����� N� ��3�������'	� ��	���� ��-����(� ��$'� ���	 N = 2, 4 mod(8)� �
��3��������3����'	� ��	���� ��-����( ��$'� � ������ N = 2 mod(8) ���� 4�	�
��� � � '��!� ��+ ��� �������

5�
 ���������� R1,N−1 � ������ ������#� �	��� 	+�����	3 N = 2ν+1 �����#	
���	! B� C 	 D ���� ��
(�
 � ��������"

γ†k = D′−1 γk D′ , γTk = (−1)ν C′−1 γk C′ , γ∗k = (−1)ν B′−1 γk B′ , ��������

# � �� �����	�	 q = 2ν� �' '�' p = 1� 6 �������� ���	!� γk (k = 0, . . . , 2ν − 1)
%����
 � ��� ������		 ��������� �����2�� � � '������ ����� ��3 �%��+�(-�3 ��
��%	���� ���	!�

γ2ν = (−i)ν γ0γ1 · · · γ2ν−1 , γ†2ν = −γ2ν = γ0 γ2ν γ0 , ������*�

'����
 ��	����
 � ������*� ����	���'�3 �'� ��%� 	��$ γ22ν = −I2ν � 7�.� 

	+ �	 � �������� ���	! B� C 	 D � ���������� ������ N = 2ν 	 ��� �
 ����	���
��������� � '����. �� � ��%��$ ���'� �� 	 ��� ��������(-	� ����� +�����	
�
q = 2ν� �� �������� 
���3 �	 ���	!B′�C′ 	D′ � ������������ ������N = 2ν+1

D′ = γ0 ,

{
C′ = C , B′ = γ0C , ν − ������� , N = 3mod(4)
C′ = γ2ν C , B′ = γ2ν γ0C , ν − ����� , N = 1mod(4) ,

������,�

��� ������������� 	��
�������� ���		� SU(2) � SL(2,C) ��

��� ���� �	
��� ��������� ����������� ��
�� ������
����� �
������� �	�����

χ ∈ [0, π) , ϑ ∈ [0, π] , ϕ ∈ [0, 2π) ,

��� ���
������� � ������������� �	��� �������������� ����� Sn ��
�!����� �
�����
� ����� "����� #$ ������ ����� �����% & ����� ���� �
� "'%#%'$ �� �����

U = I2 x0 + iσk xk =

(
cosχ + i sinχ cos ϑ , i sinχ sin ϑ (−iϕ

i sinχ sin ϑ (iϕ , cosχ− i sinχ cos ϑ

)
. "'%#%)�$

*������ ��� � ������ ����	��������� ����	�� 
�	�� �
����� U�n(Ψ) ∈ SU(2) 
�������� � "'%#%+$ ���������� � �������
���� ����,

U�n(Ψ) = U −1
ϑ,ϕ · exp

(
i
Ψ

2
σ3

)
· Uϑ,ϕ , "'%#%)-$

��� Uϑ,ϕ = U�e2(ϑ) · U�e3(ϕ) � "��% "'%#%))$$

U�e2(ϑ) = exp
(
i
ϑ

2
σ2

)
=

(
cos ϑ

2
sin ϑ

2

− sin ϑ
2

cos ϑ
2

)
, U�e3(ϕ) = exp

(
i
ϕ

2
σ3

)
=

(
ei

ϕ
2 0
0 e−i

ϕ
2

)
.

"'%#%).$
/����
� "'%#%)-$ �
����� �� ������0���� (niσi) = U −1

ϑ,ϕ · σ3 · Uϑ,ϕ ������������ �
������ ��������
���� "'%#%).$%

• ������ ��� �	
����� ��	 ������������ ���� dμ(U�n(Ψ)
)
�� ������ SU(2) ���

�������������� ��������� ������� ����� ���

dμ
(
U�n(Ψ)

)
=

1

2
sin(ϑ) sin2(Ψ/2) dΨ dϑ dϕ . "'%#%)1$

 
������! �	"�	��	���"� ����"��#� �#��$����� ��� ���# �� ������ SU(2)
�"�� ������ ������� � ����	% ��"�� 
�����

dμ(g) = −&'
(
∂g

∂yi1
g−1 · ∂g

∂yi2
g−1 · ∂g

∂yi3
g−1
)
εi1i2i3dy1dy2dy3 ,

��� yi ( 
		������# �� �������

2�
�� ��� ������	���� ��� ���� �������������� ������ SU(2) ������� ��
���3
���� �
������� �	�����% 4���
������ ��������� α � β �������� � ��������
����
"'%#%)$ ��!�� ������� ��� α = ρ1e

iξ1 � β = ρ2e
iξ2  ��� ρ21 + ρ22 = 1% ���
� ���� ��
��

���	��� ������ ����������,

ρ1 = cos
θ

2
, ρ2 = sin

θ

2
, ξ1 =

1

2
(φ+ ψ) , ξ2 =

1

2
(φ− ψ) ,

�� ��
����� �
������� �������������� �
������� ������ SU(2),

U =

(
cos
(
θ
2

)
ei

1
2
(ψ+φ) , sin

(
θ
2

)
ei

1
2
(φ−ψ)

− sin
(
θ
2

)
ei

1
2
(ψ−φ) , cos

(
θ
2

)
e−i

1
2
(ψ+φ)

)
= "'%#%)+$

= U�e3(φ) · U�e2(θ) · U�e3(ψ) =
(
ei

φ
2 0
0 e−i

φ
2

)(
cos θ

2
sin θ

2

− sin θ
2

cos θ
2

)(
ei

ψ
2 0
0 e−i

ψ
2

)
. "'%#%'5$



�� ��� ������������� 	��
�������� ���		� SU(2) � SL(2,C)

������	
���� �������� �
������ 	�	����� �	�	�����	� ��������
 ������ SO(3)

 �����	� ����
 � ���	 ���� ����� �� 
 �	����� ����� ���
� !	�� "���  ��#
���������� �	�!� ����
����
� SO(3) = SU(2)/Z2�

$	���	 �����%&�' �������� ����	������ � �����%� �� ������������ 
�(��� �(�	��� 
������� ���� ����
 φ, θ  ψ� ���� 
�(�� 
	)��' �	�����' �� �������
	� ��

�� ������ SU(2) 
 "�����	�	� φ, θ  ψ� *	�����' !�� ��� ������ SO(3) �(�	��+
������� ����
 � ���	 φ, θ  ψ 
�(�	���� �����,-� �(�	���

SO(3) : ψ ∈ [−π, π) , θ ∈ [0, π] , φ ∈ [0, 2π) . ������%�

.�� ��"���� 
�� ������ SU(2) ��/��� S3� � ����-+, �	��� �����%&�' 
 ���!	�
��	��	���� �(�	�� ������� �
�� �/��!��"� ����
 φ, θ ������%�' �� ���)��
����)�+

SU(2) : ψ ∈ [−2π, 2π) , θ ∈ [0, π] , φ ∈ [0, 2π) , ��������

���	
��� ����
	� ������� ���	 ψ 
 ������%�  ���������� �� �	"�� 
�(��� �(�	��
������� ����
 �����	 SU(2) �
	)�� �	"��
	�� ������ SO(3)  �������� U�e3(ψ)'
����-� 
 ����
���� �������� ���	
	' �(�	��,� �����, ��������� U(1) 
 SU(2)�
������� /	"� ���	��(��� �	� �)�' "���	 �� (���� �(��)�	�+ �/��!��"�
/��"� �	 ���������� ������	���
� SU(2)/U(1)�

���!��"���' !�� �	�	�����	�, ��������
 SU(2) � ����-+, ������	
����
�����%%� ��	����� � ����-+, ���������� �/��!��"� ����
 �����%��� �� �������
���	�+ � �	�	�����	�� SU(2) 
 �����	� ����
 � ���	 �����%&�' ��� "����� �
��+
� �	�	����	� xm ������	
���� ������� ���� 
� ���	
��� � �����%��  �����%���

x0 = cos θ
2
cos φ+ψ

2
, x1 = sin θ

2
sin φ−ψ

2
,

x2 = sin θ
2
cos φ−ψ

2
, x3 = cos θ

2
sin φ+ψ

2
.

��������

����� �������	�
��� �
���������� �
��� SU(2)� SL(2,C) �

SO(3)� �����
��� �
����������� ������� �����
�

0	������� (���� �����(�� ������	
���� ������ SU(2)' 	 �	")� ������ SO(3)�
*	� ��#���)���� (���� ������� ��!	�+ �	")� ����	�+��� ������	
���� ����#
�� SL(2,C)' ��� "������ ��
����� 
 1	��!	� �� 
 "���� �	����	 ���  "������
�	������� 
� 
�	���������	!��� ����
����
 � ������	
����� ������ SU(2)�

���+����+ �(���	!���� s = u1, t = u2' 

������� 
 �����%�'  
��	)����
�������� ��� (	����� 
�"����
 T jm(s, t)2

T jm(s, t) =
(
(j +m)!(j −m)!

)−1/2
(u1)j+m (u2)j−m , ������3�

�	�4�� �,(� ��������� ������ ������5� 
 
��

P2j(s, t) = ψα1,α2,...,α2j
uα1 uα2 · · ·uα2j , ��������

��� "��������� ψα1,...,α2j
∈ C �(�	��,� ������!�� �
 ��� ������!���� ���#

�
����� uα1 · · ·uα2j � ������ �	��	 2j� 6	"� �(�	���' ������	���
� V2j+1 �������#
��� �������
 ������5� �������	���
� ����
������ ������	
���� T (j)� �"

	#
������ ������	���
� ������!��� �������
 �	��	 2j� *	�����' !�� �(-�� ����#
������ ������	 �	�� 
 �	����� ������� ���
� !	�� "���

��� ����������	
 �	��	����	 � �����������	 ������� � ������������� Rp,q ���

• ������ ���� 	
���� ���� ������������������� �
����� � ��������� 
�������
��� ����������� R1,1�

����� ����	
� C�(1,N−1) � ����
��� �
���� Spin(1, N − 1)� ����
��
� � �
��
����� ���������� R1,N−1

� ���� 	
��� �� ������� 	
�����	�� ��������� 
���	� C�(1,N−1)� 
�������
	��
���� � �	���	
������ ����������� R1,N−1� ����	� ���
�
� ������������� 
��	��� ||ηmn|| = diag(+1,−1, . . . ,−1)! "
��� ���#
 �
���$��
� ��������� ���
��$���%� �
� �
� ��� ����&� ����#���� �	���$�� � '����! ��
#
� 	
��
����	�� ���#
 #����� #���
 ���	�� N = 2ν!

(	$� ����� �	���%% �	��	
���
�� )*!+!,-� �
�
��� ��	
�����

γ0 = Γ1 , γk = iΓk+1 (k = 1, . . . , N − 1) , )*!�!�*-

�� �
�	��� Γk ���#��%���% ��	��%���� ������&��%� )*!+!�- 
���	� C�2ν �
�������� ��	��� � 
 �
�$ ���� �
�	���� � ��#������ �� '
���	
 (−1)ν ����
�
�
���� � )*!+!,*-.

γN+1 = (−i)(ν−1) γ0γ1 · · ·γN−1 ⇒ γ2N+1 = I2ν )*!�!�/-

�
�	��� )*!�!�*- ��	��%�� ��	������� 2ν��	�� �	���
���� ρ ��% 
����
	� 0��''�	�
 C�1,N−1� �
� �
� �� ����	���� ��� ��������	%�� ��	��%����
������&��%� )��! )*!�!+--

γm γn + γn γm = 2 ηmn I2ν , ||ηmn|| = I1,N−1 . )*!�!�,-

���	� ����	��� �	���
���� )*!1!�- �
�	�� Γk� ����
 ����
��� )*!+!��-� )*!+!21-�
)*!+!2�- � )*!1!++- �� ���

γN+1 = (−1)ν σ⊗ν3 ,

γ∗m = (−1)m ηmm γm = (−1)m γ0γmγ0 , γTm = (−1)mγm , )*!�!��-

γ†m = ηmmγm = γ0γmγ0 , )*!�!23-

−C γmC = (−1)m γm , γTm = −C γmC , C2 = I2ν , )*!�!2+-

�� m = 0, 1, . . . , N − 1� 
 �
�	��
 C ���
 ����
 � )*!1!2-! ���	� 	
������ �
)*!�!2+- ����� �� �	���� 	
�����
 � )*!�!2+- � �������� ��$����
 � )*!�!��-! �
����������� � )*!1!�-� )*!1!+3- �
�	��� C ��$�� �
���
�� � ���

C = (−i)k−1 γ0γ2 · · · γN−2 (ν = 2k) ,

C = −(i)k γ1γ3 · · ·γN−1 (ν = 2k − 1) ,
)*!�!2�-

�� k = 1, 2, 3, . . . !

• ������ ���� �������� ��
������� 
������ � ������ ����� ���� � !"����#$
��� ����% !"�����$& 
���'���� ����� �
������()��� ����� ������ !"����*$�



��� ��� ����������	
 �	��	����	 � �����������	 ������� � ������������� Rp,q

��� ��	
��	�� ������� 2ν��
���
 ����	����
 ����	�� ψ ���	����	����
 �
��	�������	� Rp,q� � �� 2ν−1��
���� �
��
����� ����	� ξ � η�

ψ =

(
ξ
η

)
≡
(
ξα
ηα̇

)
⇒ ψL = PLψ =

(
ξα
0

)
, ψR = PRψ =

(
0
ηα̇

)
, ������ �

!�
 ξα � ηα̇ (α, α̇ = 1, . . . , 2ν−1) " �	��	�
��� ���������� ����	�	� ξ � η� #��	�$�	�
���
 ���
��	� � �	%�	� α̇ � �
� �	%�� α 	��&'��	�$ � (�
%��� � )��
� ������
* +����
 ����	�� ψL � ψR �������, �		��
����
��	 �
��� � ����� ����$����
����	�������� -.
 !	�	�,�/ %�	 ����	� ψL ��

� �
�&�/  ψR " ���&� ����$�	��$�

#� 	��
�
�
��� ������ � � ��	���� ��	
��	�	� PR,L ��
�&
�/ %�	 ����$��
 ����
�	�� &�	��
��	�,�� �		��	0
��,�

1

2
(I2ν + γ2ν+1)ψR = 0 ���

1

2
(I2ν − γ2ν+1)ψL = 0 . ��������

1&��$ ����$��� ����	� ψR ���	!�%�	 ψL� ,��,
��, 
.
 � ��	��	����� ����	�
�	�/ �	�	��� &�	��
��	�,
� &��	��� �
.
���
��	��� ������2�� 3	!�/ �� &���
���
�������� � �	��
��
� +	��&�� � ���4� 5� ��
�&
�

0 = (I2ν ± γ∗2ν+1)ψ
∗
R(L) = (I2ν ± (−1)ν+qB−1 γ2ν+1B)ψ∗R(L) =

= η′∗B−1(I2ν ± (−1)ν+qγ2ν+1)ψR(L) ,
������4�

!�
 � �	��
��
� ��
����
 �� ���	�$�	��� ������2�� 3��� 	���	�/ &��	��, 6�
��
�
�	���6 �������� �	��
���� � &��	��
� ��	��	�	��� ������2� �	�$�	 ��, ��&%,
%
���� (ν + q)/ ���/ ��%
 !	�	�,/ ��� (p − q)/2 = 2k/ !�
 k 7 �
�	
 %���	� 8�	�%�
�
�$�	 9�� &��	��, �	'�	 �����$ � ���


N − 2p = 0 mod(4) ⇔ s ≡ p− q = 0 mod(4) . ��������

: &%
�	� &��	��� ���4�� �/ �����4�� �&.
���	���, ��	��	����� ����	�	� ������2�/
��	����
��
����
 ����	�� �	!&� ���$ 	��
�
�
�� �	�$�	 � ��
�&�.�� ��&%,�

p = k mod(4) , N = 2 k mod(8) ⇔ s ≡ p− q = 0 mod(8) , ������5�

!�
 k = 0, 1, 2, 3� ;��	!�%�	/ ��, ��
��	���	��	����� ����	�	� �����4�� &��	��,

�
��
�	��� �������� � ��	��	�	��� ψ = η̃′ B̃ψ∗ �	��
���� ��'
 �	�$�	 ��� ���
�	��
��� ��������� 1	9�	�&/ � &%
�	� ��	�	� ���	%�� � �����4��/ 6��
��	6���	��	�
�
��
����
 ����	�� 	��
�
�
�� � �
� '
 ��&%,� ������5�/ %�	 � 	��%��
 ��	���
�
��
����
 ����	��� 8��
���/ %�	 & ��	����
��
���	!	 ����	� %���	 �
����
����� ��	��
������ �	��	�
�� ���	 2ν−1/ �	 
��$ � %
���
 �� �
�$0
/ %
�
%���	 �
�������� �
.
���
���� �	��	�
�� & ����	���	!	 ����	��

���	
���

�� 1&��$ p = 1 ���	�������	 <���	���	!	 R1,N−1�� 3� �� ��	��	����
 ����	�
�� �&.
���&�� � 9�	� ��&%
 �	�$�	 ��� N = 2, 4 mod(8) ���� ���4�� ��/  &��	��

��	�	!��	���	��� �������� � 9�	� ��&%
 ������
��, �� N = 2 mod(4)/ �	 ��
����%
�/ %�	 ��	����
��
����
 ����	�� �	!&� ���$ 	��
�
�
�� � ��	�����
���� R1,N−1 �	�$�	 ��, N = 2 mod(8) = 2, 10, 18, 26, . . . / %�	 �	!��&
��, � ������5��
�� 1&��$ p = N / q = 0 �
�����	�	 ��	�������	 RN�� #� &��	��� ������5� ��
�&�

�/ %�	 ��	����
��
����
 ����	�� �	!&� ���$ 	��
�
�
�� � RN / �	�$�	 
���
N = 8 mod(8) = 8, 16, . . . � ��	� '
 �
�&�$�� �	�&%
��, � � ��&%
 p = 0/ q = N �

����� ����� ���	��
	� �	� ������� ��
�	 �
������ �����	���

��� ������������� 	��
�������� ���		� SU(2) � SL(2,C) ��

• ������ ��� �	
����� ��	 
	��	����� ψα1,...,α2j
�� �������� ������� � ����������

�� αm �� �������� �		��	������� ψ1, . . . ,1︸ ︷︷ ︸
j+m

,2, . . . ,2︸ ︷︷ ︸
j−m

=
√
(j +m)!(j −m)! αm

(2j)!
�

� ����������		 � 
����� 	 
����� ������	� ��������� g = ||A α
β || ������ SL(2,C) 
	

������ ��
� �� ���	���� ������ uα1 · · ·uα2j ∈ V2j+1 	���� �	�

uα1 · · ·uα2j → T (g) · [uα1 · · ·uα2j ] = uβ1 · uβ2 · · ·uβ2j A α1
β1

A α2
β2

· · ·A α2j

β2j
. 
������

 �� ������	� ����������!���! �� �	������ "���	��#		 ��"	$ �������% �� ���& ��
���	����&��� ���������� ���	���� 
������% !��!'(	��! ��"�����	 � ������������
V2j+1 ����	���	���� �����������	! T (j)� )������� ����������� ���#����� 
��*��
	 
��*�+% ������	� 
������ �����	�������! "�" ������������	� "����	��� ��"�����

������% �� ���& "�������� ψα1,...,α2j

�	�����	,���� ������ ����� 2j-

ψα1,...,α2j
→ [T (j)(g) · ψ]α1,...,α2j

= A β1
α1

· · ·A β2j
α2j

ψβ1,...,β2j . 
������

�����	��! ���������	� ��!���� ���	������	! �����������	� 
��� ������ �������

������ ,���	 "�	�	% �� �	�	�% ,�� ������������ V2j+1 �	�����	,��$ �������� ψ
����� 2j ���.��� � ������������ V2 ⊗ V2 ⊗ · · · ⊗ V2︸ ︷︷ ︸

2j

% ��� V2 / ������������ ������0

���� �������!'(��� �����������	! T (1/2)� 1�	 ���� �����������	� T (j)(g) ��������
g ∈ SL(2,C) ��������� � V2j+1 "�" ��������% ���	������ � �	�� ���������� ���	���0
���	! ��������$ ���������� 
��� 
������ 	 
������-

A⊗ · · · ⊗A︸ ︷︷ ︸
2j

= T (1/2)(g)⊗ · · · ⊗ T (1/2)(g)︸ ︷︷ ︸
2j

≡ (T (1/2)(g))⊗2j . 
�����+

2�"	� �������% ����	���	��� �����������	� T (j) ���.��� � �����������	� (T (1/2))⊗2j %
�������'(�� � ������������ V⊗2j2 � 3���	�	 ������	% �����������	4 (T (1/2))⊗2j ��	��0
�	��% 	 � ��� �����.��		 �� ����	���	��� �����������	!� �����.	��! ����������0
�	� T (j)% �������'(�� � ��������������� V2j+1 ⊂ V⊗2j2 �	�����	,��$ �������� �����
2j 
�� ����� ����.���& ���� 5�"� ����� �������� �	.� � �������$ ����� � �������

�����	�
��� ���� ���������� ������� ������� 2j �� ���������� (ū1, ū2) =
(s̄, t̄)� ����������� �� �������� ������� ������� T̃ jm(s̄, t̄)� ����������� � ������
�������� � ��
������ �� ��� ���� !� ����� ��������� � ���"��#��$

T̃ jm(s̄, t̄) ≡ (−1)j−m T
j

−m(s̄, t̄) =
(
(j +m)!(j −m)!

)−1/2
(ū1)

j+m (ū2)
j−m , ���"����

�����������% � ����

P 2j(s̄, t̄) = ūα1 ūα2 · · · ūα2j
ψ
α1,...,α2j

.

&����  ��������� ψ
α1,...,α2j ∈ C �� '� ������� ��������
��� ������ ���	� 2j�

(�	����� �����)� �����	� ������������� ���"��*� ��%  �������� ψ
α1,...,α2j

����� ���

ψ
α1,...,α2j → [T (j)(g) · ψ]α1,...,α2j = ψ

β1,...,β2j
(A−1) α1

β1
· · · (A−1) α2j

β2j
. ���"�"+�

,� �� ������� ��������
��� ������ ψ �����������%  �����	��������� �� ����-
.����  ������������%� ���"��*� ������� ψ� �� ���� �� ������������ ��������
���



�� ��� ������������� 	��
�������� ���		� SU(2) � SL(2,C)

�������	 ψ ��
����	
�� �����
	����� T
(j)

� �����
��
�������� � �����
	����� T (j)�
������
	����� ��
 �������� � �������� 	 �����
���� �����
 �
��	
���� �����������
��� ��� ����������� !���� ����"�� �
��� �����
	����� "���� �"��#�
�$�� �
���
	 �
����
% ��� � 	 ����$�& '
��� ������

����	�
��� (���	������ �����
	����� T (j) � ����	����	��)�� �� �� �����
	�� 

��� T
(j)

� �
� ��� ���� SL(2,C)� �
� � ��� ���� SU(2)� ��
��	
���� *�	�	
���� 
���� � ���	������ ���� 	 ����
 � ���)$� ���"�
��	
��&

εα1β1 · · · εα2jβ2j ψ
β1,...,β2j

= ψα1,...,α2j
, ������+�

'�� � �'�	������$� ������� �� ,����� �����+��� ��*���� �
��� 	 *��� �
����� ��
����-����������� ���$�� �
 �
���������� ����	�����% �����
	����& T (j)� ��� 
'������ �
�#�� '�� � ��������� ����#������ �����
	������� T (j)∗ ����
-��
������$�� ��
�� .�� ����
���% �
���- A ∈ SU(2) �� ����� A∗ = (AT)−1� ��*�� 
�� 	 ���'
� ���� SU(2) ��������� ����#����� �����
	����� T (j)∗ ����"%�����
��������� ����'$ �
���-� ��������� ��	
�
�� � �����
��
������� �����
	���� 

�� T
(j)

� �������� �
� �� ���$�� '�� ��
�
��� *�	�	
������ T (j)� /����
 �������� '��
��� ���� SU(2) �����
	����� T (j) *�	�	
������ �	���� ��������� ����#���� 
�� �����
	����� T (j)∗� /��
�� ��� ���� SL(2,C)� ������� �� �
���
���	
��
�
� 	�)���	����� 0���������� ����� �����
	����� T (j) � T (j)∗� �
� #� �
� �
�����
	����� T ( 1

2
) � T ( 1

2
)∗� ��*�	�	
������ ���� 1
��'
��� �� 	 ���-� �
����
 �����

(�*�	�	
������� �����
	����� T (j) � T (j)∗ ���� SL(2,C)� 
 �
�#� �% �����
����	������� 	
#�� � ��'�� ������ ,���'����% ����#���& � "���� ����"�� �" 
��#�
�$�� �
�� 	 ����$�& '
��� ������

(
&��� ����$ �	��& 	�� �����
	����& T (j)(g) *�������	 g ���� SL(2,C)
���� ���� SU(2)�� /��
���� T (j)(g) ��&��	��� 	 �����
���	� V2j+1 � �% �
� 
��-� "���� �
��
�� 	 "
���� ������	 ������2�� ������3�� 4���
��� �
	��
� ��������
������� � ������2� ����� T jm(s, t) �� ��&��	�� �
 ���� *������
 g = ||A α

β || ∈ SL(2,C)
���"�
������ 	 ���������& ������ ������ 2j ������)��� 	��
5

[T (j)(g) · T jm](s, t) = T jm(s
′, t ′) =

(sA 1
1 + tA 1

2 )
j+m (sA 2

1 + tA 2
2 )

j−m√
(j +m)!(j −m)!)

= ��������

=
j+m∑
k=0

j−m∑
k′=0

√
(j+m)!(j−m)!

k!k′!(j+m−k)!(j−m−k′)! (t
k+k′s2j−k−k

′
) · (A 1

1 )
j+m−k(A 2

1 )
j−m−k′(A 1

2 )
k(A 2

2 )
k′ ,

��������
��� 	 �������� �
	����	� �� 	����$��	
���$ ,������& "����
 ($����
� 6���$
�
�0�� ������ �������� 	 	��� ����&��& ���"��
-�� "
�����% ������	 T jm′(s, t)
(m′ = −j,−j + 1, . . . , j − 1, j)� 7��"�� ����$��	
�$ ����������

n! =∞ �� n < 0 , 0! = 1 , ������3�

������� ����	����	��� 
�
����'������ �����#���� ,
�����
�$��& ,���-�� �
�
�
��
 ,���-��5 n! = Γ(n + 1)� ��� �
��� ���������� ��#�� ������$ ������
�������	
��� 	 ��������� �
� �
� ,
�����
�� 	 ��
���
���� �
	�� "������'�����
	�� ������	 �������	
���� 8��� ���#��$ m′ = j− k− k′� �� m′ ���#�� ��"��
�$

��� ����������	
 �	��	����	 � �����������	 ������� � ������������� Rp,q ���

ε̃ ψ� ��� �� ��	
��������	� 
�	������ �	������ � ��������� ����� ������� �	�����
����������	�� ��������� ������� 	������	����� ���
����������� ������ �������� 
� 
��	����	������ ���������� ��
��������!��� ������ � 	��!�� ε̃ = +1� "�� �#
���� p ↔ q �� ����� ε ↔ ε̃ � �	����� ε̃ = ±1 ��$ 
���	�������� ������� C�(p,q)
�
�����$��	$ � �������� ���%

ε̃ = +1 , ���� q−p = −2, 0 mod(8) ; ε̃ = −1 , ���� q−p = 2, 4 mod(8) . ������&�

'��� (� �������� �������� � ������� 	�����)���$ � ��������� * !�	���	�� ��$
C�(N−1,1) 	����	�� ������&� �� ����� ε̃ = +1� ��$ N = 2, 4 +,-(8) �	������� 	 ������&�
� 	��!�� C�(1,N−1)�� ����� ������� �	����� 	�.�	�������$ ���������	�� 	
������
� N#������ 
��	����	��� /�����	���� �� ���	�� �� ����� �	
������	$ �� �������
-012(+1,−1, ...,−1) ��� ������� -012(−1,+1, ...,+1) �3�� ����� � ��$ ��!������ N 4
	�� 5����(����� �������

��������� �	 * ��!���������� 	��!�� N = p + q = 2ν + 1 ��$����#	�
�$(�����
	
���� ������6� � �
���7�$ ��$������ 	�
�$(���$ ������8� �
�����$9�	$ 	 
���.�9
�����7 C′ � B′

ψ
C→ ψC = ηC′ ψ̄T = ηC′(D′−1)T ψ∗ = η′B′ ψ∗ , ��������

��� η, η′ : ;����� ���(������ � ��	� �� �	
�������� �����&��� 5	����� ��������#
��	�� ������<� �B→ B′� ��$ N = 2ν + 1

ψ = ψC ⇔ ψ = η′B′ ψ∗ , ������6�

��� (� ��� � � !���������� 	��!��� � 	��� �	����$ �����&�� 	���	����	����� �������
�	�� ε = +1� �� �	�� 
�� ��
������� �	����� �����&��� �����&&�� =�
������ ��$ ��!��#
��������� 
��	����	��� /�����	���� R1,N−1 �	����� ε = +1 ��������	$ �������
����� N = 1, 3 mod(8) �	�� ;������ �����&����

"��	�������� �	� ����(��	�� �
��������$ ���������	�� 	
������ >&�?�


��������� ����� ����� 	��
��� ������
����� ��� η = Ip,q� ������� �����
���������� �	���
��������� ��� �����
�� ψ ����������� ��������	 ��
��	�
���  �� !����	�
��"� ���!�� (p + q) = 2ν = N #

ψ = η1B ψ∗ , γ∗k = −B−1 γkB , ε = +1 ⇒ (p− q) = −2, 0 mod(8) ,

ψ = η2 B̃ψ∗ , γ∗k = B̃−1 γk B̃ , ε̃ = +1 ⇒ (p− q) = 0, 2 mod(8) ;
������8�

$�� ��� ��!����	�
��"� ���!�� (p+ q) = 2ν + 1 = N #

ψ = η3B
′ ψ∗ , γ∗k = −B′−1 γkB′ , ε = +1 ⇒ (p− q) = −1 mod(8) ,

ψ = η4B
′ ψ∗ , γ∗k = B′−1 γkB′ , ε = +1 ⇒ (p− q) = 1 mod(8) ;

������<�

"�� ���������� ε% ε̃ �������� � ������&����' �(�)��*�% �(�)�$)� � �(�)�+$�% � ηk ,
������ 	��-����� �����% !�� ηk η

∗
k = 1�

*�����	$ � !����������� 	��!�9 (p + q) = 2ν� "����$	� ������	��� 
���	���#
������ ������<�� �
������� ��� 
�������� ������<�%

PL =
1

2
(I2ν + γ2ν+1) =

(
I2ν−1 0

0 0

)
, PR =

1

2
(I2ν − γ2ν+1) =

(
0 0

0 I2ν−1

)
. ������@�



��� ��� ����������	
 �	��	����	 � �����������	 ������� � ������������� Rp,q

��� � = 0 ��	
��� (ψ̄ ψ) � (ψ̃ ψ) ������	���� �� ������� � �������� �����	 �	���
�	���� �������������� ����������	 � 	�
���������	 	������	� ����	��
�	���	������� �	������ �
�� (ψ̃ψ) � ��
 ������!���� �������� ���� ���"#����� $��

�%��& � = 0 � φ = ψ� �� �	��� � 
� ��
&�� ��
� ε′ = (−1)g� ' (��������� �
 �	�
(−1)g = −1 � �� ����� ε′ = −1 ��� ���
	��� )����%����� ����� ���� ���*�*�� �
���*��*�� ��	
�� ���� ��
&�� ����	 N = 2, 4 +,-(8)�

������	
� �� .�
� ������� ��	 �$����	 ψi �i = 1, 2� �� ������  �
���� �����
���������� ������/� �
� �	%���� �� �$������ ��%�� �	
�%��& ���!	����  �
����
�������������� � �
���� SU(2) �������������� 01�2�

ψi = η′ εij B ψ∗j , (εij = −εji , ε12 = 1) , �����*3�

������� �	�����
	���	�� ����"#����� �	��������&  �	������ �����*3� � ���$
�����
��$��%����� � ���  �	������� ��
&�� � �
 �	� ε = −1� 4	��� �"�	���  �
����
�����*3� �	������ ��	��	�����  �
���� �	���	������� ������� ���" �� ���� ���"�
ε = +1�

������	
� �� 5 $����&� �	���6� B̃ �	�	���� � ����&�� ������!���� � ���*��3�7

γ∗k = B̃−1 · γk · B̃ , ∀ k ∈ (1, . . . , 2ν) , �����*��

�� �$����
�� ��� ���� �	������� ��$��%���� ���	����� � ������8��

ψ
C̃
= η̃′ B̃ψ∗ , �����**�

��� η̃′ 9 ��������� (	����� ���%���
& |η̃′| = 1� 5$���� �����**� �$����	�� �$��
���� � ���������� $�� (���	6�� ��������# � $�����	��������# �������	�
�����	� ��
��	���� �� $������� � :$����
���� ����� 	 ������ $�����	���������
����������� �������	�� xk ���������� �� $�
�%���
&��� �����6	��
&���� ���$��
����	� ��	���	
&��� ������������ 4	� �	� �� �"���� �"���	�	�� ���
� ��������#
�������	� �	� p 	 ���
� $�����	��������# �������	� �	� q �� �$���� �����**� �$��
���	�� 	����	���6 � $�����	����� Rq,p ��"�	���� ����	��� �	 $������ ��������
q, p� � ��������

η = (+1, . . . ,+1︸ ︷︷ ︸
q

,−1, · · · − 1︸ ︷︷ ︸
p

) .

��� Spin(q, p)�$���"�	���	���# ������� ���
	��� $�	��
	� ���*��1� �	������ ��$���
%����� �$���� ψ

C̃
�������� $� ��� %� ���	��	����� �	��� 7 ψ

C̃
→ U ψ

C̃
 ���

� �$���� ψ� ;�� $����
��� ������ ��� ���� 	�	
��  �
���� �������������� � �
��
��� �	���	�������� � ���$
������ $�����	����� F $�����	�
���� �� $$� Spin(q, p)
���	����� �  �
����� ������/��

ψ = ψ
C̃

⇔ ψ = η̃′ B̃ψ∗ . �����*��

5$�����  ���
���������� �	���  �
���� �����	 �	���	�� �������	�
�������
���	�� <��$
������ ��$��%���� ������� �	������	 � �����*�� �	�� ψ = |η̃′|2 B̃ B̃∗ ψ =

������������� �	
������ ��������� ������ �� ���� ��������� ��������� ������� �������� ��
�����!! � �"#��� �� ���$ ��%�& $�'� (����� ����$�� ��� ������� �'�����" ����$ ��
�������������) ������ $ ������) ������ �������& �����#���� pkp

k−m2 = 0 �� pkp
k+m2 =

0� '�� pk * $��������" �������  m * ������ +� ��#����� ����$����"# ������%��& ��'�	�"
,������� γkγn + γnγk = 2ηknI ��� �$���� ���'�) ����� �������� ���$��

��� ������������� 	��
�������� ���		� SU(2) � SL(2,C) ��

��� ����	
������� ��	��
� ��� ����� j 
 ��� ��������� ��	��
� ��� ���������
j� ������� � ������ 	���
 �������� ��
���� ������ T jm′(s, t)� �� ����	���

[T (j)(g) · T jm](s, t) =
j∑

m′=−j
T jm′(s, t)D(j)

m′m(||Aαβ ||) , ��������

 �� g = ||Aαβ || 
 ���
!"�� ���# (2j + 1)$������ ����
�� D(j) � %��������


D(j)
m′m(g) =

∑
k

√
(j+m)!(j−m)!(j+m′)!(j−m′)!

k!(j−k−m′)!(j+m−k)!(k−m+m′)!
· (A 1

1 )
j+m−k(A 2

1 )
k−m+m′

(A 1
2 )

k(A 2
2 )

j−k−m′

������&�
�������� ����
��� ����
���
�� � �����������
� T (j) %������� g ∈ SL(2,C)� '��
����
� D(j) 
���� ����� ��������(

D(j)
m1m2

(||A α
β B

γ
α ||) = D(j)

m1m3
(||A α

β ||) D(j)
m3m2

(||B α
β ||) , ������)�

����!�*+�� 
  ������,����
 ������-��
� T (j) �T (j) . �����������
��� /����
��

	�� ��������� ������)�� � �	���� ���� � �
�� ������&� ����
� D(j)
m′m� ������������

����� ����� �������	�� ����
�
��#��� ��-������
0���	�������� �����������
� T (j)  ����� SL(2,C)� ����������� � ��������� �� ��$

������ ��
������� � 	�� ��-�� ����
�#�� ���������������� ����
�� 	�� ����
��
||D(j)

m′m(g)|| �� ��
����� ��� ��!������ g = ||Aαβ || ∈ SL(2,C)� '�����
���#��� %��
$
���� �����!� ��!����� T jm(s, t) ������
�� � ������ ���������� � ���������

j∑
m=−j

T jm(s, t)
(
T jm(s, t)

)∗
=

(|s|2 + |t|2)2j
(2j)!

������1�

���-�� ���� �� ���# 
����
������ ��
 �����������
�� �������� � ��
������ ���$

�
��� ||D(j)
m′m(g)||� /���!� ����� 	�� ������ 	���# ������1� �� ����������� ��
 ��$

!
� �����������
��� !� �� ��������� ����
�� g = ||Aαβ || ∈ SL(2,C) �� ��
�����
�����
������ ��������� �����������
� ������� �� �������*� !������
	��* ,��$

��( |s|2 + |t|2 = |s′|2 + |t′|2�� 2���
�������# ����
� ||D(j)
m′m|| ����
�
���#��� ���!��#$

!� !���	�������� �����������
� ��!����!����  ����� SL(2,C) ��� �� ����
������

3�� �� ����� ����
�� ||D(j)
m′m|| � %��������
 ������&� ������*� ����� ���	����#���

��������

�����	
���� ����� ������� ||D(j)
m′m(g)|| �	
��
	��
�� ����������
�� ������

SL(2,C)� ����

�� � ��������� ��������
�
� �����	 	��	�	
��!
� ������ ��"
����� j � ������������� ��������� ��" �	������� j�

�������������� 4��#���# ���-��������
�� �����5)�� 
����
��� �������� ��-��
�����
���# � �
��

(s1t2 − s2t1)
2j = (2j)!

j∑
m=−j

(−1)j−m T jm(s1, t1) T j−m(s2, t2) =
= (2j)!

∑
m,m′

T jm(s1, t1) η
(j)
m,m′ T

j
m′(s2, t2) ,

��������

�������������	 �
����������������� � 
����������
��� ������ � 
������
������� ����� ����

� ������� ������� ������ ��
�� ������



�� ��� ������������� 	��
�������� ���		� SU(2) � SL(2,C)

��� �� �	
������� ��
������

η
(j)
m,m′ = (−1)j−mδm,−m′ , ��������

��� ���
�� �����
η
(j)
m′,m = (−1)2mη(j)m,m′ = (−1)2jη(j)m,m′ ,

� ������������ ��� �����
���� η
(j)
m,m′ = η

(j)
m′,m ��� ����� j � ��������
����

η
(j)
m,m′ = −η(j)m′,m ��� 	�������� j�  ���� ����
������� ���
�� ������!� ��������"
�� 	
��#
�$������ ������%� �� 	�������& �� ��
��� �������� �#����� �����'(��
�������� ����
�������

D(j)
km(g) D(j)

k′m′(g) η
(j)
m,m′ = η

(j)
k,k′ ⇒

D(j)(g) · η(j) · (D(j)(g)
)T

= η(j) , ∀g ∈ SL(2,C) ,
������)�

��� ��
��� ||D(j)
m′m(g)|| $����� � �������� � �	
�����' 	
���������� T (j) �
�		�

SL(2,C)� *���
� ��
��� ��
��� ||η(j)m,m′ || 
����

η(j) · η(j) = (−1)2jI2j+1 , ��������

���& ��	�����& I2j+1 + �#�$����� (2j + 1)"��
��' ��������' ��
����  ������
����� j �� ����� (η(j))2 = I2j+1& 	�,��� ��#������� $������� �����
����� ��"


��� ||η(j)m,m′|| 
���� (±1)& � �� ��-�� ���������$���� ��& �� ��� 	
��� ���"
��
��� ��� 	�����"���������� ��
��� ���� .�$��� ������� � 	�
��� ���� ������/

Ip,q =

(
Ip 0
0 −Iq

)
, p+ q = 2j + 1 . ��������

0���� ������ �#�$������ 	
����������� (p × q) � (q × p) ������� #�����  ,��
������ ������� ������)� �	
������ ��� ���� g ∈ SL(2,C) ��������
��� ��
���

||D(j)
m′m(g)||& ,����������� 	�����"�
���������� ��
����& 	
���� ��� ����� j

�� ����� p = j + 1& q = j& � ��� ������� j ����� p = j& q = j + 1�

• ������ ��� �	
���� ��������� �������� �������	� p � q� �
� �	�	 ����
� �
���� ��
�� j ��� �	 ������� ���	�� � �		�����!"�� �	 �������
�������� ������ #$���%&'�

1�� 	�������� j ��������
����� � ������
��� ��
��� ||η(j)m,m′ || ��������
�������� ��������
�� �-����� (η(j))2 = −I2j+1 � � 	���(�' 	
��#
�$������ ,�"
����������� ��� 	
������� � �����
���� ���� ���	���������� ��
��� ����
.�$��� ������� � 	�
��� ���� ������/

J =

(
0 Ir

−Ir 0

)
, 2r = 2j + 1 , ��������

��� 0 �#�$����� ������' (r×r) ��
����  ,�� ������ ������� ������)� ,����������
������' D · J · DT = J ��� ���	���������� ��
�� D�

������������ 	
� (j − m) ����� �������
 ��� ���	���� ��� ��� ���� j � ��������� �

���
��� �� ������ ����
� �
���� η
(j)
m,m′ ����� ±1�

��� ����������	
 �	��	����	 � �����������	 ������� � ������������� Rp,q ���

��� η� η′ = ε ε′ η � 	
���� ���������� �  �
����
� �������� �� ��������
����
���� ���!��"�� ���!��#� ��� �
���$ D� C� B� %��& ����'�
��
��( ��������� �
�)
��$
 C �
��
���� �������� 	��
����� ����
����
� *
������ +�� ��������
���������� ����
$�� C �
��

(ψ
C
)
C
= η′Bψ∗

C
= BB∗ ψ = ε ψ ,

�� ���� �
 ���
,��,�� ������
� �������� C2 = I ��
���&���� ����,�  ��&+
�
ε = +1� -�� Spin(p, q))����'�
��
���� �������� ����
��� ��
��
� ���!����� �
�����
����������( , ψ ������ ψC �������� �� ���& �� ,�
��
�����& �
,��&. ψC → U ψC �
+�� � ������ ψ� /�� �������� ���� 
�
��� &����� �0����������  ,�����,�)
��� ������
���� F ������
����� ��&��� Spin(p, q)  ��� ,�
��
������ ������)
1���� ψC = η′′ ψ� ��� 	
���( ��������� η′′ '�� ���
��+���� �'0����� ����� ��)
������ �
��� �����$�� �
, ,
, ��� ����� &'�
�� ���������������� ��������� η′

 ������"��

������	�
�� ����� ������ ψ� ��	�
� �	��� ������	� ����������� ������� ψC �
�� ��� ���	��	������� ���������� 	���	������

ψ = ψC ⇔ ψ = η′B ψ∗ , ������#�

���
	���� ������������� ������	��� �����
 Spin(p, q)� ����	��� 	 ����
�������	 ��������	���� �������	� ���
	���� ������������ ������������

���

-� ���������� � �
(��
���,�( ������ ψ �����
�� +
���$�� ���
�
 0�� �� ��)
��� 
���+
���$
��� 2
,�� +
���$� ��� � �&���� 3��,���+��,�� �
���� ��
���

���+
���$� ������������� �� ��
,& � �
�� �� 
'��� ���( ���+��� �
���& +
)
���$���
4� ������ &�
�����  ������#� � ,�����,��� ������������ , ���& &�
������ �

&+���� ���!�5"�� ������� ������1���� ψ = BB∗ ψ = ε ψ� ,������ ���
+
��� +�� ���
�&0����
��� �
(��
���,�� ������� ���'������ ����� ε = +1� 6�������& 0��
��&+
� '��� ����+������  ���!�!��� ���!��5�� % +
�������� �
(��
���,�� �������
�&0���& �  N)������ ������
���� 7��,��,��� R(1,N−1) ���� +����� N� ���

N = 2, 4 89:(8) .

*
������ +�� &����� �
(��
������ ������#� � ����0� �
���� ���!��"� �����
�������
��  ���.

ψTC−1 = ζ ψ†D−1 ⇔ ψ̃ = ζ ψ̄ , �����!;�

��� ζ = η′ε′β1 = η′ε < 	
���( ���������� =�&���� ���
��� ��� �
(��
���,��
������� ψ ���
,��,�� ���������� �����!� � ��+����� �� ��������� ζ ���
�
��
� ����������� ���������

• ������ ���� 	
���� ������ �������� �� ������ ���������

2
,�� �'�
����  ���& �����!;� ��� �
(��
���,�� ������� �� ������� > ,�������)
�
�� ������� �,
��
 ��� �
���� �� ��+����� �� &�������� �
 	
�& ζ� ������
�
� ,��������
�� ��������� =�� ���
,��,�� �������  �'0�� ��&+
� 3�� �� �
,�



��� ��� ����������	
 �	��	����	 � �����������	 ������� � ������������� Rp,q

����� ����	
�
� 
�������� ���
�
� � ��
�������� Rp,q

� ������	 �
���� C� �
�
���� �� ������ ��������� � ��������� � �
����
C′� �
�
���� �� ������ ��������� � ������ �� ��!�� ��������� ��� ���"� � ��#
������� $ �������� ����
�	 ����%!��% ������� ��� ����
 ������"�� �����
�&���
'��� C � �&��� ��"'
�  '����(�  ��'����( ��������

ψ → ψ̃ = ψTC−1 , ��������

)�� ψ̃ �$
���
���%� $
$  ψ̄� $����
)�
������� $ ψ �������� *������������ ��
������ ������� )�"��� Spin(p, q) �
 ����� ψ ����%!����� ����� ψ̃� �
�
���� �
��������� � ��" ������ +���"�� � �������� ����&�
�"���% �� ��
��" �������� ,�-���"
��)�
��� �����.� ���'�� ��


t̃k1...k� = ψ̃(γk1 . . . γk�)φ = ψT C−1 (γk1 . . . γk�) φ , ������.�

�� ������ ������� )�"��� Spin(p, q) ����
 ���"� ��&% $
$ $��������� ������
 �
�)

� �� ������ )�"��� SO(p, q)� / '
������� �$
�%���� ���������� ψTC−1φ �#
�
�
���� ����������� Spin(p, q)#����&�
���
�� �������  �
$� �&�
��� %��%���%
SO(p, q)#�$
�%����

• ������ ���� �	
����� ��	 
	��	����� �������� ��� ����	����	�	 ������ ���
�� ��� ��! ���	"���	#��!�$ ��!�	�	# ������� �	�����	 ���#!��� �����%� !
��	#���#	�� � ����� &!� �	'����#��(

ψ̃ γk1 . . . γk� φ
)
= ε′ (−1)�(�+1)/2+g

(
φ̃ γk1 . . . γk� ψ

)
, ��������

��� (��� (−1)g ) �� '�� ��	 ! # ������ ��*� +
����!�, #	��	��	#���� #�	�	-
(	����	- !� ���.�����

*
��� �� &"��� �
���
���
�� � �������� '���������� ��"'
� N = p + q =
2ν� 0�'���������� ��"'
� &"��� �)��
��
���% ����
����� � ������	 �
����
B� $����
% �
�
�
 � ������� ��������� � ��������� �������� ����� ����� ��
+���"��

ψ
C
= η′Bψ∗ , ������1�

)�� η′ 2 ��$������ +
����� ���!����� |η′| = 1� / ������� '
�� $�) &"��� ��#
$
�
��� '�� �� p = 1  ��������� ��������(  ������
��������( $�����
� �
Rp,q �
$� $
$ -�� ����
�� � 3�������� ������ ����� ������1� &"��� �����
�� ��#
����"	 ����	�
���� �� �������	 $ '
����� �����
���� ������� ψ4 ����� 
�!� &"��� �
���
�� ����� ������1� �
�%����#����%!����� $ ψ�

3������ '�� �
�%����#����%!����� ����� ������1� ��!�� ��������� � ����#
��	 �
���� C� *�% -��)� ���
�� ��
�"	 '
��� ������1� '���� �
���" C  ����#
��
�� ����
�	 C �
�%����)� ����%!��% � ���

ψ
C→ ψ

C
= η′Bψ∗ = ηC(D−1)T ψ∗ = ηC ψ̄T ,

ψ̄
C→ ψ̄

C
= ψ†

C
D−1 = (η′)∗ ψT B†D−1 = (η′)∗ ψT C−1 ,

������5�

��� ������������� 	��
�������� ���		� SU(2) � SL(2,C) ��

�����	
��� ��������	 
����� � ������� ��	���� 
������ ���������	�� � �����
����� �!��� 
���"�#

(ss̄+ tt̄)2j = (2j)!

j∑
m=−j

T jm(s, t) η
(j)
m,m′ T

j

m′(s̄, t̄) = (2j)!

j∑
m=−j

T jm(s, t) T̃
j
m(s̄, t̄) , 
����$�

 �� T̃ jm(s̄, t̄) = η
(j)
m,m′T

j

m′(s̄, t̄) % �&������ '������� ���	���� ��	���� '��� ������� �


������� (��	��	�	������ ��)�	���  �&��� SL(2,C) �� ���	�� T
j

m′(s̄, t̄) ���*�� ���+
����	���� � ��)�	���� 
���$� ,	�)  �&��� �� ���	�� T jm(s, t)� � �� �����

[T (j)(g) · T jm](s̄, t̄) = T
j

m(s̄
′, t̄′) =

j∑
m′=−j

T
j

m′(s̄, t̄)D(j)
m′m(g) . 
������

-���� ����'���������� ���������� (s̄′, t̄′) ���������� � 
����.�� �� ��������	���	�
/&��0�� 
����$� � /���&�� 
���$� 	��*� ����&�	 ����� ����'��������� ��� ����+
��� T̃ jm(s̄, t̄) �&����� � '����� 
������#

[T (j)(g) · T̃ jm](s̄, t̄) = T̃ jm(s̄
′, t̄′) =

j∑
m′=−j

D(j)
mm′(g−1) T̃ jm′(s̄, t̄) . 
����1�

2	� /���&�� ������'�	�� ��� � ������)3���

-���	�� 	������ !	� ��� �4��� ���	������ ����!�������4 �����������4 ����+
�	������) ���  �&��� SL(2,C)� ����*����� ��3�� ��*�	 '�	� '�� ��������) ���+
������ � ��� ��&!�� �� ������	��) ��� �&��� SU(2)� 5�� ,	� � � /���&��4 
������
� 
����� % 
������ ���'4����� ����	� ��	��0 g = ||Aαβ || ∈ SL(2,C) ����������	�
	����� &��	����� ��	��0� U �� ��� �&��� SU(2) ⊂ SL(2,C)� ��	���� �����	����+
�	�� � ���� 
������ 5�� ����'��������) 
������ � ,	�� ��&!�� �� �����

(s ′, t ′) = (s, t)U = (s α− t β∗, s β + t α∗) , 
����.�

� /���&�� 
���$� � 
����� ���������	�� ����&���� �'�����

T jm(s
′, t ′) = [T (j)(U) · T jm](s, t) =

∑
m′

T jm′(s, t)D(j)
m′m(α, β) , 
����"�

 ��

D(j)
m′m(α, β) = D(j)

m′m(U) = 〈j,m′|U |j,m〉 =

=
∑
k

(−1)k
√

(j+m)!(j−m)!(j+m′)!(j−m′)!

k!(j−k−m′)!(j+m−k)!(k−m+m′)!
αj+m−kβk−m+m′

(β∗)k(α∗)j−k−m
′
,


���$��

|α|2 + |β|2 = 1 � �&���������� ���	 �� 0���� k�

• ������ ��� � �	
����� ��	 �������� D(j)
m′m(α, β)� �������� � ��������� �	��	

������� � 
	���
��	� ����

D(j)
m′m(α, β) = A

(j)
m′m(α, β) (∂y)

j+m′
(y − 1)j+m (y + 1)j−m

∣∣
y=2αα∗−1 ,

A
(j)
m′m(α, β) ≡

2m
′−j
√

(j−m′)!√
(j+m′)!(j−m)!(j+m)!

· αm′+mβm
′−m ,


���$��

��� ∂y =
∂
∂y

� |α|2 + |β|2 = 1�

������ �������� ��� ��	�
 ��� ������������ T (j) �	���������� ����� 	��������������� ����

�����������



�� ��� ������������� 	��
�������� ���		� SU(2) � SL(2,C)

� �������	 
� ����������� ���������� ����������� 〈j,m′|U |j,m〉 ��� ��
������

������ ||D(j)

m′m(U)|| ���
���� U ∈ SU(2) � ������������ T (j)�  ����� �����������
��!"����� ��
� � ������� � � ����#�� ��������$�� !�����
�� %����
��& ����'
�!�� ���
� �����������
�& �����(���� �����)*	 � �����)+	 � �!��� g−1 = U−1 ∈
SU(2) 
�"�� ������� ��� ��������

〈s′, t′|j,m〉 = 〈s, t|U |j,m〉 =
∑
m′

〈s, t|j,m′〉 〈j,m′|U |j,m〉 , �������	

〈j,m|s̄ ′, t̄ ′〉 = 〈j,m|U−1 |s̄, t̄ 〉 =
∑
m′

〈j,m|U−1 |j,m′〉〈j,m′| s̄, t̄ 〉 , �������	

,�� �,���� �������	& �����)-	 � �����-	 
� ����"������

〈s ′, t ′| = 〈s, t|U , 〈s, t|j,m〉 := T (j)
m (s, t) , ������)	

|s̄ ′, t̄ ′〉 = U−1 |s̄, t̄ 〉 , 〈j,m|s̄, t̄〉 := T̃ (j)
m (s̄, t̄) . �������	

.�
���
& ��� ������ �������� � �������	 � �������	 
�,!� ���� ���!���� �� !�����'
�����/ � ����� ��
������/ 0��
!�

U |j,m〉 =∑
m′

|j,m′〉 〈j,m′|U |j,m〉 , �������	

〈j,m|U−1 =∑
m′

〈j,m|U−1 |j,m′〉〈j,m′| , ������+	

,�� �������� U ����
���� !"� �� ��� (2× 2) 
������& � ��� ���������$ ���
���
,�!��� SU(2)� 1�� ���
 ������� |j,m〉 � 〈j,m| � �������	& �������	& �������	 � ������+	
���"� ���"�� ��
��������� ��� ���������� �������& ��������� � ���2�2*	 �
���2��*	� 3�����(���� �����)*	& �������	 �������#� �� �������	& ��� ��� ���� ���$
0��
!�� ����!��  �!�����
 �������
 〈s, t|& ������$ !������������ ������)	� 4��'
��,����
 ������
 �� �������� ������+	 �������#� �����(���� �����)+	& �������	�
5��
!�� �������	 � �������	 ����#�� �����,�
� ������� �2�2�+	& ���!�����/ ��'

� � 6������ ��� ��� ��!"����� ����������$  ������ 3�����(���� ������+	 ���"�
������������ � ���������/ �����������/

〈j,m1|U · U ′|j,m2〉 =
∑
m3

〈j,m1|U |j,m3〉 〈j,m3|U ′|j,m2〉 , ∀ U, U ′ ∈ SL(2,C) .

������-	
%������& �� 0��
!� �������	& ������+	 � ������-	 ���!��& ��� ������� |j,m〉 ���"'
�� ������������ ����!# ���
! ������/ �������� � ���������� ���������
�,�
������������ T (j) ��������  �2�2��	 � ������)		7

j∑
m=−j

|j,m〉 〈j,m| = I .

8��& ��� 9����"����� ����� ���������� �� ������ ��� 
����� �����������$
���
����� ,�!��� SL(2,C)& �� � ��� 
����� ||D(j)

m′m(α, β)|| �����������$ ���
�����
���������������	��
� �������
 t−2j 〈s, t|j,m〉 � �����
� ����	�	 �	���	 ��������
� s/t = z

�������
� ���	��� ����	�
 � ���������
�� ����������� ���������

��� ����������	
 �	��	����	 � �����������	 ������� � ������������� Rp,q ���

• ������ ���� ��	
� ��������� �� ������������ �����
������� ��� ���������
��	 (Δ+⊗Δ−) � (Δ±⊗Δ±)� ���
���� ������� � ������� � !"�������
���
�
� #
��������� ������ ����"
 � � #$���
%�� � 
��� �
� ��������&'�� �����
�
������� T [1] �������
�� � (Δ+⊗Δ−) ��� ��
��� r = ν� � � (Δ±⊗Δ±) ���
����
��� r = ν ≥ 3�

• ������ ���� (������
%� �
� "�������
� ������ � ��
�������� ������ ����
 ��$�
��� "�����"���� ���������� �����&'�� �$����)(

ψ (γk1 . . . γk�) φ
)∗

= (−1)�(�−1)/2+g φ (γk1 . . . γk�) ψ , ��������

*�� +�� (−1)g ���������
�� � ���
��,���� φψ = (−1)gψφ� 
� ��
% +�"
��
(−1)g ����� +1� ���� ���
�
% "�������
� �������� ψ � φ "����
���&'���
� ����� −1� ���� ���
�
% "�������
� �������� ψ � φ "�" ��
�"����
����
&'��� ��
�
��
�"� -�����.���"� � 
� ��
% !�����
��� ��*�$�� /��������
���� 0���� ����� � #"�����) ������%���
%�� �����	 +������	 � ���1��� �

�	

����� ����� ������������ 
���	� (p+ q) = 2r+1� � ��� 
���	� ������
������� ����
	������ T [1m] (m = 1, . . . , r− 1) ������ SO(p, q) 
����
��  �����

	������� T(m) 	���!�� so(2r+1,C) 
� 
	�"��� ��
	�� λm# $����� !��� �	�� �
�����%&�� '���
	������ T [1r ] ������ SO(p, q) 
����
��� ������������� ����
	��
���� T ′(r) 	���!�� so(2r + 1,C) 
� 
	�"�� $����(���� ��
�� �����%�� � 
�����	�

����� 
����)�
� � ��(����� ����(������� (ρ⊗ρ) ���* �����������* 
�������*
����
	���������� ρ = T(r) 
� 
	�"�� +���	���	����� ��
�� λ(r) �( �����%&� �
��
,	���	��� �� � ����	(���� ������� -�� ������ Spin(p, q) �p+ q = 2r + 1� �������� �
.�� ������������ ����
	������ ρ = T(r) � $��	��	������� $ ���� ����
	������
ρ̃ �$���	�����# 	$ $	$ ���� ��
� �
�����

(UT)−1 = C′−1 U C′ , ∀ U ∈ Spin(p, q) ,

��� �	��/	 C′ ���������	 �� ����� 
����"���� � ������0�� '����� �	(��)����
�����&�� ����
	������ (ρ⊗ρ̃) 
��	������� � ��� ����(������� (ρ⊗ρ)� 1	$�� �!�	(��#
�������� .�� ����
	������ T ([1]) ������ SO(p, q) �	���!�� 2� so(p, q)� 
����)��

� � ����
	������ (ρ ⊗ ρ)# �� ������)�	� ����� �
���	���� � $��/� ���$	 �

�	(���	 ������ � ��# �� �
� $������������ ������������ ����
	������ 	���!��
2� so(p, q) ��)�� ��
���� $	$ �������
	������ � ��(����� ����(������� T⊗M(r)


�������* ����
	������ ρ = T(r)�

� (	$� ����� �	����� ����	(���	 �����# �� +������ �����&��# �����&��# �����&3�#
�����&4�# ������&� � �������� �
� �� �� ���� $	$ �	(��)���� 5��!"	67���	�	 ��� ���
(������ ����(������� 
�������* � ����
�������* ����
	������ 	���!�� so(p, q) =
spin(p, q) ������� Spin(p, q)��

������������ �	�
 ����� ������� ��� � �������� 	����� N = 2r+ 1 �� �������������� ���	����
����� ρ± ������� C�(p,q) ��������� �� ������������� ��� ���� ���	�������� ��� �	� ���� ��
��� �� ��� 	�������� ���	�������� ρ = T(r)� ������� !� so(p, q) � ������ Spin(p, q)




��� ��� ����������	
 �	��	����	 � �����������	 ������� � ������������� Rp,q

������	��
������ ���
��������� Δ̃+ � Δ̃− � ������������� Ṽ+ � Ṽ−� �����������
�������������� ��������� ξ � η� ������ �
����������� ��������

ξ
1

2
(1− γN+1) = ξ P− = 0 , η

1

2
(1 + γN+1) = η P+ = 0 ,

�� ���� ξ = ξP+ � η = ηP−� ������� �������� ���������� P±γk = γkP∓ � P±P∓ = 0�
� ����� �������� � �� ��� ����� ������������!

ψ± γ[k1 · · · γk2i] φ∓ = 0 , ψ± γ[k1 · · · γk2i+1] φ± = 0 , �"���#$!

	
� ψ± = ψP± � φ± = P±φ� %���� ��	�� �� &����� �"���#'! ��� m = r ���
���
������(����

(−i)r+q
r!

εi1...irk1...kr (ψ γ
[k1 · · · γkr] φ±) = ±(−1)[ r2 ]+q (ψ γ[i1 · · ·γir ] φ±) , �"����)!

�� ����� ��	����� ����
������ �����!����
������ �������� � �'�#��)!� ��������*
� t(+)i1...ir = ψ γ[i1 · · · γir] φ+ �������� ����
������ ���������
������! ������
���� ���������� ([ r

2
] + q) ����� ��������!� � ��������� ��������� t(−)i1...ir =

ψ γ[i1 · · · γir] φ− �������� ����
������ ���������
������! ������� ���� ������*
���� ([ r

2
] + q) ������� ������!�

+ ���� ������(���� �"���#$! � �"����)! ����� ���	���� � ����� ����� �������*


���� ���������� ���
��������� (Δ±⊗ Δ̃±) � (Δ±⊗ Δ̃∓) ��	��� so(2r,C)� ������
������� �� �"���#�!� ��
�� ���������� � � �������� ���
��,�� ����������

�����	
���� ����� ����� r ≡ ν = N/2 � ���	
�� �
��

Δ± ⊗ Δ̃∓ = T [1] + T [13] + · · ·+ T [1r−1] ,

Δ± ⊗ Δ̃± = T [∅] + T [12] + · · ·+ T [1r−2] +

{
T

[1r]
± , ���� ( r

2
+ q) ∈ 2Z≥0 ,

T
[1r]
∓ , ���� ( r

2
+ q) ∈ 2Z≥0 + 1 .

�"����#!

����� r ≡ ν = N/2 � 	����	
�� �
��

Δ± ⊗ Δ̃∓ = T [1] + · · ·+ T [1r−2] +

{
T

[1r ]
± , ���� ([ r

2
] + q) ∈ 2Z≥0 ,

T
[1r ]
∓ , ���� ([ r

2
] + q) ∈ 2Z≥0 + 1 ,

Δ± ⊗ Δ̃± = T [∅] + T [12] + · · ·+ T [1r−1] .

�"�����!

����	�� � 	��	�� �	��� � ����	����� �������� � �������� �
������
��	� � � �!�
"
#�	� $
�%�� %� �&���� ������� ��
&�� � 
&
�	���	� � T ([1k])�

-��� &����� 
�� ����� ���� �"����#! � �"�����! ��
�� ������� �� � � ���
���
����� � ����� 
���� ������

• ������ ���� �	
��	�� �	���
�� ��
����� �	���������� T [1m] � Δ± ⊗ Δ̃∓ 
Δ± ⊗ Δ̃± � 	��������� ��������  ��������� ������� �	����� 	��!�	�
���
2r−1 · 2r−1 = 22r−2 �	���������� � ���"� ������ �

��
#��� �������� 
�������� � 	��!�	�
���$ �	���������� � �	��"� ������ ��������  �������� ���

��%
 �
��
���
������ &
	!'��! dim(T [1m]) = N !
m!(N−m)!

 dim(T
[1r ]
± ) = N !

2 (r!)2
�

��� ������������� 	��
�������� ���		� SU(2) � SL(2,C) ��

�������	
 ����� SU(2)� �	��� �	�	� � 	������ 	� ������ SL(2,C)� �	����	�����
������������� ��������� ������ � ����� SU(2) 	��!��"��� ���������∑

m

D(j)
mm′(α, β) D(j) ∗

mm′′(α, β) = δm′m′′ ,

��� ��� #����	�� ������� ������$� 	������	 ����������� 	��	�����%�	 ���	&��!	��'
��
 �������� �� ���� ����������	��� ����������	
 (	�� |s|2 + |t|2� �	!���)�
 �
����	
 ����� ������$�� ��� ���* �������* �������* ���	&��!	�����* ������$���

+! ���	
 (	���� ������ � �������� ��	

D(j)
m′m(−α,−β) = (−1)2j D(j)

m′m(α, β) , ��������

�	#�	�� ��� ,��* j = � #������ ������ � �� ����"��� ��� !����� U → −U � 	��'
!��"��� 	��	!������ (���,���� �� ������ SO(3)� #�������� �	�	�	
 �		����'
����"� ��� ±U ∈ SU(2)� -�	 	!������� ��	 ������	���� ������������� ���������
������ � ����� SU(2) ��� ,��* j = � ����"��� 	��	�������	 ������	����� ����'
����������� � ��� ����� SO(3)� ������ #�� ������������� ��������"� ��� �	'
����	����� ������	���� ������������� SO(3)� .	������� �����/����� �	/�	
�	�����% �����"0�� 	&��!	�� 1����� SU(2) 2 ���������%��� ������"0�� �����
SO(3)� �	#�	�� ��� �	����	����� ������	���� ������������� SO(3) �	���/��'
�� � ��	/����� �	����	����* ������	���* ������������
 SU(2)� �	�	�� ��'
����"��� ,���� � �	��,���� ��	���,����%��� ������� j� 3������� �	��!��%�
��	 ������������� ��������� ������ � ��� �	��,��* j �� ����"��� �������������'

�� SO(3)� -�	 ������� �! �	�	� ��	 ��� �	��,��* j (���,�� D(j)
m′m(α, β)� �	�����	

��������� ����"� !��� ��� !����� U → −U � �� �	��� &�% ��������������� �����
SO(3) �� 	&��	� ����������

4&���� ��� #������	� �����, �����5� ���������!�,�" �����55�� ������� ���� ���'
/� �����5��6

α = cosχ+ i sinχ · cos ϑ , β = i sinχ · sinϑ · e−iϕ ,
�	��� �	#((�,���� ������ � !������"��� � ����

D(j)
m′m(χ, �n) = eiϕ(m−m

′) (1−sin2 ϑ sin2 χ)j

(−1)m′ (sinϑ)m−m′
(cos ϑ−i ctgχ)m
(cos ϑ+i ctg χ)m′ ·

· ∑
k

(−1)k
√

(j+m)!(j−m)!(j+m′)!(j−m′)!

k!(j−k−m′)!(j−k+m)!(k−m+m′)!

(
sin2 ϑ sin2 χ

1−sin2 ϑ sin2 χ

)k
.

������ �

4 ���������!�,�� #������	� U ∈ SU(2) � �������* ���	� -
���� �����5��6

α = cos (θ/2) ei
1
2
(ψ+φ) , β = sin (θ/2) ei

1
2
(φ−ψ) , ������5�

� �����

D(j)
m′m(φ, θ, ψ) = 〈j,m′ |U(φ, θ, ψ) | j,m〉 = eim

′φ+imψ d
(j)
m′m(θ) =

= eim
′φ+imψ

∑
k

(−1)k
√

(j+m)!(j−m)!(j+m′)!(j−m′)!

k!(j−k−m′)!(j+m−k)!(k−m+m′)!

(
tg( θ

2
)
)2k−m+m′

cos2j( θ
2
) .

��������

���� ���������� 	��
�������� T (j) � 	��������� �	���� j ���
� ��������� 
��������

	��
���������� SO(3)�



�� ��� ������������� 	��
�������� ���		� SU(2) � SL(2,C)

����� �	�
��� U(φ, θ, ψ) ����� � ��������� � 
 ���	�	� � �������� �������

d
(j)
m′m(θ) = 〈j,m′ |U�e2(θ)| j,m〉 =

= cos2j( θ
2
)

√
(j+m)!(j−m)!(j+m′)!(j−m′)!

(tg( θ2 ))
m−m′

∑
k

(−1)k tg2k( θ
2
)

k!(j−k−m′)!(j+m−k)!(k−m+m′)!
,

��������

������ �������� D!������ 
� "�#����� $������ �������� �%��&���� � ����!
���' (����' �	�(� '� )�%��
��� %�	�*�
 θ = φ = 0 � ��������� ��#�� � ��	� ��#��
(�� tg( θ

2
) = 0 � � �(���
 ���(���+ ��������	�� � ���
�����	�� �� ���+ ��

 %� k

�*���� ��	��� �	�#��
�� � 2k = m−m′ = 0� " ����	����� 
 %�	�(��


〈j,m′|U�e3(ψ) |j,m〉 = D(j)
m′m(0, 0, ψ) = eimψ δm,m′ ,

m′, m = −j,−j + 1, . . . , j .
��������

" �	����&�' �����	�' 
 %���*�
� (�� �����(����� �������� %������������
������� ,�*������ %�	���
 ,�*����� � -�./��� ���*���� (����D!�������
"�#�����

• ������ ��� ��	
��� �� �������� �	��
���� ���������

D(j)
jm =

(
(2j)!

(j+m)!(j−m)!

) 1
2
tgj−m( θ

2
) cos2j( θ

2
) ei(jφ+mψ) ,

D(j)
mj = (−1)j−m

(
(2j)!

(j+m)!(j−m)!

) 1
2
tgj−m( θ

2
) cos2j( θ

2
) ei(mφ+jψ) ,

������0�

D(j)
m′m(φ, θ, ψ) = D(j)

−m −m′(−ψ, θ,−φ) . ��������

����� �����	�
��� ������ � S2 = SU(2)/U(1)� ���������
�����
� � SU(2) � SU(2)/U(1)

�������� ��		
�
 �
������� �
�	
 ������������� ��� ����������� � 
���� �
	����������
��
��		�� � ������� �������� ������� � ����� ����
� ����� �	��� 

! ���������� �
������� �� 	�"�� ��	�� ��� #$ % &'( )����	�
� D(j)
m′m(U) = 〈j,m′ |U | j,m〉

������ 	�����
����� ����������	�� T (j) ������ SU(2) ��� ���� j *
����	
 ��
���� +�����,
!���� #-�
���� �������� ����� ������� ����
� ����� �	���(� )����	�� #$ % &'( 
������ �
�	��
������� .�	���� 	� ������ SU(2)� �
 ���� 	� �.��� S3 *

��������		
� ���� �� 
���	������
�
���
 )����	���� #$ % &'( ��� ����� 	�
���������	�� j = �� �
 
	� 
������ �
�	�� �������
.�	���� 	� �	
�

����� ������ SO(3)� �
 ���� 	� RP

3 #	��
�	��� ��
 ����������	�� T (�) �
������ � ≥ 0 ����������� ��� �
	��	
���	�� 	�����
����� ����������	�� ������ SO(3)( 

! ����	��"�� � )�
� ������ �� ����� �
��
������ �������������� #$ % /0(� #$ % $'( )����	,
�
� U ∈ SU(2) � �����	�� ���
� 1����� φ, θ, ψ 1����	�� U(φ, θ, ψ) ∈ SU(2) ��������� 	� ����	��
����
�� |j,m〉 ����
�	
�
 ��
����	���� V2j+1 ����������	�� T (j) �
����	
 #$ % &2(3

|j,m〉 → U(φ, θ, ψ) |j,m〉 =
j∑

m′=−j

|j,m′〉 D(j)
m′m(φ, θ, ψ) . ��������

��� .�	���� D(j)
m′m(φ, θ, ψ) = 〈j,m′|U(φ, θ, ψ)|j,m〉 ���� 
�������	� � #$ % 2$( 1�� .�	����� ��� ��

�������� ��"�� 
������ �
�	�� ������� 	� �	
�

����� SU(2)� �
 ���� 	� �.��� S3� ������
�
��� �
�
�
� � ��		
� ������ �������������� ����� ������ 1����� 

4������� ������ 
�������	��� �
�	
� ������� .�	���� 	� 
�	
�
�	
� ��
����	���� S2 =
SU(2)/U(1) �� ����� ����
���� 
����� �
��
��� �
�
��� ��� �.
������
��	 � ������ �������

��� ����������	
 �	��	����	 � �����������	 ������� � ������������� Rp,q ���

���� ��	� 
��� ��� �������	�� ���������� � ���������� ��������� �������� ���
�����  ����! O(p,N − p) ����"��� 
�� (N = 2r)#

ρ⊗ ρ̃ = (T ([∅]) + T (0) · T ([∅])) + · · ·+ (T ([1r−1]) + T (0) · T ([1r−1])) + T ([1r ]) , ������$�

 �� �������
���� T ([1r ]) ��� � ���%�
����� � �
� ����
���"!� �������
����
T

([1r ])
± �

&�� ����� � ������ N = 2r + 1 �  ����! SO(p, q) '	
�
�������� �������
(
���� T ([1m]) = T ([1N−m])) �������
�!� � ������� ψγ[k1...km]φ � ψγ[k1...km]γN+1φ)  ��
γ[k1...km] ≡ γ[k1 · · ·γkm] 
!�������� ��	�� 
 ���� �� �) ��� '��"�� γN+1 *������) � 

����
���"!� �������
����� ρ = ρ± ����"��� ������ ρ±(γN+1) = ±I2r ) �� ����
"! �"��" ψγ[k1...km]γN+1φ = ±ψγ[k1...km]φ� +�� ���%��
�!� ����%����
���� �����,�
��  ����! O(p, q) *������!� '��"�� "���� ��	 γN+1 → −γN+1) � ���������
������-� ��� ����� ���� ������  ����! ������� ���������� 
 
��� �N = 2r + 1�

ρ⊗ρ̃ = T ([∅])+T ([12])+· · ·+T ([12r ]) = T ([∅])+T (0) ·T ([1])+T ([12])+T (0) ·T ([13])+. . . , ������.�

 �� ��""� 
 ���
�� ����� ��	���
����� � T ([1r ]) 
 ������ ���!� r) ��� � T (0) ·T ([1r])


 ������ ����!� r�
&�� ����"��� � ������ N = (p+ q) = 2r ����
���"�� �������
���� ρ �� �%(

�! /�������� C�(p,q) ���������� ���
���"�� �������
����  ����! Spin(p, q) ��"�
0�
������� ����� 
 ������� ������# ρ = Δ+ ⊕ Δ−)  �� Δ± 1 �
� ����
���"!�
� �'	
�
����!� 
����
�	�� ����������!�� �������
����  ����! Spin(p, q)�
2���"�") ��� 
 ����" ������ N = (p + q) = 2r ����
���"!� �������
����
T ([1m]) (m = 1, . . . , r − 2)  ����! SO(p, q)) �������
�!� 
 ���������
� ������

t[k1...km] = ψγ[k1 · · ·γkm]φ) '	
�
����! �������
����" T(m) �� �%�! so(2r,C) �� ����(

3�"� 
���"� λm) 	����!� %!�� ���������! 
 �-����$�� 4 �������
���� T ([1r−1])

� T ([1r ])) �������
�!� 
 ���������
� ������
 t[k1...kr−1] � t[k1...kr]) ����
����
�5�
����
���"!" �������
����" T ′(r−1) � T ′(r) �� �%�! so(2r,C) � 	�"�����!"� ����(

3�"� 
���"� �-���67�#

λ′(r−1) = λ(r−1) + λ(r) = (1, 1, ..., 1, 0) , λ′(r) = 2 λ(r) = (1, 1, ..., 1) .

��� 
��� �
��5��� ����3�"� 
���"� ��� �������
����) 	����!� 
!����5��� ��(
��
����
�� �� �����!� �����
����� (Δ+ ⊗ Δ−) � (Δ+ ⊗ Δ+) �
�� 
����
�	��
�������
���� Δ+ = T(r−1) � Δ− = T(r) �� ����3�"� ����"�����!"� 
���"�
λ(r−1) � λ(r) �����3�� 
�	���� �������
���� T ′(r−1) � T ′(r) �������� 	�	 �����!�

�����
����� ����3�� 
�	����
 �������
���� Δ+ � Δ−�� +������
���� Δ+ � Δ−
�����
�5� 
 �
�� �
�����!� 2(r−1) 1 "��!� ������������
�� V+ � V− ��"� 8��(
��� ������� 2���"�") ��� ��� 
����
�	�� ������
 ψ ∈ V+ � φ ∈ V− 
 ���������
��
�������
���� Δ+ � Δ− "! �"��"

P− ψ = 0 , P+ φ = 0 ⇒ ψ = P+ ψ , φ = P− φ ,

 �� ����	���! P± = 1
2
(1± γN+1) %!�� 

���! 
 �����-,�) � 
����
�	�� �����! ψ �

φ 
����! 
 ���������
� V+ ⊕ V− ����	�
�	�� ������
�
/���� �������� �������
���� ρ̃  ����! Spin(p, q) 
 ����" ������ (p+q) = 2r

��	�� ���
���"� � ����� ����� 
 ��""� ρ̃ = Δ̃+⊕Δ̃− �
�� 
����
�	�� ����
���"!�



��� ��� ����������	
 �	��	����	 � �����������	 ������� � ������������� Rp,q

tk = ψ γk φ� ����	
������ T
([1�]) ������ SO↑(p, q) ������������ ����
	� ����	
���

������ ������ Spin(p, q)� ��������� � ����	
������ ρ⊗ ρ̃� ������� 
�� ��� ����
������ ��
���� I2ν � ��
�	����
���������� ������������ ������� �! γk ∈ C�(p,q)
� ������������ ����	
������ ρ 	������
 ����	 � ������ Mat(2ν,C)� 
� ��������
����
 ��	
� ���������

ρ⊗ ρ̃ = T ([∅]) + T ([1]) + · · ·+ T ([1N ]) = 2T ([∅])+ · · ·+2T ([1r−1])+ T
([1r ])
+ + T

([1r ])
− , N = 2r ,

"#���$�%

ρ⊗ ρ̃ = T ([∅])+T ([12])+ · · ·+T ([12r ]) = T ([∅])+T ([1])+ · · ·+T ([1r]) , N = 2r+1 , "#���$&%

��� r ≡ ν = [N/2] ' ���� ������ SO(p,N − p) � �� ��� (�������
��	
) ����	
���
���* ������ SO(p,N − p)+

T ([1m]) = T ([1N−m]) . "#���$�%

,� (
�* (�������
��	
� -� ���) � ��������� ����� "	�� .����� "/�$�&#%%� 0 .���
��� "#���$&% �� �	��)����� 
�� �
� � ����
��� 	���� N = 2r+ 1 ����	 � ������
Mat(2ν ,C) �������
 ��� ��
���� ��� ����
�������� 	
����� ��
�	����
���������!
�����������* γ[k1 · · · γki]� 0 	���� N = 2r �� 
���� ��� ���������	
) ����	
����

��� T ([1r])� ��
���� �������
	� � 	���� 	������)���� T
([1r ])
+ � ��
�	������)����

T
([1r ])
− ����	
�����*� 1�������� "#���$�% �� ��
���� 	���� N = 2r ����
 ����	���
� ����* .���� ����� � ������ ������ 	�� �����	
�� "#���23%�

• ������ ���� 	
��
��� �
������� �������� �
��������� T ([1m]) � (ρ ⊗ ρ̃) �
��
����� ������ ! � ������"!� #��$���% �
������ 
�$�
����� �
���������
� ���� � �
���� ����� ��
��� ������ ! � ������"! ��� �&� �������$�������

��������� dim(ρ⊗ ρ̃) = 22r � dim(T ([1m])) = N !

m!(N−m)!
�

• ������ ��'� � (���$��� �������� ��� �)
�$�*+�� γk ∈ C�(p,q)%
γ[k1 · · · γkm] · γN+1 = αm εk1...kmkm+1...kN γ

km+1 · · · γkN ,

αm = (−i)ν+q(−1)[m2 ]+q

(N−m)!
,

"#���$/%

&� N = (p + q), ν = r, �
��$���� γ[k1 · · · γkm] ��
���� � �������!,
γN+1 = (−i)ν+qγ0 · · · γN−1, [m2 ] - .��� ����� m

2
� ε01...N−1 = 1�

,
��
��� �
� �� ����* ������ O(p,N − p) � 	���� N = 2r (�������
��	
)
"#���$�% �� �������
	�� 0��	
� ��� �� ����� (�������
��	
) "/�$�&4%+ T ([1k]) =
T (0) · T ([1N−k ])� ��� T (0)(Λ) = det(Λ) = ±1 ' ���������� ��
�������
�� ����	
������
������ O(p,N − p)� 0 ������ 	���� ���	
���	
�� ����	
������ T [∅] ���������
�� 	������� ψφ� � ���	
���	
�� ����	
������ T [1N ] ���������� �	����	�������
ψγN+1φ5 ���	
���	
�� ����	
������ T

([1]) ���������� ���
����� ψγkφ� � ���	
����
	
�� ����	
������ T ([1N−1]) ���������� �	�������
����� ψγkγN+1φ � 
�� ����� 0 ���
 �� 	���� 	���	�� "#���$/% �� �������� �
� ���	
���	
�� ����	
������ T ([1N−m])

��� m < [N/2] ���������� �	����
�������� 	 ��������
��� ψ(γ[k1 · · · γkm]γN+1)φ+

ψ(γ[km+1 · · · γkN ])φ = (−1)m αN−m εk1...kmkm+1...kN ψ(γ[k1 · · · γkm] · γN+1)φ . "#���$#%

����� ������������� 	
����N = (p+q) = (2r+1) ����	� �	�� �������� � � �����
� ������ ������
����������� 	������	��� b = γ1...N ·a ����� ������ a  �������� b �
������� �
����� C�(p,q)�
��� ������
���� �
����� γ1...N ≡ γ1 · · · γN � �� ������!  ���	���
���! ρ±  ������ �������
±1 
 ±i�

��� ������������� 	��
�������� ���		� SU(2) � SL(2,C) ��

������ ��	
� ����� � ������ SU(2) ����
	� ��������� H = U(1)� ���������� �����������
��
������

U�e3(ψ) =

(
ei

ψ
2 0
0 e−iψ2

)
, ψ ∈ [−2π, 2π) . ��������

�����
� U�e3(ψ) ∈ H ⊂ SU(2) � ����	
������ T (j) ��������
	� � ���� (2j+1)������ ���������

�� ��
��� ||D(j)
m′m(0, 0, ψ)||� ��
���� ���� ������� �  !�"�#$%� ������ ��� j = 1/2 ��
����  !�"�#$%

	�������
 	  !�"�#&%� '�� ����� j = � ����	
������  !�"�#$% ��������� U(1) ��������� �����
�
	� �������	��� ����	
�������� ��������� SO(2) ⊂ SO(3)� ��
���� ��������� ���(�����
 !�"�#% ������ �	� n = e3 = (0, 0, 1))

T3(−ψ) = O(−ψ,e3) = exp(−ψ S3) , ψ ∈ [−π, π) .

*��	
����  !�"�#$% �  !�"�#+%� � ������
�
� �� �������� ���	
��� ������ ,����
� U = U�e3(ψ)
�� ��������� H = U(1) � ����	�� ���
��� |j,m〉 ∈ V2j+1)

U�e3(ψ) |j,m〉 =
∑j

m′=−j |j,m′〉 〈j,m′|U�e3(ψ)|j, m〉 = eimψ |j, m〉 ,
m ∈ [−j,−j + 1, · · · , j − 1, j] ,

��������

 ���	� � ����� ��� ����(��� -����� �� ��.�� U�ek(ψ)|j, m〉 ���	
� T (j)
(
U�ek(ψ)

)|j, m〉%� /���� ���

������ ����	
������ T (j) �������� ��������� H = U(1) ∈ SU(2)  � ����� 	����	�� 	� 0���	
����
�� � 1���� 2��� ������� �� ������ ��	
� ����% ��������� � ��	�����
	� � ������ 	���� ����
����� ����	
������� ��	�� ��
���� ���� (2j +1)� 3	�� 	�� j �������
 ����� ������ �� 
�
����	 m � ����	�� ���
���� |�, m〉 ∈ V2�+1 
��4� �������
 ����� ������ m = −�,−�+1, . . . , �
� � ��	
�	
� ��4�
 ����
�	� ���� /� �	
�� 	���� ����	�� ���
���� |�, m〉 ����
	� 	��������
�� ���
�� |�, 0〉� ��
���� � 	���  !�"�#5% �����
	� ������
��  	
��������% �
�	�
����
���	
��� �	�� ��������� H = U(1))

U�e3(ψ)|�, 0〉 = |�, 0〉 , ∀ψ . �����	
�

*������	� ,
�� -��
��� ��� ������ U�e3(ψ) ∈ H � ������������ U ∈ SU(2) �� ��������

D(�)
m0(U · U�e3(ψ)) = 〈�,m|U · U�e3(ψ)|�, 0〉 = 〈�,m|U |�, 0〉 = D(�)

m0(U) . �����	��

/���� �������� ������
� D(�)
m0(U) �������� ��� �	�� ,����
�� � -��	������� ����� 	��4�

�� ���		� � ������ SU(2) �� ��������� H = U(1)� � ��,
��� ,
� ������
� �����
	� -�������
� �������� ���	
��	
�� SU(2)/U(1) = SO(3)/SO(2)� � ������
������� ����� ������� ������

�
� D(�)
m0(U) ����	����
	� 	�����(�� �������

D(�)
m0(φ, θ, ψ) = 〈�,m|U�e3(φ) · U�e2(θ) · U�e3(ψ)|�, 0〉 = 〈�,m|U�e3(φ) · U�e2(θ)|�, 0〉 = D(�)

m0(φ, θ, 0) , �����	��

� ����	�
 
����� �
 ����� φ � θ� ��
���� ������
�����
 �������� ���	
��	
�� SU(2)/U(1) =
SO(3)/SO(2)� 
� �	
� 	-��� S2� 6�����  !�"�+!% ����
 	��������� ���������)

Y (�)
m (φ, θ) := D(�)

m0(φ, θ, 0) = eimφ d
(�)
m0(θ) , �����	��

� ������
	� 	-�����	���� -������� ��� 	-�����	���� ����������� 0 
���� ����� ��(��

����������� ����
�� � ������� ������� ������ ��	
� ���� � ��������� � ����� �������
1�� -�����  !�"�+7%�  !�"�+!% �����
	� ���	�������� 	-�����	���� -������� ����	
�����
�� T (�)� � 	����� ������ SU(2) � 	-��� S2 = SU(2)/U(1) �� ����� �	��������
� ��� 
�����
8	-�����	��� -�����9 � 8	-�����	��� ��������9� 
�� � 
���� 8���	������� 	-�����	���
-����� ����	
������ T (�)9�

0 ����(�� -�����  !�"�:7% �  !�"�#7% -����� ������ d
(�)
m0(θ)  !�"�#"%� �����(�� � ����������

Y
(�)
m (φ, θ)� ��4�
 ��
� �������� � ����

d
(�)
m0(θ) =

√
(�−m)!√
(�+m)!

· P (�)
m (cos θ) , �����	��



�� ��� ������������� 	��
�������� ���		� SU(2) � SL(2,C)

���

P (�)
m (y) =

1

2��!
(1− y2)m/2

(
∂

∂y

)�+m

(y2 − 1)� ��������

�������	
� ��
���������� �������� �������� ���� Y
(�)
m (φ, θ) ����	
� ��������	� Y

(�)
0 (θ) =

d
(�)
00 (θ)� ��	��� �� ����
�	 �	 φ � �������	
� ��������� 
�����
��� ��������� �����
�� ��� �!"#

� ��� �!$# �� ����� Y
(�)
0 (θ) = P (�)(cos θ)� ��� ��������

P (�)(y) = P
(�)
0 (y) =

1

2��!

(
∂

∂y

)�

(y2 − 1)� , ��������

������%	
� ���������� ��������

• ������ ��� � �	
����� �	��
��� ��������� ��������� ��������� �������� � �������� �	������
��	��� �
	�� �� �
� ����������! � �"�#$∑

m
Y

(�)
−m(−φ1, θ1)Y

(�)
m (φ2, θ2) =

∑
m

eim(φ1+φ2)P
(�)
−m(cos θ1)P

(�)
m (cos θ2) = P (�)(cosω12) ,

��������
%�� cosω12 = cos θ1 cos θ2 − sin θ1 sin θ2 cos(φ1 + φ2)�

& ������ ������� ����� ��
	� ����� ���������
�� �	� �
�� ����� G ������	��� � ��������
H ⊂ G ��

����� 	� �
� ��
���������� 
�����
��� ������� �� ��������� ��
	��
	�� G/H
�'���%	 �����% 
�
	��� ������� �� (	�� ��
	��
	��� )�������� �	� �������� H ⊂ G ����*
���	
� ��

������ �
�� �
� ����������� ���
	������� T (λ) ����� G ����%	
� ���
	���������
���

� + �	��
�	����� �������� H � 	� �
	� �� �
�, ��
	��
	��, Vλ ���
	������� T (λ) ���%	
�
���	�� |0〉� �� ��	��� �������� H ���
	���	 	�������� H |0〉 = |0〉� -����� ��
���������� 
��*
���
��� �������� �'���%.�� �����% 
�
	��� �� G/H � ����
���%	
� ��� ��	����� (�����	�
〈m|T (λ)(g)|0〉� ��� g ∈ G � 〈m| / '���
��� ���	�� � �������� ��
	��
	�� V∗

λ� �����
�� ��� �!0#
��� ���	��� |0〉 � ��1�� 
����� ���%	 ���	�� |�, 0〉� � 
������	����� �
� ���
	������� T (�)

����� SO(3) ����%	
� ���
	��������� ���

� + �	��
�	����� �������� SO(2)� 	� �
	� ���*
����� SO(2) ��

���� � SO(3)� 2�(	��� � ������ ����� ��	����� (�����	� 〈m|T (λ)(g)|0〉 (	�

�����
��� �������� Y

(�)
m (φ, θ) = 〈�,m|U(φ, θ, 0)|�, 0〉� ��	��� �'���%	 �����% 
�
	��� ����*

��� �� 
��� S2 = SO(3)/SO(2)�
-���� ��
	��� ��� '�
�����������, ���
	������� ����� SU(2)� ����� �� ��	��, ���*


	���	 � ��
	��
	�� ������� �� ������'���� S3 = SU(2)� � �	��� 3 � ��
	��
	�� �������
�� ��������� ��
	��
	�� S2 = SU(2)/U(1)� 4�� (	��� �

��	�� ����� ���
	��� ������������
(�����	� U ∈ SU(2) �� (�����	 U(φ, θ, ψ) ∈ SU(2)� ����
����� � �����	������ 5����6

U · U(φ, θ, ψ) = U · U�e3(φ)U�e2(θ)U�e3 (ψ) = U�e3(φ
′)U�e2(θ

′)U�e3(ψ
′) , ������	�

��� �����	�	 (	��� ���
	��� � ����� ��
	� 	���� ����
�� � �����	������ ����� 5���� (φ′, θ′, ψ′)�
7������ �'� ��
	� �	���� ����
	�� � ��� �!8# 
���� �� U�e3(−ψ)� ��������

U · U�e3(φ)U�e2 (θ) = U�e3(φ
′)U�e2(θ

′)U�e3(ψ
′′) , ������
�

��� ψ′′ = ψ′−ψ� ���	��1���� ��� �!9# ��	���	���	
� ��� ����� ���
	��� (�����	� U ∈ SU(2) ��
��������� ��
	��
	�� SU(2)/U(1)� 	���� ��	���� �����%	
� �
�� ��� �!�## ���
	���	�����
U�e3(φ)U�e2(θ)6 	���� 
��� S2 = SU(2)/U(1) 
 �������	��� (θ, φ) (�����	 U ∈ SU(2) �������	 �
	���� 
 �������	��� (θ′, φ′)� :� 
��	��1���� ��� �!9# � ��
	��
	� ������ �	� φ′ � θ′ � ��� �!8# ��
����
�	 �	 ψ�

2�
	� (�����	 U = exp( i
2 t

k σk) = exp(−tk τk) ����� SU(2) '����� � ����������� 	� �
	�
�����	� ti / ����� -���� ������� φ′, θ′, ψ′ � ��������, ��� �!8#� ��� �!9# � ����� ������ �� ti

����
φ′ = φ+ (t1 cos(φ)− t2 sin(φ)) ctg(θ) + t3 + . . . ,

θ′ = θ + t1 sin(φ) + t2 cos(φ) + . . . ,

ψ′ = ψ + (−t1 cos(φ) + t2 sin(φ)) sin−1(θ) + . . . ,

�����	��

��� �����	����� �'�������� ����� �	���� � '���� ������ �� ��������� {tk}�

��� ����������	
 �	��	����	 � �����������	 ������� � ������������� Rp,q ���

������	 
 ����
	���
�� � 	�
�� �������� 
 ��������� ���
	���
�� � ��� �	�	����
�	��� � ������ D→ D′� �	�!��"�#��� �� �	�!��"�
����$ ������� ��� ������ ���
��	����	 ������

ψ̄ → ψ̄ U−1 . �������

� �!��"�#� ����%��	 � F ���������
� F̃ ������ ����	���� � �	����
�	��� ρ̃  ���
� Spin(p, q)� &�	�	��� 
 ���������
	 F ��������	 ���"
	�	��	

ψ̄φ = ψ†D−1φ , �����'�

������	 ��	
���� �
��	��� Spin(p, q)���
���������� 	��� ������
���� ����� φ ∈ F
�	�!��"�	��� ��� (	� ��� � ����� ψ 
 ��������

)" ������ ������� � ������� ��	��	�� ��� 
	������ ���

tk1...k� = ψ(γk1 . . . γk�)φ = ψ†D−1 (γk1 . . . γk�) φ , �������

�	�!��"�#��� ��� �����	��� �	�"��� ��� � � � ����*	��# �  ��	 SO(p, q)� ���
��� 
�����	��� ����
���	 � �	�!��"�
������ �'�������

tk1...k� → t′k1...k� = ψ
′
(γk1 . . . γk�)φ

′ = ψ U−1 (γk1 . . . γk�)U φ =

= ψ(γi1 . . . γi�)φ · (Λ−1)i1k1 · · · (Λ−1)i�k� = ti1...i� · (Λ−1)i1k1 · · · (Λ−1)i�k� .
�����+�

,�	�% �� 
����%"�
����% ��
	���
���

γ′k = U−1 γk U = γi (Λ
−1)i k �����-�

������	 
��	��#� �" �����'��

• ������ ���� 	
����� 
������

ψ(γk1...γk�)φ = (−1)q+� ψ ′(γk1...γk�)φ ′ , N = 2ν , �������

ψ(γk1...γk�)φ = ψ
′
(γk1...γk�)φ

′ , N = 2ν + 1 , ������.�

��� ψ′ := γN+1 ψ � φ ′ := γN+1 φ � γN+1 = (−i)q+νγ1 · · · γN � ��������� �
��
���
�
����� �
�� ���� !��"��#$ � !��"�%�$�

&��	���� ��� 
 ���� ������*	��� ������� �	�"��� � �����	����� tk1...k� ������� 
�	�
 �� ��"�� �#��� 
 ����� ������%# ��������	������$ �	�"���
 � �����	�����
t[k1...kn] = ψγ[k1 · · · γkn]φ�  �	 �� ����%"�
��� �!�"���	��	 ��� ��������	���"�
���
��$ ���"
	�	���

γ[k1 · · · γkn] =
1

n!

∑
σ∈Sn

(−1)p(σ) γkσ(1)
· · · γkσ(n)

, ��������

 �	 p(σ) / �	�����% 	�	�����
�� σ ∈ Sn� 0���� �!��"��� !	" � �����	��� �!1�����
�� ��(	� ������% �	�"��� ��� ������� ������%# ��������	���"�
����� � 
�	�
���	���� {k1, ..., k�}� 0���	 �	�"��� �!��"�#� ���������
� �	��
�����$ �	����
�
�	��� T ([1�])  ��� SO(p, q)� ������	 ����
	���
�#� ��� ������ 2� � [1�]� 
��#���
��	�	��#1		 �	����
�	��	� �	���
�#1		 
 ���������
	 �	�"���
 � �����	�����



��� ��� ����������	
 �	��	����	 � �����������	 ������� � ������������� Rp,q

• ������ ���� 	
����� �
����� ��������� �
������� ��������� ��������  ������� 
� �������� ��������� ε′ ��� ����
����
!
 ������ (p−1)+ q = 2ν� "#�����$
������ ���#�� ����%� D′ ��� ����
!
 q  ����%� iD′ ��� ������
!
 q�
&
��
���
&�&'�� �&��� &�
� �������� ����%� D  �&��� &�
� �����(�
����%� γ2ν+1 & &�)����
� �������&��� �������  �����**��

�����	
 ������������� B� C � D ���������
� ������������ ������
 �����
����� C�(p,q)� �����
� �
�� ����������
  ���� ����� ����� ����!� ���"! ���#
��� ����������� �����	�� ����������� ���������� �������� � ����� ��� �������
����� �����	�� ��������
� ��������� $  �������� ���������� C� �������������
��� %������� P � �������� ������� T & ����� ����� �����	
 B � C �����# "!���
��� ���������� �'������
� ������������ ������
 C�(p,q)� �����
� ����� "!����
��������� �� ������������ ������������ �������& (�� �����
 �"�"� ���"��
���#�� ����  ����"!'�� �� ����&

��� �����	
���� 
����
���� � ���	���	
���� ����

�	�� 
 ��	�������
�� Rp,q

) ������ �� ���� �
 � ����� ����
 ������ �������  N�����
� ������������
Rp,N−p& �������� ����� �� ���� ����
����� �� �� "�#������ � ������
�  �������
%����� ������� *�+,� *-�,. ��& ����� *--, /0���������1� *-2,� *-�,� *-3,&

����� ����	
� � �
	�
������ Rp,q � ����	
��� �
	���������

���	
	�

4��������� ����������� ������������ ρ ������
 ��������� C�(p,q) � �����	���
���� "!'�� γk� �����
� "��������!� ������5����� /6&�&+�17

γm γn + γn γm = 2 ηmn I2ν , ||ηmn|| = Ip,q . /6&�&�1

) ���������� � ����"���� /6&3&3+1 � /6&3&821 ��� ������������ ������
 C�(p,q)
 ����� ������������ ρ ��"��
 Spin(p, q)& )������ ����������� F ������������
������������ ������
 C�(p,q) �������� ����������! ����� �� 
�!��� ����	
��	�

�� ����
����& 9������ �������� U ∈ Spin(p, q)  ����������� F ����������
�������  ���5�� ����"!'�� ���� ��

ψ → ψ′ = U ψ , /6&�&31

��� ψ $ ���������� ������� ����	�������
� � ������������ Rp,q& 4���������
�����	" D� "��������!'"! �����" ������5���!  /6&8&��1 /��� %�����������
��"%��1� ��� �����	" D′� "��������!'"! �����" ������5���!  /6&8&�:1 /���
��%����������� ��"%��1& ) ���#���5��� ���� ����"�
 �"�"� ��������
  �����
��"%���� �
 �"��� �����# ���# ������ ��� ��%���� D ��� �����	 D � D′& ; �����
'#! �����	
 D−1 ��������!��� ��������� ���������
� ������
 /���������
�
������
 �� 9����"1

ψ̄ = ψ†D−1 , /6&�&81

��� ������������� 	��
�������� ���		� SU(2) � SL(2,C) ��

• ������ ��� � �	
��� ������	 ���������

������ ����	
��	� x = (φ, θ, ψ) � F (t, x) = (φ′, θ′, ψ′)� ���	��� � �
����� ������� ������ �
���
�	���� ����
 ������� ������ ! ��"	� �
���
�# � ���� F i(t, x) = xi + tk Ri

k(x) + . . . � ��� �� �����#$
���
�� �
���%�

Rj
i (x) = ∂tiF

j(t, x)
∣∣
�t=0

=

⎛⎝ ∂1φ
′, ∂1θ

′, ∂1ψ
′

∂2φ
′, ∂2θ

′, ∂2ψ
′

∂3φ
′, ∂3θ

′, ∂3ψ
′

⎞⎠ =

⎛⎝ cosφ ctg θ , sinφ , − cosφ/ sin θ
− sinφ ctg θ , cosφ , sinφ/ sin θ

1 , 0 , 0

⎞⎠ ,

��������
&�
 �
���%
 �� ��������	�' �
�	
 �
���%� ��
��$�	�
��
	�	�( ������	�( ����� 	
 S3�

)���
�	� ��*�� ������ ���� �
���� ����� ������ �
��� �	���! 	
 ��	��� ������� �����+�! ��
������ ������� ������ SU(2) 	
 ��� � ������� �����+,! �� ������ ������� ������ SU(2)
	
 �
����������
	���� SU(2)/U(1)� ��"	� ��������# ��
 �����	��	����	�( ������
���	� ����$
�� SU(2)� ) ����*#' ������� �����+�! ��������'*�� ������
���
	� �
�
������ (φ, θ, ψ) →
(φ′, θ′, ψ′) 	
 ����� S3! ������� ����� ������	�� ������
���	�� ρR ������ SU(2) ���
�	��� �
������
���	��� TR � �������!!-

[ρR(U
−1) · f ](φ, θ, ψ) = f ′(φ, θ, ψ) ≡ f(φ′, θ′, ψ′) , ��������

������� ��������� � ������
	���� ��	�%�� f(φ, θ, ψ) 	
 SU(2) = S3. ����# φ, θ, ψ / ���� &���$
�
� �
�
�������'*�� 0����	�� ������ SU(2)� ������ �����	��	����	�� ������
���	�� ρ ������
SU(2) ������� 	
 ��	��� ������� �����+,!-

[ρ(U−1) · f ](φ, θ) = f(φ′, θ′) ≡ f ′(φ, θ) , ∀ U ∈ SU(2) . ��������

&�� ������
���	�� ��������� � ������
	���� ��	�%�� f(φ, θ) 	
 ��	����	�� ������
	���� S2 =
SU(2)/U(1). ����# ���� φ � θ 	�����'� ����� 	
 ����� S2�

• ������ ��� �������� �� �� ��!�"�# ρR � ρ �� $��%%	 SU(2) 
 $��%%� �%������
� ��&'
�
�()�* ��$���"� �������� � �������� "� ��"�+�#* f(φ, θ, ψ) � f(φ, θ)� #
�#(�# $������'
��������

)	��
 �����
��� U = exp(−tiτi) � ������� �������!� �������! � �
��� ����������	%����� ��� �
���
0��( ������ �� ti � ������ �����+�!� �����+,! � ������ !� ���
�
 �
��� ti = 0� � �����#�
�� �� ����$
�
�� �����
�	� ��*�� ��������� ����"�		�� � �
����� ������� ������ �
��� �	���! ������
���	�
ρR � ρ �� ���
��'*�( τi 
������ su(2) � ���� �������	%�
�#	�( ����
������ 1� ������	���
������
���	� ρR �������! �����

ρR(τ1) = cos(φ) ctg(θ)∂φ + sin(φ)∂θ − cos(φ) sin−1(θ)∂ψ ,

ρR(τ2) = − sin(φ) ctg(θ)∂φ + cos(φ)∂θ + sin(φ) sin−1(θ)∂ψ , ρR(τ3) = ∂φ .
��������

&�� ����
���� �� �������	�' ���� �
����� ������� � �������! �
�	���� ��
��$�	�
��
	�	�� ���$
���	�� ���� ρR(τk) = Rj

k∂j 	
 ������ SU(2)� 2	
�����	�� �������	%��� ����	�3�	� �������!
�� �
�
����
� ti� �� �����
�� ������
���	�� ρ �� ���
��'*�( SU(2)

τ̂1 = ρ(τ1) = cos(φ) ctg(θ)∂φ + sin(φ)∂θ ,

τ̂2 = ρ(τ2) = − sin(φ) ctg(θ)∂φ + cos(φ)∂θ , τ̂3 = ρ(τ3) = ∂φ ,
������	�

������� �������'� � ������
	���� ��	�%�� 	
 ��	����	�� ������
	���� SU(2)/U(1) = S2� 4�$
������ ��� ������
���	�� ������5! �����
��� �� ������
���	� ������6!� ���� � ������	�� ����$
"��# ∂ψ = 0 � �
��� ���
��� �
	����# ��� ��������	�� ����# �����( 	
 �	������
��� ������
SU(2)� ������� �����������'� ��	����	�� ��������� ��
���#	���� U(1)� ���
���
		�� 0����	�
��
U�e3(ψ)�

���
�� �� ������� ������ ���������� tk → −tk� �� �������� ��������� �������� � ���� ��������� Rj
k

����� ��� ���! Rj
k → −Rj

k  �����"���������� ��!������ ��� #���� ������� �$� %������&

(−Rj
k∂j)� '����� ��!�� �����(��� ��� �� � �������� �������  ����� �����& )��� !���



�� ��� ������������� 	��
�������� ���		� SU(2) � SL(2,C)

• ������ ��� �	
��	��� ��
 
��	��
	� ��������  �������� 
�	����� ���� �����	� su(2)� �

���� ��
�����
	 �� ��	�!��	"�# �

�"
$�" # ���%�%���

• ������ ��� &
!������ ��
 !���	���"�' 
��	��
	 (��#	� τ̂k τ̂k �
��	��
	 )������ "� �*�+
	� S3 = SU(2)� �� 
�	����,- �������� � ��	�#��	��. ���
� /'��	� 	���"

ρR(τk τk) =

(
1

sin2 θ
∂2
φ + ctg θ∂θ + ∂2

θ

)
+

1

sin2 θ
(∂ψ − 2 cos θ ∂φ) ∂ψ ≡ ΔSU(2) . ��������

• ������ �0� � &
!������ ��
 �������" ������1� "� �*�	� S3 �"� �	���� SU(2)� � ��	�#��+
	��. ���
� /'��	� ��������� �#"
2�""�' "� *�!�
	 4� 	���" ���"��	�"
#� �������"�
"� �*�	� S3� �����""
#� � ��	�#��	��. �*�	���!- ���
� �����%��3

Δ′
SU(2) =

1

sin2 χ
∂χ(sin

2 χ · ∂χ) + 1

sin2 χ

1

sinϑ
∂ϑ(sinϑ · ∂ϑ) + 1

sin2 χ

1

sin2 ϑ
∂2
ϕ . ��������

4
 ����� #� #��# 4 ·ΔSU(2) = Δ′
SU(2)�

���������	
� ������� �������� τ̂k τ̂k ��� ���������� �������� �������� ���� � 	�  !���
S2� ������� � �� �������� ������"�# � �� � 	�� ���$��% ∂ψ = 0� & �����%���� ������� ��������
su(2) � ��� �����	�� �������� ����������  ��	����	
� ��� �������� ���� � 	�  !��� S2 =
SU(2)/U(1)'

τ̂k τ̂k =

(
1

sin2 θ
∂2
φ + ctg θ∂θ + ∂2

θ

)
≡ ΔSU(2)/U(1) . ��������

(�  �����		
� �
)� �� *�	��	����	
� ��� �����	�� ρR � ρ +��
 SU(2) ������ � ����,
���
��� -�� ������ �
����� *�	��	����	
� 	��������
� ��� �����	�� �� ��� �����	�� ρ
��������� -�� .��+� ���� ����� 	� ��� �� �� �������	�+� ����	 ��� �����/0�  ����  ��*����� 〈�,m|#
�  ����  ��*����� |�, 0〉 � �� ��%���� �  ���	�)�	���� ��������# +�� ���$�� m3 = m′# j = � �
U ′ = U(φ, θ, ψ)# � ��*$� �� ��%���� � �����/1�# �����/�� � �����/��� & ���+� �����/0� ����)�� � �
����  ���	�)�	��

〈�,m| U · U�e3(φ) · U�e2(θ)|�, 0〉 = D(�)
mm′(U) Y

(�)
m′ (φ, θ) = Y (�)

m (φ′, θ′) , ������	�

+�� U 2 ����� .����	� SU(2)# � ����������		
� �+�
 φ′# θ′ ���� �� �� U # φ � θ � ��	��	��	�
��������� � �� ����	�	�� �����/0�� 3�+�� 	� ����� ������# ����$�		�� � ������� ������� �����
�� �� *	�+�#  ���	�)�	�� ������0� ���������  �4���%	�� ��� �����	�� ρ(�) +��
 SU(2)'

[ρ(�)(U−1) · Y (�)
m ](φ, θ) = D(�)

mm′(U) Y
(�)
m′ (φ, θ) = Y (�)

m (φ′, θ′) . �����	
�

5� ����+� ����	 ��� � �����01�  ������# ���  !����� *�� !�	*4�� Y
(�)
m (φ, θ) �������� ���� � ��,

 ���	 ����  �4���%	
� *�	��	����	
� 	��������
� ��� �����	�� ρ(�) +��
 SU(2)# *����
�
	������� � 4��
�� �� ���� � = 0, 1, 2, . . . � 6�� *�	��	����	
� ��� �����	�� .*������	�	
 ���,
 �����	��� T (�) � �*���
���� � �.�� ���	� �� �����+� ����	 ��� � �����01�� *�* ����� �����	��
� �� *�	��	����	�� ��� �����	�� ρ +��
 SU(2)# *������ �
�� �������	� � ��������� 7���	��#
��� ��� �����	�� �����01� +��
 SU(2) ��	������		� ������ � ���* *�* � 2 4����� � 	�������,
�
�� ��� �����	���� +��
 SO(3)�

8������ ��� �����	�� ��+���
 su(2)# *������  ������ ����� ��� �����	�� ρ(�) +��
 SU(2)�
-�� .��+�  	��� �� ����� .* �	�	4���%	�� ��� �����	�� ��� .����	�� U = exp(−tiτi) � ����	,
 ��� �����01� � ����!!���	4����� ��� �� �� .��+� ����	 ��� � tk# � ���� ���$�� tk = 0� &
�����%���� ������� !������ ��� ��� ���� ���������� τk � ��!!���	4���%	�� ��� �����	��
�������� 	�  !����� *�� +����	�*�'

τ̂k · Y (�)
m (φ, θ) = −

∑
m′

D(�)
mm′(τk) Y

(�)
m′ (φ, θ) .

9�� % ||D(�)
mm′(τk)|| 2 �����4
 ���������� τk ��+���
 �� su(2) � ��� �����	�� T (�)� :� $� !������

� ����	���	��� -���*� ��� 
���� �  �������� �������

τ̂k〈�,m |φ, θ〉 = −〈�,m | τk |φ, θ〉 = −∑
m′

〈�,m | τk|�, m′〉〈�,m′ |φ, θ〉 , �����	��

��� ������� �	
������ ���

��� ��	
�� σm � σ̃m ��
������ � �������� ����� ��
����� �
���� Spin(1, 3) ����
��
��� �
���� SL(2,C)� ��	�
�� ���� ����� 
�!!��	
���	" ��� #�!	���
��� ���
$�!	������ �
���� %��
�� &�' ��(���!���� �
��!	������' �������� �����
 C�(4,0))

γ0 = σ1 ⊗ I2 , γ1 = σ2 ⊗ σ1 , γ2 = σ2 ⊗ σ2 , γ3 = σ2 ⊗ σ3 , ���*�++�

� ����� γ†m = γm � γTm = γ∗m = (−1)m γm� ,�-	���� !����!�� ���*����.���*����� �����
��' p = 4, q = 0, ν = 2� � ����/��� ��' D� C � B !�����$�� �
��!	������'

D = I2 ⊗ d = I2 ⊗ I2 , C = σ3 ⊗ c = σ3 ⊗ σ2 = σ3 ⊗ b = B , ���*�+0�

�!���"��' ��	�
� � ���*�+1� 2 ���*�+��� ������ �!����' ��' ��������"� ������
A � A -�����	� U ∈ Spin(4))

A†A = I = A
†
A , AT σ2A = σ2 = A

T

σ2A , A∗ = σ2Aσ2 , A
∗
= σ2Aσ2 . ���*�03�

4	� �!����' ���	 A,A ∈ SU(2) � � ����� Spin(4) = SU(2)× SU(2)�

• ������ ���� � 	
����� ��
�
����� Spin(2, 4) = SU(2, 2)� ��������� �
��
���
�
����� ���������� ������������� ��� ������ C�(2,4)! �

�
� �
�"�����
�� #$���%&'! ���� � (
� ������������ ����) d! h � f ! � �����
���
"��
��� #$�*�+,' - #$�*�+�' ��� ��
�
� A,A�

5�!!��	
�� 	���
" �������� ��	�
� (p + q) = 2ν + 1� 6���	��� /	� � -	��
!��/�� ��' ��
����$� Σmn = 1

4
(γmγn − γnγm) �����
 %� spin(p, q) ! ����$"�

���*��0� � ����/��� !�����$�� !��	��#���'

D′ Σ†mn + Σmn D′ = 0 , C′ ΣT

mn + Σmn C′ = 0 , ���*�0��

/	� ���	 �!����' �� ��	
�� U ∈ Spin(p, q)� ��	�
� ��
������ � ���1�*3�)

U †D′−1 U = D′−1 , UT C′−1 U = C′−1 . ���*�01�

7	!��� � /�!	��!	� !�����	 -��������	��!	" ρ = ρ̃ = ρ̃∗ ���
������ �
��!	�����
��(���� �
��� Spin(p, q) � ��/�	����
��� !��/�� (p+ q) = 2ν + 1�

8/�	��' ��
��� ���*�9��� ��	
��D′ � iD′ ��:�� 
�!!��	
���	" ��� ��!�����
���	�
��� ��	
��� ��' /�	���� � ��/�	���� q� !��	��	!	�����; � ��	
��� C′ ���
��	
��� ��' �
	������"��( � !������	�/�!��( �
��� � !��/�� ε′ = +1 � ε′ = −1�
!��	��	!	����� � ����� ����	 ��!	� ������� ��
��� ���*����� ���*��+� ��' �
���
Spin(p, q) � ��/�	����
��� !��/��� ����� p+ q = 2ν + 1

Spin(p, q) ⊂ Sp(2ν ,C) ∩ SU(2ν−1, 2ν−1) ��' N = 3, 5 mod(8) , q = 0 ,

Spin(p, q) ⊂ SO(2ν,C) ∩ SU(2ν−1, 2ν−1) ��' N = 1, 7 mod(8) , q = 0 ,

Spin(2ν + 1) ⊂ Sp(2ν,C) ∩ SU(2ν) = USp(2ν) ��' N = 3, 5 mod(8) ,

Spin(2ν + 1) ⊂ SO(2ν,C) ∩ SU(2ν) = SO(2ν) ��' N = 1, 7 mod(8) .

���*�0*�

��������� ρ̃ � ��	
�������	
	�� � ρ � ρ̃∗ � ��������	� �������		�� � ρ̃ �����
����	���



��� ��� ������� �	
������

Δ± �����	
����� �
� Δ̃±� 
 ��������� ��������� � Δ± � Δ̃± �����	
������
�
� Δ∗± � Δ̃∗±� �
������� ���� A � �����	 U ∈ Spin(p, q) � �����	
����� Δ+� 	�

Δ∗+(U) = A∗� Δ̃+(U) = (AT)−1 � Δ̃∗+(U) = (A†)−1� ����
 �� ���	����� ��� �!"# �
��� �!�# ��	��
�	 ����$%&�� $	���������

�����	
���� ������ ��� �����	
���� �������	����� Δ± ����� Spin(p, q) 	
������ (p+ q) = 2ν ����� ����
 ��������� �

��
����� ��	�	������
��� �

��� Δ+ = Δ̃∗+� Δ− = Δ̃∗− ��� ����� p�q � Δ− = Δ̃∗+ ��� ������� p�q 

!�� Δ+ = Δ̃+� Δ− = Δ̃− ��� ����
� ν � Δ− = Δ̃+ ��� ������
� ν 
"�� Δ+ = Δ∗+� Δ− = Δ∗− ��� ����
� (ν + q) #����
� (p − q)/2� � Δ− = Δ∗+ ���
������
� (ν + q) #������
� (p− q)/2��

'	��	��� (	� 	��	�� ��$(
� � )	�������� ������ ��	��
�	 �� �����* ��$*�

• ������ ���� 	
������ ����� ���
� ������ d �������� � c ��������� � �� !" �
#

��
$"����� ��������� �������� � ���"����� �������� %����"��� ε′� �
 �����
��


A,A ∈ SU(2ν−2, 2ν−2) (p = 2β, 1 ≤ β ≤ ν − 1), A, A ∈ SU(2ν−1) (p = 2ν),

A, A ∈ Sp(2ν−1,C) ν = 2 mod(4), A, A ∈ SO(2ν−1,C) ν = 4 mod(4).

�������

�� +
����	��� ���������� �����	
����� ����� # 
���,�� C�(1,3)-

γ0 = σ1 ⊗ I2 , γ1 = i σ2 ⊗ σ1 , γ2 = i σ2 ⊗ σ2 , γ3 = i σ2 ⊗ σ3 , ��� �!.#

��� ��	����� �� ����� γ†m = (−1)1+δm,0γm� γ
T

m = (−1)mγm� γ∗m = γT †m = (−1)δm,2γm�
/��	��$� ��*��� �� 0���$� ��� �1"#� � ����
�� ��� �1�#���� �1�#� ��� ��,*����� ��2
����	3 p = 1, q = 3, ν = 2� �� ���$(
�� ��� �
	��4 D� C � B ����$%&�� �����	
�2
����

D = σ1 ⊗ g = σ1 ⊗ I2 = γ0 , C = σ3 ⊗ c = −σ3 ⊗ σ2 = γ0γ2 ,

B = iσ2 ⊗ f = iσ2 ⊗ σ2 = γ2 .
��� �!�#

• ������ ���� 	�
�"���� ��� ������ �������� ��%
��"��" �
!�"��� ������&� � �
#

��
$"��' ��������� ������&� � %����"����� ε = −ε′ = +1�

����
 ����
�� ��� �!"# 5 ��� �!�# �
	��4� A � A� ��������%&�� �����	 U ∈
Spin(1, 3) ���� ���"� !##� $�����	����%	 ���	������

A = (A†)−1 , AT σ2A = σ2 = A
T

σ2A , A = σ2A
∗ σ2 , ��� �!1#

��	���� �����	�� � ��$� $������� A = (A†)−1 � det(A) = 1� 	� ��	3 A ∈ SL(2,C) =
Sp(2,C)� /�� �	�� ����,�
���
�� ���"� #� ��������%&�� ��$��$ Spin(1, 3)� �
����2
�
%	�� � ���� ���"���#-

γmx
m =

(
0 σmx

m

σ̃mx
m 0

)
→ U (γmx

m)U−1 =
(

0 Aσmx
mA†

(A†)−1 σ̃mxmA−1 0

)
,

��� ������������� 	��
�������� ���		� SU(2) � SL(2,C) ��

��� �� ����	
�


|φ, θ〉 := U(φ, θ, 0) |�, 0〉 , D(�)
mm′(τk) = 〈�,m | τk|�, m′〉 ,

Y (�)
m (φ, θ) = 〈�,m |φ, θ〉 = 〈�,m |U(φ, θ, 0) |�, 0〉 . ��������

�����
� ��� ����� �������� ����
���� �����������
� ||D(�)
mm′(τk)|| � ���!"#
� τk 
 
� �
$%

$����&
������ ����
��&
� �����'(� ��)������� ��� ������
� �
$$����&
������� ��������� τ̂k

�� �$��
���)
� $!�)&

 Y
(�)
m (φ, θ) *)�
�������� ������
" ������ � ���!"#�� (−τk) �� �!������

��)���� 〈�,m|� +������ �����! ������(� ��� � ���!"#
� �����'(�� , ���!������ ���!���� �
$$����%
&
������ �����������
� ���  ��
���� *�������� e±, h ���� �� s�(2,C)-

ê± = i τ̂1 ∓ τ̂2 = e∓iφ (∓∂θ + i ctg θ∂φ) , ĥ = i τ̂3 = i ∂φ . ��������

, ���������

 � �������� ������
� �
$$����&
������ � ���!"#
� �������� �� $!�)&

 Y
(�)
m (φ, θ) =

〈�,m |φ, θ〉 ������������ ������
�� � ���!"#
� (−e±) (−h) � �����������

 T (�) ������ �� �!���%
��� ��)���� 〈�,m|� .����!��� !������
��
 ������'� �������� �� ���!�������

(−ĥ)Y
(�)
m (φ, θ) = 〈�,m | h |φ, θ〉 = mY

(�)
m (φ, θ) ,

(−ê−) Y
(�)
m (φ, θ) = 〈�,m | e− |φ, θ〉 =

√
(� +m+ 1)(�−m)Y

(�)
m+1(φ, θ) ,

(−ê+) Y
(�)
m (φ, θ) = 〈�,m | e+ |φ, θ〉 =

√
(� −m+ 1)(�+m) Y

(�)
m−1(φ, θ) .

��������

/�) )�) � ���!"#
� e+ 
 e− ����	��"� �� ����#�" �������� ������'���������� ���  ��
���� ��)��%
�� 〈m, �| �!������� ������������ V∗

2�+1 
� �!������ ����0
� 〈�, �| 
�
 ����0
� 〈�,−�| ��)����� ��
� ��������
������ ��!��� �
$$����&
������ ��������� ê± ����������� � �������� ���	�� ��%

��	���� ��� �$��
���)
� ������
)
 Y
(�)
m (φ, θ) 
� $!�)&
� Y

(�)
� (φ, θ) 
 Y

(�)
−� (φ, θ) ����������!"#
�

��)����� 〈�, �| 
 〈�,−�|� ,� ���� � �����1�� j = � 
 ����	
� m′ = � m = 0 
�
 m′ = −� m = 0 �
���!������ ���!����

Y
(�)
� (φ, θ) =

√
(2�)!

2�(�!)
ei �φ sin�(θ) = 〈�, � |φ, θ〉 ,

Y
(�)
−� (φ, θ) = (−1)�

√
(2�)!

2�(�!) e−i �φ sin�(θ) = 〈�,−� |φ, θ〉 .
��������

• ������ ��� �	
����� ��	 ���
��� Y
(�)
m (φ, θ)� �������� � ��������� �������� � ��������� �	����

�� �!� �"�������# �����$��� % ��!��	!�� �"	��"��� ��	 ���
��� Y
(�)
� (φ, θ) � Y

(�)
−� (φ, θ)

�����$�� ��	�&���	"� � �!&	���# �&� !��"'�(	 � #&��'�(	 ���&�	(	 ��
�	"� �!#� ���)�����

���)�����* ê− Y
(�)
� (φ, θ) = 0� ê+ Y

(�)
−� (φ, θ) = 0� %���!�� �"��!���&���� ��������� �������� �

�������� �&� ���
��+ Y
(�)
� (φ, θ)� ��+!���� �� Y

(�)
� (φ, θ) � Y

(�)
−� (φ, θ) 	��"��	"�#� êm+ � êm− �

!		����!�����	�

• ������ �)� �	&���! "����!���#� �����$��� �	
����� ��	 !��"���!
�� ���
��� Y
(�)
m ��&��

 �!� !	,!������#����
���#� 	��"��	"� -��&�!� �� ���#�"�	+ !��"�Δ
SU(2)/U(1)

�����..�*

Δ
SU(2)/U(1)

Y (�)
m (φ, θ) = �(�+ 1)Y (�)

m (φ, θ) , ∀m ,

�	 �!� �"	��"�� !		��	'���� ���)���� �&� ����	(	 �"��!���&���� �!"������ ! 	,/�+
�	"#�&	+ ��+!���� 	��"��	"� -��&�!� Δ

G/H
�� �"�!	��������� !��"���!
�� ���
���0

"����& ������� ��"�	+ ��!�� 
��(���

• ������ ��� �	&���! �"��!���&����# �����.�� � �	"#�&	+ �����1�� �	
����� ��	 ���
���
D(j)

mm′(φ, θ, ψ) ��&� �!� !	,!������#� �&� 	��"��	"� -��&�!� �����.1� �� SU(2) = S3

Δ
SU(2)

D(j)
mm′(φ, θ, ψ) = j(j + 1)D(j)

mm′(φ, θ, ψ) , ∀ m,m′ ,

���	
����� �������� ����������� ������ s�(2,C)� � ����� ������� ������
���� ê± →
−ê∓� ĥ → −ĥ � ���������! �������� � ��������� � ��"�� ������� ��������� #�� ��������� � �����
����
��� ��$�� �������� �� �����! "����! �� "�������� ��!���"��



�� ��� ������������� 	��
�������� ���		� SU(2) � SL(2,C)

��� j � ����� � 	
������� ��
���������� ������ �
������ �
 �	��������� ������
��� 
	���
�� ��	���� �������� �� � ��� S3 ��	���!���� ! !���

Δ′
SU(2)

Ψ(j)(ϕ, ϑ, χ) = n(n+ 2)Ψ(j)(ϕ, ϑ, χ) ,

��� n � ����� ��
���������� ������

������ ���� 	���� �
� ���� SU(2)� �
� ����� �����
�� ����������� �� ������� ��������

det(||Rj
k||) = sin−1(θ) . ��������

������� ���� �� ��
 ������� � ����� ����� !�����" ��� ���� 	���� �� n#������ !���!����
���� G � 
�!�
$��� �!��������� ���!� g(x) ∈ G" ��� x = (x1, . . . , xn) % 
�!�
$��� !���������
����������" �����
����� ���� ������� ||Rj

k|| ����& ��!�����& �
�� � '���
�

dμ(g) = c · det−1(||Rj
k||)dx1 · · · dxn .

(������
�� �)�� ��������� �����*+�" �� �
����� �����������) ���� 	���� �� ���� SU(2)"
 �������) � �������� ���� ,�
���

dμ(U) =
1

16π2
sin(θ) dφ dθ dψ , ��������

��� !�������� c = 1
16π2 ��-���� ��!" ���-� �-.�� ���� ���� SU(2) �����
�� ������� ��-
���$

� ������� ��
�� ,�
��� �
� ���� SU(2) �!� ��� � ���������� /�����0���� ��������
$����� ����

�� ��
 ������� ����� ����� !����� �
� ��������& �
������� D(j)
m′m(U) �����+�� ����������& ���#

����
���� T (j) ���� SU(2)  ������)��� � ����∫
dμ(U) D(j)

m′m(U)
(
D(j′)

k′k (U)
)∗

= c(j) δjj
′

δm′k′δmk , ������	�

��� !�������� c(j) � �����*�� ��1�� �����
��$" ��
�  �'�!�������$ j = j′" k = m = j" k′ = m′ =
j � ����
$ ����$�� �����+�� � �����+2�� 3 ���� �
���� �������
 �����*�� �������� ! �
���)4���
�������
� �
� '��!��� 3������

1

2

∫ π

0

dθ sin(θ) d
(j)
jj (θ) d

(j)
jj (θ) =

1

2

∫ π

0

dθ sin(θ) cos4j(θ/2) = c(j) , ��������

������ �� 	�
����� ���

c(j) =
1

2j + 1
. ���������

�� �����
� �������� ����� �
����� ����������� ��������
������ ���� �����
 ������� 	�� �! �����
������ �
" ����������# ����$�! �����%��&

1

4π

∫ 2π

0

dφ

∫ π

0

dθ sin(θ) Y (�)
m (φ, θ)

(
Y

(�′)
m′ (φ, θ)

)∗
= c(�) δ��

′

δmm′ , ���������

� ���� ���� ���� �
" 	������������# ����$�! '������� �����%(� � 	�
����� '������� �����%)��

• ������ ��� �	
����� ��	 � ����	� ���������� �������� � �������� �� �	����� ��������� �������
�		��	����� 	��	 	����	��� ��! "���	��������# ���
$�% &�'�����(∫ 1

−1

dx P (�)
m (x)P (� ′)

m (x) =
2

(2�+ 1)

(�+m)!

(�−m)!
δ��

′

.

��� ������� �	
������ ���

���� �	 
������ ���������� � ��������  ������ ����� ������� �������� ��� γ2ν+1

���� � ������� ��������� !"���# 
���"��� �"���$� ��������# �������� � �������� �
������ ��������# �������� � ��	��%�"�� 
����"�� ��������� &���������� ������'� ����(
)" � �	 ������ ������� � �����*���

�����	
��� +"
���� ���������� ������*� ��� �"��"(�"���$ � 
����"������
�������� � ��
��%	���� ,������ ����� ��������(�������� ��� D,C � B� - ��	��%(
�"�� 
����"��

1.) q, p ∈ 2Z≥0 ⇒ γ′†k =d−1γ′kd ; q, p ∈ 2Z≥0 + 1 ⇒ γ′†k = −g−1γ′kg;
2.) ν ∈ 2Z≥0 ⇒ γ′Tk = −c−1γ′kc ; ν ∈ 2Z≥0 + 1 ⇒ γ′Tk =h−1γ′kh ;

3.) ν + q ∈ 2Z≥0 ⇒ γ′∗k = −b−1γ′kb ; ν + q ∈ 2Z≥0 + 1 ⇒ γ′∗k = f−1γ′kf ;
��������

��� γ′k �k = 1, . . . , 2ν−2� . 
����"������ �,�"	� /�0 "���,�� C�(p−1,q−1)� 1")�� �,(
�"	��# �"���$� d# c � b ��"���$� g# h � f 
��� �����2���� �0 ���" �" γ′2ν−1�
���� �� ������������ "�"���"�� �"���$ D,C � B ��� "���,�� C�(p−1,q−1)� -
�"�"����"���0 ���"�0 ������� ��������(�������� ��2�� ���"�% ��)��������(
�� ������������# 
�	���� /��� �����% �"���$� D,C � B ��� "���,�� C�(p,q) �	
��������� /�0 �"���$ d# c � b �g# h � f� ��� "���,�� C�(p−1,q−1)�

• ������ ���� � 	
�� ������� Γ′k (k = 1, . . . , 2ν − 2) � �������� ����� � �����
��������� ����� � �� �����!" ν → ν − 1�� #!$����% ��! � &�!� ��
��� ��
�����

p = 2β : d = I
⊗(β−1)
2 ⊗σ1⊗I⊗(ν−β−1)2 (β = 1, ..., ν − 1), d = I2ν−1 (β = ν),

p = 2β + 1 : g = σ⊗β3 ⊗ I
⊗(ν−β−1)
2 (β = 1, ..., ν − 1),

�����'3�
c = (σ2 ⊗ σ1)

⊗(k−1) ⊗ σ2 (ν = 2k) ,

h = (σ1 ⊗ σ2)
⊗k (ν = 2k + 1) .

�����'��

• ������ ���� 	�!����� ��� ������������� �����'��% �����'�� ���!������ �!!��!�
(���" �������� � ����������� ε% ε′ ��������� � ������ �% ���������

&���"�� 
����"������� ��������# �������� � �������� �	 4����2����� ����� � 
������ ������ ������*�# �������� �� 
����"�� ���� /�� ������ �" ,��)� A � A
��
��������0 � ��5)���"������0 
����"������ ρ′ � ρ′′ ��� 4����2����� ������
5������" U ∈ Spin(p, q)# 	"�"����� � ���*��'�#

1.) q, p ∈ 2Z≥0 ⇒ A†dA = d, A
†
dA = d ; q, p ∈ 2Z≥0 + 1 ⇒ A†gA = g; �����'*�

2.) ν ∈ 2Z≥0 ⇒ ATcA = c , A
T

cA = c; ν ∈ 2Z≥0 + 1 ⇒ AThA = h ; �����'��

3.) ν + q ∈ 2Z≥0 ⇒ bA∗ = Ab , bA
∗
= Ab;

ν + q ∈ 2Z≥0 + 1 ⇒ fA
∗
= Af , fA∗ = Af .

�����'��

6"������ ��
��������� 2ν−1(������ 
����"������ Δ+ �Δ− ���

� Spin(p, q)#
)������ ,��� �
�������� � 4����2����� �����# � �,�	�"��� )����"��"�������� )



��� ��� ������� �	
������

��� 1 ≡ I2ν−1 � 2ν−1���	
�� ���� sm � sm ������� �����
�
���� �����	�� ��������

s = (s1, . . . , s2ν) = (I2ν−1 ,−iΓ′1, . . . ,−iΓ′p−1,Γ′p . . . ,Γ′2ν−1) ,
s = (s1, . . . , s2ν) = (I2ν−1 , iΓ′1, . . . , iΓ

′
p−1,−Γ′p . . . ,−Γ′2ν−1) ,

��������

�  �������	��� ����
�!�
��� ��������" ��������� #���$ ���	�%� {Γ′1, . . . ,Γ′2ν−1} 	��
��& �� '	������ �	�������
�� ��	�& �(�) ����	� C�2ν−1" ��'��� �� �����
sm � sm �� ����� �	���� s†m = ηmmsm" ��� ηmm * �����
�$
�� '���
�� ����
	��� η = Ip,q� +& �����
��� �	���� ��� ��" ,�� γ†m = ηmmγm (m = 1, . . . , 2ν)�
-�$& ��$ ��������" �	�������
�� ������.� ��/
� &������$ � �������
�� ���� ����
��������"���������

γ1 = σ1 ⊗ 1, γm+1 = σ2 ⊗ γ′m = σ2 ⊗ Γ′m (m = 1, ..., p− 1) ,

γm+1 = σ2 ⊗ γ′m = i σ2 ⊗ Γ′m (m = p, . . . , 2ν − 1), ⇒ γ2ν+1 = σ3 ⊗ 1 ,
��������

��� ���	�%� γ′k 	���& �� �	�������
�� ��	�& �(�) ����	� C�(p−1,q)" �	�,�� ����
	�%� γ′2ν−1 ��	����� �& ��	�& �(�) {γ′1, ..., γ′2ν−2} ���" ���  ��&�
� � ���������

�����	
���� ����� ��� ������	 
������� C�(p,q) �p+q = 2ν� � ��������� �����
��������� �������� ������	 D� C � B� ��������� !�� �����"#�� �����"$�%

γ†k = D−1 · γk ·D , γTk = −C−1 · γk ·C , γ∗k = −B−1 · γk ·B , ������0�

γ†2ν+1 = (−1)qD−1 · γ2ν+1 ·D , γT2ν+1 = (−1)ν C−1 · γ2ν+1 ·C ,

γ∗2ν+1 = (−1)ν+qB−1 · γ2ν+1 ·B ,
��������

&����	�� ��� � ����

1.) q, p ∈ 2Z≥0 ⇒ D=I2⊗d ; q, p ∈ 2Z≥0 + 1 ⇒ D=σ1⊗g; ��������

2.) ν ∈ 2Z≥0 ⇒ C =σ3⊗c ; ν ∈ 2Z≥0 + 1 ⇒ C = iσ2⊗h ; ��������

3.) ν + q ∈ 2Z≥0 ⇒ B =σ3⊗b ; ν + q ∈ 2Z≥0 + 1 ⇒ B = iσ2⊗f ; ��������

��� 2Z≥0 ' (���	�� � �2Z≥0+1� ' ��(���	� �����)����*�	� (����+ d, g, c,h,b, f ∈
Mat2ν−1(C) �

d† = d , g† = g , cT = ε′ c , hT = −ε′ h , b∗ b = εI2ν−1 = −f∗ f , ��������

1.) q, ν ∈ 2Z≥0 ⇒ b= dc†−1 ; q, ν ∈ 2Z≥0 + 1 ⇒ b= −g h†−1;
2.) q, (ν + 1) ∈ 2Z≥0 ⇒ f= dh†−1; (q + 1), ν ∈ 2Z≥0 ⇒ f= −g c†−1.

��������

�������������� -	�/�� ,�� �� ��	�1��� � ����&���$�� ��

��� 2���	/��
��
�������" ,��  ����� (ν + q) ∈ 2Z≥0 � (ν + q) ∈ 2Z≥0 + 1 '������
�
�  ������
s/2 ∈ 2Z � s/2 ∈ 2Z+ 1 �����������

�" ��� s = (p− q) * ��	����	 ���
�� 	�� +&
�	�) �	�������
�1 ��������" �������� � �������� �� ����/�� ��$�� ��������� 3���&��
��$���� �	�������
�1 �������� � �������� �	�������� �
����,
�� #���!�� ���	�% 

D � ��,
�� ���� D =

(
d g

g′ d′

)
" ��� d, g,d′, g′ ∈ Mat2ν−1(C) � 4���� �& ��	����

����
�!�
�� � ������0� �	� k = 1 �  ,���� ������.� �� �� ,��� d′ = d � g′ = g" ����

��� ��������� �����	�
���� ���
��	����� ������ SU(2) � ��
 ����� � ���
� ��

��� �����	��� 
	��������� 
	���������� �	�

�

SU(2) � 	� ������ � ��	���

����� ����	
��� ��������	�����

����� �	
�����
��� T (1) � T (2) �	���� G �
�	������� ��������� ����
������
��
 �	���	����� �	
�����
��� ��� V1 � V2� �	���
 �	���
�
��
 T (1) ⊗ T (2)  ��!
�	
�����
���  ���
� �����
 �	������� ����� �	���� G ���������� "����# ���
������ $�
	%�
��� ������� &��� 	���
� ����� �
	�� ����� �����'# �	
�����
��

T (1) ⊗ T (2) �
��� 	����%���  �	���� ����� �� �
�	������� �	
�����
����
T (α) �	���� G# ����	�
 �
������  �	���	�����! �	
�����
��� Vα &���
�� α ���
�
	�
� �
�	������
 �
 ����
����
 �	
�����
���'� "���� ��	����# �� ��

�
	����%
��


V1 ⊗ V2 = ⊕αmα Vα , &(�)��'

��
 mα * �	������� !�%�
��� �
�	������! �	
�����
���#  ����
����! T (α)# 
�
���	��
 �	���
�
��
 T (1)⊗T (2)� + �	��� ����� &(�)��' �� ����������� ,�	�����
��� ������ �	���� ����� �	���	���� ⊕α ⊕mα

κ=1 Vκ;α# ��
 ���
�� κ ���
	�
� �	
��
����
���#  ����
����
 �	
�����
��� T (α)� -	����� ������# ���
���
� �����
��	������ ���	�.� C# � ������� ����	�� �
 ���	�.� �	
�����
��� T (1) ⊗ T (2)

�	������� � �������������������� ���

C
(
T (1)(g)⊗ T (2)(g)

)
C−1 = ⊕α ⊕mα

κ=1 T (α)
κ (g) , &(�)�('

��
 g * �	���������  �
�
�� G� /��	�.� C �
	
���� ����� �	���	����� (V1⊗V2)#
��������� �� �	����� �	���
�
��� �������! 
���	� V1 � V2#  
��
��
���� ���
��� �	���	����� ⊕αmα Vα# ��������� �� �������! 
���	� �
! �����
��! ����	��
��	���� Vα� 0�
�
��� ���	�.� C ��������� �� ,,�.�
����� 1�
�2�*3�	�����
-
����
 ���	�.� C ��%�� ��������  ���� ��
∑

d,b

C
(1,d),(2,b)
(α,c) |d〉1 ⊗ |b〉2 = |c〉α , &(�)�4'

��
 |d〉1# |b〉2 � |c〉α * ��	��	�����
 �������
 
���	� �	���	���� V1# V2 � Vα ⊂ V1⊗
V2# ����
���
��� &���
�� κ �� ��������'# � ���
��� d, b, c ���
	���  �� �������


���	�� 5�	���� &(�)�4' �����
��� 	����%
��
� &��� 	����' 1�
�2�*3�	����# �

���	� |c〉α ��������� 
���	��� ��������� ������  �	���	����
 &(�)��'�

��	
��� �	���	���� ���� ���
����	����� � ��	��� �������������

����� �������� 	��	� �� ��� ��	!�� ����"# ������� $	�	�	� ���

�����	 �	�%$	 ��� ��$	�	�	�	 $����� ����� � 	���������� ���	� �����

����������

+  ��� 	���
�
 �� ������ �	���
�� ����	�
��� 	��� 1�
�2�*3�	���� ��� ���
�
����
	��! �	
�����
��� T (j) �	���� SU(2)# ����	�
 !�	���
	������� ������ j�
0�� �	
�����
���# ��� �� ��
��# ����
������ ���
����
	��� �	
�����
����
���
�	� 6� su(2) ��� ���
����
	��� �	
�����
���� ���
�	� 6� s�(2,C)�

�	
%�
 �
�� �� ������� �
��� ��!�%�
��� �	������
� mα  	����%
��� &(�)��'
� &(�)�('� ����� �� ��

� �� �
�	������! �	
�����
��� T (j1) � T (j2) �	����
SU(2) ���# ��� �� %
 ����
# �� �
�	������! �	
�����
��� T (j1) � T (j2) ���
�	 6�



�� ��� ��������� �����	�
���� ���
��	����� ������ SU(2) � ��
 ����� � ���
�

su(2) � s�(2,C)� ����	
�	� �� ���������
�� T (j) ������� � ������
��� V2j+1 �
�����
�	� ������	� |j,m〉 �������� � ���	�
� ������ SU(2) ������� �! � ��	
���������
�� � ���� (2j + 1)"	��
�# 	���$ ���%�&'�� ( ����	������	�	 ������
����
��� ���)��� ����������! � ����

C
(
T (j1)(U)⊗ T (j2)(U)

)
C−1 = ⊕j ⊕mj

κ=1 T (j)
κ (U) , ∀U ∈ SU(2) . ���)�)�

(��*	�	 ���	�
 U ∈ SU(2) � ����	�����$�� ���%���+ U = U�n(ψ) �����* 	� ��"
���*���	 ����
���
�� ψ �	��� Ψ�� ,� ����
��� ���)�)� ������ ���
�-�
�� ��!
#��������+

χ(j1)(ψ) · χ(j2)(ψ) =
∑
j

mj χ
j(ψ) , ���)�&�

���

χ(j)(ψ) = Tr2j+1

(
T (j)(U�n(ψ))

)
=

j∑
m=−j

〈j,m|U�n(ψ) |j,m〉 , ���)�.�

� Tr2j+1 ����
���� ���� � ������
��� V2j+1 ���������
�! T
(j)�

�����	
���� ����� �������� ��	
	�� � ������� �� ��������� �n� � �������
������ �� ���� ψ� � ����

χ(j)(ψ) =
sin
(
ψ(j + 1/2)

)
sin(ψ/2)

. ���)���

����� ���� �������� ψ ∈ [−2π, 2π) ������������� � ������ SU(2) ����� ��������
��  ��!����� ������"�# �� ����  ��!���� U�n(ψ) ��	$	%� � &���������! ψ �
����������!� �n	

�������������� /����������
�!	� ������! ���%��.� � ��� ���	�
 U�n(ψ) ���%���
� ��������*
�	 �n ������! � ���	�
� U�e3(ψ)� ������ 	�0
� �����*����* ��! 
�"
	���$�� ������ ����!0�

�# ���	�
��� 1 ����	 �����������
�! ���%��.� #������
� ���� ���	�
� U�n(ψ) ∈ SU(2) � ���������
�� T (j) ����


χ(j)(ψ) = Tr2j+1

(
T (j)(U�n(ψ))

)
= Tr2j+1

(
T (j)(U−1ϑ,ϕ · U�e3(ψ) · Uϑ,ϕ)

)
=

= Tr2j+1

(
T (j)(U�e3(ψ))

)
=
∑
m

〈j,m|U�e3(ψ) |j,m〉 ,
���)�2�

� ��*� 
� ������ � �n� � ������ ��*�� � ���� ψ� /��*��!�* 3��	���� ���)�2� �
!�
�	 ����	 ���%�.)� ��! 	���$� ���	�
� U�e3(ψ) � ���������
�� T

(j)� 	� �����"
�!�	 #������ ���)�.�� ���)�2� ��! � ���� ���	�
� U�n(ψ)+

χ(j)(ψ) =

j∑
m=−j

〈j,m|U�e3(ψ) |j,m〉 =
j∑

m=−j
eimψ =

eiψ(j+1/2) − e−iψ(j+1/2)

eiψ/2 − e−iψ/2
, ���)���

�� � ��� ���)����

4
�
�� !�
�# ����0�
�� ���)���� ���)��� ��! #�������� χ(j) ���# ��
��
�	��"

�# 
��������	�# ���������
�� T (j) ������ SU(2) ������!� ������* �����0�"

�� ���)�&� �� �	 ��	�	 
��� ���
��� mj�� ���� ������*����*�! ���
��� �

��� ������� �	
������ ���

ρ(Σmn) ∈ spin(p, q) � U ∈ Spin(p, q)� ����	
� �
����� �� �	����� ����������� �
�������� � ��������

ρ(Σmn)
∗ = B−1 ρ(Σmn) B ⇒ B U∗ = U B , (B↔ B′) , ��������

� �� �	������ ����������� � ���������

ρ(Σmn)
∗ = B̃−1 ρ(Σmn) B̃ ⇒ B̃ U∗ = U B̃ . ��������

 ��!��� ��������� ������"� � �������� #
 �#��#

CT = −C $!� N = 2, 4 mod(8) , CT = C $!� N = 6, 8 mod(8) ,

� �� ���	��� ����������� � �������� �!�$%��� &��

U ∈ Sp′(2ν ,C) $!� N = 2, 4 mod(8) , U ∈ SO′(2ν ,C) $!� N = 6, 8 mod(8) ,
��������

�$� SO′(N,C) � Sp′(2r,C) ' �	%((
� ���#�	)�
� �������������� �	�����!��
#
SO(N,C) � ��#(!����&����# Sp(2r,C) �	%((#� �(	�$�!���� ����	
� $�
 � ��������
� �������� *�+� $!� %(	�,���� )�	#%! #
 -%$�# �(%���� ��	��� � �-���&�����
���#�	)�
� �	%((� �� ���� -%$�# (���� SO(N,C) �#���� SO′(N,C) � �� $!���
. ��!% ������ (	�$���!���� �������� $!� /	#������ #�	�0
 D† = D� ����	�
$!� p = 2ν ����$ �#��� 2ν−1 ��-������
� ��&���� +1 � ���!��� +� ��-������
�
��&���� −1� #
 ��!�&�#� &�� �	%(( Spin(p, q) ��!$
����� � (���$�1%���	�%�
�	%((%� ���#�	)�%� �	%((� SU(2ν−1, 2ν−1)� . �(�0�!���# �!%&� p = 2ν �#����� /	1
#����� (	�$���!���� �������� � ����	�# D = I2ν � � #
 (�!%&�# Spin(2ν) ⊂ SU(2ν)�
�� ���� �	%(( Spin(2ν) ' ��#(����

2&��
�� ��������� #
 �#��# � �!%&� p = 2ν = N �

Spin(p, q) ⊂ Sp(2ν ,C) ∩ SU(2ν−1, 2ν−1) $!� N = 2, 4 mod(8) ,

Spin(p, q) ⊂ SO(2ν,C) ∩ SU(2ν−1, 2ν−1) $!� N = 6, 8 mod(8) .
������"�

� � �!%&� p = 2ν = N �

Spin(2ν) ⊂ Sp(2ν ,C) ∩ SU(2ν) = USp(2ν) $!� N = 2, 4 mod(8) ,

Spin(2ν) ⊂ SO(2ν,C) ∩ SU(2ν) = SO(2ν) $!� N = 6, 8 mod(8) .
������3�

4�$&�	���# �,� 	�� &�� �$��� SO(2ν) 5 /�� �	%((� ���#�	)�� �	%((� ��,������1
�
� �	�����!��
� #�	�0 � �$���&�
# $���	#�����#�

• ������ ���� 	
������ �
 SO(N,C) ∩ SU(N) = SO(N)� ��������� ����
���
������ A ∈ SO(N,C) ∩ SU(N) �� ����������� � ������ �����

. &����# �!%&� p+ q = 2ν 	��#��	�# �(�0�!���� ���!������ (	�$���!���� ρ
!��-	
 6!�))�	$ C�(p,q)� � ����	�# �-	�%�,�� �#��� ��$ �����3��� �����3"�

γ1 =

(
0 1

1 0

)
, γm =

(
0 sm
sm 0

)
(m = 2, . . . , 2ν), ⇒ γ2ν+1 =

(
1 0

0 −1
)
, ��������



��� ��� ������� �	
������

������	
��	��� ������	 
� ����	
 ���	 ���	���� � �������� � �	��
	��

�����	 �������	����� ��� ���	����� �� �	�	��
	��� ����� �����!���� "�#
$!%	
 $�	&������! ������� �� &����'(!) γTm � ��	�
 ���	���� �������� ���
 
�$�&�
!� * ��+ ����� !
		


γTm → (U−1)T γTm U
T = −(U−1)T C−1 γmCUT , ������,�

� � ����+ �����

γTm → (γk Λ
k
m)

T = −C−1 γkCΛkm = −C−1 U γm U−1C . ������-�

*����!�� $����	 ����! � ������,� ! ������-� $����	
 [CUT C−1U, γm] = 0. ��
������ /	

	 0��� ��	�

CUT C−1 U = ρU I , ������1�

��	 ρU ≡ ρ(U) 2 �	���� ���� ��� 3���4! �� ���$$	 CL(p, q)� 5	�� � ������1�

��
	�� U → ρ
1/2
U U . 
� $�!)�!
 � ���
� ���%	�!' � ���������

6����!��. $�	&������!	 ������� �� &����'(!) γ†m. ��$!����	 ���
 �$#
�&�
! � ��	�
 ���	���� ��������. ��	� [DU †D−1 U, γm] = 0 ! ������ /	

	 0���

� !
		


DU †D−1 U = λU I , ��������

��	 λU ≡ λ(U) 7 �	���� 3���4! �� ���$$	 CL(p, q) ���� . �� λUλU ′ = λU ·U ′� 8�!#

	�  ��
!�� �$� �	�!	 � ���	����� �������� ! ��!���� D† = D ��
� ���������.

� $����	
 λ∗U = λU . � 	���. λU 2 �	(	���	��	 ��
	��	 $�	������	�!	 ���$#
$� CL(p, q)� ���!��!
 �	�	�
!���� � &	!) ����	+ ���%	�!+ ������1� �� ρU = 1�
! ��������� � �	�������	 $����	
 ���	����� det(U)2 = 1 ! det(U)∗ det(U) = (λU)

d.
��	 d = 2ν 7 ���
	����� $�	������	�! ρ� 9� ��!) ���	���� ��	��	�. �� (λU)

d = 1
! ��� ��� λU 2 �	(	���	��� 3���4! . � 
� !
		
 λU = ±1� :��!
 &���
. 
�
$�!)�!
 � $	��
� ���%	�!' � ��������. ��	 λU = ±1�
���
����
� "���	�!	 λU = −1 � $	��+ 3�
��	 � �������� ���!��	�. ��$�!
	�. �
�
 �����	. ���� ��	
	�� U ∈ CL(p, q) ���	�����	� ����	�! 
 $�! $�	&���#
���! ) �������� � �������!. � �	��
	��
 �����	 N = (p + q) = 2ν �� �!�������
p = 1, q = N − 1 ��
�+ ��!���+ ��	
	�� U = γN+1 ∈ CL(p, q) �	�	�!��	� 
���!4�
Λ = −I ����	�! ��	) ���!���. � ��� ��� D = γ0 ��
� ;���	� ������. � 
� !
		

λ(U) ≡ λU = −1 � $	��+ 3�
��	 � ���������

<�	
	��� U $����$$� Spin(p, q) ⊂ CL(p, q) $ $�	�	�	�!' ��
!����� ���.
�� �! ����	��� '� �������� � λ(U) = +1=

U † D−1 U = D−1 , UT C−1 U = C−1 . ��������

>�$�!
	�. $���� �� ���	�����
! �������� � �	��
 �����	 p+ q = 2ν = N �! ���	�#
����
! ������-� � �	�	��
 �����	�. 
� $����	
 �� &����'(!) ρ(Σmn) ���	&��
/! spin(p, q). ��	��'(!	 ���%	�! 

ρ(Σmn)
† = −D−1 ρ(Σmn) D , ρ(Σmn)

T = −C−1 ρ(Σmn) C , ��������

! ��	����	��� ��	
	��� ������1� ���$$� Spin(p, q) �	+���!�	��� ����	��� '�
����! 
 ��������� 8�!�	�	
 ����	 $���!�� �� �
$�	���� �$� �	�! 
���!4

��� ��������� �����	�
���� ���
��	����� ������ SU(2) � ��
 ����� � ���
� ��

��������	
����
� ������ χ(j)(ψ) � ������������ � ����� ������� ���������� ����
������� ����� ���� �����	 ������� ������  ���� �����!� "���
 �� ��	�#�� ��$���
������ ������ ���	�#���$ �%�&�'!( �� �������� ��� ���$ �	$ �������������� mj ���
��� �	������
 �������� �����

)�������� ������ �%�&��! � 	����  ���
 �%�&�'! � �����	
�����$ ��#�������

sin(a) sin(b) = sin(a + b− c) sin(c) + sin(a− c) sin(b− c) ,

������� �������	��� �	$ 	���� a, b � c� )�	�#�� a = ψ(j1 +
1
2
)( b = ψ(j2 +

1
2
) �

c = ψ/2� *���� 	���$  ���
 �%�&�'! �������������$ �	������� �������

χ(j1)(ψ) · χ(j2)(ψ) =
sin(ψ(j1 +

1
2
)) sin(ψ(j2 +

1
2
))

sin2(ψ/2)
=

=
sin(ψ(j1 + j2 +

1
2
))

sin(ψ/2)
+
sin(ψ j1) sin(ψ j2)

sin2(ψ/2)
= χ(j1+j2)(ψ)+χ(j1− 1

2
)(ψ)·χ(j2− 1

2
)(ψ) . �%�&�+,!

-����� �	������� � ������  ���� �%�&�+,! ��#�� ���
 ����� ��������� � �����
�
��#������ �%�&�+,!( ���	�  ��� �� �����

χ(j1)(ψ) · χ(j2)(ψ) = χ(j1+j2)(ψ) + χ(j1+j2−1)(ψ) + χ(j1−1)(ψ) · χ(j2−1)(ψ) ,

��� � ����
��� �	�������� � ������  ���� �� ����� ��#�� ��������
 �%�&�+,! �
��� ��	��� )���
 j1 ≥ j2 ��	� �� j2 ≥ j1 ��������������$ ���	��� ��!( ����� ���	�
(2 j2) .���� �� ��	� ��(  �� � ������  ���� � ���	����� �������� ��� �	�������
������ �����#���	
 ����� ����� �������( ��� ��� χ(0)(ψ) = 1( ���	�  ��� ���������
������������� ���������$ ����	� �%�&�+,! ��������$( � � ����	
���� �� ��	� ��
���	�#����

χ(j1)(ψ) · χ(j2)(ψ) = χ(j1+j2)(ψ) + χ(j1+j2−1)(ψ) + · · ·+ χ(j1−j2)(ψ) . �%�&�++!

/�������$ 0��� ����	
��� � ���	�#����� �%�&�'!( �� �����(  �� � �%�&�'! ����������
��	�#��
 mj = 1 �	$ |j1 − j2| ≤ j ≤ j1 + j2 � mj = 0 �	$ ������ j� *���� �������(
�� ������	� �	������� �����#������

�	
������� ����� ��������	� 
���� ������� ���	������	� ���� ����	���	���
������������� �����������	� T (j1) 	 T (j2) ������ SU(2) 	���� �	�

(
T (j1) ⊗ T (j2)

)
=

j1+j2⊕
j=|j1−j2|

T (j) , �%�&�+%!

��� ������������� ��������� ���������� 
�������

1����� �����#����� 0�����	����� ����(  �� ��$��� ������������ ����������� �����
����	���� T (j1) � T (j2) ���	������$ � ��$��� ����� ����������� ��������	���� T (j)

�� ������� j( ������� 	�#�� � �������	� |j1 − j2| ≤ j ≤ j1 + j2( ��� �� ��#���
�� 0��� ������ ����� ����$ ����������( � .�� ��������$ j ����� +� 2��� ����	
���
����.� �������� � ��������� �������� � ���������$ �����	�� �	�#���$ ������ j1



�� ��� ��������� �����	�
���� ���
��	����� ������ SU(2) � ��
 ����� � ���
�

� j2� ����	
���	��� ������ �������� ��� ����
 ��	
���� ���
� ����
�� ����
�
����
� ��	
���	� !�" ���������	 ��
����	�
���# �� $�	�	��
��� ��	
��

��%������& ���
��	�'

(2j1 + 1)(2j2 + 1) =

j1+j2∑
j=|j1−j2|

(2j + 1) .

������	
�� (� ������ �������� ��) j1 = j � j2 = 1/2 �����
� ���*
��


χ(j) · χ( 1
2
) = χ(j+ 1

2
) + χ(j− 1

2
) , ������+�

&�


χ(0) = 1 , χ( 1
2
) = 2 cos (ψ/2) . ��������

�&���� ���
��	� ������+�# ���
 ��� ���������	��� ��� �
����
���
 ���
�*
��
 � ���������� ������� ��������# 	�
 ����,�� χ(j)(ψ)# �������
 	 �������# )	�
�)
��) �������� P2j(x) ��
�
�� 2j � �
�
�
��� x = cos(ψ/2)� -����� P2j(x)
����	� ��) �������� .
%�*
	� 	��& ���� /��&�������� $��" �����	∫ 1

−1
Pn(x) Pm(x) (1− x2)1/2 dx =

π

2
δnm , ������0�

��
��
� �� %!
& ��	
���
��) % ��&�������� "�����
�	 �
���	����" ��
��
���	�
��� � %� �������� &����� ���� ����
� ������ �
�	� ����� ���&���

• ������ ��� ��	
�� ������� ��������� �����	 ��
���� �� �����
 SU(2) �� ����
�	
�
��  ���!�
��	 χ(n

2
)(ψ) · χ(m

2
)(ψ) � �
��" ���#��$��

• ������ ��� %�!����&� ��� ����	���'�� ���!(� ��� �������	 P2j(x) �

�
	�

∞∑
n=0

Pn(x) t
n =

1

1− 2tx+ t2
. ������1�

)!����
* ����+�& �,
 ���� ������-� �� (1 − 2tx + t2)  ����&��	��& ���
����.
�
 ������#�� ��������
 !�! 2xPn(x) = Pn+1(x) + Pn−1(x)� � ��!+

��
��& �����&��
 �����
 ��������* P0 = 1� P1 = 2x�

(���# ������  	�����
��� �������
� 	 ������� �
*
��� 2��

 ������ ����
�
��) �)�� 3�
%*�45����� �	����) � )	��� 	��
�
�� �
���	����" ����
��
	 ��)�� ����	
�
��� ��
����	�
��� T (j1) ⊗ T (j2) � 	�����
�� �$���,�
��	
�����,� C ��$���,�
��	 3�
%*�45������# ��&����� !�" 	 ������" ������� �
�����+�� 6 ��
�� !�" ����
��" �� ��������� ��������
 �
���# ����
 ��������
 ��) ��� �
*
��� $��" ����� 	 �����
 ��
���
���" �
���	����" ��
����	�
���
&����� SU(2)�

��� ������� �	
������ ���

������	
��	��� ��� ��� �	�
�� D′,B′,C′ �����
����� � �������� � ���������
�� ��������� �	 �����	���� ���	 �	���� �	� ��� �	� � 	�	!�"���# �	�� $
�
�	�
�� D,B,C � %���
������ ������ &�����'���� �����(��� �����()� �!����� � 
��������� ������*�� �����)�� � �$
���!���# �����(+� �!� �	�
�� D′,B′ � C′� ,��	����
�	$
���
� ������'���� �����()�� -�!� (ν+q) �������� ��� ��"!	��� �����(+�� � �	������
�	�
�� B′ � �������� ����$	�� �	�
��	 B � ��������� ������������.	� �������
���!� � ��
���# (p−1)+q = 2ν� � 
	������� �����()� $
���� ���$	�	�� � ����������
������*�� / �!��	�� ��"�	 (ν + q) ������ � �	������ �	�
�� B′ � ��������� ��"!	���

�����(+�� ���01����� �0
	�� �	�
��� B̃� 2
� 3��� � ������ �����)�� � �	��� �����

B′∗ ·B′ = B̃∗ B̃ = (−1)ν+qε I2ν = ε I2ν .

�	��� �0
	 ��� $	
	���
 ε � ���������
��� �!��	� N = p + q = 2ν + 1 ���$	�	�� �
$	
	���
�� ε � �������
��� �!��	� N − 1 = (p− 1) + q = 2ν�

4	������ ��������	 �����(�� !�"�� $
���
����� � $���.�� ��������� 	 ��� � β ′ ∗1 β ′2 =
ε ε′ (−1)q �!����� � ��$���� 
	������� 	�	!�"���1 ������+��

����
���

�� &�"!	��� %���
������ ����� $	
	���
 ε � ���������
��� �!��	� N = p + q =
2ν+1 ���$	�	�� � $	
	���
�� ε � �������
��� �!��	� N−1 = (p−1)+q = 2ν� ��"�	 � 
��!���# �������� � $�!��	��� ��� ε = +1 � ���������
��� �!��	� N = p+q = 2ν+1�
��!� �$�!��� ��!����

p− 1 = k mod(4) , N − 1 = 2k, (2k + 2) mod(8) (k = 0, 1, 2, 3) ⇒
s = (p− q) = 2p−N = −1, 1 mod(8) .

�����(��

2
� 3���� �	� �	� ������ � �������� (ν + q) ������������� (p − q) = 1 mod(4) �
(p− q) = −1 mod(4)� �� � ���	 	��!����	 %���
������ ����� �!������ ���

ε = +1 , γ∗k = B′−1 γkB′ �!� (p− q) = 1 mod(8) ,

ε = +1 , γ∗k = −B′−1 γkB′ �!� (p− q) = −1 mod(8) .
�����((�

�� ,!� ���������
��"� $
���
	����	 5��������"� R1,N−1� $�!� ���� $
���
�� ���
$��!� %���
������ ������ � $�!��	��

ε = +1 �!� N = 1, 3 mod(8) ; ε = −1 �!� N = 5, 7 mod(8) . �����(��

%�!���� �!� ε = +1 � �����(�� ��"!	������ � ��!������ �����(���

����� ����	
� �������	�D�C� B 	 ��������� ����� Spin(p, q)

�	�
���
��
 ����� �������� U �	
��� CL(p, q) ��� ��	�������� ������ � �	���
��������� ��������
���� ���	��������
 �	���������� ρ �����	� C�(p,q)�
����� ��	��	����� ���� ��� ���  ��!  �������� �
�
� ���������� ������
"����

U † D−1 U = λ(U) D−1 , UT C−1 U = C−1 , �����(*�

��� λ(U) = ±1� ���	�#� D � C ��� ������� �
��� (p+q) = 2ν ��	������� � �$�%�&'��
� ��� ��������� �
��� (p + q) = (2ν + 1) ����!����� ������ (����
 D → D′ �
C → C′ � ���	�#� D′ � C′ 
��������	��� �$�%�')��



��� ��� ������� �	
������

�������	 
�� � 
�������� ���
�� ����� ����� � ������ 
����� �������� ���
������  ���!���� ���������� D	 B � C ����� � �����"� γ2ν+1� # �
�������
�� ���
��	 � ���� �$������������ ��� �������% {γk} � {−γk}	 � �����&����
�������� ���� '������(���	 � ��)���� ������*� $�� �����&��� ����������(���
��� �(+�� ������� �������� � ������,��

γ†k = (−1)qD′−1 γk D′ , γTk = (−1)ν C′−1 γk C′ , γ∗k = (−1)ν+qB′−1 γk B′ ,
k = 1, . . . , p+ q = 2ν + 1 .

������-�

�����	
���� ����� ����� ���	
��	� D� B  C �
���	��
�� � �������� ���

����
� � ������ ����� ���	��� N − 1 = 2ν� ����� �
�	 � D̃� C̃� B̃ �
�
��
� �����!!�� "�#�
 �
�	 � D′� B′  C′� ��	�����$%� &���
��������� ������'� �
���������	��� ����
� N = p + q = 2ν + 1� �	����
���$��� � ���

1. ν − 
���� (N = 1 (mod4)), q − 
���� : D′ = D , B′ = B̃ , C′ = C̃ ;

2. ν − 
���� (N = 1 (mod4)), q − �
���� : D′ = D̃ , B′ = B , C′ = C̃ ;
3. ν − �
���� (N = 3 (mod4)), q − 
���� : D′ = D , B′ = B , C′ = C ;

4. ν − �
���� (N = 3 (mod4)), q − �
���� : D′ = D̃ , B′ = B̃ , C′ = C .
�����,��

�������������� .��/����/ �����&����� �������� � ������,� ��)�� �������/	 
��
 �� �
�������)� ���
�� N = (p+ q) = 2ν + 1	 $������������ ���0 ��� � ������*�

�� �(��� �����"��� D	 B	 C	 D̃	 C̃ � B̃ ��� �(+�� �������1

1.) γ†k = D−1γkD , γTk = C̃−1γk C̃ , γ∗k = B̃−1γk B̃

2.) γ†k = −D̃−1γk D̃ , γTk = C̃−1γk C̃ , γ∗k = −B−1γkB
3.) γ†k = D−1γkD , γTk = −C−1γkC , γ∗k = −B−1γkB
4.) γ†k = −D̃−1γk D̃ , γTk = −C−1γkC , γ∗k = B̃−1γk B̃ .

2������� $�� �����&��� � ������-�	 �� ����
��� �����,���
# �
�������� ���
�� N = (p + q) = 2ν + 1 ����� ����� �����! ���	 �����

)�
�� ������

�����	
���� ����� (
�	 �D′,B′,C′ ∈ Mat2ν (C) ���	�$��� � ������'� � ���)
�����$ �� ����*��� �
 �����
���  ��#�� +��� ��	������� �
�� ���

D′† = (−1)qD′ , C′T = ε′C′ , �����,��

B′∗ ·B′ = B′ ·B′∗ = εI2ν . �����,3�

#�� ���������� ε′ = ±1  ε = ±1 �	��
$� �� *� ��
����� ���  � ����
�
�������	��#� �	���	
����
 Rp−1,q �
 ��� � ����,�� 	
���	����� (p−1)+q = 2ν
���� ��������  ������-��� "
�� �+	
���� ��
���� �
	
���	�� ε′  ε �� �
���� ��
��+�	
 �	����
����� γk ∈ C�(p,q) ��� �
���� �� ��
���� p  q�� .	��� ��#�� ���
�
�	 D′,B′  C′ ��$� ����� ��*�����
 ��	
���� � �����!-�� �����!/��

B′ = β ′1C
′ (D′−1)T , B′ = β ′2D

′ (C′−1)† , �����,��

#�� �
	
���	� β ′1  β
′
2 ����
�� ������,���� (β ′1)

∗ β ′2 = ε ε′ (−1)q�

��� ��������� �����	�
���� ���
��	����� ������ SU(2) � ��
 ����� � ���
� ��

����� ������	
� 	���
��
��� ���������	
� �� �����
� ��

���  ������ ���
����	

 ���������	
�

� ���� ��	
��	� �� ����� ������ ��	���� ��
���	���� �������� � �
����
�
����	��� �
	�������� T (j) � 
������ j � ������� ���	� ����
���� �
	�
�������� �� ���
��� ���� ���� 
��	� ��� � 
��	� ������� �
���  ���� ���!�"�
#��� ������ $	��� 	�� �
���� ���� �� ������ �
� � ������� ������� ��� �
���� j�

���
�% ��� ��� �
����� � ��������� ������% � �� ��� ��
��$���� ��!��

� su(2) �
������ ��
���
� Sα% 	�� ����
�� � ��
	����� �
	�������� ��
���

Sα = i τα =
1

2
σα ,

� ����
� $	������
��� �����������% ��������� �� �&�'�'�"(

[Sα, Sβ] = i εαβγSγ (α, β, γ = 1, 2, 3) . �&�)�'�"

� 	������� �� �$	� ������������ ������ ����� Sx = S1, Sy = S2, Sz = S3 �
�������� ��� ��
��$��� ����������� ��
���
� ����
� ������

*������
�� 	�$�
�� ��
	���� �
	������� T ( 1
2
) ��!�
� su(2) �!
$���

SU(2)" � ��+����
$� ����� �eA = (�e 1, �e 2) � &��
��� �
���
����� V2 ���!� �
	�
��������� ,���� ����
 v ∈ V 
����!���� �� 	�����$ �����$ v = vA�e

A � ��-�

���� �
	������ � ���
	������� +�
� � ��	 ����
������.� vA =
(
v1
v2

)
� /������

������ 	�� �������� ����
�� �� ���
	������ �
	������� ��� ��	

�eA = (�eA)B �e
B , (�eA)B = δAB ⇒ �&�)�'0"

| ↑ 〉 :=
(
1
0

)
= (�e 1)A , | ↓ 〉 :=

(
0
1

)
= (�e 2)A . �&�)�'1"

2	�� � 	�� � ���� ��	
��	�% !	 ��� � ������ �
�����
 ��% �� �$	� ���-�
	������� ������� ����
� �eA � �� ���
	������ �
	�������� (�eA)B� 3�����
��
���
�� ����� Sα �� �
���������� ����
 v ∈ V ��
	����� ����	�
���� ���

���� �&�'��"% �&�'�0"(

v → v′ = Sα · v = vA (Sα · �eA) = vB �e
A (Sα)

B
A ⇒ vA → v′A = (Sα)

B
A vB . �&�)�&4"

5���	� ��	$� �
����� 	������ Sα �� ������� ����
� � ���
	������� +�
�

(�eA)B → (Sα · �eA)B = (Sα)
C
B (�eA)C = (�eC)B (Sα)

A
C , �&�)�&'"

!	 � ����	�� 
������ �� ������������ �
	������� �&�)�'0"� � ��!����� � ����
�
������ ��
��� � ������ ���� | ↑ 〉, | ↓ 〉 � �&�)�'1" ���������$�� ���
������
����
� ����� �� �������� � ��� z ���
� � ����" ���%  �� ��- ����% ����$ ����
������!� ��� ��� m = +1/2% ���m = −1/2% ��
���
� Sz% �����!� � ��
	�����
�
	�������� Sz = 1/2σ3(

Sz | ↑ 〉 = 1

2
| ↑ 〉 , Sz | ↓ 〉 = −1

2
| ↓ 〉 .



�� ��� ��������� �����	�
���� ���
��	����� ������ SU(2) � ��
 ����� � ���
�

����� ��� 	�
���� ��������

�eA1 ⊗ �eA2 ⊗ · · · ⊗ �eAn ∈ V⊗n , ��������

�
���� �eA � 	�
���� ������� � V2� �� ����
����� ������ ��� �	�
�!�����"

| ↑↑ 〉 =
(
1
0

)
⊗
(
1
0

)
= �e 1 ⊗ �e 1 , | ↓↑ 〉 =

(
0
1

)
⊗
(
1
0

)
= �e 2 ⊗ �e 1 ,

| ↑↓ 〉 =
(
1
0

)
⊗
(
0
1

)
= �e 1 ⊗ �e 2 , | ↓↓ 〉 =

(
0
1

)
⊗
(
0
1

)
= �e 2 ⊗ �e 2 ,

������#�

| ↑↑↑ 〉 = �e 1⊗�e 1⊗�e 1 , | ↓↑↑ 〉 = �e 2⊗�e 1⊗�e 1 , | ↓↑↓ 〉 = �e 2⊗�e 1⊗�e 2 , . . . . ��������

$ �������% ������� ������� �������� ������������� ��������� ������ �
 n !����&
���' 1/2�
$ ������������ � ������������( ����� � ��
���� ������� �����% !���� ��)�(

��%����� ���������� ������� ������� ���� Sx, Sy, Sz � �������� �
 �������*
���� ������������ T (j1) ⊗ T (j2) ������������ �	 �� ��������"

T (Sα) (v ⊗ u) =
(
T (j1)(Sα) v

)⊗ u+ v ⊗ (T (j2)(Sα) u
)
, ������+�

)�� v � u , ������� �
 ���������� V2j1+1 � V2j2+1 �����������% T
(j1) � T (j2)( ����*

��������� -���� �	��
��( �� �����

T (Sα) = T (j1)(Sα)⊗ I2j2+1 + I2j1+1 ⊗ T (j2)(Sα) , ��������

)�� In � ����!�% �������� � Vn�
.���/�� j1 = j2 = 1/2 � 0������ ��������� $ ��
������� �� ����!��� ����*

�������� Δ ��)�	�� su(2) �� ��������� ������������ �	������� �% ��)�	��
U(su(2))� ��%����� �� � ����������� V ⊗ V"

Δ(Sα) = Sα ⊗ I + I ⊗ Sα , ��������

)�� I = I2 � ����!�% �������� � V � ��������� Sα( ��%����� �� � ������� �
 V(
	������ � ��������� �� ������������ T ( 1

2
)� 1��������Δ(Sα) �������� ����������

� ��������� (v ⊗ u)( )�� v, u ∈ V( ��)���� ������+�"

Δ(Sα)(v ⊗ u) = (Sα ⊗ I + I ⊗ Sα)(v ⊗ u) = (Sαv)⊗ u+ v ⊗ (Sαu) . ������2�

�����( ��� ���������� ��%����� �	��
�� �� Sα ��)�	�� su(2) � 	�
���� �����*
��� �������� � V ⊗ V ⊗ V( ������� ������������ ��	�% �����
�&�� ���� !����&
�� ����� 1/2 ���
���� ����
������ ���� �������� ���������( �� ����
�����
0������%

Δ2(Sα) = Sα ⊗ I ⊗ I + I ⊗ Sα ⊗ I + I ⊗ I ⊗ Sα , ������3�

)�� Δ2 � �	�
�!��� ������������ U(su(2)) � ����������� V ⊗V ⊗V( � ��� ������ $
�	 �� ���!�� ��� ���������� ��%����� ���������� ���� Sα � 	�
���� ��������
�������� �� ���/� �������
������� ������������� �������� � 0�������� ��������(
������3��"

Δn−1(Sα) =
n∑
k=1

S(k)
α , �����#4�

��� ������� �	
������ ���

• ������ ���� �	
����� ��	 ��� ���	�	 ������	���	�	 ������������� �������

C�2,N−2� ���	����	����	� � ����	������ ��	��������	� R2,N−2� �� �����

ε = −1 ��� N = 2, 8 mod(8) , ε = +1 ��� N = 4, 6 mod(8) ,

ε̃ = −1 ��� N = 6, 8 mod(8) , ε̃ = +1 ��� N = 2, 4 mod(8) .

������� 	����� �������� ��������	� ε� ε̃ ��� ������������� ������� C�N−2,2�
���	����	����	� � ����	������ ��	��������	� RN−2,2�

�� ����	
� �������	� ��� ������� ��	����� C�(p,q) � ������� ������

p+ q = 2ν + 1�

��	
� ��� ��
��� �������	
� N = (p+q) = (2ν+1) ��
���� (±γk) ∈ Mat2ν (C)
�������
 ��� ���������� Γk ������ C�(p,q) 	 ����������� 	��
��������
� !"!#$ ����%����� ���	
�%���� ρ±&

ρ+(Γk) = γk , ρ−(Γk) = −γk , k = 1, . . . , 2ν + 1 .

���	
�%��� ρ− ������ C�(p,q) �'(%�%���
�� ���	
�%���� ρ+) 
�( (�( ���
��
�������� '���
� � !"!"�$

ΓN+1 = e−i
π
2
(ν+q) Γ1 Γ2 · · ·Γ2ν+1 ,

�� ��� ��%�	
%� ρ+(ΓN+1) = −ρ−(ΓN+1)! *�( ���� ��(����� %��) % 	����
��
��� �������	
� N = p + q = 2ν + 1 	��	
%��
 %	�� �%� �'(%�%���
+
��� ���	
�%���� ������ C�(p,q) �	�! ,
%�-��� ����� � ��	�-��� ��	� ���.
�%��� (��	
��(��� 
�(�� ���	
�%���� ���� % � !"! /$) � !"!  $$) ��'
��� %�	��
���	
�%����) ������%����� �����������

{±γk} , {±γ†k} , {±γTk } , {±γ∗k} ,

�����%��
	� �� �%� (��		� '(%�%���
��	
�) ���� �� (�
���� %(����
 ���	
�%�+
�� ρ+) � %
���� 0 ρ−! ,(�-� (��		 '(%�%���
��	
�) (�
���� %(����
 ��������+
�� ���	
�%��� ρ+) ������%���� ��
������ {+γk}&

1. ν − �
��
(
N = 2ν + 1 = 1 (mod4)

)
, q − �
�� : {γk, γ†k, γTk , γ∗k};

2. ν − �
�� (N = 1 (mod4)), q − ��
�� : {γk,−γ†k, γTk ,−γ∗k};
3. ν − ��
�� (N = 3 (mod4)), q − �
�� : {γk, γ†k,−γTk ,−γ∗k};
4. ν − ��
�� (N = 3 (mod4)), q − ��
�� : {γk,−γ†k,−γTk , γ∗k}.

� !1!�2$

3
�
 �����
�
 	���� - 	���
 �� 	��
������

γ†1 γ
†
2 · · · γ†2ν+1 = (−1)qγ1 γ2 · · · γ2ν+1 , γT1 γ

T

2 · · ·γT2ν+1 = (−1)νγ1 γ2 · · · γ2ν+1 ,

γ∗1 γ
∗
2 · · ·γ∗2ν+1 = (−1)ν+qγ1 γ2 · · · γ2ν+1 ,

� !1!�4$

(�
��� %�
(��
 �� � !1!"�$) � !1!"/$ ��� 	����� (γ2ν+1)
2 = I! 3
� - 	��
������

%�������
	� � ��� 	����� (γ2ν+1)
2 = −I) �
� ��(� ���%��
�) 	�� 	���
� % � !1!"/$

����� γ2ν+1 → (−i) γ2ν+1) q → q + 1!



��� ��� ������� �	
������

�����	�
��	 �
��
�����	 Rp,q �p + q = 2ν = N��  ��	���� ��
	�� �������� �
�������� 	� �������	

ε′ = −1 �� N = 2, 4 mod(8) , ε′ = +1 �� N = 6, 8 mod(8) . ��������

ε̃ ′ = −1 �� N = 4, 6 mod(8) , ε̃ ′ = +1 �� N = 0, 2 mod(8) . ��������

��� !� ���� ��"������ �
��
����� RN � #�� N = 2ν� �� "��
������ ��$	�
��� �
 �� �� �#���� ��
�������� ����� %�
�	����	�% � 	� �	��	 p = 2β = 2ν� ���
β = ν� &�'��	�� �� ��(�#� ���
�����	�#� �
��������� ��#�(
� C�N ��
�	��
�
ε � ε̃  ��	���� ��
	�� ��������� �������� � ε̃ = ε(−1)ν+q �	� ��������� ��"�
��� 
�������	 �(
�$�	

ε = −1 �� N = 2, 4 mod(8) , ε = +1 �� N = 6, 8 mod(8) ,

ε̃ = −1 �� N = 4, 6 mod(8) , ε̃ = +1 �� N = 2, 8 mod(8) .

)�	���	� ��� �� '��#� ���� 	��
�*� D �$ ��
��#� ���"�� � �������� 
���� ������+
��, 	��
�*�� ��� ���������� ��" "�" �
���������� ������� ��#�(
� C�N - '
	������
��� !� ���� �����	�
��#� �
��
����� R0,N � "�#�� �� "��
������ ��$	�
��� �
 �� �� %�
��
��������	�% �p = 2β = 0� q = 2ν�� 	�� �#���� ��������� ��������
� ��������� �	��	���

ε = +1 �� N = 2, 8 mod(8) ; ε = −1 �� N = 4, 6 mod(8) ,

ε̃ = +1 �� N = 6, 8 mod(8) ; ε̃ = −1 �� N = 2, 4 mod(8) .

. '��	 ����� �
���������� �(
�$����/ ��#�(
� C�0,N ����������� �$ �
�������+

�� �������  ��	���� $�	��� γk = iΓk� ����'
	�����0 γ
†
k = −γk� � �#���� ��������

	� �	��	 D = ΓN+1 = σ⊗ν3 �
��� !� ���� �����	�
��#� �
��
����� 1��"��"�#� R1,N−1� #�� N = 2ν� 	�
�	��	 p = 2β − 1 = 1� ��� β = 1� &�'��	� �� ��(�#� ���
�����	�#� �
�������+
�� ��#�(
� C�1,N−1 ��
�	��
� ε � ε̃  ��	���� ��
	�� ��������� �������� � ��������
��"�
��� �������	 �(
�$�	

ε = +1 �� N = 2, 4 mod(8) , ε = −1 �� N = 6, 8 mod(8) ,

ε̃ = +1 �� N = 2, 8 mod(8) , ε̃ = −1 �� N = 4, 6 mod(8) ,
��������

� � �
���������� �������� 	� �	��	 D = σ1 ⊗ I
⊗(ν−1)
2 � 2������������� ������� 

)�	������ �� ��
	���
������� ���� 3���
4���� ������ �� ��#�(
� C�(N−1,1)�
��*��
������,  RN−1,1� #�� N = 2ν� 	� �������	

ε̃ = +1 �� N = 2, 4 mod(8) , ε̃ = −1 �� N = 6, 8 mod(8) ,

ε = +1 �� N = 2, 8 mod(8) , ε = −1 �� N = 4, 6 mod(8) .
��������

��������� ���	
�� ���
����� �� ���	
� ��
�� � ��	���� ε↔ ε̃� �� ��������� ������
���� �

��	�����	 �� ����	
���������	 ����� ����������� ������

��� ��������� �����	�
���� ���
��	����� ������ SU(2) � ��
 ����� � ���
� ��

���
S(k)
α = I⊗(k−1) ⊗ Sα ⊗ I⊗(n−k) . �����	
�

���� ������� �������� ������� Sα � ������������ �����	�� � ����� ���������

ψ = ψA1A2...An �e
A1 ⊗ �eA2 ⊗ · · · ⊗ �eAn ∈ V⊗n , (ψA1A2...An ∈ C) , �����	��

���� ��!�� n "���# �� ������ 1/2� ����� � ������������ � �������� � �����	��
$���%���

Δn−1(Sα) ψ =
n∑
k=1

ψA1A2...An �e
A1⊗· · ·⊗�eAk−1⊗�eBk(Sα)

Ak
Bk

⊗�eAk+1⊗· · ·⊗�eAn . �����		�

&������� ������ ������'� � ������� � ����!�� �� ������(�� � ����������
������	� � ��������� ���� ��������� � ��"���� m ������� Sz � ���������) ������	�
��� 1, 0, 0,−1�  � ���������) �������� ��� 3/2, 1/2,−1/2, . . . � ���������������

*����� ��������� ����%�� ���� ���������� V⊗n� � ������� �����%���� ����+
�������� su(2) ���������� 2n� ,�� � ������� ���������� ) ��������� �� V⊗n
������-�%���� ��������� ���#��%��� ���������� ������������ �� ���.�� ��+
���� *����� ��� .�!�� � ����/�!�� ������� S± ������ ����%�!�) e± ∈
s�(2,C)� ����� � ��� � ���
����0

S+ = Sx + iSy , S− = Sx − iSy ,

[S+, S−] = 2Sz , [Sz, S±] = ±S± .
1���- Sz 2 ���� ����%�!�� h �� ���
���� * ���������!�� ������������ �����

S+ =

(
0 1
0 0

)
, S− =

(
0 0
1 0

)
,

S+| ↑〉 = 0 , S+| ↓〉 = | ↑〉 ,
S−| ↑〉 = | ↓〉 , S−| ↓〉 = 0 .

�����	��

3��� � 4��� ������������ ������� S+ � S− ���� 5�������"����5 ���� � ����
%��"��/�� ����������%�!�� �������

*�"�� ��������� ���#��%�% � ������� ���������� ) ������������ � ���+
���� �+������� ���������� V⊗2 � ����� �� �������� ������	�� ,�� %������ 4��
������ � ���.�� � ���� 5�.��5 � ������������ � �) ��������� �� ��"������
m ������� Sz � ������������ Δ0

| ↑↑ 〉 m = 1
| ↑↓ 〉 , | ↓↑ 〉 m = 0
| ↓↓ 〉 m = −1

�����	6�

7������� "�� ����������� ��"���� m ������� Sz �� ��� �����#��� ������
���� � ��- z� 8������ ����������� ���
�	�� � �"����� ������ �� ���.�� �����
� ����������� V⊗2 � ��/�� � ���- ��������� | ↑↑ 〉 � ������-��� �����#���
m = 1� �� �� 4�� ��������� %��"��/���� ��� .�!�� ���������� ����� � �
������������ � �������� � ������� � ���� Δ(S+) = S+ ⊗ I + I ⊗ S+ ≡ ΔS+� 1����
��� ���� "��� �������- �� ���.��� ������ | ↑↑ 〉 ��� ����������� �������������



�� ��� ��������� �����	�
���� ���
��	����� ������ SU(2) � ��
 ����� � ���
�

������	
����� �� 
������������ ��	��	����� ����������  �������
��� �	 | ↑↑ 〉
����	��� ����	����� Δ(S−) = S−⊗I+I⊗S− ≡ ΔS−  ������ �� ���� ��� �! "�
# �������	�� �����	��

(ΔS−) · | ↑↑ 〉 = | ↓↑ 〉+ | ↑↓ 〉, (ΔS−)2 · | ↑↑ 〉 = 2| ↓↓ 〉, (ΔS−)3 · | ↑↑ 〉 = 0 .

$	%� �&�	���� �� ������� �� ���������' ��� ����(��� % ������	��
%�
����
" 
�%���	

| ↑↑ 〉 m = 1,
(ΔS−) · | ↑↑ 〉 = | ↓↑ 〉+ | ↑↓ 〉 m = 0 ,
(ΔS−)2 · | ↑↑ 〉 = 2| ↓↓ 〉 m = −1

��� �!)"

%������ ���������� &	�� 
 �
	�	����� !*' ������ ���������	���
�� 
��������

  *' ������ ������	���
� V⊗2� +	���� !*' ������ �
	�	����� ������	���
� ��*
��
����
��� ����
������ ������	
���� su(2) �� ����� j = 1� ��� ������� �

������� ��&��
����,� ��	���� j(j + 1) ��� ����	���	 -	���	 ���.��."/

J2 =
1

2
(S+S− + S−S+) + S2

z = S−S+ + (1 + Sz)Sz , ��� �!�"


 ������	
��� Δ �	 
�%���	' ��� �!)"� 0	����� ���� ���.�! ""� ��� ����	��� -	*
���	 ��� �!�" ���� ����  ���� ��&��
����� ��	���� j(j + 1) �	 
��' 
�%���	'
����
����,� ������	
���� �� ����� j� ������� ����	����� 
������ ��� ��&*
��
����� ��	���� �	 ��&�� � �	���' 
�%����
� 1�� ��&��
����� ��	���� ��,%�

��������� ��� 
�%���	 �� ��	�(� 
�����  �� ��,�	��� ��� �!�" ����

Δ(J2)| ↑↑ 〉 = (1 + Δ(Sz))Δ(Sz)| ↑↑ 〉 = 2| ↑↑ 〉 ,

�� ���� j(j + 1) = 2� ��� ����
����
��� ��	���� j = 1� 2�������� �&���	�����
|j,m〉� 

������� 
 �	����� ���� ������	
� 
�%���	 ��� �!)" ����� ' ������
%
�������� �&�	���/

|1 , 1〉 = | ↑↑ 〉 = �e 1 ⊗ �e 1 , |1 , −1〉 = | ↓↓ 〉 = �e 2 ⊗ �e 2 ,

|1 , 0〉 = 1√
2
(| ↓↑ 〉+ | ↑↓ 〉) = 1√

2
(�e 2 ⊗ �e 1 + �e 1 ⊗ �e 2) .

��� �!�"

3�	%� �� 
����� � ������	���
	 V⊗2 � &	���� ��� �!4" ���'������ �
	�*
	����� ���������	���
� V3 ⊂ V⊗2 � &	���� ��� �!�"� $	% %	% V⊗2 5 ������'������
�� ���	���� .*������ ���������	���
� V1 
 V⊗2� �� 
'������ 
 ������	���
� V3� 3�
��	
���� ��� �!4"  ��� �!�" �������� ��� 
�%���� �&�	����� ���������	���
� V1�
���� ����%�� m = 0  �,� ����� 
������ � V⊗2� �	�	,	� ����
� ��	�(�,� 
��	�
�� ��� �	 ����
������ �������� � ����%��� m = 0/

ΔS+ · (a1| ↓↑ 〉+ a2| ↑↓ 〉) = 0 .

-	% �������� �
����� ��� ����
� �	�� a1 = −a2� $	%� �&�	���� �� �	'��� ��*
������ ����������
	���� &	����� 
�%��� 
 V⊗2 �
 ��������� % ���� 
�%���	�
��� �!�""/

|0 , 0〉 = 1√
2
(| ↓↑ 〉 − | ↑↓ 〉) = 1√

2

(
�e 2 ⊗ �e 1 − �e 1 ⊗ �e 2

)
, ��� �!6"

��� ������� �	
������ ���

�����	��
 � ������� ��������� ��� �������� ε′ �������
���
 �� ������� ��������
�� ���� �����
�� ����������� � � ������ 	 �������� ����	! D 	 C ����������
"�
��#�������

D2 = C2 = I2ν , D† = D , D∗ = D , C† = C . �����$�

��%����� ������� ������&��	" 	' �������� %�� (�( ) �� �(�'��� � &� � ��#��
����#	�* β2 = 1� ��
 ����	! B 	���� � ��#��	�+

B = D · (C−1)† = D ·C ,

� ����,*" (�����%�� � ��(#� ��	� ��
 ������� 	 �������� �������� �����	�

ε I2ν = B ·B∗ = D ·C ·D∗ ·C∗ = (−1)[
ν+1
2 ]

D ·C ·D ·C ⇒
D ·C = ε (−1)[

ν+1
2 ]

C ·D .
�����-�

� ���%�. ������ � ����	�� ����������(	 D ·C = ηC ·D ��#�� � ����	� ���*'�
�*

�� �	 � ��#��	
�	 ������ 	 ������� ��
 D 	 C� � ��'��*����+ ��� ��
 p = 2β−1�
���	 β / ������� � 	���� η = +1� � ���	 β / ��������� �� η = −1� ��0���� η =

(−1)β1 ��� ��
 p = 2β � �������� η = (−1)ν−β � 2�	� ��
 ��������� η = (−1)[
ν+1
2 ]

ε�
� ��(�",�� 	' �����-�� � ��	���	� ( '�����	
� ��
 ε� �(�'��� � � ��������

3����	�� ��� [ν+1
2
] / ������ ����������� ���	 ν = 3, 4 mod(4) �ν = 1, 2 mod(4)��

�������������� [ν
2
] / ������ ����������� ���	 ν = 0, 1 mod(4) �ν = 2, 3 mod(4)�� 4�%���

��%����� �������� �������� ε ����� +1 � �����",	� ��� ��� �����
�+

p = 1mod(4) , N = 2, 4 mod(8) ; p = 3mod(4) , N = 6, 8 mod(8) ;

p = 0mod(4) , N = 0, 2 mod(8) ; p = 2mod(4) , N = 4, 6 mod(8) .
�������

5�	 �����	 ��#�� '��	���* ��	� � �)��'��

p = k mod(4) , N = 2k, 2k + 2 mod(8) (k = 0, 1, 2, 3) . �������

����
 ���� 3����� ���� �������� �	%����� s = p − q = 2p − N � �����	
 �������
�����	� ��"��
 ������ ������� (�( s = 0, 6 678(8)� 	 � ��	���	� ( ��������

������	
� �� ��� �����	
�
��� ε · ε′ ������
 ��������
� 	 �������� � ��� �
 ��� �
���� �����
��� ε � ε′ �
 ��	���� �� 	����� ��
����	�
��� γ �����! �� ����"�
�
� ����#$% �������� � �������� ��
��%#�
 ���"
���

1.) ε · ε′ = (−1)β , 
��� p = 2β − 1 ; 2.) ε · ε′ = (−1)β+ν , 
��� p = 2β . �����&��

'��"
���
� "�� ��	
���	� ε = +1 �	��
��� ��� �� �	���� ���
 ����	�
� ��#
 
��	�	���� ��(�����	���) �������	��� * ��
!���$���� 	
#
��	
����� ��
����	�
���
������ Spin(p, q)�

��������
��	 ��� �%���� �
���	������� ��
����	�
��� ���
��� C�(p,q) ����!����	����( �

������ ���� �	
�� �	��������� ��� �� �����������	�� ����
����� (x1, . . . , xp) ������������ Rp,q�
������� ����������	�� ������������� ������	�� � ������� η = Ip,q� ��� ��������� ����
�����
���� ����
������ �������



��� ��� ������� �	
������

�����	�
 ���  ���������		 ��������
 �������� ��� ����	� C
 D 	 B �������� ���	���

B → eiφB , D → aD , C → bC ,

��� φ, a ∈ R 	 b ∈ C� � ����� ! "���� ���	���� #�������$ β1 	 β2  �����%�� ��&��
����� ��'	#�	���� ��#
 #�# (#�����  �����%)��

*� ������+��	, �����%��
 �����%-� � (����� �������� ����(�� ��&�����

B†D−1B = (D−1B)†B = β∗2 C
−1B = β∗2 β1 (D

−1)T = ε ε′ (D−1)T , ��������

#������ ������.	��� ���  ��� ��,+���

• ������ ���� 	
��
��� ��� ���
�� D̃, B̃ �������� �������� �������

B̃C† = β2 D̃ , B̃ D̃T = (−1)ν β1C .

�����	
���� ����� �����������	 
����	��� ε′ � ε � ������ � ������� 
�����
���� ��	�����	 ����	����

ε′ = (−1)k , ��	 k =
[
ν+1
2

] ⇔ ν = 2 k − 1, 2 k ; ������%�

ε = (−1)k+β , ��	

{
1.) k =

[
ν+1
2

]
, 	��� p = 2β − 1 ,

2.) k =
[
ν
2

]
, 	��� p = 2β ;

��������

β �  	��	 ����� � [x] �  	��� ����! ����� x� "���! s = (p − q) # 
����	�� ����
������ �	���$�% �&��� ����	��� ������� ��� 
����	��� ε $���$& ��
���������
� ���	

ε = +1 , 	��� s = −2, 0 mod(8) ; ε = −1 , 	��� s = 2, 4 mod(8) . ��������

�������������� /�# #�# ��������$ ε′ 	 ε �� ��	��� �� $.��� ����	��	����
����������	� ����.�$ C�(p,q) (p + q = 2ν)
 �� ����� ���� $�	��	� "�	 �������0
�$  ��#������ '	#�	������� ����������		� 1$.���� 2ν0������ ����	��	���
����������	� ρ ����.�$ C�2ν 
 ��������  �����%� 	 ������	� ����������	� �.���(!0
�	2 C�(p,q)
 ����� ���+	� ���.��&��	�� ��������� /�# #�#  ����������		 �����%�
����	�$ Γk "��	��$
 �� ��� ����	� γk
 ������$2  ��������
 �$ 	����

γ†1 = γ1 , . . . , γ†p = γp , γ†p+1 = −γp+1 , . . . , γ†p+q = −γp+q . ������3�

/�#	� �.�����
  #������ ����	�$ D
 #������ ��(�������� ����� ����.������	�
 ��������
 �$ ��&�� $.��� 

1.) D = (−i)β Γ1 · · ·Γp · ΓN+1 = I⊗β2 ⊗ σ
⊗(ν−β)
3 , ���	 p = 2β ,

2.) D = (−i)(β−1) Γ1 · · ·Γp = I
⊗(β−1)
2 ⊗ σ1 ⊗ I

⊗(ν−β)
2 , ���	 p = 2β − 1 .

��������

1 �.�	2 ��(���2 ����	��#� ����.���� ��#
 ���.$ ��� D $�������� ������+�0
�	� ��������� *� ��&���� �������� ����(��
 ���  #������ ����	�$ C
 #������ ��(0
�������� ����� ����.������	�  ��������
 �$ ��&�� $.��� ����	�( �����3� �
(���	��	 �����-�4

1.) C = (σ2 ⊗ σ1)
⊗k , CT = C∗ = (−1)[

ν+1
2 ]

C , ���	 ν = 2 k ;

2.) C = (σ2 ⊗ σ1)
⊗k ⊗ σ2 , CT = C∗ = (−1)[

ν+1
2 ]

C , ���	 ν = 2 k + 1 .

��������

��� ��������� �����	�
���� ���
��	����� ������ SU(2) � ��
 ����� � ���
� ��

������� 	
����������
 � ������������� ��
���
�� 
���������� ������	��
��
�� �� ���
� j = 0� ��� ��� ���� ������ �����������
� ���	���� �����	��
��
��
���
�� �
�	��	
�
�� ���������	
���� ������� �� ���� �	��	� ��� 
� ������
ΔS+� 
� � ΔS− � ΔSz �	�
� 
��� 
	 ��� �������� �	�� ���	��� � ��������
�	��� �
�� V⊗2 = V3+V1� ��� V3 � V1 ! ������	
���	 
���������" ������	���
��
T (1) � T (0) 	������ su(2) #������ SU(2)$�
%���� �&� �	�� ��� �	���
�� �����'
�' #(�)�*+$ � ������	
���� V3 ! �����

���
�� ����
	,�� ���������
�� �����
�" �������� #(�)�(*$� 	 �	���
�� ������
#(�)�*�$ � V1 - 	
����������
� �	�� ���	��� ���������
�� ������	 #(�)�*($ �
������	
���	" V3 � V1 � 
� �	���	�� � ����

ψ1 = ψ(A1A2) �e
A1 ⊗ �eA2 = ψ11 |1, 1〉+

√
2ψ(12) |1, 0〉+ ψ22 |1,−1〉 ∈ V3 ,

ψ0 = ψ[A1A2]�e
A1 ⊗ �eA2 = 1√

2
(εA1A2 ψ[A1A2]) |0, 0〉 ∈ V1 ,

#(�)�).$

��� �eA - �	���
�� ������	 #(�)�/0$ � #(�)�/�$ � ������	
���� �������'�&��� �����
��	���
�' 	������ su(2)� εA1A2 - ����
�
�� 	
���������
��� ��
���	 #εA1A2 =
−εA2A1 � ε12 = −1$� ������ (. . . ) � [. . . ] ����
	�	�� �����������

� �������	,�� �
	
���������	,�� �
������ � ����
�
� ψA1A2 ∈ C � � ����������	���� #(�)�*0$�
#(�)�*�$� 	 �	� � �� �����	�

ψ[A1A2] =
1
2
εA1A2 (ε

B1B2ψ[B2B1]) ,

�eA1 ⊗ �eA2 − �eA2 ⊗ �eA1 = εA1A2 (εB1B2 �e
B2 ⊗ �eB1) =

√
2 εA1A2 |0, 0〉 . #(�)�)/$

1���� εAB ε
BC = δCA � �� ���� ε

AB = −εAB�
• ������ ��� �	
����� �	��
	� ��������� ��	������� ��	 ���������������� �� !

�	� ψ0� �������� � ������"�� ����������� � �� ��� ���
������ 	��	����	�
��������
���� su(2)#

Δ(Sα)ψ[A1A2]�e
A1 ⊗ �eA2 = 0 (α = 1, 2, 3) ,

������ �eA $ %������� �� �	�� � ��	��������� ��������
���� �
&�%�� su(2) �	
����	� j = 1/2�� ' ������# �	��	
��	������ �	��
	� ������(� � �	)�����	�
(Sα)

B1
A1

εB1A2 + (Sα)
B2
A2

εA1B2 = 0�  	�	�	� �
���� �� �*!(���(���

• ������ �+� ,	 ������ ��	 �� �	�� |Φ〉 = φB[AC]�e
A⊗�eB⊗�eC � |Ψ〉 = ψA[BC]�e

A⊗
�eB ⊗�eC 	%���-� ��� ��	��������� ��������
���� su(2) �	 ����	� j = 1/2�
' ������# �	��	
��	������ �	��
	� ��������� ����)������ �� ������.��
������ � ��	������� ��	 Δ2(J2)|Φ〉 = (3/4)|Φ〉� Δ2(J2)|Ψ〉 = (3/4)|Ψ〉�

2���
� ��  � ���,����� ������
�' 
���������" ������	���
��� ��� � ��3��
� ����	� ��
���
��� ���������
�' ���" ������	���
�� T (j1) � T (j2) � ���������
��
j1 � j2� 4	��� � ������	
���� V2j1+1 ⊗ V2j2+1 ������	���
�' T

(j1) ⊗ T (j2) ������� ��
�������� |j1, m1〉 ⊗ |j2, m2〉� ��� mi = −ji,−ji + 1, . . . , ji − 1, ji� 5������� ����	�����
Sα 
	 ��� ������	 �������'���' ������� #(�)�(6$� 7����� |v0〉 = |j1, j1〉⊗ |j2, j2〉 ����
�������'�� ��� ������	
�' ��' ������	 �� ��	�3� ���� ������	���
�' T (j1+j2)8

T (Sz)|v0〉 = (j1 + j2)|v0〉 , T (S+)|v0〉 = 0 ,



�� ��� ��������� �����	�
���� ���
��	����� ������ SU(2) � ��
 ����� � ���
�

��� T (Sα) ������	�
� � �������� � �	�������	�
� �� �����

|j1 + j2 , j1 + j2〉 = |j1, j1〉 ⊗ |j2, j2〉 . �������

����������� 
� ��� ����� ����� ����
� �
�! ��
�"�#$�� ���������� T (S−) � ���%
��	�&����! '����	��� ������� � ��(����� ����)(�� *	! 	���� � ������ ������ �� ��
����	�
���� �����

T (S−) |j1 + j2 , j1 + j2〉 =
√

2(j1 + j2) |j1 + j2 , j1 + j2 − 1〉 ,

T (S−)
(
|j1, j1〉 ⊗ |j2, j2〉

)
= (T (j1)(S−) |j1, j1〉)⊗ |j2, j2〉+ |j1, j1〉 ⊗ (T (j2)(S−) |j2, j2〉) =

=
√
2j1 |j1, j1 − 1〉 ⊗ |j2, j2〉+

√
2j2 |j1, j1〉 ⊗ |j2, j2 − 1〉 .

+ ��&�	����� ��	����� ��,���

|j1+j2 , j1+j2−1〉 =
√
j1√

j1 + j2
|j1, j1−1〉⊗|j2, j2〉+

√
j2√

j1 + j2
|j1, j1〉⊗|j2, j2−1〉 , �����)�

-��� ��,��� &�����
 ,�, 	�
��
�! ,����
�.�! ���/ �������

�/ ��,����� �������%
�� T (Sz)� ���#$�/ �������

�� &
���
�� m = (j1 + j2 − 1)� ����������� ������ �$�
��& ��
�"�#$�� ���������� T (S−) 
� �����!
�� �����)�� + ��&�	����� �� ��	����
��,��� � �������

�� &
���
��� m = (j1 + j2 − 2) � ��, ��	��� �����	"�! �������%
���� 
� ��	���#$���! �����!
�! ��
�"�#$��� ����������� T (S−)� �� �������
��� ��&��
�� ��,���� �������
���� V2(j1+j2)+1 
������������ ��������	�
�! T

(j1+j2)�
0������� ��� �	! j1 ≥ 1/2� j2 ≥ 1/2 � �������
���� V2j1+1⊗V2j2+1 ����� ��,������

���#$�/ �������

�� &
���
�� m = (j1 + j2 − 1) ��������� T (Sz)� ���� �$� ���
�
������
�	�
�� , �����)�� ��,��� |v1〉� 1���� ��,��� ��

�� ��,��� � ����

|v1〉 = α1 |j1, j1〉 ⊗ |j2, j2 − 1〉+ α2 |j1, j1 − 1〉 ⊗ |j2, j2〉 . �������

-��� ��,���� ������
�	�
�� , �����)�� ��	"�
 �
����"����! ���� �#$�� �����%
����� T (S+)�

• ������ ��� �	
����� ��	 �� 	��	�	����	��� 〈j1+j2 , j1+j2−1|v1〉 = 0 �������

�	������	 T (S+) |v1〉 = 0�

2�,�� ����&��� ��,��� |v1〉 ����	�����!�� �������
�!�3

T (Sz)|v1〉 = (j1 + j2 − 1)|v1〉 , T (S+)|v1〉 = 0 ,

� �	�������	�
� !�	!���! ���� �� ��,����� |v1〉 = |j1+j2−1, j1+j2−1〉 ��������	�%

�! T (j1+j2−1)� 4���
�
�� T (S+)|v1〉 = 0� ��	���� 
�������,� 〈v1|v1〉 = 1 � �������
��
��$�����

���� ,��''�.��
��� ������	!�� ��,��� ������� ��
�&
��
� � ���
����#
�� ��$��� &
�,�� ,������ ���������! �� ���	� �
�#�3

|v1〉 = |j1+j2−1, j1+j2−1〉 =
√
j1√

j1 + j2
|j1, j1〉⊗|j2, j2−1〉−

√
j2√

j1 + j2
|j1, j1−1〉⊗|j2, j2〉 .

�������
*������! ��	�� 
� ��,��� ������� ��
�"�#$��� ����������� T (S−)� �� �������
��� ��&��
�� ��,���� �������
���� V2(j1+j2)−1 ��������	�
�! T

(j1+j2−1)�

��� ������� �	
������ ���

������	
 �� ������ C � C̃� ������� ������������ ��� ��������� ε′ � ε̃ ′ � �������
  �!
���� ���"#� �� �� �������� ������������ N = 2ν = p + q � ��  ����� �� p �
q �� �����"������ $������ ��#%�� ��� ���� �� ������� ����&�� ������ γk → i γk
�� ���' k ∈ (1, . . . , N) ������������� ��� ��������� �&�� �()�� ��*�&�� C�(p,q) �
�&�� �()�� ��*�&�� C�(q,p)� �� � ������+���' �����	�
� ������	
 �� ������ D,B �

D̃, B̃  ��#� � �����' ����' �����(�� �� �����������%���� ,�� � ������� ���
���  ����� p ↔ q ��� ���"� #�*�� ��������� #��������� � Rp,q ���(�� ������� �

�����������������
 ������� D,B �� ��*�&�� C�(p,q) �������� ��������� D̃, B̃
�� ��*�&�� C�(q,p) � ���&���� ���� ���� �� ���' -������' �����'����  ����� ε↔ ε̃
�

��������� ε� ε′ � ε̃� ε̃ ′ � -������' �����	�
� �����	.
 � �������
  ����� ���"#� ��
 ������/ p� q � ν � �*��(� ��%��( ���" � ������� 0���� �� ��#�%�� ���� ����� ���
�����
� ���  ������ ���������� ε � ε̃ *����� ��� � �� ��%������ ��� ���� ��%��!
���� ���������� ��/�������#�' ��������� �� #�����' ����� �(�� ��)���������
������������ ��*�&� 1��--���� C�(p,q) � ��������' *���� Spin(p, q)� 2������� ��!
������� ε′ ��������� ��� *����� �������#�����#� ��� ����*����"��
� � #�����(
�#��������� *����� Spin(p, q)�

• ������ ���� 	 
���� �������� � �������� ������� ��������

(D−1γm1 · · · γmr)
†
= (−1)r(r−1)/2 (D−1γm1 · · · γmr) ,

(C−1γm1 · · · γmr)
T
= ε′ (−1)r(r+1)/2 (C−1γm1 · · · γmr) ,

�������


��� m1 < m2 < · · · < mr� ��� ��������� � ��������� �������� �� ���
����� ! (D−1γm1 · · · γmr) "�# $�����!� "�# ����$�����!� � ��� ����� !
(C−1γm1 · · · γmr) "�# ����������!� "�# ��������������!�

3�����+���� γ† = γ∗T ��������*��� �� " ��%�� ��������� B� D � C�

���	
��	�	 ����� ������� B ����	�
��� 
�
� ������� D � C ����� ����

�������

B = β1 C (D−1)T , B = β2D (C−1)† , ������.


��
 β1, β2 ∈ C � �
������
 ���������� ������
 ������� ���
������

β∗1 β2 = εε′ ∈ R . ������4


��������� ��������� ���������� � ���
�
�
��� ������ D� C � B� ���������

β1, β2 ��
��� ��	�� ������������� ���� ��

β1 = ε ε′ , β2 = 1 . ������5


�������	������� 6� " ��%�� ��������� B� D � C ��%�� ����� ����" ���� ���!
��&����  ������ γ∗k = (γTk )

† = (γ†k)
T� ��#��� ��� � %� �����(� ������+��� ������.
�

7�������� ������4
 ����#��� � ������+��� �����	.
� ���� � ��*� ���������" ������.

� �����" �����	�
8

ε I2ν = B∗B = β∗1 β2C
∗ (D−1)† D (C−1)† = β∗1 β2 ε

′ I2ν . �������




��� ��� ������� �	
������

�������� 	
�
� ������� �������	�	
���� ���������� ���������	�� γ′k � −γ′ ∗k �
��� ��
� ������ �� �����

(B̄)∗ · B̄ = (T ∗B∗ T−1) (T B (T ∗)−1) = T ∗B∗B (T ∗)−1 = εI2ν ,

��
 � �
������ ����		
� ���� ��������	���

��� �
 
� ��
!� 
��������" ��� 
��	 ���	� ����
�
 
 �
�����	���  ����
������ ������ �������	�	
��� D′� C′ � B′ � 	����	
� ����� N = p+ q = 2ν + 1�
	� �
	�
!���� ��������� #���

�����	
���� ����� ����� ����	
� D̃� C̃ 	 B̃ ������������ ���������	��

γ†k = −D̃−1 · γk · D̃ , γTk = C̃−1 · γk · C̃ , γ∗k = B̃−1 · γk · B̃ ,

∀ k ∈ (1, . . . , 2ν) ,
$%�&�'()

� ����	
� D� C 	 B ������������ ��������� �������� 	 ��������� ���� D̃� C̃ 	

B̃ � ������� � �����!�� � ��"������ � ����#��	� �� $�������� 	 ����� %���
&�'	$�	������ ��$� "��

D̃ = γ2ν+1D , C̃ = γ2ν+1C , B̃ = γ2ν+1B . $%�&�'')

(���	
� �����!!�  �"	������ ���������	��

D̃† = (−1)q D̃ , C̃T = ε̃ ′ C̃ , B̃∗ B̃ = B̃ B̃∗ = ε̃ I , $%�&�'&)

��  ��������
ε̃ ′ = ε′ (−1)ν , ε̃ = ε (−1)ν+q , $%�&�'�)

��	���������� �� ���� �� &��	��� �� ��%���  ���������	� ����%�� C�(p,q)�

�������������� �
�����"���
 �
 
� ��
 ������ D̃� C̃ � B̃ 
�������	� � $%�&�'()

�	
�	�	
 � �
�	
��"� �
 ��	
��	�� 	 �
	��	���  ���� �
�����"���
 �	����*
��"	
��� ������
� ε̃ ′ � ε̃ ��
�
����� �� �� �� � �
�����"���
 	�
 ��	�+
#��
� � ,�������	�� ������ -��������	�� $%�&�'') ��� ����� D̃� C̃� B̃ � �

�*
	
��	�� $%�&�'&) ��
�������� ������� �������	���� � ���
�"�
�	��� ���	���
$%�&�(�)� $%�&�(.)� $%�&�(%) � $%�&�(/)�

������� ��� ���	
 
 ���������	�� $%�&�') � �!�� C�2ν � ����� C̃ �
 ��	

,�������	�� ����� ��
�
���
	�"	 ������ �������	�	
��� C ′� ��		
� � $%�&�%)�
0�
�	��� ��
 � ��
� ���������	�� ���������
 ���	���
 C = C� �
��
�� � ����
�
������ $%�&�1) �� �����

ε′ = (−1)[ ν+1
2

] , ε̃ ′ = (−1)[ ν2 ] . $%�&�'.)

2� �
 �!����"�� � �
�� ��
 ��� ������� ����	� �

�	
��	��� ε̃ ′ = ε′ (−1)ν �
�
�
�
� !��
 ���	
 � ,�������	�� ������

��������� �� -��
!��
�	�� γk → i γk� ���
�	�		�� ��� 	��
�
��+ k� �

����*
������ ����	�	�� �� 	���� ������� � 
����������+ �

�	
��	��+ $%�(�/1) $�

���" ����	�	�� ������ �� 	���� s = p−q)� 3	� 	� ��	��� �

�	
��	�� $%�&�(�)�

��� ��������� �����	�
���� ���
��	����� ������ SU(2) � ��
 ����� � ���
� ��

������ ��		
���
 ������	����	��� V ′ � V2j1+1⊗V2j2+1� ������������ �	�
 ����
����
 |j1, m1〉⊗|j2, m2〉 	 	��	������
 �������
 m = m1+m2 = j1+j2−2 ���������
T (Sz)� �	� j1 ≥ 1� j2 ≥ 1� �� ������	����	��� V ′ ����
����  � ��
 
� 
���
 ���
������ ����� �������� T (S+)|v3〉 = 0� ���	������ 	���� ������ |v3〉 	 ��	�

(j1 + j2 − 2)� ������ ����� ����!������ ���
 ���!
 �������
 |j1 + j2, j1 + j2 − 2〉 
|j1+j2−1, j1+j2−2〉 � V ′� "�	�� #��!�� �� 	���� �� |v3〉 �����$%
 ���������

T (S−)� 
� �������
 ���������� ������	����	��� � V2j1+1 ⊗ V2j2+1� 	������	���$�
%�� �������
�
� ����	������$ T (j1+j2−2)�  ��� ������ "�������� �����$ ����
&������ 
� � ���&� ���&�� ��	��������
 ��������� '(�)��(* ���
�!� ����������
����	������ T (j1)⊗T (j2) � ���
�$ 	�

� ����	������ T (j)� +�
��
� ��� �����
��$%� �� #��
 ,��
���� �����!���� '(�)�-�*� '(�)�)-*  '(�)�).*� ���	���$�/�
� ��%�
 ��� 	����$%
 ������
 '	������ 	 ����
 0�����12������ '(�)�-**

|j3, m〉 =
∑
m1,m2

|j1m1〉 ⊗ |j2m2〉 〈j1m1, j2m2|j3m〉 , '(�)�)3*

!�� j3 1 �$�� 	�� � �������� |j1 − j2| ≤ j3 ≤ j1 + j2� � |j3, m〉� |j1m1〉  |j2m2〉 4
���	��� �������
�������� ������� '	
� '(���(.** � ���	����	���� ����	������ 

T (j3)� T (j1)  T (j2)� 	������	������� 5 ,��
��� '(�)�)3* 
� ���� ����������

〈j1m1, j2m2|j3 m〉 := (〈j1m1| ⊗ 〈j2, m2|) |j3 m〉 . '(�)�)6*

��� ��#,,&����� 0�����12������� 5 ��	���	� ���	����� � ������ ��	��� ,���

�� '(�)�-�*� '(�)�)-*  '(�)�).* ��$� �	������ ������� ��� 	������	���$%� ���
#,,&����� 0�����12�������

������� � ��������� ����� ��
��� 	 �����	� ������� ���	�
�� 	��������� ���  �!�����	
�����"���
�� ������� 	������� ��� ����#���� ���������� �����	�
���� T (j1) ⊗ T ( 1

2 ) �
�����	�
���� ���
��	�����$ %������ &�	��#
���� ����� �� ����� T (j1) ⊗ T ( 1

2 ) = T (j1+
1
2 ) ⊕

T (j1−
1
2 )$ � �����	� ������� 	����� ���
��	����� T (j1+

1
2 ) 	������� 	�����

|j1 + 1/2 , j1 + 1/2〉 = |j1, j1〉 ⊗ |1/2, 1/2〉 . ��������

'����	�� � ��� ���� ()$*$*+, ���������

T (Sk
−) =

(
T (j1)(S−)⊗ I + I ⊗ T ( 1

2 )(S−)
)k

, ��������

������� (k ≤ j1,

Sk
−|j1 + 1

2 , j1 +
1
2 〉 = Sk

−|j1, j1〉 ⊗ | 12 , 1
2 〉+ k Sk−1

− |j1, j1〉 ⊗ S−| 12 , 1
2 〉 , ������	�

�
� �� �����-��	�� ������  ���� �����. Sk
−|j,m〉 ≡ T (j)(Sk

−) |j,m〉$ �����-� ���-����- ()$)$/),�
����������� ()$*$01, ��������	���� 	 	�
�

|j1 + 1
2 , j1 +

1
2 − k〉 =

=
√

(2j1+1−k)
(2j1+1) |j1, j1 − k〉 ⊗ | 12 , 1

2 〉+
√

k
(2j1+1) |j1, j1 − k + 1〉 ⊗ | 12 ,− 1

2 〉 .
������
�

%����� 	����� |v1〉 = |j1 − 1
2 , j1 − 1

2 〉 ���
��	����� T (j1−
1
2 ) �2�� 	 	�
� ������!�� (��	���� �

()$*$**,,.
|j1 − 1

2 , j1 − 1
2 〉 = α1|j1, j1〉 ⊗ | 12 ,− 1

2 〉+ α2|j1, j1 − 1〉 ⊗ | 12 , 1
2 〉 , ��������

�
� ���  �!����� α1, α2 ����
������� �� #� �� � 
�� 	����� ()$*$**, � ���	�
��� 	 ()$*$*0,
(����3�
��� ����#��- j2 = 1/2,.

α1 =

√
2j1

(2j1 + 1)
, α2 = −

√
1

(2j1 + 1)
.



�� ��� ��������� �����	�
���� ���
��	����� ������ SU(2) � ��
 ����� � ���
�

���	 
����	��� � ��� ���� ��	����� ����� �! ��������� ������"!� # �����$��� � ������ �����%�!
�������& ����	����	����& 
�� ��	�� � ��	�� �����

Sk
−|j1 − 1

2 , j1 − 1
2 〉 =

√
k!(2j1−1)!
(2j1−1−k)! |j1 − 1

2 , j1 − 1
2 − k〉 ,

α2S
k
−|j1, j1 − 1〉 ⊗ | 12 , 1

2 〉+ α2k S
k−1
− |j1, j1 − 1〉 ⊗ S−| 12 , 1

2 〉+ α1S
k
−|j1, j1〉 ⊗ | 12 ,− 1

2 〉 =

= α2

√
(k+1)!(2j1−1)!
(2j1−1−k)! |j1, j1 − 1− k〉 ⊗ | 12 , 1

2 〉+ α2k
√

k!(2j1−1)!
(2j1−k)! |j1, j1 − k〉 ⊗ | 12 ,− 1

2 〉+

+α1

√
k!(2j1)!
(2j1−k)! |j1, j1 − k〉 ⊗ | 12 ,− 1

2 〉 =

= −
√

(k+1)!(2j1−1)!
(2j1+1)(2j1−1−k)! |j1, j1 − 1− k〉 ⊗ | 12 , 1

2 〉+
√

(2j1−k)k!(2j1−1)!
(2j1+1)(2j1−k−1)! |j1, j1 − k〉 ⊗ | 12 ,− 1

2 〉 .

�'�� ������& �'������$�� �� �����

|j1 − 1
2 , j1 − 1

2 − k〉 =

= −
√

(k+1)
(2j1+1) |j1, j1 − 1− k〉 ⊗ | 12 , 1

2 〉+
√

(2j1−k)
(2j1+1) |j1, j1 − k〉 ⊗ | 12 ,− 1

2 〉 .
��������

�	����	� ����������� ����� (! � ����� %! � 	�'����� 〈j1,m1| ⊗ 〈12 ,m2| � �����	� ������)!& ��
������� ���
�*+�* ��	�����* ����,� '�-..�,�����	 ���������
� 〈j1,m1 ;

1
2 ,m2|j, m〉& '��

���� ���	�
�� 	� �����/ ������'/ �� '	���	�� ��/��'�0

m2 = 1/2 m2 = −1/2

j = j1 +
1
2

(
j1+m+1/2

2j1+1

)1/2 (
j1−m+1/2

2j1+1

)1/2
j = j1 − 1

2 −
(

j1−m+1/2
2j1+1

)1/2 (
j1+m+1/2

2j1+1

)1/2

����� ����	
�� ��	��� �����������

1���$ V ���	 �������� 
	������� ���������	� V2 ����
���*+��� ���
��	����� T ( 1
2 ) �����

�� su(2)� 2
� � 	�
������ �����	�
���/ ���
��	����� ������ su(2) �� �� ���
��	�����(
T ( 1

2 )
)⊗n

& �� ���$ ��	������/ ��
���������	 �� ������� �����	�
���� V⊗n ���������	 �����

���*+��� ���
��	�����& �������� � ���'� ������ �������� ��'�����/ '	���	�/ .������'�/
������� 3������& ���������	� V⊗n ��4�� �������	�$ '' ���������	� '	���	�/ ���������
��
��� �����	�� ,����'� ����������& ������+�� �� n ����	 � �����	���� ���������

Hn =

n∑
k=1

S(k)
α · S(k+1)

α =

n∑
k=1

(
1

2
S
(k)
+ · S(k+1)

− +
1

2
S
(k)
− · S(k+1)

+ + S(k)
z · S(k+1)

z

)
, ��������

'������ 
����	��� 	 ���������	� V⊗n& ���������������� '' ������� -������ ������� � ���	�
���� ��������	��	��� ���� 	 ����� �! �
�� �� 	��� ���� ,����'�& � �� ���4
���	���� ����
� ������� k = 1 � k = n+ 1 ���'���� �����	� ,����'!� # '4
�� ���� k ,����'� �/�
����

���& ��������� '������� �����	���� ������ 5 ��������� S
(k)
α & '������ ���� ����
����� 	

�����%(!� ����$����� Hn '���������� � '���������� ������� 	�'��� 
��	��� ����& �� ���$
'���������� � �����*+��� Sα ������ su(2) 	 ���
��	����� �����%6!0

[Hn, Δ
n−1(Sα)] = 0 . ��������

• ������ ��� �	
���� �	����� ��������� �
������� �	��	��	����� ��� ��	 
�!�	� ���"��#

�	� S
(k)
α · S(k+1)

α � �������� �������� �	�����	����$� 	�����	�	� %������� ��� ��"�&�$
'� su(2) ���� ������ ������� ����	( ����� 
��"�� � �	)�	�� 
	��������� � Δk(Sβ) =

S
(k)
β + S

(k+1)
β �

��� ������� �	
������ ���

���� �	
����� (p + q) = 2ν� ������� ��� �	���	 C� ������	��	� ��	 
�����	��
���� γk  −γTk � �	���	���� �������� 	��
����� ����
����
� ��� �	������

�����	����� ����� ! 	���"�� C�2ν � #������ "��� 
�������� � $	����� ������ �	���	
C ����	��� %����&���� ����� ���
	�	�� � �	����' (#��	�������� C� �	�	���'
� �����)!�

���	
��	�	 ����� ������� D,B,C ∈ Mat2ν (C) ��	
�����
 � �������� 
 ����
��
��� �� �������� �� 	��
����� � �����  ��� �!����"��� ��	# ���

D† = D , CT = ε′C , �����*�!

B∗ ·B = B ·B∗ = εI2ν . �����*+!

��� !�
������ ε′ = ±1 � ε = ±1 �� $���
� �� �� ��� !���
���"��� γk# ��
$���
� �� $������% p � q �$���
� �� 
�������� �����	���

�������	������� ,-��. #���� �	���� B ������ ��� ���	 �	���	 B̄ ∈ Mat2ν (C)�
#����	� ������	�� 
�����	����� γm  
�����	����� −γ∗m/

γ∗k = −B̄−1 · γk · B̄ , (k = 1, . . . , 2ν) . �����*0!

1�	���	� �����*0!  ����.� ������2��� � �����*�!� �� 
��-�	��

γm B̄ ·B−1 = B̄ ·B−1γm .

3	# #	# 
�����	����� ρ� ��	����	���� �	���	� γk� ��
������� �� ����	���
4���� 5-�	 �� ���� B̄ ·B−1 = λI2ν � ��� λ 6 ��#����	� #����	��	� 3� ���. B̄ = λB�
���  ��#	���	�� ������	�����. �
�������� �	���� B � �����*�! � �������.� ��
�� -���&��� �	 #����	��- λ� ��#	�	���.���� ����� ��� �	���� D  C �	#&� �
���
������ ������	��� � �������.� �� -���&��� �	 #����	��- 
�������� 	�	�������

7������ ��
��&��� 
������  ��	��
�����	�� ������� ������2��� � �����*�!
�	�� D†D−1γk = γkD

†D−1  CTC−1γk = γkC
TC−1� ��#-�	 � ��- ��
�������

�� 
�����	����� ρ ��� �	��� γm  ����	��� 4���� 5-�	 �� ���� D† = λD�
CT = ε′C� ��� (ε′)2 = 1� 	 #����	��	 λ = λ∗−1 �8	����' ���&���.! 
��������� �
����- 
�����' 
����������#�'D → λ−1/2D� 9� ����.��� ������2��� � �����*�! 
��� #��
��#��� ��
��&������ 	�	���	 ���#� ������ �	������� γmB ·B∗ = B ·B∗γm
��#-�	� ����	 ����	��� ����� 5-�	� ����-�� ��&�����	 �����*+!� ��� #����	��	 ε
�������� �����������'  �	�2�	"��� 
���"�	���	��� �	���� B (�	 #����	��	
��&�� "��. 
������	 # ε = ±1�

��#	&�� ��
��.� ��� 
	�	���� ε � �����*+! �� �	��� �� ��"��	 
�����	�����
	���"�� C�(p,q) ���#	�	���.���� ���	������ 
	�	����	 ε′ � �����*�! �� ��"��	 
����
��	����� 
�������� 	�	������!� :�
������� 
�����	����� C�(p,q)� �	�	����
�	���	� γk� 
������� # ��"��- ��-���- ��
�������- 
�����	������ �	�
�	����- �	���	� γ′k� � 
����.� 
���"�	���	�� (#��	�������� γ′k = T γk T

−1�
��� �	��� γ′k 	�	��� ����.��� ������2��� � �����*�! �	
���	���� � ���

(γ′k)
∗ = T ∗ γ∗k (T

−1)∗ = −(B̄)−1 γ′k B̄ . �����*;!

���
B̄ = T B (T ∗)−1 , ����� �!



��� ��� ������� �	
������

������	
��	��� ������	
�� 
����	�� �������� ��� ������ ��	
��� C� ��� ����
��� ��	
��� C ′ �	� 
����	�� ����	 ��	 �	! �" ���	��#��$ �����%� � �������� &
�
 ����	�
������ ��	
��� Γ2α−1 ' C �� ��� �� ��"��(���	�) �� *� 	�
 σ1 �"
Γ2α−1 +�+���	 �� *� 	�
 σ1 �" C, � �	�� ����� σ1 �" Γ2α−1 +
� +
���� �
" C
"�� � ���	- �� *� 	�
 σ1 �" Γ2α−1 +�+���	 �� *� 	�
 σ2 �" C, � �	�� �����
σ1 �" Γ2α−1 +
� +
���� �
" C "�� ���	� . +
��� ����� ����� (α− 1) � ���	�
�	�	���� ����� *� 	�
�� σ3 � Γ2α−1 ��	��, � �� �	�
�� ����� / �	��� 0� ��
��
�"��, ���	����, �	� �� *� 	�
� σ3 �" Γ2α−1 +
� +
���� �
" C ���1	 ����
"�� �, � ����2 ������2 �� ��� Γ2α−1 C = −C Γ2α−1� &
����� �����3���� 
����(�
���� ��� Γ2α, �� +������ Γ2αC = C Γ2α, �	� ��	 Γm C = (−1)mC Γm, � � ��	��
������� �	� �� �"���	 
����	�� �������� � ����� ��	
��� C� 4��	��#��� ��������
����1	 �" �����5�, ������� � ��������

��� ���!�$#3� ��� ���2����� 
�����	
	! � ������	���	! +
��	������
ρ � ��+
�(���2  ��� +
��	�����$ ρ′, ρ′′ ������� �6�	����2 ��3�
 7��*�
*�
�� C�(p,q) � *� ��
�� +
� �	�� ����$ ��� �	�2 +
��	�����$� 8� 
�����	
��
�	��!�� �	��$ (p+ q) = 2ν � ��	��$ (p+ q) = (2ν + 1) �������

�� ��	���� �����
��� ��� ���
��� ��������� C�(p,q) � �
	��� � ��


(p+ q) = 2ν�

&��	! �� ��� ����
 2ν��
��2 ��	
�� {γ1, . . . , γ2ν},  �	�
� 
���"�1	 � ��
	�
� �+
������� +
��	����� ρ ��
�"�16�2 ��3�
� C�(p,q) (p+q = 2ν) � ������
	��
�1	 �	
� 	�
��� ���	��#���� �����%9�� :+
���� �+
������� +
��	����
��� ρi ��3�
� C�(p,q)  � �	��
�(��� ��
�"�16�2

γm
ρ1→ γ†m , γm

ρ2→ −γTm , γm
ρ3→ −γ∗m , ��������

 �	�
� ��2
���1	 ���	��#��� �����%9� � ���+
���1	�� �� ��$ ��3�
 C�(p,q)
 � 3�����
*�"�) ρi(a ·b) = ρi(a) ·ρi(b) �� � ��	�3�����
*�"�) ρi(a ·b) = ρi(b) ·ρi(a),
 � ���� ����1	�� �+
���� 	
���+���
������ � �
��	���3� ��+
�(����� 4�3�����
	�
� &���� �� �+
������� +
��	������ ρi ����	 � ������	�� +
��	����
��1 ρ, +��	��� ���(�� ��6�	����	! ��	
��� D,B,C ∈ Mat2ν (C) 	� �, �	�

γ†k = D−1 · γk ·D , γTk = −C−1 · γk ·C , γ∗k = −B−1 · γk ·B ,

k = 1, . . . , 2ν .
��������

;�� ����� �� �	�
�� � 	
	!� �	��
�(��� ��������, � 	� ( �� �	�
�$ � 	
�
	!$ *�
����2 ��������, ���� ��� ���!�$#3� �����	��- �� �3 � ���
�	�� +�


�+
������� B → B̃ = γ2ν+1B, C → C̃ = γ2ν+1C, 3� ��+��!"����� ��	
���
γ2ν+1 = (−i)ν+qγ1 · · · γ2ν , ������� � �����9��� 7� �� +� �(� ��( ���� 
�"��
��!�"�, �	�	 "�� � �"���	�� ��(��� +
� �+
����� �6�	����2 +
��	����
��$ ��3�
 7��**�
�� C�(p,q),  �	�
� ��"���1	�� ��$�
����� ����

��� ��	
��� γ2ν+1 � +���6!1 ���	��#��$ �������� �� +������

γ†2ν+1 = (i)ν+q D−1 · γ2ν · · · γ1 ·D = (−1)qD−1 · γ2ν+1 ·D ,

γT2ν+1 = (−i)ν+q C−1 · γ2ν · · ·γ1 ·C = (−1)ν C−1 · γ2ν+1 ·C ,

γ∗2ν+1 = (i)ν+q B−1 · γ1 · · ·γ2ν ·B = (−1)ν+qB−1 · γ2ν+1 ·B ,

������5�

��� ��������� �����	�
���� ���
��	����� ������ SU(2) � ��
 ����� � ���
� ��

������ �����	������ ��������	 Δn−1(Sα)� ��������� !�� � ��������� "������ #$%&%'&( ����
	�
�� � 	���)
��� ������ "������% *�
���������	 	 V⊗n� ����	����	� !�� �����	�
����
���
��	������ ������ su(2) #���������	� ��	������� �� �������� � 
����	� ��������	
Δn−1(Sα)(� ����� ���� 	����� ��� ��� ��� ��
�� �������� �� 	������	 |Ψ〉 ∈ V⊗n #���������
�	���	�� �����	�� +������(� ��� !�� �
�� � �� )� �����	����� ������� E ������� "������
#$%&%'&(

Hn |Ψ〉 = E |Ψ〉 . ��������

,�!� ���+�
�� 	�
������ ��	������� ��
���������	 �� V⊗n� ����	����	� !�� �����	��

���� ���
��	������ su(2)� ����	� � ����
� ���������� ���
��	����� �� ������ 	���� #��%
���
�
�!�� ��
��� ���� �����( � ��)�� ���� ����� ���
� !�� ������% -�������� ��� �
����	����� �� ������� 	������	 	 V⊗n

(1) | ↑↑ . . . ↑︸ ︷︷ ︸
n

〉 m = n/2

(n) | ↓↑ . . . ↑︸ ︷︷ ︸
n

〉 , | ↑↓↑ . . . ↑︸ ︷︷ ︸
n

〉 . . . , | ↑↑ . . . ↑↓︸ ︷︷ ︸
n

〉 m = n/2− 1

(n(n−1)
2 ) | ↓↓↑ . . . ↑︸ ︷︷ ︸

n

〉 , | ↓↑↓↑ . . . ↑︸ ︷︷ ︸
n

〉 . . . , | ↑↑ . . . ↑↓↓︸ ︷︷ ︸
n

〉 m = n/2− 2

... ............................................ .......

Ck
n | ↓ . . . ↓︸ ︷︷ ︸

k

↑ . . . ↑︸ ︷︷ ︸
n−k

〉 , . . . . . . , | ↑ . . . ↑︸ ︷︷ ︸
n−k

↓ . . . ↓︸ ︷︷ ︸
k

〉 m = n/2− k

... ............................................ .......

(n) | ↑↓ . . . ↓︸ ︷︷ ︸
n

〉 , | ↓↑↓ . . . ↓︸ ︷︷ ︸
n

〉 . . . , | ↓↓ . . . ↓↑︸ ︷︷ ︸
n

〉 m = −n/2 + 1

(1) | ↓↓ . . . ↓︸ ︷︷ ︸
n

〉 m = −n/2

��������

.
��� ���	 ����� �����	����� ������� m #�����+��( ������� Sz 	 ���
��	����� #$%&%/0(�
 ���	 ����� ���������� ����	����	� !�� ��
���������	� �� ����� ��
���������	� � m =
n/2− k ����� ���������� Ck

n%
1������ ��������� | ↑↑ . . . ↑〉� � ���������� �����+��� m = n/2� 
�� �������� 	�� �����

���	���� 		���% 2�� 	����� �� ������ 	����% 3����	�������� 
�� "���� 	����� �� �����

Δn−1(Sz) | ↑ . . . ↑〉 = n

2
| ↑ . . . ↑〉 , Δn−1(S+) | ↑ . . . ↑〉 = 0 ,

�
� 	 ����	����	�� � #$%&%/0( ��	�� !�� ������� �	��

Δn−1(S+) = S
(1)
+ + S

(2)
+ + · · ·+ S

(n)
+ . ������	�

����� ����� "��� 	����� �	������� �� �����
�� �	�
���� �����	����� 
�� ���������� #$%&%'&(
� �����	����� �������� "������ E = n/4% *�
����	��� � ������ 	����� | ↑ . . . ↑〉 ����) !��
���������

Δn−1(S−) = S
(1)
− + S

(2)
− + · · ·+ S

(n)
− , ������
�

	 ��������� ����� �����	� #$%&%/&(� ������� 	����� � �����+��� m = n/2− 1� ������� ���
��	�
������ 	 	�
� ������������ �������� ������+�� 	��� 	������	� �)
�� �� ������� ����� ������
�
�� �� �����	� ���	������ 	�������

|n/2, n/2− 1〉 = 1√
n

( | ↓↑ . . . ↑ 〉+ | ↑↓↑ . . . ↑ 〉+ · · ·+ | ↑ . . . ↑↓ 〉) . ��������

.
��� 	 ��	�� ���� �� ��������	�� ���
����� ���������� |j,m〉 
�� ������� 	������	 ����
������	 ���
��	����� T (j)� � �������	����� ���)����� 	���� ��� ����� 	����� |n/2, n/2−1〉
��������� ������� ������� �������� � ��� ����������� �������  !��� �� ������ ��"�� #
! ! � ��"�� ��$�� % &��"��� ��!�� ���  "� ! ! � ��"�� ��$�� �' !�����" "��� ����(
� ���"���� ���� � ���&� � )�� & ��* "�� ����� �����+
� � ���"�,�"�� �����-	� � �����-
���



�� ��� ��������� �����	�
���� ���
��	����� ������ SU(2) � ��
 ����� � ���
�

���� �
������� 
����� ���� � ����������� 	������ ��������� ���	 Δn−1(S−) � �� 
���� ���
��� 
����	�� (Δn−1(S−))

k �� ������� ������������ 	����� � ����� ���m = n/2−k! ��������
	 	�
� �������� ������ �� ������" 	������	! � ������" k �����	 ���	���� 	���� ��� �
��
�����	���� � ��� k = n! ���
 
����	�� Δn−1(S−) � ���������� �����
��� ��������� | ↓ . . . ↓ 〉

�� ���#! �� �� 	�� ����� 	 $��� ��������� ���	���� 	���� ����������� ���� ������ ����
������	� Vn+1 �����	�
����� ���
��	����� T (n/2) ����� ���������# (n+1)!  	�� 	����� $����
���������	 % �����	����� 	����� ����#����� &'�(�)(* � �
��� � ��� +� �����	����� ���
������ E = n/4! ��� 	������ �� ����	�� &'�(�))*� ,������! ��� 	 ���������	� Vn+1 	"�
�� ��
�
���� 	������ �� ��
���������	 � -������	���� m &�� �
��� �������� ������ �� ������"
	������	 �� �+
�� ������� 	 &'�(�).**�

���� �� ����� �����	��#��� ������ �� 	������	 	 V⊗n � ����� ��� ���� � ��# z! �	���
m = n/2− 1 &	���� ������ 	 &'�(�).**/

|n/2− 1, n/2− 1〉 = a1| ↓↑ . . . ↑ 〉+ a2| ↑↓↑ . . . ↑ 〉+ · · ·+ an| ↑ . . . ↑↓ 〉 ��������

� ����� � ������	����� ��������� ����	�� ������� 	�����

Δn−1(S+) |n/2− 1, n/2− 1〉 = 0 . ��������

0���	�� &'�(�1'*! � ������ &'�(�2(*! 
��

a1 + a2 + · · ·+ an = 0 , ��������

��� $�	�	������ ��������#����� 	����� &'�(�13* � 	����� &'�(�14*� �����	��� ����! ����� ���
������� &'�(�13* ���� �����	������ 	������� ����#����� &'�(�)(* ���	�
�� � 
���������#���
��	������ � ������� ai� 5	��� ������� 
���������#��" ��	����� ����
����� (n− 1) ����
��	����� ��������� 6 j = m = n/2 − 1! �+
�� �� ������" ���	���� �
���������� ����������
�����	��  ������ � ��+�� �����#��	�#�� 	 �����	� ������� 	����� 
�� ���
������ ��������
��� ��	������" ��
���������	 ���
��	����� T (n/2−1)� 7� �� ��
�� �
��# 	�����	�# $�� �
�
���������� ��������� � ��	�����! ����
����8�� �����	����� ������� ����#����� � $��"
���������"! �� �� 
���� ������ �+� 	�"�
�� � ���� ���� �����! � ������� ������� �
��� ��#��� ��������� &���! �������! ������-�� 92':*�

;�� ��������� 
�#������ ��� �
��� 	�
������ ��	������" ��
���������	 	 V⊗n! ���
��	����	��8�" �����	�
���� ���
��	������ T (n/2−1)! �� 
�������� 	����# ����� (n − 1)
��������� &'�(�13*! &'�(�12*! �� ������ ��� $���! ����� ��� ���� �����	������ 
�� ����#�����
&'�(�)(*� < �������� �� ��+�� 	����# ak = −ak+1 � ai = 0 &∀i = k, k + 1*! �
� k = 1, 2, . . . , n− 1�
< �����#��� �� ������� (n− 1) �������" ���	�����" 	������	 �� ������ 	���� m = n/2− 1
� ������ j = n/2 − 1� =� $��" �����" 	������	! 	 �����#��� 
����	�� ����+�8��� �������
��� &'�(�)>*! ����+
���� $�	�	������� (n − 1)������� �����	�
���� ���
��	����� T (n/2−1)�
;����	����#��! �� �� ������� 	��� 	 ��
��� �����! ��������������� ������ �� 
	�" ����
��	 (↓↑ − ↑↓) ��+�� �������	�# �� ����� &���������� ���������*! ��$���� ������� 	�����
&'�(�13* � ak = −ak+1 � ai = 0 &∀i = k, k + 1*! ������� ��+�� �����# 	 	�
�

1√
2

(
Sk
− − Sk+1

−

) | ↑ .... ↑︸ ︷︷ ︸
n

〉 = 1√
2

( | ↑ .... ↑︸ ︷︷ ︸
k−1

↓↑ ↑ ....〉 − | ↑ .... ↑︸ ︷︷ ︸
k−1

↑↓ ↑ ....〉 ) , ��������

������	���� �������	�# �� ������ 	����� | ↑ .... ↑︸ ︷︷ ︸
n−2

〉� ;���! �� 
����	��� � 	����� &'�(�1(*

����+�8��� ��������� (Δn−1(S−))
k! �
� k = 1, . . . , n− 2! � 	 �����#���! ���#����# &'�(�)>* �

&'�(�2(*! ����+
�� ��	������� (n− 1)������� ���������	� �� ������ j = n/2− 1 �� $�� ����
������ 	���� ����� ���� �� ���	 	�
����� 	 ���������	� V⊗n 	����� �� ������ 	����! ��
�+� � ����� ��� m = n/2 − 2 &����#� ������ 	 &'�(�).**! ������� ��
�� ��������#�� 	������!
����
��+8�� ���������	� �����	�
���" ���
��	����� T (n

2 )! T (n
2 −1) � ���������� ����

�� ��������� &'�(�14* � &'�(�13*! &'�(�12* � ����8#� 
����	�� � ��" ����+�8��� ���������
&'�(�)>*� ?���� ��	�" �����" 	������	 ��
�� �	�� (n−1)n/2−n = (n−3)n/2� @����	����� ������
���� ����#����� &'�(�)(* 	 $��� ������� ���	���� 
	�"���������� ����������� &���������
�� ������" 	������	! � ������" 
	� ������� ���	���� 	���*� ;����	�� � ��	�� ������ 	���
��� ����+�8��� ���������! �� ����+
�� (n − 3)������� ��	������� ��
���������	

��� ������� �	
������ ���

��� ��	
��	� ηm, η
′
m ����� ���	����� ������ ��� �	���	�� ±1� �� �
�� η2m = η′2m = 1

(∀m)� � ������� �� �������� �������
	�� 
���� �	�� � ���!��� " #�� �������
	�� 
�$
��� �	�� �
�% ������	% #����	���� &��'�� �	�� ���!��� ��(
�������	� ��������$
)� ����
�����	�� ρ′ � ρ′′ ����'� C�2ν � ��� ��� 
�%��	�)� 
�������	� 
���	�*�	��
�����+� � ����� '�� ����������	 ��� �������,��� 	� �
�( ����'�� C�2ν � -���
���$
��	�� ρ � �
� ���	���).�� �� 	��� ����
�����	�� ���!��� #�������	�	 ���� �����
� 
��� /���� ��	�( ����� � ����� �������� -������
-��
	�� #�������	�	�
�� ����
�����	�� ρ � 
���� �		% 
 	�� ����
�����	�(

ρ′� ρ′′� ����		% � ���!���� ���� � ����
��� ρ ��	����	�� ������	�� ����
�����	���
�����		�� � �����0��� �����0��1

Γ2α−1 = σ
⊗(α−1)
3 ⊗ σ1 ⊗ I

⊗(ν−α)
2 , Γ2α = σ

⊗(α−1)
3 ⊗ σ2 ⊗ I

⊗(ν−α)
2 , ���!���

��� α = 1, . . . , ν� � #��� ����
�����	�� ���)� ��
�� 
���	�*�	��

Γ∗m = ΓT

m = (−1)m+1 Γm (m = 1, . . . , N = 2ν) , ���!�!�

� �����2� ��� 
����� ���		��� #����	�� ΓN+1 ��������	� � ������+�1

ΓN+1 = (−i)ν Γ1 · · ·ΓN = σ ⊗ν3 ⇒ Γ2
N+1 = I2ν , [ΓN+1, Γm]+ = 0 . ���!���

3�

������ ��� 
��2����	% 
����� ����
�����	�( ρ′, ρ′′� ����� ηm = η′m = 1
� ηm = η′m = −1 (∀m)� � �������	
������� �
�� 	� � /���� ��	�� ������� ���
#�������	�	�
�� ����
�����	�( ρ � ρ′, ρ′′ � #��% 
�����% �'
�� �����
� (2ν × 2ν)$
�����2���1

C = σ2 ⊗ σ1 ⊗ σ2 ⊗ σ1 ⊗ · · ·︸ ︷︷ ︸
ν

, C2 = I , ���!�0�

C ′ = σ1 ⊗ σ2 ⊗ σ1 ⊗ σ2 ⊗ · · ·︸ ︷︷ ︸
ν

, (C ′)2 = I , ���!���

������ 
����	 ���� 
 ������ 
���	�*�	����

C ′ · C = (−1)νC · C ′ = (−1)[ν/2] (i)ν ΓN+1 , ���!�4�

��� [ν/2] 5 2���� ��
�� ν/2� 6���� ���!�4�� �����2 C � C ′ �����������)� �
������

CT = C∗ = (−1)[ ν+1
2

] C , C ′T = C ′ ∗ = (−1)[ ν2 ] C ′ , ���!�7�

� ��� �)�
� ����� ���������	�� �����$�����2 ���!���1

(−i)k Γ2Γ4 · · ·Γ2ν =

{
σ1 ⊗ σ2 ⊗ σ1 ⊗ · · · ⊗ σ2 = C ′ , �
�� ν = 2k;
σ2 ⊗ σ1 ⊗ σ2 ⊗ · · · ⊗ σ2 = C , �
�� ν = 2k + 1;

���!�+�

ik Γ1Γ3 · · ·Γ2ν−1 =
{
σ2 ⊗ σ1 ⊗ σ2 ⊗ · · · ⊗ σ1 = C , �
�� ν = 2k;
σ1 ⊗ σ2 ⊗ σ1 ⊗ · · · ⊗ σ1 = C ′ , �
�� ν = 2k + 1 .

���!����

�����	
���� ����� � �������	
���� ������ ���������� Γk �
����� C�2ν � ���
��������� � ��� ���������� Γ∗k � ΓT

k �	����� ���� � ������ � ����� � �����!
"�	�	�
�������� ����#�$ ������%

−C · Γm · C = C ′ · Γm · C ′ = Γ∗m = ΓT

m (m = 1, . . . , N = 2ν) , ���!����

�� ��� $ ��
� ηm = η′m = +1$ �� ρ′(Γm) = ρ′′(Γm) = C ′ ·Γm ·C ′$ � ��
� ηm = η′m = −1$
�� ρ′(Γm) = ρ′′(Γm) = C · Γm · C� &���� ���� �� �����

C · ΓN+1 · C = C ′ · ΓN+1 · C ′ = (−1)ν ΓN+1 . ���!����



��� ��� ������� �	
������

�� �����	
�� ���������� � ����

γm =

(
0 sm
sm 0

)
→ UγmU

−1 =
(

0 A smA
−1

A smA
−1 0

)
. ��������

����� ������� �������� �������� � ����� (sm)αβ̇ � (sm)
α̇β�  !����� "���

#�� � ������$���� �����	%� �&����'�( smn� smn $)�&�� spin(p, q)� �� ��$�!��
��������� ����* ����� �&����'�( ||(smn) β

α || � ||(smn)α̇β̇||� !�� � �!���� "�������+
��$*��)� �������$���� �����	
� ��)$������ � ���������, �������� �$� �����
A � A� ������ ���� � ���������

������	
� �� -$� ��!���������)� �$�!� (p+1)+q = 2ν+1 �������$���� )�����
Spin(p+1, q) � �� $)�&�� .� spin(p+1, q) = so(p+1, q)� ������� �������� �� �������+
$���� �����
�� !���������, $)�&�� /$�##��� C�(p,q)� ��������� �������������
0�� ������� �� ����)� ��� �����
%� �������$���� ���$����, ������ γ2ν+1� ��+�
������)� "$������ ρ(Σmn) � ������� n = 2ν + 1 ��$� m = 2ν + 1 � �1� �� �����
&$�!��+��)��$*��, #�����  ���������� � ����

ρ(Σm,2ν+1) =
1

4
(γm γ2ν+1 − γ2ν+1 γm) =

1

2

(
0 −sm
sm 0

)
, m = 1, . . . , 2ν , ��������

� ���'����$��� ����(��� ��1�� ��������������� V+ � V− � F � 2�����������
����$������ �������$���� �����
��� �������� $)�&�� .� spin(p + 1, q) = so(p + 1, q)
"����$����� ���� r = ν� ������������� ���������� �������$���� T(r) $)�&��
so(2r+1,C) �� ���3�� #�������$*��� ����� λ(r)� ������� &�$� ���������� �
4���$� ����� ������ �� � ��������� � 4���$� �����

• ������ ���� 	
������ �
 ��� p+ q = 2ν ������ Lmn = ρ(Σmn) �������� �

Pm =

(
0 0

sm 0

)
, Km =

(
0 −sm
0 0

)
, D =

1

2

(
I2ν−1 0

0 −I2ν−1

)
=
γ2ν+1

2
,

����� ������
� � !��
��
�� !��� �"����� ��� 
#���$�%�& �
�'
���
(
��)�#�� conf(Rp,q) = so(p + 1, q + 1) � �� ������ �������� " !��"
( �� �
���)��  
!�������%���  

�
*������

[D, Pm] = −Pm , [D, Km] = Km , [D, Ljm] = 0 ,

[Kj, Km] = 0 , [Pj, Pm] = 0 , [Pk, Km] = 2 (ηkmD − Lkm) ,

[Pj , Lkm] = ηkjPm − ηmjPk , [Kj , Lkm] = ηkjKm − ηmjKk ,

[Lij , Lk�] = ηjkLi� + ηj�Lki + ηikL�j + ηi�Ljk .

������	�

��� �����	
 ���������

����� ����	
� �������	� B,C� D ��� �����������	� ������

�� C�(p,q) 	 ������� ��	� ����	


5���* ρ 6 2ν+������ ������������ �������$���� $)�&�� C�2ν 7 Γm → ρ(Γm) �!��+
�������, �$�!,�� 4�������� ����� �������$���� ρ′ � ρ′′� ��$�!����� �� ρ ���+
�$������ �����1����� � ���������������

Γm
ρ′→ ηm ρ(Γm)

∗ , Γm
ρ′′→ η′m ρ(Γm)

T . ���	���

��� ��������� �����	�
���� ���
��	����� ������ SU(2) � ��
 ����� � ���
� ��

���
��	����� T (n
2 −2) �� ������ j = (n/2 − 2)� � �� 
���� ��� ������� ���	������ 	����� �

���	�� m = n/2− k + 1� ������� Ck−1
n ����� ���� ��
������ 	 ���������	� ���
��	����� T (j)

� j > n
2 − k + 1� ���� �	�� ��� ������� 	������� ���
��	����� T (n

2 −k+1)� !�"���� � k���
��� #k < n/2$ � ���	�� m = n/2 − k ���
� Ck

n ������� ���	������ 	������	 �� ����� Ck−1
n

	������	� ������� ����
���� ���������	� ���
��	����� T (j) � j > n
2 −k�  ���	����� ������

�� ���	������ ��������� �	�� ��� ������� 	������� ���
��	����� T (n
2 −k) � �� ����%���	�

�	��

m(n, k) = Ck
n − Ck−1

n = Ck
n

(
n− 2k + 1

n− k + 1

)
, k < n/2 . ��������

���� ������� 	 �����&��� ������� 	��� ���'�
��� 	 ���������	� V⊗n �� 	�
����� ���
	������� (2j + 1)������� ��
���������	 V2j+1 ���
��	����� T (j) �� ������ j = n/2, n/2−
1, . . . , 0 ��� j = n/2, n/2 − 1, . . . , 1/2� 	 �	�������� �� ���� �	������ �� n %����� ��� ��%�����
%������ (�)� *����� ��������� V⊗n �� ��	������� ��
���������	� V2j+1 � �%���� ����
������ #+�,�-.$ ����� 	�


V⊗n = Vn+1 + (n− 1)Vn−1 +
n(n−3)

2 Vn−3 + · · · = Vn+1 +
[n/2]∑
k=1

m(n, k) Vn−2k+1 , ��������

�
� [n/2] / '��� %��& %��� n/2� � ����	����	��� �������� #���� *������ #+�,�0$$

(T (1/2))⊗n = T (n/2) +

[n/2]∑
k=1

m(n, k)T (n/2−k) . ��������

1����� #+�,�-.$� ����
��� )� �������� m(n, k) 	���
���� �����	�
���� ���
��	�����
T (n/2−k) 	 ���
��	����� (T (1/2))⊗n� �
��	������� 
�� %���� ���	������ k��������� ���������
�����	�� '���%�� ����������� �� ���& 
�� � ���	�� m = n/2 − k %���� �����	����� ���������
������� "������ #+�,�.,$ 2 �����	������ ��%������� ������� ����� ����%�&�� �� �����	�����
��%���� �������� ���������� ����������� � ���
�
�)�� ���	��� m > n/2 − k� 3� *�����
��� ����%�� ��4��� 	 0560 ��
� 	 ��� ��������� ���&� 7668 � ����
 	 ��������� ���	����
*������� 4����

• ������ ��� �	
��	�� �
	���� �������� �
������ � ��� 	����	�
�� �

����������� �	
 
��	�����! dim(V⊗n) = 2n  dim(Vn) = n�

• ������ �"� �
����� �
	���� ������#�$ ��
�% � �
	���& �����"��� ��������� �	�����
���'(� �
 n�

����� ����� 	
������� ������������	 ��������������

� ���� �	
��� �� �	�������� ����� �������� ����� ���	����� �� �������
������� �	����� C� �������� !�� � �����	� "#$%$#& � "#$%$'&� �� ���	� ���
����������� ������	����� ������ SL(2,C) "�� SU(2)&$ (������ ���	��� ��
�)����� ����� ��������� ������������� *�)+	,-���	�	 〈j1m1, j2m2|j3m〉 � ����
��� "#$%$%.&$ /����� ������� )���� �)����	�0�� ����� �������� 1$2$ �	������
�	������ � 34�5� ��$ �	��� 3465$ *	� � ������� ���)�� �	���	����	�0 �� �	�� �����
��	����� ������ SU(2)� 	 ������	����� ������ SL(2,C)� ����	���	!�� ����
�	���� ����	����� � 7	���	��� �� � ����� �	
��	 ���$ 8���������� ��� �� �	��
��	����	�� ��0�� �	��� ������	����� ������ SL(2,C)$
8���0 �� ����� ��	 ������	����� T (j1) � T (j2) ������ SL(2,C) "�� SU(2)&

� ������	����	� � )	
������ ������	�� T j1m � T j2m "#$#$#.&� ������� ��� ��� ���
���	�� ������� (2j1) � (2j2) �� ���������� uα = (s1, t1) � vα = (s2, t2)� ��������
�������$ 8����� ����
������� ������	����� T (j1) ⊗ T (j2) ��������� � ���������	��
���� P(j1,j2) ⊂ F(2,0̄)� �	������� �	 )	
����� ������ T j1m (s1, t1) · T j2m′(s2, t2)� ���	��
�� ������ "#$#$49&$ :	���� � 
	���	���� ��� �� j1 = j2 = j � ������	�����



�� ��� ��������� �����	�
���� ���
��	����� ������ SU(2) � ��
 ����� � ���
�

T (j) ⊗ T (j) ������	
�� ��������� 
�	�	������ �����
�����	� SL(2,C)� ��
���� ���
��	���
�� �� 	����	��
�� ���
��� (s1t2 − s2t1)

2j ∈ P(j,j)� ����
�	
������ �����	�
εαβu

αvβ = (s1t2 − s2t1) 	����	��
�� �
���	
����� ������������	� ����� !"� #�$
��
� �%��� �
����� $
�� �����		& (s1t2 − s2t1)

2j 
���� ����
 	����	��
�� '�(�����
���)�)!" ��������	� �����		 (s1t2− s2t1)

2j � ��� �� �������* si 	 ti ���
 	����	�
��
��% ��� ���
����	%" ����
�� ���	��*+ ���
���� T jm(s1, t1) 	 T jm(s2, t2)� '���
��
���)�)!" �*�� ���	���� � ���,�% 	����	��
��� �
�	�	 ���)�-."� ��
���% ������
��� �������/�(� �����
��	
� � �	��&

η
(j)
m,−m′ = (−1)j−mδm,m′ . ���-���"

0
� �
�	�� ����
 	(��
� ��,��
�����% ���� � ������� ����
1������ � ��,�� ���2�% ���+ �����
�����	� T (j1) 	 T (j2)� 3����
�	 �,�

���� ��������
�����	� T
(j3)

(����* SL(2,C)� ����	�������� � ����
����
�� �����
����*+ ���	���� �
����	 2j3� ���	��,	+ �
 ������*+ �������*+ (s̄3, t̄3)� � ���	�

�� ������!"� #����
�����	� T (j1) ⊗ T (j2) ⊗ T
(j3)

� �������
����
�� P(j1,j2,j3) ⊂ F(2,1̄)�
��
���
� �� ���	��*� ���* T j1m1

(s1, t1) ·T j2m2
(s2, t2) · T̄ j3m (s̄3, t̄3)� ����
���
 ��� �����

�
�����	� T(2,1̄) ��(����� ��,�� ������ ������."� 1 �����
�����		 T (j1)⊗T (j2)⊗T (j3)

���� �*���	
� 
�	�	������ ��������� ��������
�����	�� ����	�������� �� 	��
���	��
��� ���������� �����		 I �
 � �������*+ {s1, t1, s2, t2, s̄3, t̄3}&

I = (s1t2 − s2t1)
n3 (s1s̄3 + t1t̄3)

n2 (s2s̄3 + t2t̄3)
n1 , ���-��!"

(�� n1, n2, n3 4 ���*� ���
�	��
����*� 2	��� 	

n3 = j1 + j2 − j3 , n1 = j3 + j2 − j1 , n2 = j3 + j1 − j2 . ���-�5."

����
�	
������ �
����� ����������
	 �� ������ ���� �������*+ (s1, t1)� (s2, t2)
	 (s̄3, t̄3) ���+ ���(��*+ ���	���� ����	��%,�(� ��	 ��������		 ���-��!"� �����
n3 + n2 = 2j1� n3 + n1 = 2j2 	 n1 + n2 = 2j3� ���
��
�
������ � ���2	
 ���
�� ���-��!"

��	������	
 ����
����
�� P(j1,j2,j3) �����
�����	� T (j1) ⊗ T (j2) ⊗ T
(j3)
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�����	� SL(2,C)�

• ������ ��� �	
����� ��������������� ���������� ������� � �������� ��� ���
������� ��!���� "� s�(2,C)# 
��$���% �	��$�� ��$�����%��	%� ��� I#
&�%���� ��
�	�$��%	� $ $���

(ê
(1)
± + ê

(2)
± + ē

(3)
± )I = 0 , (ĥ(1) + ĥ(2) + h̄(3))I = 0 . ���-�5 "

#�������� 	����	��
 I ���-��!" �����
�� ��������* ���	��� �� s̄3� t̄3 �
����	

2j3� 
� �� ���
 �*
� �������� �� ���	�� ���
���� T
j3
m (s̄3, t̄3) 	 ���	��� � �	��

	����	��
��� ����
�	&

I =

j3∑
m=−j3

(−1)j3−m W j3
m (s1, t1; s2, t2) · T j3

−m(s̄3, t̄3) . ���-�5�"

��� ��������� 	�
��� Pin(p, q) � Spin(p, q) ���

��������� smn � smn� 	
���������� ��� �������� ��� �������� �����������
2ν−1� ����� ������� S ��
��� ��� smn = S smn S

−1� ������� ���� m = 1� ��� n = 1�
� ���� ��� �!"#� $ �������� %������ sn = S sn S

−1� sn = S sn S
−1� &�'�� � %�����(

S ����� �%������ ������� γ =

(
0 S
−S 0

)
� 
������ ����
��������� �� ����

�)����(���� ��')�� C�(p,q) � %���������� ��� �!*# � ����������� 
���������
� ������+ ��� �!�#, γ γ2ν+1 = γ2ν+1 γ� ���� ����
�� %���������� �������� γ γ2ν+1 =
−γ2ν+1 γ� 
����� ����� �� ����'� ���� ��� �!-# ������� γ2ν+1�

��+�� 
 ��
���������� �%������������ ����� 
��%�
��� %����������
��')�� spin(p, q)� ����������� ��������� smn %�������� ����������� ��� �)�
����(��. smn �����'����#� &�'�� �������� ������� ������� S ′ = λI2ν−1 ��
���
��� S ′ · smn = smn · S ′� ����'�� m = 1 ���� n = 1#� �� %������ S ′ · sn = sn · S ′ ����
S ′ ·sm = sm ·S ′#� /��(�� ������ ��� ������� γ′ =

(
S ′ 0

0 S ′

)
= λI2ν 
��������� ��

���� γm� ��� %���������� �%����������� %���������� �)����(��. γm ��')��
C�(p,q)�

0��
� � ��������� ����� p+ q = 2ν %����������� F �%��������'� %�������
���� ��� �!*# ��')�� C�(p,q) ���)������ �� ��� �����������. %��%����������� V+

� V− �%��������. %���������+ Δ+ � Δ− ��')�� 1� spin(p, q) = so(p, q) � '��%%�
1� Spin(p, q)� 
����� ���
�(� �� )�����+ ����
���� ���*�2-# � ���*�2!#� 0������
����� %��%����������� V+ � V− �����(��� �� F � %�����( ���. %��
�����

P+ =
1

2
(I2ν + γ2ν+1) =

(
I2ν−1 0

0 0

)
, P− =

1

2
(I2ν − γ2ν+1) =

(
0 0

0 I2ν−1

)
, ���*�2�#

��%������. ���� � �+���
�� %���������� ��� �!*#� ��� %��
���� ����������(�
�%�� ν = r# %��
����� �3�"�*-#� 
����� ��%����������� %�� %�������� ���. �%���
�������. �%������. %���������+ T(r−1) � T(r) �� ����4��� 5��������������
����� λ(r−1) � λ(r) ���� 6���� �����#� &�
�� �)������ ��� �%��������. %�������
���� Δ+ � Δ− ��')�� 1� spin(p, q) = so(p, q)� ������� � %�����( %��
�����
���*�2�#� 	
��������� �%�� ν = r# ���� �%��������� 5������������� �%�����
��� %����������� T(r−1) � T(r)� 
����� )��� ������������ � 6���� ����� �%��
�
�# � ���� %������� � 6���� ������ $ ���������
�+ ��������� ����� 7�����
�� 83"9� %���������� T(r−1) = Δ+ � T(r) = Δ− ������(��� �����������	
�� � �
5�����
�+ �������� 	�� %���������� ������(��� ��������
��

�	
��	�� �� ��� �%������. ���������. ���)�� ��������� ���
�� � ������
A � A �	
���������. %���������+ Δ+ � Δ− 	������ '��%%� Spin(p, q)� :��
	��'� ���
�� � ������ A �����'� %���������� Δ−� ����� $������$����� 8 !9�
�)���� �����(��� ���
�+� ;����������� �������(� ���
�� � � 
��%���� �+�
���
�. �%������ ξ ∈ V+ � η ∈ V−� �)������� 	�� 
��%����� ������������ 
�
 ξα
� ηα̇ �α, α̇ = 1, . . . , 2ν−1#� � �+���� 	����� U ∈ Spin(p, q)� �������'� � ���*�2!#� �
%��%�����������. V+ ⊂ F � V− ⊂ F ��%������ ����(��� �)�����

ξα → ξ′α = A β
α ξβ , ηα̇ → η′ α̇ = A

α̇

β̇ η
β̇ . ���*�"<#

$ �+���
�� %���������� ��� �!*# %��)�������� ���*�3#� ������� 	������ U



��� ��� ��������� 	�
��� Pin(p, q) � Spin(p, q)

����� �����	
����� 
����� ��������
� 
����� spin(p, q) �
����� Spin(p, q)

����� ρ � 	
���������� ����
� C�(p,q)� ���� ρ ����� �����
������ 	
��������
���� ����
� �� spin(p, q)� ������� �������� ��� � !" #���
�$ 	
�	�
%�������
������� ��������� ���
��� 	�
&�# ����
� C�(p,q)�  �#'� ����� 	
����������
�� �����������()�$ �
�		� Spin(p, q)* U → ρ(U)� �
� ����� ## �� ��#�
� �������&�
� +������
��� ���+� (p + q) = 2ν ���������	�	
 2ν���
���� 	
���������( ρ
����
� C�(p,q) ������������� �������	�� 	
���������� �
�		� �� Spin(p, q) � ��
����
� �� spin(p, q)� #���
�� 
������& � 	
&��( ����� ���, ���#���������,
�
�� �
��� ��	
�������, -�����������, �	���
��, 	
���������$ Δ+ � Δ−

���
����� 2ν−1 ������ 	
���������$ T(r) � T(r−1). ��� 	��
���� �����"� +�� ���
�������& � ��)�� 
�����
����� ���� 	��
���� ������ 	��#� /"� 0 �
���$ ���
���
�	������ +�� � ��+����� ���+� (p + q) = 2ν + 1 �� ����� �� ���#���������,
2ν���
��, 	
���������& ρ+ � ρ− ����
� C�C(p,q)� 1 	
���������&, ρ+ � ρ− ��
�

��()�� ��� � !" ��(� �� 	
���������& ����
� so(p, q)� #���
�� �#���(��&
�#����������� ���� 2���� �����"� �� ���� � ��+����� ���+� (p + q) = 2ν + 1 ��
����� ������������ -������������ �	���
��� 2ν���
��� 	
���������� ����
�
so(p, q)� +�� �#'� 	�������( ���������& � ��)�� 
�����
����� ���� 	��
����
������ 	��#� 3"�

0	
���������� ������ ���+��& � +������
��� ���+���� p + q = 2ν ��'��
	
��������
�
���� &���� 
�����
�� 	
���������� ����
� spin(p, q) = so(p, q)�
#���
�� �����#�� �� ��$����#��� 	
���������& ���4�� " ����
� 5��--�
�� 6�&
����� ���+& � 	
���������� ���4�� " �������� ���� Σnm ∈ spin(p, q) ��� � !" ���(�
���+������������$ ���

ρ(Σmn) =
1

4
(γmγn − γnγm) =

(
1
4
(smsn − snsm) 0

0 1
4
(smsn − snsm)

)
=

(
smn 0

0 smn

)
,

��� �/!"
� 
�����(� 	�������( 	
�������� 	
���������� ����
� �� spin(p, q)� #���
��
������������� 	�������( 	
��������� 	
���������( �
�		� Spin(p, q)

U =

(
exp(1

2
ωmn smn) 0

0 exp(1
2
ωmn smn)

)
=

(
A 0

0 A

)
. ��� �/�"
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��
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�� �
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�	
������� ���� ��� ������ (p + q) = 2ν �	�
������� ����	 smn 	 smn �
�������� ���������� ��� �����	��������� ����	���	 �� �����������	� Δ+ 	 Δ−
��!	���� ��� ����� ��
���� "	 spin(p, q) = so(p, q)� #�������������$ �	�
����%
��� ����	 A 	 A � ������&� ����!��� �����	��������� 	 ����	���	 �� 2ν−1% �����
�����������	� Δ+ 	 Δ− 
����� Spin(p, q)�

������	����	
�� 8���� ��#����� ����� 9���
'����� �� 	
��������� 0�+�
��#'�� ���#������������� ����� 	
���������& ����
� spin(p, q)� 
����������

�����������	�
�� ��
�
 �������	� � ������
����
� ������ p+ q = 2ν + 1 �� ��
���
����	����

�	��� � �������		 ��

��� ��������� �����	�
���� ���
��	����� ������ SU(2) � ��
 ����� � ���
� ��

�� ����	
	�� ��� ��
���� � �	�����	��� �������� � 	
������������ ��
��
��  �� !�"
��	��# W j3

m � !��	���
$�%�
 !������	���� P(j1,j2) !�
������
	�� T
(j1) ⊗ T (j2)� !�
"

���������� !�� �
������ �����&'� (��!!# SL(2,C) ��� $
� ��� �
����� T j3m (s3, t3)�
)���� �������� *�	�+�� W j3

m ��(�� ��������������� � �� 
���
 �����	#� �
������
!������	���� 	
!��������(� !�
������
	��� ������
	�	�(� T (j3) � ���$
		�(� �
T (j1) ⊗ T (j2)�

,���
� �����$
	�
 �
����� W j3
m (s1, t1; s2, t2) !� �����	#� ��	���� T

(j1)
m1 (s1, t1) ·

T
(j2)
m2 (s2, t2) � !������	���
 P(j1,j2) !�
������
	�� T

(j1)⊗T (j2)� -���# �� ��
����� ���"
������� �����$
	�
 �	�����	�� ���.�/'� � ��� !� ��
� !
�
�
		#� (s1, t1, s2, t2, s̄3, t̄3)�
������
 !��� �
��� � !���%�� *�����# ��	��� ,����	�0

I =
∑
k,k1,k2

(−1)kCk
n3
Ck1
n1
Ck2
n2
(s1t2)

n3−k(s2t1)k (s1s̄3)n2−k2(t1t̄3)k2 (s2s̄3)n1−k1(t2t̄3)k1 =

=
∑
k,k1,k2

(−1)kCk
n3
Ck1
n1
Ck2
n2
(sn3+n2−k−k2

1 tk+k21 ) (sn1−k1+k
2 tn3−k+k1

2 ) (s̄n1+n2−k1−k2
3 t̄ k1+k23 ) ,

���.����
(�
 Ck

n 1 ��	������	#
 ��**�+�
	�#� � ���������	�
 ��
� !� 0 ≤ k ≤ n3� 0 ≤ k1 ≤
n1� 0 ≤ k2 ≤ n2� ,� ����� �
�
 �# ��$
� � ������  �� ���������	�
 !� k, k1, k2 �
���.���� 	
 �(��	� 
	�� ��� ��� ��(���	� ������.� ��	������	#
 ��**�+�
	�# ���"
	# 	��� �	
 �����		#� !�
�
��� ���������	��� 2�� �#�
�
	�� � ���.���� �����	#�

�
������ !������	��� !�
������
	�� T (j1)� T (j2) � T
(j3)

���� ������/� � ������'�� �# ��"
*������
� n1, n2 � n3 ��(���	� ���.��3� � ��
��
� ���
	� !
�
�
		#� ���������	���
�� 
��� !
�
��
� �� �	�
���� k1,2 � �	�
���� m1,20

k + k2 = j1 −m1 ⇒ 0 ≤ j1 −m1 ≤ n3 + n2 ⇒ −j1 ≤ m1 ≤ j1 ,
n3 − k + k1 = j2 −m2 ⇒ 0 ≤ j2 −m2 ≤ n3 + n1 ⇒ −j2 ≤ m2 ≤ j2 .

4�� ��� �# ��

�
k1 + k2 = j3 − (m1 +m2) .

5��
����  �� !���
 ��
� ��� ���
	 ���������	�
 !� k � ���.���� ����
���� 	� �����"
(���
� ������ ��	������	#
 ��**�+�
	�#� 4����� �����$
	�
 ���.���� !
�
!�"
�#��
��� ��
���%�� �������

I =
∑
m1,m2

(∑
k

(−1)kCk
n3
Cj2−n3−m2+k

2j2−n3
Cj1−m1−k

2j1−n3

)
(sj1+m1

1 tj1−m1
1 ) (sj2+m2

2 tj2−m2
2 ) (s̄j3+m3 t̄j3−m3 ) =

= D(j1, j2, j3)
∑
m1,m2

〈〈j1, m1; j2, m2|j3, m〉〉 (−1)j3−mT j1m1
T j2m2

T
j3
−m , ���.��.�

(�
 m = m1 +m2�
∑

m1,m2

=
j1∑

m1=−j1

j2∑
m2=−j2

� �#�
�
	 �	�$��
��

D(j1, j2, j3) = (j2 + j3 − j1)!(j1 + j3 − j2)!(j2 + j1 − j3)! . ���.��6�

7 *�����
 ���.��.� �# ��!��������� ����	� 
	�� 〈〈j1m1, j2m2|j m〉〉 ��� �#��$
	��
8&�90

〈〈j1m1, j2m2|j3m〉〉 =
∑
k

(−1)k
√

(j1+m1)!(j1−m1)!(j2+m2)!(j2−m2)!(j3+m)!(j3−m)!

(j1−m1−k)!(j1−n3+m1+k)!(j2+m2−k)!(j2−n3−m2+k)!k!(n3−k)! =



�� ��� ��������� �����	�
���� ���
��	����� ������ SU(2) � ��
 ����� � ���
�

=
∑
k

(−1)k
√

(j1+m1)!(j1−m1)!(j2+m2)!(j2−m2)!(j3+m)!(j3−m)!

(j1−m1−k)!(j3−j2+m1+k)!(j2+m2−k)!(j3−j1−m2+k)!k!(j1+j2−j3−k)! , ��������

	
�
��� 	�	 ������ ���
 ����� � �
��
���� �
 �
����
�	� �
������� � 	
���� �!
������ "#�$%�&'
������ ��������� � ��������� ( ��
�� �
��� 
�)����� �����#
�)����
����� �
 k � ��������� ��	 	�	 � ��#) �
*#�%���� ���+�+�� ��
$� � ����
,
����� �������� 
$��-����� � �)#�� ��#� .
�� $ 
��� �/ %���� ��	�
���#
� � /����!
����#�� �	����� k! �#� (j1−m1− k)! ����
����� $��	
������ 0�������� ���������
�������� � ����������
, �����	
, ��������� � �
#)����

W j3
m (s1, t1, s2, t2) = D(j1, j2, j3)

∑
m1,m2

m1+m2=m

T j1m1
T j2m2

〈〈j1, m1; j2, m2|j3, m〉〉 . ��������

1������� ��
 ��	�
� W j3
m �� �
����
��� 
��
����#��
 �	�#���
*
 ��
�/�������

��������� 2
��
�) �����
 ��	�
�� W j3
m � 
�����#�� �
����
����, ��	�
�

T j3m (s1, t1, s2, t2) =
μ

D W j3
m =

∑
m1,m2

T j1m1
T j2m2

〈j1, m1; j2, m2|j3, m〉 , ��������

*�� μ(j1, j2, j3) 3 �
����
�
��, ��
����#�� 	
�
�, $)��� /���	���
��� ���� ����
4���������� ������� � � ���#� 
$
/������� �#� 	
���� ����
� "#�$%�&'
�����

〈j1m1, j2m2|j3m〉 = μ(j1, j2, j3) 〈〈j1m1, j2m2|j3m〉〉 δm,m1+m2 . ������5�

6
� ��
 ��
 ��,������#��
 	
���� ���� "#�$%�&'
������ �#��)�� �/ ���������
�
��)# �������� � ��������� 0 )���
� �������� ��������� ������5�� �������� /����������
� ����

I =
D
μ

j3∑
m=−j3

(−1)j3−m T j3m (s1, t1; s2, t2) · T j3
−m(s̄3, t̄3) = ������7�

=
D
μ

∑
m1,m2,m3

(−1)j3−m3 T j1m1
(s1, t1) T

j2
m2

(s2, t2) 〈j1, m1; j2, m2|j3, m3〉 T j3
−m3

(s̄3, t̄3) .

������8�
9 ��#) ����������
��� �)�	 �� I ��� SL(2,C)!���
$��/
�����. ������7�� ��� 	
�
!
�. ��	�
�� T jm(s, t) ���
$��/)���� �
 �����#) ���+�+:�� � �
#)����� ��
 	
����!
 ���� 〈j1, m1; j2, m2|j3, m3〉 ���
$��/)���� �#��)�-�� 
$��/
�

D(j1)
m′

1m1
(g)D(j2)

m′
2m2

(g) 〈j1, m1; j2, m2|j3, m3〉 D(j3)
m3m′

3
(g−1) =

= 〈j1, m′
1; j2, m

′
2|j3, m′

3〉 , ∀g ∈ SL(2,C) .
��������

6�	�� 
$��/
�� 	
���� ���� "#�$%�&'
����� �
��
 ������������� 	�	 	
����!
 ���� ����������
*
 ���/
�� ������*
 ���*� ���� 1�����#���� ������� � ����
,
����� 	��*���

�����	
���� ����� ����� ����	��
� �� �����
�
���� �������������� ��������

���� �
�

〈j1m1, j2m2|j3m〉 = δm,m1+m2 μ(j1, j2, j3)·

·∑
k

(−1)k
√

(j1+m1)!(j1−m1)!(j2+m2)!(j2−m2)!(j3+m)!(j3−m)!

(j1−m1−k)!(j3−j2+m1+k)!(j2+m2−k)!(j3−j1−m2+k)!k!(j1+j2−j3−k)! ,
������+�

��� ��������� 	�
��� Pin(p, q) � Spin(p, q) ���

• ������ ���� �	
����� ��	 �	��	� 	�������� ���� 
		������ xm → −xm � Rp,q

(p + q = 2ν) �������� ����� ������� ������ �������	� U = γ1...2ν ∈
CL(0)(p, q)� �	
����� ��	 	�����	��

Tt = γt · γ1...2ν , Ps = γs · γ1...2ν (t = 1, . . . , p; s = p+ 1, . . . , 2ν) ,

	������� �	�
	 	���  ���������! xt� ��� �	�
	 	���  ��	�������������!
xs� 
		�������� �		����������	�

������	
 ��� �����	�	����� ����� ������� ������ ��������� ������ Pin(p, q)
����� �	���	�� � ����

U = U ′ · γm1...mk
,  !"#"$!%

��� γm1...mk
& �	������ �������� 	������ '��((���	  ��"  !")")*%%� 	 U ′ & ���+

���� ������ Spin(p, q)� ������� ������	��
���
 � ���� �����������
 ����	�����
 !"#"$,%"

• ������ ��"� �	
���� �	������� ������������ #
������$ ����� �	� ��	 ��%	&
������� Λ ∈ O(p, q) ���������� � ���� Λ = Λ′ · R� '�� Λ′ ∈ SO↑(p, q) �
R ( ��
	�	�	� 	��������� � ����� �	��	��	����� #����������� ����� �
)����������� ������

-�
 ������������ ����	
 (p + q) = 2ν �������  !"#"$!%� ����	 k & ������ ����	�+
����� ��������� Pin(0)(p, q)� �����	
 � ����.�� ����������  !"#"*% �����	�	���

� ����������� ������ SO(p, q)� 	 ����	 k & �������� �� �������  !"#"$!% ����	���+
��� ���������� ������ Pin(p, q)� �����	
 �����	�	���
 �	 ������������� �����+
����� O−(p, q)" -�
 �������������� ����	
 (p + q) = 2ν + 1 ������������ �������
Pin(p, q) �	��� �	�����	���
 � ����  !"#"$!%" /�� ���� ������� �������� ��� ��������+
��� ������	���	��
 Λ ∈ SO(p, q) �	�	���
 �����	������  !"#"*%� 	 ������������� &
�����	������  !"#"!%"

• ������ ��*� �	
����� ��	 � ������	����	� ������ (p+ q) = 2ν + 1 ���	%���	+
����� ,-�"�./� '�� � 
������� U ��%���� %������� �������� γm1...mk

∈ C�(p,q)�
�		���������� ��� ��%	'	 k 	��������� ����	'	 ����� 
		������ � ��� ��+
��� ������ ���	%���	����� Λ �� �	%������	& �	�'����� SO(p, q)�

������	
� �� /���� ρ & ������������ ������	������ 	������ '��((���	" 0���	
� ����	� (p+ q) > 3 �� ����� det(ρ(γk)) = +1 ��
 ���1 ���	���.�1 γk"

• ������ ��0� �	
���� �	������� ������������ #
������$ �	��	��	����� ����
��	 ��%	 γ2k = +1� ��%	 γ2k = −1� � �	%�������� �������� ��%	& 	%�����1�&
γk ����� ��%	 ±1� ��%	 ±i� ������ � ������� 
	'�� N = p+ q ≥ 4� �� �����
dim(ρ) = 4 ·2[(N−4)/2] � ����	� ����	 �	%�������� �������& +1(+i) ����	� 
�

��	 ������� �� ���	'	 ���� ������������� ,-���.2/� ,-���.�/� ����	�� �����
�	%�������� �������& −1(−i)�

/������ ��
 �������	  !"#"$!% �����	 ����� ������
���
 ������� det(ρ(U)) = +1� �	�
�	� �� ����������� �� ����� det(ρ(U ′)) = +1"

2 ����	� (p+ q) ≤ 3 �������	 ����	3�
� ����	 �������  !"#"$!% ��������	� ����+
������� det(ρ(U)) = −1" -������������� � �	���� ����	� ρ(γk) & �	���3� 2×2� ���+
���3���	����� �	���3	� /	���  ��� �����	������� ��%� � ���� ρ(γk)

2 = ηkk = +1�
�� ρ(γk) = σk � det(ρ(γk)) = −1"



��� ��� ��������� 	�
��� Pin(p, q) � Spin(p, q)

Spin(p, q) �� ������	� 
�����	����� ��������� ��
��� SO↑(p, q)� ���� ��� �	��
������� ���� �� !"�	� �� "��!��������

#���$ 	��"
� ��"�%��$ �������� � ��!�&�	��� ������
��$ �� &	�� ����"���
�������� �x ∈ Rp,q '
"�� �!���� ����������$  "�
�
� &	�� ( ���	���	������)
���

������	�
�� ����� ����� ����	
� η � ����������� Rp,q �	������ 
 �	��������
���� �	��� ���	���� ��
��� �ek ∈ Rp,q� ��� 
������� 
�������� ����	
	 ηkk =
(�ek, �ek) ����	������ ����	���������� ���������� �����		
� �������	��

��		
��� ��������������� 
����	���� xk ��
���� �x = xi�ei ∈ Rp,q ����������
��������� ������������������ ���	  ��	���� ��
��� �ek ∈ Rp,q ! ��������� ����
���������������

*��"
�� ��������$ &�� � ��"� ���� �	��$ �������$ ��+� ������� "�
��� 	���,����$
���" ��������� ����"���� 	������	��
�� ����%������� ���������� �������
ηkk$  ���	���	������� ( ����-������������ .��� 	���,���� /���������� �)
,��
$ �"��� ��-�� �����"��� � ��������� ��0��&�	��� �!��&���$ �������$ �
����"������ ����%�� !��"����� 	����-���� � � ���	��� 	��%�����0 ����	����)
��0 ���"	������� ��
�� Spin(p, q)$ ������� �!����	� �������	���� �	�� ��-�
��"�!"�� ����� �

1
	�� p + q = 2ν� 2���� ����'�!����� �! ��
��� Spin(p, q)$ /������� �������
���"	������	� � ��"� ����!��"���� ��������� �����3+ $ ������	 ��������$ 	 ��&��
!����� ���	��� "�	������0 ����'�!�����$ ���0 �� ��������� � ���	���	����)
��� ���-���� ���"	������ /�������$ ����"��-��� ������ ��
��� Pin(p, q)$
������ 	 ������� ������ ���������� ���'�-��	� � ����
� ��
��
 O(p, q)�
#�� ����$ &��'� ���	�� ���� ����'�!�����$ ���'0�"��� �		������� ����%�
Λ ∈ O(p, q)$ 	������	��
���� �	���!��-��� ���-����� ����"��� {x1, . . . , xp+q}$
����� &	�� {x1, . . . , xp} �! ������0 �� 	������	���� 	 ��'���� ������� η = Ip,q �
����"������� ����� �!����	� 4����������5$  ����� &	�� {xp+1, . . . , xp+q} 4���)
	���	��������5� .��� ���-���� �	
��	������	� '!�	���� /�������� ���6�6� 
���'�� C�(p,q)� #��	���������$ '!�	��� /������ ������� ����"� Uk = γk ∈ C�(p,q)
!"�� 	���	�� �����3 ���-���� �	�0 ����"��� xm$ ����� ����"���� xk$ 	���	��
�����
 xm → (−1)1−δkm xm$ &�� 	��"
�� �! 	�����,����

Uk · γm · U−1k = γk · γm · γk = (−1)1−δkm γm , �����3� 

�!"�	� 	
��������� �� k �� ����!��"��	� � γk = ηkiγi � *������	������$ '!�	���
/������ ������� ����"� Um1,m2 = γm1γm2 (m1 < m2) ����"����� ���-���� ������
����"��� xm1 � xm2 �

�����������	
��� ���������� ��	��� �������
 ����������� ������	
��� ������ SO↑(p, q)
���	
�� ���� ���	
�� �	������� � ����������	
��� ������ π1(SO

↑(p, q)) ��� ������	���� �����
π1� ��������� � ������ !""#� !$%#& '�� ��� �������	
��� ���������� ��������� � SO↑(p, q) ( ���
SO(p) × SO(q)� �� ������������� )�� π1(SO

↑(p, q)) = π1(SO(p)) × π1(SO(q))� ��� ��� � �����
π1(SO(1)) = 1� π1(SO(2)) = Z � π1(SO(p)) = Z2 � ��	� p > 2 *������� ��	� ������ Spin(p, q)
����� �������� SO↑(p, q)� �� ��� ����� +�
 ��������	
��� ���������� ��	
�� � �	�)��
p < 2� �	� q < 2 *�� ���� �	�)�� p = 1, q = 2 ��	� p = 2, q = 1& �	����� ���	�)��
� ��� ���
Spin(1, 2) = SL(2,R)� � π1(SL(2,R)) = Z 

���,�������� � �)������ )�� ����)����� ������������ -���������� ����� �������
./01(+1,−1,−1,−1)� � �������� ����� �+����� ������� � ���� ./01(−1,+1,+1,+1) 

��� ��������� �����	�
���� ���
��	����� ������ SU(2) � ��
 ����� � ���
� ��

��� �������	�
��� ���������� μ(j1, j2, j3) ��	��

μ(j1, j2, j3) =
√

2j3 + 1 Δ(j1, j2, j3) , ��������

� ���������

Δ(j1, j2, j3) =

√
(j1 + j2 − j3)!(j1 + j3 − j2)!(j2 + j3 − j1)!

(j1 + j2 + j3 + 1)!
, ��������

����	����� ����������� �������������

���������	
���� �	
����� �������� � ��������� � ��������� �	����� ��������
������ �! � "	�	�	� ��	#$	
��	 ��������� �	����	�	���% "	&''�(���� μ(j1, j2, j3)!
���
����% � ��������� )���	���� ���������% ��"�	� �������� �� ��	�������

���
�������* T (j1) ⊗ T (j2) ⊗ T
(j3)

� +,	 �	�� �	,���	 �������� ���

(∂s1∂t2 − ∂s2∂t1)
n3 · (∂s1∂s̄3 + ∂t1∂t̄3)

n2 · (∂s2∂s̄3 + ∂t2∂t̄3)
n1 · I . ��������

-�* �	������* &�	% �	��� �	��	�������* ������������ �	�
������

(∂s2∂s̄3 + ∂t2∂t̄3) · (s1t2 − s2t1)
p(s1s̄3 + t1t̄3)

q(s2s̄3 + t2t̄3)
r =

= r(r + p+ q + 1)(s1t2 − s2t1)
p(s1s̄3 + t1t̄3)

q(s2s̄3 + t2t̄3)
r−1 ,

��������

(∂s1∂t2 − ∂t1∂s2) · (s1t2 − s2t1)
p = p(p+ 1) (s1t2 − s2t1)

p−1 , ��������

"	�	��� ���	
*��* ��*��� ������������ .	�
����! ��	,����� ��������! ���/�
����	 � 
�* 
�%����* 	����	�	� (∂s1∂t2 − ∂s2∂t1) � (∂s1∂s̄3 + ∂t1∂t̄3) � ������� I�
�������� '	����� �������� � �������� 
�* ���������* ��������0

(∂s1∂t2 − ∂s2∂t1)
n3(∂s1∂s̄3 + ∂t1∂t̄3)

n2(∂s2∂s̄3 + ∂t2∂t̄3)
n1I

= n1!(n1+n2+n3+1)!
(n2+n3+1)!

(∂s1∂t2 − ∂s2∂t1)
n3(∂s1∂s̄3 + ∂t1∂t̄3)

n2(s1t2 − s2t1)
n3(s1s̄3 + t1t̄3)

n2

= n1!(n1+n2+n3+1)!
(n2+n3+1)!

· n2!(n2+n3+1)!
(n3+1)!

(∂s1∂t2 − ∂s2∂t1)
n3(s1t2 − s2t1)

n3

= n1!(n1+n2+n3+1)!
(n2+n3+1)!

· n2!(n2+n3+1)!
(n3+1)!

· n3!(n3 + 1)!

= n1!n2!n3!(n1 + n2 + n3 + 1)!

1�"! �	����	����% ���������% ��"�	� ����

Ĩ =
I√

n1!n2!n3!(n1 + n2 + n3 + 1)!
, ��������

 �,	 ���	����� �	 #���� �	���	�	� T̄ j3m3
(s̄3, t̄3) ����� ��


Ĩ =
1√

2j3 + 1

j3∑
m3=−j3

(−1)j3−m3T̄ j3−m3
(s̄3, t̄3)T

j3
m3

(s1, t1, s2, t2) , ������2�

,
�! ��	����! T j3m3
(s1, t1, s2, t2) 3 �	����	����� #������ ��"�	� � �	
��	����4

���� ���
�������* T (j3)! ��	����	,	 � ��	�������	 ���
�������* T j1 ⊗T j25 "	&'4
'�(���� (2j3 + 1)−1/2 ����
 �����"	% � ���	% ���� ������2� 	���
��*���* ���! ��	
&� �����" 
	��� 
��� �	����	����% ��"�	� � ��	�������� ���
�������*

T (j1) ⊗ T (j2) ⊗ T
(j3)

�



�� ��� ��������� �����	�
���� ���
��	����� ������ SU(2) � ��
 ����� � ���
�

• ������ ��� �	
����� ��������� �	������� ��	 �	��� ����	��� 1
(2j)!

(ss̄ + tt̄)2j =
j∑

m=−j
(−1)j−mT̄ j−m(s̄, t̄)T jm(s, t) ����� (2j + 1)�

��������	 
����� �������� � ��������� �� ������� ���

������ μ(j1, j2, j3)� ���
����� � ���������

!��	" # ���

��������� $��%&�'(��"��� "�%�� �#���)�����) ���

������

��

(
j1 j2 j3
m1 m2 m3

)
� ������� ������*�#	 +�, #�������� -�.����� /� ����"�����* +�,

#������ #�	���� #��"*0��� #�����&���	�� # ���

��������� $��%&�'(��"���1(
j1 j2 j3
m1 m2 m3

)
=

(−1)j2−j1+m3

√
2j3 + 1

〈j1m1, j2m2|j3,−m3〉. ������2�

� #��"������)��� ��� 3� ��� � ���

������� $��%&�'(��"���� ������� �� ��	
���)�� �#��m1+m2+m3 = 0� ������� -�.���� �%��"�*� ���#���� #������� ����
#�� #������ #�� ���"�� ����4�

����� ����	
�� ���������
�� �������������� � ��� 	�����

���

���������� ��������� ���������� ����� �����������  !"#"$%& 	 	�
�  ��"  !"#"#'&&(

|j3,m〉 =
∑

m1,m2

|j1 m1〉 ⊗ |j2 m2〉 〈j1 m1, j2 m2|j3 m〉 , ��������

�
� �������� ��� j3 ) �*��� ���� �� �����	� |j1 − j2| ≤ j3 ≤ j1 + j2�  |j3,m〉� |j1 m1〉 � |j2 m2〉
+ �����������	���� ������� 	����� 	 ���������	, ���
��	����� T (j3)� T (j1) � T (j2)� �����
	����	����" ��������� �����������	������* ������, 	������	 �� �����������  !"#"-!& ��.��
	�	���� ���
�*/�� ���
��	����� 
�� ��011�2�����	 �����)���
�

〈j1 m1, j2 m2|j3 m〉 := (〈j1 m1| ⊗ 〈j2,m2|) |j3 m〉 . ��������

3������� ��� 	 ���� ���	�
��� ��������� ��	����  !"#"'-&(

Ij1,j2,j3(s1, t1; s2, t2; s̄3, t̄3) = (−1)j1+j2−j3 Ij2,j1,j3(s2, t2; s1, t1; s̄3, t̄3) ,
��011�2����� �����)���
�  !"#"-4& ����*��� ��� ��������	�� 	������	 〈j1 m1| � 〈j2,m2| 	
��	�� ����  !"#"-4& ���
�*/�� ������

〈j1 m1, j2 m2|j3 m〉 = (−1)j1+j2−j3 〈j2 m2, j1 m1|j3 m〉 . ��������

3������ ��.�� ��� 
�� �������� 	����� |j3 m〉 	 ��	�� ����  !"#"-!& � 	 ��	�� ����
 !"#"-4& ����
 ������� ��������	�� ����� ��1�����	��� ���������� |j1 j2; j3 m〉� 	 ������� �	��
����	*��� ����� j1 � j2 ��������, ���������" 5��� 	 ���������	� ���
��	����� T (j1)⊗T (j2)

����	������ �� 	������	 |j1 j2; j3 m〉� �
� |j1 − j2| ≤ j3 ≤ j1 + j2� ���	���� ������� ��	��

��

����	
�� ��� ������ ��	��

�� �������"
��
����	��� 0�����	�� �����.����� � ��� ���� �����������  !"#"-!& 
�� ���� 	������������

�	����	��  !"6"!$&" 7 ��������� ������� �	����	�

〈j1, j2 ; j3,m| =
∑

m1,m2

〈j3 m|j1 m1, j2 m2〉 〈j1 m1| ⊗ 〈j2 m2| , ��������

�
� 	 ���� 	�/���	������� ��011�2�����	 �����)���
�  !"#"$-& �� �����

〈j3 m|j1 m1, j2 m2〉 := 〈j1 m1, j2 m2|j3 m〉∗ = 〈j1 m1, j2 m2|j3 m〉 . ������	�

��� ��������� 	�
��� Pin(p, q) � Spin(p, q) ���

� �����	 ��
�� ��� ��	���� U ∈ Pin(0)(p, q) ���� �������� ���������� ��� ��! "�	#
������� �����$�� 	� �	��	 U ∈ Spin(p, q) ⊂ Pin(0)(p, q)� ��� � ��"� ����� ��������
������������

%��"� ��� ��	���� Spin(p, q) � �"�&��! �"��������� �����$�  �������'��� �
���� ��������� �� � ��(����� �	�&��! (��	�

U = I +
1

2
ωmnΣmn + . . . , ωmn ∈ R , ��������

�� ��������&��� ��	���� Σmn �)�� �'� )� �� � �
�)�� *� spin(p, q) 
�����
Spin(p, q)� +�" "�" �������',�� ������-���� ������.� ���� ������������� Σmn ↔
Lmn � ��)��� 	����"� η = η−1 ������������ Rp,q� �������'� � �������',�	� ��#
����-����	� ���/�/�� �
�)�� *� so(p, q)� �� �	��� 	���� � �	��(� 	 spin(p, q) =
so(p, q)� � 
����� Spin(p, q) �"�&�� � �	��(�� 
����� SO(p, q)�

• ������ ���� � 	
������ �
 ���� U ∈ Spin(p, q)� 
 ������ (−U) ���� ����

������� ������ Spin(p, q)�

0�	�	��(� 	� �����/�� � ��������1 CL(0)(p, q) → SO(p, q)� ��������	�� ������#
-����	� ������� � �����.��  ���'� ���)������� Pin(0)(p, q)→ SO(p, q) � ������������#
�� �� ���
����� Spin(p, q) ⊂ Pin(0)(p, q) ���" "�" ��� ��2������ � ��� ��! "�	�����#
�� ��������
� ��	����� 	� �	��	1 Spin(p, q) → SO↑(p, q)� ���������� ����',��
����������� ��	�� �����	��� 3��4��

�����	
���� ����� ������ Pin(0)(p, q) �����	 
���	��� ������ SO(p, q)� � �����
�� Spin(p, q) �����	 
���	��� ������ SO↑(p, q)�

�������������� 5���& ��� ��	���� U, U ′ ∈ Pin(0)(p, q) ���,�����'� ����)�� ���#
��� ������� � ����	 � ��	 �� ��	����	 Λ ∈ SO(p, q)� +�
�� [U−1 ·U ′, γm] = 0 �� ���2
�)�� �',�2 γm ∈ C�(p,q) � U−1 ·U ′ = z� �� U ′ = z ·U � 
�� z 6 $�����&��! ��	��� �
C�(p,q)� 7 ���������	�	 ������������ ρ 	� �	��	 ρ(z) = αI2ν � 
�� (p+q) = 2ν, 2ν+1
� ��" "�" U, U ′ 6 ��	���� ��,��������! �
�)�� C�(p,q)� �� α 6 ��,��������� "��#
������� % ������ ���	����"� �������� ������� ��� det(ρ(z)) = 1� �����	� α2ν = 1�
� ��� ν ≥ 1� �� α = ±1� +�"�	 �)�� �	� � 
����� Pin(0)(p, q) �	����� ����� ���
��	���� ±U � "������ � ��	�,&' ������� ���)����'��� � ���� ��	��� Λ ∈ SO(p, q)�
� ��������&�� 
����� Pin(0)(p, q) ������ ��"������ 
����� SO(p, q)� 8��'�� ���#
 � �� ����"���� ��� ��� ��� "�	������� ��������
� ��	���� � Pin(0)(p, q)� �� ���&

����� Spin(p, q)� ������ ��"������ 
����� SO↑(p, q)�

+�"�	 �)�� �	� ��
���� 9���������' ����� �	�'� 	���� � �	��(� 	�

Spin(p, q)/Z2 = SO↑(p, q) , Pin(0)(p, q)/Z2 = SO(p, q) . ������:�

8�������� ��� � ����� p = 0� q = 0� ��" �� "�" � � 
����� SO(p, q)� � 
�����
Pin(0)(p, q) �	�'��� ����� ��� "�	�������� 0����� Spin(p, q)� Pin(0)(p, q) � Pin(p, q)
�� ���'��� �����	�
�� ��� ������
��� �	�������

5�����"��	� ��� � 	��
��)�� �� 
����� SO↑(p, q) �	����� ����� ��� ���� ��
�#
	������2  �	"����2 "����2 ��&"� � ����� p ≤ 1, q > 2 ��� q ≤ 1, p > 2�� 7
���	 ����� 
����� Spin(N) � Spin(1, N −1) �"� ���'��� ��������&��	� ��"����#
',�	� 
���� SO(N) � SO↑(1, N − 1)� ��������������� 7 ����� p ≥ 2 � q ≥ 2 
�����



��� ��� ��������� 	�
��� Pin(p, q) � Spin(p, q)

�����	
���� ����� ��� �������	 U ∈ Spin(p, q) 
 �������� ����������� ����

������� ������� ������
������ 
 
���

U = exp
(1
2
ωmnΣmn

)
∈ C�(p,q) , �������	

��� ωmn = −ωnm � 
�����
���	� ������	�

�������������� 
���� ����� ������� ��� �������� �������	 ���������� ���� 
�� Pin(0)(p, q)� !�����"���# �������	 ���������$�� ��� � ��%��&���� ����'��%�����(
γm → γ′m = U · γm · U−1� ��� ������� U %���� � �������	� ����# �'��%�$)�# γ′m '����
���������#�&�# � ����

γ′m = γj Λ
j
m , ||Λjm|| := exp ||ωjm|| , ωj m = ωjk ηkm , ������*	

�� ���& �� ����� ����'��%������ �����+	� ,��$�� �������� ��� �����( ������� U �
%������( � �������	� ���������� ��������� CL(0)(p, q) ⊂ CL(p, q)� -���� ����� ��#
�$'��� ������������# ρ ����'�� C�(p,q) �� �������� Tr(ρ(Σmn)) = 0� ������� ���& 
%�#�& .������( det(eA) = eTrA� ��� A / �$'�# �����0�� �� ����� det(ρ(U)) = 1�
!���������&��� �������� ���� �������	 ���������� ������ Pin(0)(p, q)�

• ������ ���� 	
����� �
����� ��������� ��������� �
� 
���
����! 
"����
�

eA · B · e−A = 1 +

∞∑
k=1

1

k!
[A, [A, . . . , [A︸ ︷︷ ︸

k

, B] . . . ]] .


����� �����&� ��� �$'�( ������� Pin(0)(p, q) �% �����&��( ����������� ����� 
0� ���������#���# � ���� �������	� 1�����&%����# ������������ ������ Pin(0)(p, q)�
��� ��������� � CL(0)(p, q)� �������� U ������( ����������#$� ������$ �������	� 2%
����� ����������# ����� ����� �������� ���'������� ���'� ��# U ∈ Pin(0)(p, q) ⊂
CL(0)(p, q) ������#���& ������"���� �����+	� ��� � �������� Λkm ∈ SO(p, q) �� ��%& 
��� �����0�� '��%��$ � ��������( Λkm = (δkm+ωkm+ . . . 	� 1 ���� ������� ��������##
� ������"���� �����+	 ��.�����%����&��$ .���� ��# U = exp(T ) = I + T + . . . � ��
�������� �������

[T, γm] = γk ω
k
m . �������	


���& T � T ′ / ��� ��������� ����������#$)�� ����� ������$� ����� [γm, T−T ′] = 0�
�� ���& (T −T ′) ����������� �� ����� ���������� C�(p,q)� 1 ������������ �������� 
����� ρ� �������� ����� 3���� �� ����� ρ(T −T ′) = const · I� ������� �����0� ρ(T )
�������#���# � �������&$ �� ���'������# � ��( �����0�� ������0�����&��( ��� 
�����(� 4�������� ���� ����%��� � ����������� ρ(T ) �� �������������� � ����%���
� ����������� �������� T 	 ���'������� Tr(ρ(T )) = 0� ������� ���� �� ���%�����
��"�	 ������������ ������$ det(ρ(U)) = 1� 2% ������"���( �������	 � �������	 ��� 
����� ��� T ���� ��'���& � ���� T = 1

2
ωmnΣmn� � ��� ��� Tr(ρ(Σmn)) = 0� �� ����

��'�� �����������( � ρ(U) �'��%� ���������� �������� ����%����� ���������#���#
���

ρ(U) = I +
1

2
ωmnρ(Σmn) + · · · = exp

(1
2
ωmnρ(Σmn)

)
⇒ U ∈ Pin(0)(p, q) .

��� ��������� �����	�
���� ���
��	����� ������ SU(2) � ��
 ����� � ���
� ��

���� �	������ ��� ���� ����� !" � 	�#����$ |j1, j2 ; j4,m4〉 � 	��������	���� ���
��	�����$ ����� %"&
�� ��������� �� �$���� m → m3" ����	�� �������������� 
�� #�'((�)�����	 ���������
�

δj3,j4δm3,m4 =
∑

m1,m2

〈j3 m3|j1 m1, j2 m2〉 〈j1 m1; j2 m2| j4,m4〉 . ��������

*���& ���$����$ �������
j1+j2∑

j3=|j1−j2|

|j1, j2 ; j3,m〉〈j1, j2 ; j3,m|& #������ 
����	��� 	 ���������	�

V ���
��	����� T (j1) ⊗ T (j2) �& ������� +�	��,
���- �����& ����)����� 	�� ��������� �� V �
���������& �$�-.�� �����	����� ������� ������� h& �	��� m� / ���������	� V $�,�� �����

����� 
����� �������∑

m1,m2
m1+m2=m

(|j1 m1〉 ⊗ |j2 m2〉) (〈j1 m1| ⊗ 〈j2 m2|) =
∑

m1,m2
m1+m2=m

|j1 m1〉〈j1 m1| ⊗ |j2 m2〉〈j2 m2| ,

� ����� �#�$� ,� �	����	$�& ��'��$� $� �$��$ ��,
���	�

j1+j2∑
j3=|j1−j2|

|j1, j2 ; j3,m〉〈j1, j2 ; j3,m| =
∑

m′
1
,m′

2
m′

1+m′
2=m

|j1 m′
1〉〈j1 m′

1| ⊗ |j2 m′
2〉〈j2 m′

2| , ��������

#������ ���	����� ������� ����,���� �����0���
� ����� �"� *����	�������& �$��,�$ �	���
��	� ����� 1" ���	 � 	�#��� |j1 m1〉 ⊗ |j2 m2〉� / ���������& ��������� �����,����$ # ����� %"
���
��	�����$

〈j3 m|j1 m1, j2 m2〉 := 〈j3 m|(|j1 m1〉 ⊗ |j2 m2〉) , ��������

$� ������$ ������� # ����� �" ����,���� �����0���
�

j1+j2∑
j3=|j1−j2|

|j1, j2; j3 m〉 〈j3 m|j1 m1, j2 m2〉 = |j1 m1〉 ⊗ |j2 m2〉 , �����	

�

�
� 	 ���� ����
������ �����2 " #�'((�)�����	 �����0���
� $� �$��$ m = m1 +m2� ������
���� �	������ ��� ���� �	����	 �����344" � 	�#����$ 〈j1 m′

1| ⊗ 〈j2 m′
2|& �� 	 
��������� # ����� 2"

	����#�� �.� �
�� ����	�� �������������� 
�� #�'((�)�����	 �����0���
�

j1+j2∑
j3=|j1−j2|

〈j1 m′
1, j2 m

′
2|j3 m〉 〈j3 m|j1 m1, j2 m2〉 = δm1m′

1
δm2m′

2
,

�
� ����� ,� ���
��� ��$����& ��� m = m1 +m2 = m′
1 +m′

2�

��������� �	 5 �����$ ��������
������ �����24" � ���,
���	����� t̄3 = −s3& s̄3 = t3& #������
���$���	���� 	 �����32"& �����$ ��	���� �����6 " 	 ��$$�������$ 	�
�

(−1)j2−j1−j3I = (s1t2 − s2t1)
j1+j2−j3 (s3t1 − s1t3)

j3+j1−j2 (s2t3 − s3t2)
j3+j2−j1 . �����	
	�

���
 ����� �������$���	#� �����1 " $� �$��$

(−1)j2−j1−j3I√
n1!n2!n3!(n1 + n2 + n3 + 1)!

=
∑

m1,m2,m3

(
j1 j2 j3
m1 m2 m3

)
T j1
m1

(s1t1)T
j2
m2

(s2t2)T
j3
m3

(s3t3) , �����	
��

�
�

(
j1 j2 j3
m1 m2 m3

)
7 %�8 ��$	��� /����� ����� 3"� 5���������� ����� 3" ���
�-� �� ��	�����

�����34�" � (��$��� �����13"& 	 #������ ����9�
�$� �
���� ��
����	#� t̄3 → −s3& s̄3 → t3 � ������
�����24"& �����2!" � �����1�"� �# ## 	��,���� �����343" �� $������� �� ��������- 
� �$��� ��.���
��#" ��� �-��� ��������	#� ���9 ��
�#��	 {1, 2, 3}& ��� ��� �$��� si ↔ ti& �� ����	����	�-.��
��$$������ ���
�� � %�8 ��$	�� ����� 3"� / ��������& ������	��� ��
�#��& $� �$��$

(−1)j1+j2+j3

(
j1 j2 j3
m1 m2 m3

)
=

(
j2 j1 j3
m2 m1 m3

)
=

(
j1 j3 j2
m1 m3 m2

)
, �����	
��



�� ��� ��������� �����	�
���� ���
��	����� ������ SU(2) � ��
 ����� � ���
�

�
� ���� (j1 + j2+ j3) 	 ���� ����������� ������� 	���
 �	������ !���� "������ �#�� ������$
%�& ���	��� �����'( ���
)� ���
�)*��� �	����	���
�� +������ �����(�% ��� �� ����)��� ��� "����� ��������	#� �����!�	(

j1 j2 j3
m1 m2 m3

)
=

(
j3 j1 j2
m3 m1 m2

)
=

(
j2 j3 j1
m2 m3 m1

)
,

� ��������)� ,��	�� ���-����. (−1)j1+j2+j3 ��� ��"����� ��������	#� �����!�	�
�� /�� ����� si ↔ ti (i = 1, 2, 3)$ �� ����� T ji

mi
(si, ti)→ T ji

−mi
(si, ti)$  �� ,������ �����(�( ���
���$

"�� ��� 0��� ����� I → (−1)j1+j2+j3 I� /�0����$ ������� �����(�� $ %�& ���	��� ��������)�
,��	�� ���-����. (−1)j1+j2+j3 ��� ��������� ��#�	 	��1 ����#!�� mi � �����	�����-���2(

j1 j2 j3
m1 m2 m3

)
= (−1)j1+j2+j3

(
j1 j2 j3−m1 −m2 −m3

)
. ���������

�� +������ ������' �� �����

m1 +m2 +m3 = 0 =⇒
(

j1 j2 j3
m1 m2 m3

)
= 0 . ���������

• ������ ��� �	
����� �		��	������� ��������� ��������� �������� � ��������� �	
����  	!�"

(

j1 j2 j3
j1 m2 m3

)
= (−1)j2−j1+m3Δ(j1,j2,j3)

(j1+j2−j3)!(j1+j3−j2)!

√
(2j1)!(j2−m2)!(j3−m3)!

(j2+m2)!(j3+m3)!
δj1,−m2−m3 . �������	�

#$%���� �� ��� !�%����%	(
0 j2 j3
0 m2 m3

)
= (−1)j2−m2√

(j2+j3+1)
δm2,−m3 δ

j2,j3 . �������
�

������	
� �� 3 ������1 �
����
��1 #���
��� zi = si/ti ��������"�� ,��� �����(�( 
�� I
��������	���� 	 	�
�

I = t2j11 t2j22 t2j33 (z1 − z2)
j1+j2−j3 (z1 − z3)

j3+j1−j2 (z2 − z3)
j3+j2−j1 ,

 ��	����� ��	��������� ������( 	 0��1 #���
���1 	����
�� ���
�)*�� ������

3∑
i=1

∂zi I = 0 ,

3∑
i=1

(
ziti∂ti − z2i ∂zi

) I = 0 ,

3∑
i=1

(
zi∂zi −

1

2
ti∂ti

)
I = 0 . ���������

• ������ ��� #$%���� !�%����� ������&�� �� !�%����' ��������� ���
�% ��� ����� ��!����"
�$( t̄3 = −s3� s̄3 = t3 � �	����%�% ��� ê

(i)
+ = si ∂ti � ê

(i)
− = ti ∂si � ĥ(i) = 1

2 (si ∂si − ti ∂ti)�

/�� 0��� ��	������ ,��#!�� I−1 ����� ����	����	�)*�� �����������	#� 
�� �������,��)
"��.

Gj1,j2,j3(z1, z2, z3) =
1

(z1 − z2)j1+j2−j3 (z1 − z3)j3+j1−j2 (z2 − z3)j3+j2−j1
���������

	��-���� 
�� %�1 ��"�"��� ,��#!�� ���� 	 �������1 #��,�����1 ������1 ����

〈φ1(z1, z̄1)φ2(z2, z̄2)φ3(z3, z̄3) 〉 = Gj1,j2,j3(z1, z2, z3) ·Gj̄1,j̄2,j̄3(z̄1, z̄2, z̄3) . ���������

������!�� �������	 Δa = ja + j̄a � sa = ja − j̄a ����
���)�$ ����	����	����$ #��,������
���������� � ����� 
	������1 ����� φa(za, z̄a)$ "�� 	���#�� �� �1 #��,�����1 ��������	�
���2 φa(z, z̄) → λja λ̄j̄a φa(λz, λ̄z̄)$ ��� #�����1 #��������� �����((� �	������ ��	������� +	��.

��� ��������� 	�
��� Pin(p, q) � Spin(p, q) ���

������	�
�� ����� ��������� �	�
����� Pin(p, q) ⊂ CL(p, q) � Pin(p, q) ⊂ CL(p, q)
�������� �	�	��� (U,±1) � U �	����	���� �	�	����������� �		��	�������

det(ρ(U)) = 1 , ��������

��� det(ρ(U)) = −1 
�� ρ � ������	���	� ������������� ��
���� �����	��� C�(p,q)�
�	
� ��� ����� ������� ����������� � ����
�� ��� det(ρ(U)) = −1 ����	������
������ ��� � ������� 	 ���!������ ������ p + q = 2 	 p + q = 3� 	 ������ ���
"������ U �������# ������	� $��������� ��� ������%��	� det(ρ(U)) = ±1 &����
���� ���	 � ��� �'&��� ����	 ��	��� ������� ���	� ����&�� C�(p,q)� "� 	 �����(
���� ������� ���	' ρ �����&���� ��	� "� 	 ���������	 �� ���'� �����	������
)�� ��������� ������ (p+ q) = 2ν + 1 	����� � � ��"� 	 �������! ����	 ��	�!
2ν(����! ������� ���	� ρ+ 	 ρ−� ������� ����!���� ����  ����� �� ��������' ��
"� 	 ���������	� �������� � ����� γk → −γk� *����  �	�� +� ��
���	� �����

��� �'&��� U ∈ CL(p, q) � 	�� ρ+(U) = zU ·ρ−(U)� ��� zU , ��������� ����������
������� � ���-�' ���� 	# det(ρ(U)) = ±1 .	��	������ ��� zU = 1� *��	 �&�����
 ������� ������ (p + q) = 2ν + 1 � � ��"� 	 �������! ������� ���	� ρ± ����&��
C�(p,q) ����� ���� "� 	 �������	 ��� ����� Pin(p, q) 	 Pin(p, q)�

/���	 �-�� ��� ��������� ����	 ��	�� ������� ���	� ρ ����&� 0�	..����
	�'� �����' ���������� 2ν � � ������� det(ρ(U)) = det(ρ(−U))� 	 ��"��� ���(
������ Pin(p, q) 	 Pin(p, q)  ��'��'�� ������ � "������	 U � ���
� "������ −U �
������� �������� �����1� 	 ������� &���� ���� ���� � ��� ���	 	 �� 
� ����&����(
 ��	� Λ ∈ O(p, q)�

)����  ���� ������ CL(0)(p, q) � &��� �������	 ��� �� ��������� Pin(0)(p, q)�
"������ U ������# ���
� ���	��'��� ������	������ ������%��	� ���������
/�� 	���� ��� Pin(0)(p, q) , ���������  ������ Pin(p, q) 	� ���  ��������� ��� 	
����������� ������!�  ���� ���� 		 � �����.	��	 �����2��� �������� ������
Pin(0)(p, q) &���� �����.�� ���&��
����� �� ������ SO(p, q)�

3������	 ��&�� &��	���! "������ �(�� �������

Σmn =
1

4
(γmγn − γnγm) =

1

2
γ[mn] ∈ C�(p,q) . ������4�

5������ Σmn ��� ��� ���'� ������	���� ������%��	� ��� �&����'-	! ��(
��&�� 6	 ������ SO(p, q) ���� �	�� � �1�2�2�� 	 �1�7�4��

[Σnm, Σk�] = ηmkΣn� + ηn�Σmk − ηnkΣm� − ηm�Σnk , ������8�

������� �����  � ������ � ���-�' ��������'-	! ������%��	# ���2�48� 	  �����(
'-	! 	� �	! ��
���� ���� �	�� � �1�7�8��

[Σnm, γk] = ηmkγn − ηnkγm . ��������

������	�
�� ����� ��������� �	�
����� Spin(p, q) � 
����� Pin(0)(p, q) ��� ��	�
�����	 ���� �������	� Pin(0)(p, q) ���� �� � ���!�	" �	��	����� �����#�	
	 ����
������



��� ��� ��������� 	�
��� Pin(p, q) � Spin(p, q)

����� � ��� 	
 ������ Λ ∈ O(p, q)� ����� ��� ��
� ��������� γm ���
�� C�(p,q)
�� ��

� U−1 · U ′ · γm = γm · U−1 · U ′� �� 
��� ��
�
�� U−1 · U ′  �����
	�� �
�!
�� C�(p,q)� "����� � #
����
��� ���#�
 ������
�� ��"�� ������� ��  ���#�
�
U−1 · U ′ = a · I� ��� U ′ = a · U � ��
 a $ �
"����� "���������

��% &�������� �
#
���� ���#�� N = (p+q) = 2ν+1 �  ���� ρ' �
 �������
 2ν!
�
��
  
������
��
 ���
�� C�(p,q)� (�� � 
�
�
������ ���
� �#������ #�� ρ = ρ+�
�� 
���  
������
��
 ρ �����
�����
� ���#
��� �
��������� ��
�
��� ρ(γN+1) = +I
)���#�� ρ = ρ−�  � "����� ρ(γN+1) = −I� ���������
��� �������#��%� *�
�
���
ρ(Λ)

+ (γm) = ρ(γk) Λ
k
m � ρ(Λ)

− (γm) = −ρ(γk) Λkm 
������� ��� "�	��� +�"���������
������ Λ ∈ O(p, q) ����
 �
 �������
  
������
��� ρ(Λ)

+ � ρ(Λ)

− ���
�� C�(p,q)�
 �#
� � ���#�
 (p+q) = 2ν+1  
������
��� ρ(Λ)

+ � ρ(Λ)

− �
�"�����
����� ��" "�" ���
����#����� ���"�� �
��������� ��
�
��� γN+1 ),���-%. ρ

(Λ)

+ (γN+1) = det(Λ)ρ(γN+1) =

−ρ(Λ)

− (γN+1) )��� ),����/%%� 0� det(Λ) = +1  
������
��
 ρ �"�����
���� ρ
(Λ)
+ �

 � det(Λ) = −1  
������
��
 ρ �"�����
���� ρ
(Λ)
− �  ������ ���
������ ������

A±(Λ) ∈ Mat2ν (C) ��"�
� #��

A+ · ρ(γm) · A−1+ = ρ(γk) Λ
k
m (det(Λ) = +1) ,

A− · ρ(γm) · A−1− = − ρ(γk) Λk m (det(Λ) = −1) . ),����1%

2��
���� #�� ��� �
#
����
���� ���#�� (p+ q) = 2ν+1� 
��� Λ ∈ SO(p, q)� �� −Λ ∈
O−(p, q)� 0������ �� ),����1% �� ��

� A−(−Λ) = A+(Λ) � ��� �������#�� ��
���
���� ����#��� +��"��� A+(Λ) � A−(Λ′) �� ��
�
���� Λ ∈ SO(p, q) � Λ′ ∈ O−(p, q)
������
�� ����"� ���� +��"���� �� ��
 A+(Λ)� 3� ������ #��  
������
��
 ρ
�����
�����
� ���#
��� �
��������� ��
�
��� ρ(γN+1) = +I � � ����  
������
���
�� ��

� )��� )4�5�4/%%

ρ(C�C(p,q)) = Mat2ν (C) .

6� ����� �����+���� ��
��
�� #�� ���
������ ��
�
��� U+(Λ) = U−(−Λ) ∈ C�C(p,q)�
��� "����� ρ(U±) = A±� � �� 7��
	�
��� ����� ���
"�
�� #�� ��
�
��� U± �  �!
����� ),���44% ��
��� ��	��  

�
��� � ��
�
��� �
�
���
���� ���
�� U+(Λ) =
U−(−Λ) ∈ C�(p,q)� 6��"� �� ��"������ #�� � �
#
���� ���#�
 (p + q) = 2ν + 1 ���
 ���������� ������
���� ������ Λ ∈ SO(p, q) ��
��� ����
��� ��
�
�� U = U+ ∈
C�(p,q)� �����	�������  
���������
 ),���1%� � ��� ����� �
������
���� ������
Λ′ = −Λ ∈ O−(p, q) ��
��� ����
��� ��
�
�� U = U− ∈ C�(p,q)� �����	�������  
!
���������
 ),���,%� (�"����
������ 
������
������ U± )� ��#������ �� ����	
���
�� ��
�
��� �
���%  �������� ��" 	
 "�" � �  ��"�
 4�%8 ��� ��9
� :��
���� #��
� ����� �� �
 ��������  
������
��� ρ+ ��� ρ− ���
�� C�(p,q) ��
�
��� �
���
���������� "�����������

;������� 7��
	�
��� ����� ��
�
��� U ∈ CL(p, q)� �������
  
����������
),���1% ��� ���
��� Λ ∈ O(p, q) � #
���� ���#�
 (p + q) = 2ν� � ��"	
 ������
���

(U,+1) � �
������
���
 (U,−1)  
���������� ),���<% � ),����% � CL(p, q) � �
#
�!
��� ���#�
 (p + q) = 2ν + 1� � 
�
�
�� �������#�� � ��#������ �� ����	
��� ��
�������
 ��
�
��� �
���� "����� ������
� � #
���� ���#�
 �  
�������
���
� ���
 ),���4/% � �
#
���� ���#�
� (�� ����� #���� ���������� �� �����  �����!
��� 
��
���
��� ����������� ��
��� ��  =��++��� CL(p, q) )� �
#
����
���
���#�
% � CL(p, q) )� #
����
���% ��  ����  �� ��
�
��� "����� (U,±1) � U �
��������� � 
�������� �������

��� ��������� �����	�
���� ���
��	����� ������ SU(2) � ��
 ����� � ���
� ��

�������� � !��"#��$� ���� �� ���%��& �� 	���"�� �� ���� !"�& %�� '�( ��%�%��� ����$��!�
��� !��"#�� Gj1,j2,j3(z1, z2, z3) ≡ G(z1, z2, z3) 	 
	�$����( "��!��$��( ������( ���� �
�	���	��
��)� ��*
���	$ +��
,

3∑
i=1

∂zi G = 0 ,

3∑
i=1

(
z2i ∂zi + ziΔi

)
G = 0 ,

3∑
i=1

(
zi∂zi +

Δi

2

)
G = 0 , ���������

"������ -"	�	������ ��	�����$ ��	��������� �������. ��� Δi = 2ji ���	���� 
�!!����#��
�/��� �������� 	 �������� � �������$� 	 �����'0  �

��������� �	1 ��"��"� %��� ����(�
�$� 	�%�����/ "�-!!�#����� �����2���
� 	 ������3 
�� 
�� 	��( �����	 j1 � j2&  ���/"� 
�� ��"�����( !�"����	���( � �� �%��/ ���/��( ��%���� j1&
��� j2� 4 -��$ ���%� ��	�� �������$ ��
(�
& ����	���� � �����/��	��� 5��	�� ���*����
�����	5 �6�'�'��� & �6�'�0�0' & ������7 & "������ 	 ���%� ������ s�(2,C) ������� su(2) � �%���$
�	��� ������7  �����	���� 	 	�
�

T (e±) = T (j1)(e±)⊗ 1 + 1⊗ T (j2)(e±) , T (h) = T (j1)(h)⊗ 1 + 1⊗ T (j2)(h) . ���������

8��$����$ ���
�)9�) #���%"� �	����	

〈j1m1| ⊗ 〈j2m2|
(
T (j)(e±) |jm〉

)
= (〈j1m1| ⊗ 〈j2m2|T (e±)) |jm〉 =

=
(
〈j1m1| ⊗ 〈j2m2| [T (j1)(e±)⊗ 1 + 1⊗ T (j2)(e±)]

)
|jm〉 = ���������

=
(〈j1m1|T j1(e±)⊗ 〈j2m2 |

) | jm〉+ (〈j1m1| ⊗ 〈j2m2 |T j2(e±)|
) |jm〉 ,

�
� $� �%�� ��	��� ���*���� �����	 �������� � :�	��$ ��	�) � ��	�) %��� 	 �������' & 	���
���/���$�� ��	��$� 
����	�� �����)9�( e± � 
��/��� 	�"��� ������. � ����
������$ "��
-!!�#�����	 �����2���
� ������' � 4 �����/��� ����%�$ ��"��������� �����������√

(j ±m+ 1)(j ∓m) 〈j1,m1; j2,m2 |j,m± 1〉 =
=
√
(j1 ∓m1 + 1)(j1 ±m1) 〈j1,m1 ∓ 1; j2,m2| j,m〉+

+
√
(j2 ∓m2 + 1)(j2 ±m2) 〈j1,m1; j2,m2 ∓ 1| j,m〉 .

���������

;�
��	��� 	 �������' 	$���� ��������	 e± ������� h& $� ����%�$ ����	��

(m1 +m2 −m)〈j1,m1; j2,m2 |j,m〉 = 0 , ���������

��"�
 	��	/ ���
���& %�� "�-!!�#���� �����2���
� 〈j1,m1; j2,m2 |j,m〉& �
���� 	 ������' &
����%�� �� ���� ���/"� ���� m = m1 +m2�

• ������ ��� ��		
����� 
������� ���
��� 〈jm|T (j)(e∓) (|j1m1〉 ⊗ |j2m2〉) � �������� ����
����� ��� ������� �������������  ���!�"#����� $%�&�''()√

(j ±m+ 1)(j ∓m) 〈j,m± 1 |j1,m1; j2,m2〉 =
=
√
(j1 ∓m1 + 1)(j1 ±m1) 〈j,m| j1,m1 ∓ 1; j2,m2〉+

+
√
(j2 ∓m2 + 1)(j2 ±m2) 〈j,m| j1,m1; j2,m2 ∓ 1〉 ,

�������	�

(m1 +m2 −m)〈j,m |j1,m1; j2,m2〉 = 0 . �������
�

*������ ��� �������� 	 ��������
� $%�&�++&(, $%�&�++�( 	 �����
 �	����� $%�&�'�(�

4��/$�$ �����/ ��	����� �������� � 	��(��$ ��"�$ � ����*�$ 	 ��$ m = j� ���
 ��	� %��/
�������� ��%���� � $� ����%�$ ���� �����������& � ��$�9/) "�����( �(�
�$ "�-!!�#�����
�����2���
� 〈j1,m1; j2,m2 |j, j〉 < ��%����/) 
� ��9��� !"���& ����
����$��� ���$���	"��
� ���������$& %�� 〈j1, j1; j2, j − j1 |j, j〉 	�9���	���� � ����*������� 4����� �����/ ��*��� ��"
	 �������� & $� 	��*�$ 〈j1,m1; j2,m2 |j,m− 1〉 %���� 〈j1,m1; j2,m2 |j,m〉 �& ���
�	���/��& ���/�
����/ ������%��� ���#�
����& �(�
�$ 	�� "�-!!�#����� �����2���
�& �%��� � m = j& �
��%����/) 
� ��9��� ���$���	�%���� $��*������



�� ��� ��������� ����	
��� � ��� �������

��� �����	�
� ���	��	
 � ���� ������


����� ����	
��� 	��
�	
� � ��	
�� �����
����
�

����� T � n	
���� ������������ ������ G � ����������� Vn(K)� ������
 � Vn(K)
����� �ek (k = 1, . . . , n)� ����� �����
� ���
��� g ∈ G � ������������ T ��������	
������ n× n 
���� � � ���
���
� Tkl(g) ∈ K !�
� !"�#�$%%&

T (g) · �ek = �el Tlk(g) .

����� ρ � ������� ������������ ������ G � ��
������
 �������
 �����������
V � ��
�����' (��
�'�

������	�
�� ����� ����� ���	
��� �	������� {T̂(T )
k } (k = 1, . . . , n)� �	
������

��� � ����������	 V �	������	��� ρ ���� G � �����	��������� �������	�
����

ρ(g) · T̂(T )
k · ρ(g−1) = T̂

(T )
� T�k(g) , ∀g ∈ G . !"�)�#%

������	��� �	������� �	������� ���� G � �	������	��� T � ���� �	������
�	��	 T � �������� ��	�������� � �� �	������
 �	����� {T̂(T )

k } ������	���
��������� ��	��������� �

• ������ ��� �	
�� ���� ����� �������������
���� ���������� {T̂(T )
k } (k =

1, . . . , n)� ���
��	���� � ���
����
��� V� � ρ � ����
��������  �	���G � ����


����
��� V� �	
�� ���
���������� ���
����  �	��� G �� ��������� {T̂(T )
k }

�����
! "���	��� #$���%&� '�(����� ��� �����)� ||T�k(g)||� ����(*�� �
������ ��
�� #$���%&� �������!�� ������+���� T , G → GL(n,K)� (������
!��!��
! ����
��������� G�

*�
���
+ ,�� � �������- ���,��- ��� ������� ������- ���������� ���������
���,�
������ ������������ T � ��������� ������������ ρ 
��� ���������
.���� �����/�+ ,���� ����������� V+ � ������
 ��'����/� ������� ���������+
���� ����
+ ��� �����������
 !���������� ����� ����������� ����������� ���
� ������� ���%� 0�� �1�-  ���' ���'���� ������+ ��� ��������������+ �������	
���� V ����� ���2������
�

����� G � ������ 3� � A(G) �����������/2�� ������� 3�� 4���
����
 �����	
1��� !"�)�#% ��� ���
���� g ∈ G+ ����2�- � �����' g(t) = exp(tA)+ ��� A ∈ A(G)
������ ����,��� ���
��� G� 0�((��� ���� ��� ,���� �����1��� !"�)�#% �� t
� ��,�� t = 0+ 
� ����,��
 ���������� �������� ��������� � ���
��- �������
3� ������ G&

[ρ(A) , T̂
(T )
k ] = T̂

(T )
� T�k(A) , ∀A ∈ A(G) . !"�)�"%

������� ��������� ����/� ����/ ���� � �������' 
�-���� � ������ �
�������' ������ ����� 5����
��+ ��������� �
������ � ���� � ��������������'
�������' 
�-���� 6 ��� ������� !��������% ��������� ������ ���2��' ���-	

����� �����������+ � �������� ���� � �������������' �������' ������ ���� 6
��� ������� ��������� ������ ��������

��� ��������� 	�
��� Pin(p, q) � Spin(p, q) ���

��� ���	 �
�	��� (U, +1) ∈ (CL(0)(p, q), +1) � (U · γ1...N , +1) ∈ (CL(1)(p, q), +1)
������������ � ���� � ��� �� �
�	��� SO(p, q)� �����	� ��	�	������ �����������
�������� ����� �
�	�����

T : (CL(0)(p, q), +1) = CL(0)(p, q) → SO(p, q) ������ !

��"���# ��� ��� ����$ ��������� � ����$�	 ����������� T ���% ����� (CL(p, q), +1) =
CL(p, q)�

����& (p+ q) = 2ν, 2ν+1 � �
����� '
������� C�(p,q)# � �������������� � ������
CL(p, q) ���
�$����� � ��"�����	 ��"���������	 ���������	�	 2ν(	����	 ����(
����
���� ρ� )�������� 	����* ρ(U) �
� ���� U ∈ CL(p, q) ����$��� 	��������
������ CLρ(p, q)� +�������������# 	�������� ��� (ρ(U),±1)# ���
������,�� �����(
��$������ �����-! � ������!# ����$��� ������ CLρ(p, q)�

.
� ������� �
���� p+ q = 2ν ��� ���������	� 	������� ��������
���� ρ �
(
���� C�(p,q) �	��� ��$	������& 2ν � �"����
����# �����	� ������������,�� ���	
���	 ��������
����	 	������� ����� CLρ(p, q) �$�	����� .
� ��������� �
�(
��� N = p+ q = 2ν+1 ��� ���������	� 	������� ��������
���� ρ �
���� C�(p,q)
��"�� �	��� ��$	������& 2ν � �"����
���� 
��� ��������
���� ρ+ 
��� ��������(

���� ρ−# "����� ��
������� $��"�	 *�����
&���� �
�	���� �����/! ��������� �
�����0�!!1

ρ+(γN+1) = +I , ρ−(γN+1) = −I . ������2!

�����	� ������������,�� ��������
���� ρ ������ �������$�����% �����-! � ������!
�$�	����� 
��� ������ CLρ+(p, q)# 
��� ������ CLρ−(p, q)�

�����	
���� ����� ��� � ����	
 ����� (p+q = 2ν) �	
	
	����
 �������� 	�	��
������ CL(p, q) �� ��� ���� O(p, q)� �	 ���� !�" ���	# 
����$% Λ ∈ O(p, q) ��
&������ 	�����	� U ∈ CL(p, q) !�" '	�	�	�	 �%�	��"���" �		��	(���� �����)��
*�� +�	
 !�" ��!���	# Λ 	�����	� U ∈ CL(p, q) , �!��������%# � �	��	���� !	

�	����" �� '	������ a� ��� � ������	
 ����� (p + q = 2ν + 1) �	
	
	����

�������� 	�	������� ���� CL(p, q) �� ��� ���� O(p, q)� -	��� !������	 !�"
���	# 
����$% Λ ∈ SO(p, q) �&������ 	�����	� U = U(Λ) ∈ CL(p, q) ��'	# 
��	 �%�	��"���" �		��	(���� ������� � !�" ���	# 
����$% Λ′ ∈ O−(p, q) �&��
����� 	�����	� U ′ = U ′(Λ′) ∈ CL(p, q) !�" '	�	�	�	 �%�	��"���" �		��	(����
�����.�� *�� +�	
 	�����	�% U, U ′ / �!��������% � �	��	���� !	 
�	����" ��
	�����
%� $��������%� +��
���% (a1 I + a2 γ1...N) ∈ C�(p,q) �!� a1, a2 ∈ R�

�������������� ��! ����& (p+ q) = 2ν � ρ 3 ������ ���������	�� ��������
����
�
���� C�(p,q)� 4
�	��� ρ(Λ)(γm) = ρ(γk) Λ

k
m ����
�������� ��	 �� ������
��,�	

������5����	 �����/-!# ��� � ρ(γm)# � �
�������
&�� ����������� ρ(Λ) ���
�$��� ��(
��� ���������	�� ��������
���� �
���� C�(p,q)� 6�� ���������	� ��������
����
C�(p,q) � �
���� (p + q) = 2ν �"����
����# �����	� ��
��� ��,��������& 	����(
*� A ∈ Mat2ν (C) ��"��# ��� A · ρ(γm) · A−1 = ρ(γk) Λ

k
m� 7�" "�" �
���� C�C(p,q) �

Mat2ν (C) �$�	����# �� ������ ��,������� ��"�% �
�	��� U ��,��������% �
���(
� C�(p,q) �� ��
� 8���������� ����� �
�	��� U ∈ C�C(p,q) ������ 	���� ��������� �

�
�	��� U ∈ C�(p,q)!# ��� A = ρ(U)� 4�� � ��"�$���� ��,���������� �
� 
���% 	��(
��* Λ ∈ O(p, q) �
�	���� U # ����
�������,��� ������5���� �����0!� .�
��# ����&
��,������� ��� �
�	���� U � U ′# "����� ����
�������� ������5���� �����0! �
�



��� ��� ��������� 	�
��� Pin(p, q) � Spin(p, q)

� �����	 
����� ��� ������� � ��������� ��������� a � b 
��������� �����
���

a · γ2ν+1 = + γ2ν+1 · a , b · γ2ν+1 = − γ2ν+1 · b , ��������


�������� ������ 
 �������� � �������� ��� �
�� det(Λ) = +1 �� b = 0 � �
��
det(Λ) = −1 �� a = 0�

������	
� �� !�
�" p+ q = 2ν� #���� $������ �����%� ���� ������������� �	 $��&
���� �������� '����� �������$��� ���(��)����

T : CL(p, q) → O(p, q) . ������*�

+' 
�������� 
�����,���	 �������� � �������� 
������ ��� ����� ������� U ∈
CL(0)(p, q) ���(��)�-�
� 
 ����."- T � ������� Λ �' 
�(
������	 ����� SO(p, q) 
��� ��� � ���� 
����� det(Λ) = +1� �������
������ ������� ������� U ∈ CL(1)(p, q)
���(��)�-�
� � ��
�(
������ ������� T (U) = Λ ∈ O−(p, q) ��� �����/ det(Λ) =
−1� #���� �(��'�� � �����

T : CL(0)(p, q) → SO(p, q) , T : CL(1)(p, q) → O−(p, q) . ��������

������	
� �� !�
�" N = p + q = 2ν + 1� #���� 
 ����."- ��������� 0������"&
���� �������� γ

1...N
≡ iν+qγN+1 ∈ C�(p,q) '������� � ������� � ��)�� �
�������"

�'���������'������ 
������
���� b = a · γ1...N ��)�� ���)�
���� ����/ ������&
��� a ∈ C�(p,q) � ���)�
���� ������/ ��������� b ∈ C�(p,q) � 
������
������ ��)��
������ ���������� U ∈ CL(0)(p, q) � �������� ���������� U · γ1...N ∈ CL(1)(p, q) 
������ (���� �
�.�
�����" ��������� ����(��'������ �����*��

�������	
� ����� ��� �������	� 
����� (p + q) = 2ν + 1 ���� ������� U ∈
CL(p, q) ����
����� � ���� U = z · a� 	�� z � ������� ������ ��	���� C�(p,q) �

a ∈ CL(0)(p, q)�

• ������ ���� � 	
����� �
������� �����������

1���� � 
����� p+q = 2ν+1 ��� 0������"���� �������� ������� ��� ����(��'������/
�����*� � ��������

γN+1 → γN+1 = det(Λ) γN+1 ⇒ det(Λ) = +1 , ��������

� ��� ����(��'������/ ������� ��������

γN+1 → − γN+1 = det(Λ′) γN+1 ⇒ det(Λ′) = −1 . ��������

#� �
�" ��� � ���'���� �,� ����(��'������ �����*� � ������� ��������-� 
���&
���
������ 
�(
������ � ��
�(
������ ���.���� �' O(p, q) � ��� 
��� '���-�
�������$�'� �
������� 
 ������*� � ���������2

T : CL(p, q) = CL(p, q)× Z2 → O(p, q) ,

T : (CL(p, q), +1) → SO(p, q) , T : (CL(p, q), −1) → O−(p, q) .
��������

��� ��������� ����	
��� � ��� ������� ��

�������	
� ��	
���
��� �����	��� ��	���	 {T̂jm} (m = −j, . . . , j− 1, j) �	��
� SU(2) � 	���������

 T (j)� �� ���� ����	 ��	���	��� ����	�� 	
 	
����
����
��� ������

 ������� �����	� �
 su(2) 
�
 �� �������
 
��!

 s�(2,C) 	���	��
�����" ��� ���
���� �����	� ������#� � 	���	������ ��	
���
���� 	���������
"
T (j)� $ ����������

 � ������%��
"�
 ���&����� �����'(�� �����'&� 
 ������� �� 
����[

ρ(h), T̂jm

]
= m T̂jm , �����'�[

ρ(ê±), T̂jm
]
=
√
(j ±m+ 1)(j ∓m) T̂jm±1 . �����)�

*���	����� 	
��	�� �����	���� ��	���	� �	�� SU(2) ���+�� � �	
,���
�

��	���
�
 {Y (�)
m (θ, φ)} (m = −�, . . . , �)� ����	�� �������-� ��� ��	���	� � 	��

��	������ V ���. ����	��
,�� 
����	
	����.  ���!
� f(θ, φ) �� � �	� S2 ���� 	���
��� ������ �����-/
� ��	����0

f(θ, φ)→ f ′(θ, φ) = Y (�)
m (θ, φ) · f(θ, φ) .

1��" ��
�� ��� ,�� � �	
,���
� ��	���
�
 Y
(�)
m (θ, φ) 2 ��	���	�� ����� ,���
 �����

��%��
� ���'��)� ��+�� ��
���� ��� ���������	�  ���!
� Y
(�)
m (θ, φ) 
 ��	���-/
.

ĥ = −ρ(h) 
 ê± = −ρ(e∓)� �������. � �
�� �
  �	��!
�����. ��	���	�� ���'��'��
�������-/
. � V� ���� ,��� ������%��
" ���'��)� 	
��	���-�  �	�� �����'� 

�����)��

• ������ ��� �	
����� ��	 �	�	�� �������� �	��� �������������� 
�
 ����	����
	�����	��� ������� !�� � ��	��������� ���" #��
$�� f(s, t)� ���������
�		��	%���� �����&'� � ���� 
	������	�	� �����&� � �����(��

�������	����� 	
��	 �����
��" � ���,�-� ����� ρ 3 �������,����	��� ��
��	�
��� 	���������
� �	�� SU(2)� ����	�� ��������� � 	���	������ V ���. ����	��
�
,�� 
����	
	����.  ���!
� f(θ, φ) �� � �	� S2� $�+��� ������ � 4��� 	
��	�

����-,����" � ���� ,�� �����	��� ��	���	� T̂
(�)
m = Y

(�)
m (θ, φ) ��" 	����. � ∈ Z≥0

�������-� � ����� 
 ��� +� 	���	������ V 
 
. ��+�� ����+��� �	�� �� �	����
�	��
�
 ������
� 4������� T̂

(j)
m ��	���-� �����	� �����	��. ��	���	��� 5����
�

4��� ������ ����� ��	�����
6� �	������
- ���� �����'� 
 �����)�� �� �����	��. ��	���	�. T̂jm� ��� 
 ��

�����	�. |j,m〉� 	���
�����" ����,����	��� 	���������
� T (j) �����	� su(2)� 6	��

������
� ��	
���
��. �����	��. ��	���	�� T̂j1m1

·T̂j2m2
"��"���" ����� �����	���

��	���	�� �� ��/�� ���,�� 	
���
����� ����	�� 	���	������" 	
 	
����
����
��� ������

 �����	� su(2) ��� +�� ��� �����	��� 	�
������
" �����������-/
.
�����	�� |j1, m1〉⊗ |j2, m2〉� 7��
� ��	����� ��" 	�
������
" ��	
���
��. �����	�
��. ��	���	�� ��+�� 
���������� ������
 	����+��
� *���%�28�	���� ���)�9:�

 ���)�&((�0

X̂j3m =
∑

m1,m2
m1+m2=m

T̂j1m1
· Ûj2m2

· 〈j1m1, j2m2|j1, j2; j3m〉 , �������

T̂j1m1
· Ûj2m2

=

j1+j2∑
j3=|j1−j2|

X̂j3m · 〈j1, j2; j3m|j1m1, j2m2〉 , �����#�



�� ��� ��������� ����	
��� � ��� �������

��� X̂j3m� T̂
j1
m1
� Ûj2m2

� 	�
��
�� ����	��� ������	������� �������� �������� �����
 �! j1 = j2 = j � m = 0, j3 = 0 � "�!��� ������� � �#	�! ��	�$����� �� �����%��
���
&	�� �&��
�	� & �����'()� � !�	�$�* ������%��

〈j m1, j m2|0, 0〉 = (−1)j−m1

√
2j + 1

δm1,−m2 .

+ ����,	�	� ������� ����&����	&� � ����

X̂0
0 =

1√
2j + 1

j∑
m=−j

(−1)j−mT̂jm Û
j
−m , �����)�

��� � ����* #�&	� ���
�$��	 ����	� X̂0
0� $�	��*� &����&
� ����* #�&	� �����)�

���
 �
����
	
�* &��	$� & !�	�$�* ������%� ���- 	�
��
�- ����	��� T̂jm �
Ûjm �&��
�	� .	� &��	$� & ���������� + ���&	����
�� &"��#�&$�- ��!�
�$� ���
/���- j = �� "�!��� �����)� &��	��	&	���	 ����&	
�* 	���!� &�� �
�� �����))��
$�	��� & ��!��,� ��!�
� φ1 → π − φ1 ���&	���!� � ���� �&��
�	� & �����)��

(−1)� P (�)(cosw12) =

�∑
m=−�

(−1)�−mY (�)
m (θ1, φ1) Y

(�)
−m(θ2, φ2) ,

��� "�
$/�� cosw12 = cos θ1 cos θ2+sin θ1 sin θ2 cos(φ1−φ2)� �
����
	 �	
�&�	��,
�
��&����
�

��� ��*&	��� �0������- �����%�� ����0� su(2)1

[τα(θ1, φ1) + τα(θ2, φ2) , cosw12] = 0 . �����%�

+ ����#�- $��
	���* !�-�
�$� ���
�$��	 
��0-���!�&	, ��#�&��
�� !�	�#
�-
.��!�
	�� 〈j3m3|T̂j2m2

|j1m1〉 	�
��
�- ����	��� T̂j2m2
� $�	��� ��*&	���	 � ���

&	�
&	�� V� �$��#����! �&� ��&	�
&	�� V2j+1 
�������!�- ���&	����
�* T
(j)�

��$� �!� #	� .	� ����#� &����	&� $ ����#� � ��#�&��
�� $�.""�/��
	�� 2��03�4
5���
�� ����*&	���! 
� &��	
�3�
�� ������� � ������� &�&	��
��!� 〈j3m3| � |j1m1〉
&���� � &����� &��	��	&	��

�� + ����,	�	� ����#��!

(m3 −m1)〈j3m3|T̂jm|j1m1〉 = m 〈j3m3|T̂jm|j1m1〉 , �������

〈j3m3|
[
ρ(ê±), T̂jm

]
|j1m1〉 =

√
(j ±m+ 1)(j ∓m) 〈j3m3|T̂jm±1|j1m1〉 . �����'(�

����� �� .	�- &��	
�3�
�* ���	 ������ �	0��1 !�	�#
�* .��!�
	 〈j3m3|T̂jm|j1m1〉
���
 
��� ��� �&�- m3 = m1 +m� � �	��� &��	
�3�
�� & �#�	�! ������'� &����	&�
$ ���
�
��! √

(j3 ∓m3 + 1)(j3 ±m3)〈j3m3 ∓ 1|T̂jm|j1m1〉 =
=
√

(j ±m+ 1)(j ∓m) 〈j3m3|T̂jm±1|j1m1〉+
+
√
(j1 ±m1 + 1)(j1 ∓m1)〈j3m3|T̂jm|j1m1 ± 1〉 .

�����''�

6��
�
�� ������� � �����''� &�������	 & ���
�
��!� �����''�� � �����'')�� $�	���
��������	 $�.""�/��
	� 2��03�45���
� & 	�#
�&	,� �� 
�!���$�� ��.	�!��

��� ��������� 	�
��� Pin(p, q) � Spin(p, q) ���

������	�
�� ����� ��� �����	
�� ��
���� U ������������ ������ C�(p,q)� ���
�	����	� ������������	� ��������  � � !����
 �� 	 ��!����
 ��!��"� �������
�� ������ �� ����#��	�  �
��$��	� � ������ C�(p,q)� %�� ������ ������!�����
 � CL(p, q) 	 ���������� �����	
 ����	������� &��$����� ���" ������������
�	� �������� ������� �� $� �������� �������  ������ 
� ������!	
 CL(p, q)' ��	
���
 ������������	� �������� ������� � �����
	 U 
� �!	���
 �����
	 ��
����
	
CL(p, q)�

��� ���	
�
 ����� (p+ q) = 2ν ���
����
��	�� ������� ��
����� � ���
����
��	���
������� � �
�
�� ����	! Λ′ → Λ" U ′ → U ·γ2ν+1" �
#�
� ����� CL(p, q) ��
����� �
����� CL(p, q)� ��� 	����	
�
 ����� (p+q) = 2ν+1" ��� �! ���!���� �!$�" ���%

����
��	�� �������" ������� �����!�� ��� ��� ������� � ������� � ���&� ��
����� ��� �
��� � �
�
�� ����	! �����'(�" 	
 ��� #�
� 
	� �

������� � ���	!� ��
�����	%
	!� � 	��
�����		!�� �����	��� �� O(p, q)� ��� �
����
������	!) ���
����
��	��
�� ������� �� � ���
����
��	�� �� �������" � ��� �
����
������	!) ���
����
��	��
�� ������� � ������� �� � ���
����
��	�� �� �������� *
#�
�" ��� 	����	
�
 �����
���� CL(p, q) �
&	
 �
����	����� ��� �	
&����
 ��� (U, z)" ��� U ∈ CL(p, q) �
z = ±1" ������ z = +1 �

��������� �
�����		
� �����	� �������" � z = −1 �

�%
�������� 	��
�����		
� �����	� �������� +��
	 �	
&�	�� � CL(p, q) 
���������%
�� ���� ��� 
����
� (U1, z1) · (U2, z2) = (U1 ·U2, z1 ·z2)� ,���� 
����
�" ��� �����
(p+ q) = 2ν+1 �! ����� CL(p, q) = CL(p, q)×Z2 � ����� (CL(p, q), +1) = CL(p, q)
�������� �
�����
- � CL(p, q)�

• ������ ���� �	
����� ��	 ��� ������	����	�	 ������ (p + q) = 2ν + 1 �����

����	 ��	�	����� O(p, q) = SO(p, q)× Z2�

. ����� CL(p, q) ���� �
������ CL(0)(p, q) #����	�
� U ∈ C�(p,q) ���	
- ���%
��	� ���
������	�� #����	�
� ���	
- �����	� �	
�� ���� #����	� ���	
- �����	���
*��� CL(1)(p, q) / �
��	
&����
 #����	�
� CL(p, q)" ��� ��) 	����	 �����	��
0�����	
" ��
 ���� g ∈ CL(0)(p, q)" �
 γ · g ∈ CL(1)(p, q)" ��� γ ∈ CL(1)(p, q) 1 � %
�
- 	������ ����		!- #����	� 	����	
- �����	�� 2�
�
�
�" ���� g ∈ CL(1)(p, q)" �

γ · g ∈ CL(0)(p, q)� .!����� #����	� γ ∈ CL(1)(p, q) 
������!�" �! ���	��������
�����	

�	
�	��	
� �

��������� ��&� �	
&������� CL(0)(p, q) � CL(1)(p, q)�

�������
�� ����� (���) p + q = 2ν 	 U = a + b ∈ CL(p, q)� �*� a 	 b ��������
������� !����� 	 ��!����� ��
���� ������ C�(p,q)� +��*� 	�� a = 0� 	�� b = 0�
,���	
	 ����
	 CL(p, q) = CL(0)(p, q) ∪ CL(1)(p, q)�

�������	����� �
��&�� #�
 ����&��	�� 
� ��
���	
�
� *��� U = a + b ∈
CL(p, q)" ��� ���	!- a � 	����	!- b #����	�! C�(p,q) 	� ���	! 	� � 3� ������� �����
(a + b) γm = γk Λ

k
m (a + b)" 
����" ��� ��� b · γm � γk · b / ���	!�" � a · γm � γk · a /

	����	!� #����	�!" �! �
�����

a · γm = γk Λ
k
m · a , b · γm = γk Λ

k
m · b . �����'��

,
��� ��� #����	�� γ2ν+1 ���'���� ��� � ����
 �

�	
$�	��

a · γ2ν+1 = det(Λ) γ2ν+1 · a , b · γ2ν+1 = det(Λ) γ2ν+1 · b . �����'��

��������� ���		�
 �������� �������� ���������� �����
 ������ � ��������� ���� ��������

��������� � C�(p,q)�



��� ��� ��������� 	�
��� Pin(p, q) � Spin(p, q)

�� ����� ��	
 �	���� U ∈ C�(p,q) ���	��� ������� ������	��� ��������� �����
�
Λ ∈ SO(p, q)� �� ��� �� ����� �	���� U ′ = U ����� ���	��� ����� � ������	���
���������� �����
� −Λ ∈ O−(p, q)� � �������!���
� ����� � ���� 
�������
"
������ #�# #����!
$
% ���������� �����
� ������� 
 ������
� γm → −γm� &�"
�� '�#� ������	
���� �!�
�����!�(�� ����������
� ����� ��������� ���)
��������) �����
� ������� 
 ��������� ���) ���������) �����
� ����� ��

*������!���
� �����+� ������	�	
�� �	� �	������ U ���������� �	�����
C�(p,q)� ,��#�� �� ����� ����������� ��#
� �������!���
� �	� ��	�� -
��#���
����� �	������ U � ��
��	����
) � ����������� � #���	�#��� �	����� .	
'"
'���� C�C(p,q) = C�N � /����
�� (�� � '����	�) �����+�� �����0� 
 ������� 
������ �������
� ������ �	����� U 1

U → a · U , �����22�

��� a 3 ���
!��	��� �����
��� �	���� $���� �	����� C�C(p,q)�
�����	
���� ����� ��������� 	
������� ��������� ������� U ∈ C�C(p,q) � �����
������ ������� � ������� ������ � �� 	
��!
������� ��"� ���!� ��� 	
������ ���
��#��������$ ����!
� %��&&�
�� C�(p,q)�
�������������� 4�������
� �����-�
� �����0� 
 ������� #�# �������� ���) �	�"
����� �	����� C�C(p,q)1

U · γm = + γk · U Λkm , U · γm = − γk · U Λkm ,


 ���	��� #���	�#��� �������
� � ���
) (����) ��
) ������� �� ����
	� #��"
�	�#���� �������
� ��#������ �'����	
������� � ������ (���
 #
�
 ���� ���
4�!��	 ��������1(

ψ0 I +
N∑
k=1

ψ
[m1...mk ]
k γm1 · · ·γmk

)∗
= ψ∗0 I +

N∑
k=1

(ψ
[m1...mk ]
k )∗ γm1 · · · γmk

∈ C�C(p,q) .
�����2��

5 ��!�	������ �(
����� ������������ ����
$� ||Λkm|| ∈ O(p, q)� �� ��	�(���

U∗ · γm = ±γk · U∗ Λkm ⇒ U∗ · γm · U∗−1 = ±γk Λkm , �����2+�

��� U∗ 3 �	����� #���	�#�� ��������� # �	����� U ∈ C�C(p,q)� 6! �����-�
�

�����0�� ������� 
 �����2+� ����#���� (�� U−1 ·U∗ ·γm = γm ·U−1 ·U∗ �	� ���) ����!�%�
)
γm� ��#
� ����!��� �	���� U−1 · U∗ ��
��	��
� $���� �	����� C�C(p,q)�

5 (���� �	�(�� (p + q = 2ν) $��� ��
�
�	�� 
 �� 
���� U−1 · U∗ = a · I� 
	

U∗ = a · U � ��� a 3 #���	�#��� �������� ��#��� (�� aa∗ = 1� ,��%�� �	������ (��
(a1/2 · U)∗ = (a1/2 · U) ∈ C�(p,q) 
 !���� U → a1/2 · U � �����0� ���	��
(� � ��������
���� ��������� ������ 5 �(���� �	�(�� N = 2ν + 1 $��� �	����� C�C(p,q) 
����

��� ��!
��) �	����� {I, γ1...N} 
 �� ��	�(���

U−1 · U∗ = (a1 · I + a2 · γ1...N) ≡ a , �����27�

��� a1, a2 8 #���	�#��� ��������� ��#
�� (�� a·a∗ = I� 6! �	����� a ������ ����

!�	�(� #�������� #���� a = a1/2 · a1/2� ��
(�� $����	��� �	���� a1/2 �����
����	���	����� �����-�
% a1/2 · (a1/2)∗ = I� *������ 
 � �(���� �	�(�� !����
U → a1/2 · U � �����0� ���	��
(� � �������� ����
� �	���� U #���	�#��� �	�����
C�C(p,q) # �	����� ���������� �	����� C�(p,q)�

��� ��������� ����	
��� � ��� ������� ��

������	
� ����	�
 ��	���	
� ���������� � ���������	�
 �����������	� ����
������	��	
 ���� ����� 

〈j3m3|T̂j2m2
|j1m1〉 = (j3||T̂j2||j1)√

2j3 + 1
· 〈j3m3 | j1m1 , j2m2〉 , !"#$#%"&

��� 	���������	
' ���������	� (j3||T̂j2||j1) 	� ����(�� �� m1, m2 � m3 � 	��
����()
� ������(��' ��������� ����������	 	
������	 ��	����	 !�	�*���� 1√

2j3+1

������() �) ����(���&# +���	���	�� !"#$#%"&, (�)�
��-.�� ������	
� ����	�

��	���	��� ��������� T̂j2m2

( ���������	���� �����������	�, )�)��() (����*��
	��� �	���	���' ������
 /��	����0������#

����� ������	�
�� ���� � ���� ������

���������	�
 �����������	� !"#1#��& � (�)��		
� ( 	��� ������	
� ����	�

��	���	
� ���������� !"#$#%"&, � ���*� 2�3 (����
 !"#1#�%& ��*	� ��((��������� �
����(��� �����	�	� ��	����� 3���� ��	��

t(j1,j2,j3) = 〈 j1m1 , j2m2|j3m3 〉|m1〉j1 ⊗ |m2〉j2 ⊗ 〈m3|j3 ∈ V(1) ⊗ V(2) ⊗ V∗(3),

t(j1,j2,j3) =

(
j1 j2 j3
m1 m2 m3

)
|m1〉j1 ⊗ |m2〉j2 ⊗ |m3〉j3 ∈ V(1) ⊗ V(2) ⊗ V(3),

!"#$#%2&

��� �� ���� �	���(�� m1, m2, m3, �����
� �������-� �	���	�) mk = (−jk,−jk +
1, . . . , jk − 1, jk), �������������() (��������	��, � �
 �(�������� ������� ����
�	���	�) |m〉j = |j m〉, 〈m|j = 〈j m|, V(k) = V2jk+1# 4����	��, ��� ��	��� ��	�� r
������)��() ��� ����	� ��	���	��� ���������	�) r ������	
� ���(���	(�� !(�#
5������	�� ������� � ������ ������� �����' ��(�� �	���&#

6�'(���� ��������	��� ����	�� g = U �����
 SU(2) 	� ����(	
� �������

|j m〉 ∈ V2j+1 � 〈j m| ∈ V∗2j+1 ���(���	(�� ����(���	�	�' T (j) � T
(j)

������() (����
	���	�)�� !"#2#$7& � !"#2#$�&# 0�� ��'(���� ������(
��-�() � ���� �����������	�)
�����	�	� ��	����� !"#$#%2& (���-.�� �������

〈j1m1, j2m2|j3m3〉 → D(j1)
m1m′

1
(g)D(j2)

m2m′
2
(g) 〈j1m′

1, j2m
′
2|j3m′

3〉 D(j3)
m′

3m3
(g−1) ,(

j1 j2 j3
m1 m2 m3

)
→ D(j1)

m1m′
1
(g) D(j2)

m2m′
2
(g) D(j3)

m3m′
3
(g)

(
j1 j2 j3
m′

1 m′
2 m′

3

)
,

!"#$#%1&

!�� ������).��() �	���(�� m′
k ���� (��������	��&# /
�� �
 �*� ������� !(�#

������ !"#1#8"&&, ��� ���������	�
 �����������	� 〈j1m1, j2m2|j3m3〉 �����-�
�	�����	�	�(��- ��	�(����	� SU(2)������������	�' !"#$#%1&, �� �(�� �����) ��(��
������� �����������	�) � !"#$#%1& (�������� ( ���'# 9	�����	�, �� �	�����	�	�(��
(������, (��).�' � �����' ��(�� ����	(��� !"#1#%:"&, ��	�(����	� �����������	�'
!"#2#2$&, ��� g ∈ SU(2), (�����, ��� 2�3 (����
 !"#1#�%& ���*� �����-� (��'(�����
�	�����	�	�(�� 

D(j1)
m1m′

1
(g) D(j2)

m2m′
2
(g) D(j3)

m3m′
3
(g)

(
j1 j2 j3
m′

1 m′
2 m′

3

)
=

(
j1 j2 j3
m1 m2 m3

)
. !"#$#%$&



�� ��� ��������� ����	
��� � ��� �������

����� �	
����� � ����������� ���	�����
����� � ��� ������� ���� ���� ��!����
�� �"
������� ������� �� 
������ ������� "�
��# $���� ���!�� ���"�������� ���
��
������% �����
�� �
��&�!� 
��!� '()*)+�,) -$������� $�� ����� �����
� ��.��
���
�$����& �
/! � �
/!�� "� �������� mk� ����������/ 0�� �����/ � ���/ .�
"
���������� '� ����� � ��� .� �"���� jk,� ��"��&�/� "
� ��� ����
�����/ 
���
��/ η(jk)� ����
�� 	��� �"
������� � '()�)12,� '()1)3�,) 4 
��/�&���� ����% ���
�
��� ������� � ����� ����
������� �����
�� ���	0� !���
� �
/!�!� 
��!�� � ���
$���� � ����
������� �����
��� ����$���)
5���/� ��� "
������� ��� ��"
���
� ��.�� 
������
����& "
��/ $���& /����

��� �
��!����&����� '()1)�6, ��� ����
�����/ ���
��/ (�% ������������ ���	���
��
����� � 
��/�&���� ����
�# ��������� ����
������# �����
 ���
�!� 
��!�) 5 /$��
��� '()1)�+, � ���#��� ������
�� '()1)+2�,� '()1)+21, /������ �
��!����&����� '()1)�6,
� ��
����% ��� �������� "�
�"��������� � ����∑

m1,m2

(−1)j1+j2−m1−m2

(
j1 j2 j3
m1 m2 m3

)(
j1 j2 j4−m1 −m2 m4

)
=

(−1)j3−m3

2j3 + 1
δm3,−m4δ

j3,j4 ,

'()*)+3,
!�� � "
���# $���� ����� �����
 ���
�!� 
��!�� "
�"�
������&��# ����
������#
���
��� ||η(j3)

m3,m4
||) 7��� � �	��% $����% 
�������� '()*)+3, �� "���.�� j4 = j3 �

m4 = −m3� /���.�� �% �� (−1)j3−m3 � "
��/���
/�� "� m3� �� � ����# $���� ��
"��/$�� "���/ ����
�����/ ���
��/ ��/% ��� ��������� ����
�� ��!����� "
���#
$���� 	/��� �
�����&�� � 
���� �������8∑

m1,m2,m3

∑
m′

1,m
′
2,m

′
3

η(j1)
m1,m

′
1

η(j2)
m2,m

′
2

η(j3)
m3,m

′
3

(
j1 j2 j3
m1 m2 m3

) (
j1 j2 j3
m′

1 m′
2 m′

3

)
=

∑
m1,m2,m3

(−1)
3∑

k=1
(jk−mk)(

j1 j2 j3
m1 m2 m3

) (
j1 j2 j3
−m1 −m2 −m3

)
=

∑
m1,m2,m3

(
j1 j2 j3
m1 m2 m3

)2
= 1 .

'()*)+6,

9���& �� /$�� ���#���� '()1)+21, � /������
∑3

k=1mk = 0) ����� �	
����� ���
�����&�
��# �����
��# ����
������# ���
��� "
���������� ��/% ��� �������� �� �/0����/��)
:�!�� "����&� $�� �����
��# ����
������# ���
��� "
���������� �
�% ��� ������

��� ���.� �� �/0����/��� ��� ��� �������.�� "�"�
�� ���
�/�& �% �����& ��������
mk) ;����/ 
������
�� ����/ 0�# �����.��# ��
����� � ������� �����
��� ���
��
������� ���
��� $���
�% ��� ��������) <�.� �� "
��������
�
/��� $�� �������
���!� ���� ����� ���
���� ����
�� �� �
�������/���� � "���0& ��.����� '()*)+3,�
� ����
/ � ��
����% ������������ ���	�����
���� ��.�� ��"����& � ����

I ≡ ∑
m1,...,m6

〈j1m1, j2m2|j3m3〉〈j5m5|j1m1, j6m6〉〈j6m6|j2m2, j4m4〉〈j4m4, j3m3|j5m5〉 .
'()*)+�,

=����� ���
��� ����
������ ���������&�� "
��	
�������# SU(2) � ������ �����
�
�/ ����$��/) >���
��������& '()*)+�, ����/�� �� ����������� '()1)�(, � �/��&��!�
� ���/ �����������

D(j3)
m′

3m3
(g) 〈j3, m3|j1, m1; j2, m2〉 D(j1)

m1m′
1
(g−1)D(j2)

m2m′
2
(g−1) =

= 〈j3, m′
3|j1, m′

1; j2, m
′
2〉 .

'()*)+�,

��� ��������� 	�
��� Pin(p, q) � Spin(p, q) ���

�������	
 ���� ������
 ������� ���	��� X �� ������� ����� � ������
 ������� ���
�	��� X ′ = x′mγm ∈ C�(p,q)� ��� �x ′ = (x′ 1, . . . , x′N ) ∈ Rp,q ���� �������  
� ������ �
�
���� ������������	 � �����!� ��	���" �
��#����� X ′ → −X ′�� $� ��
% ���������
����	 �����!� 	��	�
�	 ������"�� �
���#���	�� Rp,q → Rp,q � �������� ������� �
�
�
���#���	 ��&���	�
 ������
" ���
����'

(X ′)2 = U ·X2 · U−1 = X2 ⇒ �x 2 = �x ′2 .

(
���� ����)�
�  
� �
���#���	 �����!� �����
 ����
��"� ���*���	 � Rp,q� ��
��"�
��������#�
 ��)��� O(p, q)'

x′ k = Λkm x
m , ||Λkm|| ∈ O(p, q) . �����+�

, �
"��	 �����+�� ������������	 �����!� �������"���
�	 � ����

γm → U · γm · U−1 = γk Λ
k
m , �����-�

γm → −U · γm · U−1 = γk Λ
k
m . �������

.  �
��� ��) �� N = p+q = 2ν� ����	 �����) U → U ·γ2ν+1� �" ������ ���	 /���
���������� ��
��0" Λ� ������������� �����-� � �������� 1��
��) �  �
��� ��) ��
���
�
� �� ������
����
% 
��%�� ���� �� �
�& �������������� . �� �
��� ��) ��
N = p+q = 2ν+1 ������������	 �����-� � ������� �� ���)
 "
% ������" ��)� � ��)�
�)� 2���
��
��%��� �����-� �� ���	�
� � ������� ���	�
 ���� ) 0��
���%���� ������
�
������3� ������� ������
� �������� ��	 �� �
���� ��) �	�'

γN+1 = (−i)ν+q γ
1...N

= (−i)ν(i)q
(2ν+1)!

εi1...i2ν+1 γi1 · · · γi2ν+1 ∈ C�C2ν+1 ,

γ
1...N

≡ γ1 · · · γ2ν+1 ,
�������


�� ��� ��	 �
�& ������������� �" �����

γ
1...N

→ (−1)q
(2ν+1)!

εi1...i2ν+1 γk1 · · · γk2ν+1 Λ
k1
i1
· · ·Λk2ν+1

i2ν+1
= det(Λ) γ

1...N
,

γ
1...N

→ (±1)2ν+1 U · γ
1...N

· U−1 = ± γ
1...N

,

��� ���&��� � ��#��� ����� ���
��
�
�)�
 �����-� � �������� $���� ������� �����-�
� ������� ��������������" 
��%��� ���� �" ����� ���
��
�
����� det(Λ) = +1 �
det(Λ) = −1� 1��
��) � �� �
�������� ��) �� �p + q = 2ν + 1� ������������	
�����-� � ������� ����)�
 ������
% � ����

γm → U · γm · U−1 = γk Λ
k
m , det(Λ) = +1 , �������

γm → −U ′ · γm · U ′−1 = γk Λ
′ k
m det(Λ′) = −1 , �����3�

��� U, U ′ ∈ C�(p,q)� � ��� ���&����" ��	 �������	 ���
����"& � �����
����"&
���*���� �� ��)��" O(p, q)� 4���
�� 
����%�  
� � �� �
�������� ��) �� (p+ q) =
2ν+1� ���� Λ ∈ SO(p, q) 5 ���
������ ���*����� 
� Λ′ = −Λ ∈ O−(p, q) 5 �����
�����
���*���� � ������
�� U · γm · U−1 = γk Λ

k
m � −U ′ · γm · U ′−1 = γk Λ

′ k
m � ������� �

�����3� ����&��	
 ��)� � ��)�� � ����*%� �����"

U ′ ↔ U , Λ′ ↔ −Λ . ������6�



��� ��� ��������� 	�
��� Pin(p, q) � Spin(p, q)

������	 sm � sm
 ����	� � ��������
 �������� ��������� ������ σm � σ̃m �����
������ �  ��	�������� ��! �� �����"�� # $���!�� �������� ������	 {Γ′1, . . . ,Γ′2ν−2}
������!���� ��%���	 C�2ν−2 � ����� &������������ ������ � �&�������� &����
�������� ��������
 � ������� Γ′2ν−1 ����� � ������'� ���
  ��

(−i)ν−1 Γ′1 · · ·Γ′2ν−2 · Γ′2ν−1 = 1 .

( ! ���� $���!�	 �������� ���	) ���	) *����� ������'� ��%���	 C�(p,q)
 %�� (p+
q) = 2ν
 ��&��	������ � ������� �����!���� �����++� ����!���� �������,

γ2ν+1 = (−i)ν+qγ1 · · · γ2ν =
(−i)ν(i)q
(2ν)!

εi1...i2ν γi1 · · · γi2ν , ��������

� � &����������� ������-� � &������� ��� .� ���
  �� � ������� �����+/� *������
Γ2ν+1 ∈ C�2ν ,

γ2ν+1 = σ3 ⊗ I2ν−1 =

(
I2ν−1 0

0 −I2ν−1

)
. ������+�

������	�
�� ����� ���������	�� ����
������� ������ C�(p,q) 
 �����	 ��
�	
���������� (p+q) = 2ν� � ������	 ���������� {γ1, . . . , γ2ν} �	��� ������ 
�����
���� ������ !� � 
�	�" �����" #�	��� ����
���$��
$ � ���� ������%! ��������
$
����	
������� ���� ��� �����	��� ����	
���������

0����������� �����+1� ��%���	 C�2ν 
 � ���.� ���2��  �� �&����� �&���������
&����������� ��%���	 C�(p,q)
 ������ $���!���� ������-� � ��������
 �������� �
�����! ��)������� &����������)�

��� �����	�
� �	��
 Pin(p, q) � Spin(p, q)

# ���2�)3��
 ���� � �%������ �&�����2�
  �� ��������������� ��! ��  ���)
N = 2ν ��� � ���) N = 2ν+1 ����������
 �� � ����� N = p+q 4 &�������2	�
���	� ����������2	�  ������

����� ����	�
��� ��������� ����� Pin(p, q) � Spin(p, q)

#������ ���� � ���!.���� ��! �� &�������2�%� �&��������%� &�����������
�� $�����!� �%� ��	) ���� �����!���� γk ���������) ��%���	 C�(p,q) � �&�����
������� �����3����� �����+�� � ���������� *����� &����%� &������

X = xm γm ∈ C�(p,q) , ���-���

%�� �x = (x1, . . . , xN) 4 ������ � Rp,q� 5�&��2�!� �����+��
 �	 &��! ���

X2 = �x 2 I , �x 2 ≡ ηmnx
mxn . ���-�-�

0!��2 U 4 �������	) *����� ��%���	 6��$$���� C�(p,q) ����)
  �� &������������

X → X ′ = U ·X · U−1 , X → X ′ = −U ·X · U−1 , ���-�/�

��� ��������� ����	
��� � ��� ������� ��

������� ���	
���� ��� ����������� ��������� �������� ����������� 	
���� �����
���������� �������� �� !!�"������ #���$�%&������' � ����� 	���������� �����"

||D(j)
m′m(g)|| � ��	
�� g ∈ SU(2)�� ( 	
���� ������)�' �����)*+� � �����)*�� ���������

���,�)��' 	�������-. �� �������	/ ���������	/ !	��"�/' 0�����	/ ������ ��
������ jk' �������-����� � ���� �����������. ������� �� ���� �����"�� mi 
��
�-��� +�1 ��������

(−1)2j4−j1−j2−j3

(2j5+1)
√

(2j3+1)(2j6+1)
I =

∑
m1,...,m6

(−1)j6−j1−j2+2m5+m3+m6 ·

·
(
j1 j2 j3
m1 m2 −m3

)(
j1 j6 j5
m1 m6 −m5

)(
j2 j4 j6
m2 m4 −m6

)(
j4 j3 j5
m4 m3 −m5

)
=

=
∑

m1,...,m6

(−1)
6∑

i=1
(ji−mi)(

j1 j2 j3
−m1 −m2 −m3

)(
j1 j5 j6
m1 −m5 m6

)(
j4 j2 j6
m4 m2 −m6

)(
j4 j5 j3
−m4 m5 m3

)
≡

≡
{
j1 j2 j3
j4 j5 j6

}
,

���,��*�

2�� �� ���	
��� �����2� ��������� �- �������0������� �������� � ������������
������)� �� +�1 ��������' � ����� ����
�� � ���,��*� ���	
��� � ������/ 0����-
������� �	���������m3 → −m3 � ��������� ���.��� �����)*+�' �����)*��' �����)*,��
#���� ��2�' �- �������0������� 	�������

2(j1 ± j2 ± j3) = 0 mod(2) , 2(jk ±mk) = 0 mod(2) , ���,��)�

�������� � ������ 0���� �� ������������-�' �����-� �-����/�� �� ��������

�/��2� +�1 �������
(
j1 j2 j3
m1 m2 m3

)
� 3 ������. ����
�� ���,��*� ��� ������� �� mk ��	�

������/�� � ������/ ����������-� ������ ��������� (�����-� ���������-'
�������-� � ���,��*� ��������� � !���	��. �)*�'�� � 4)�5�' ���/� ����������� ����

0��
����

{
j1 j2 j3
j4 j5 j6

}
� ��0-��/�� ��� �����	
�� �����
� 6�0����� 7��17 ��0���

� ���' 
�� ���������- ���,��*� % !	��"�� �� 0��
���. $���� ������ j1, . . . , j6� 8�
 ��� ����������� ������ ���� �-������� ���� �������� 4�+5' 4)�5�9{

j1 j2 j3
j4 j5 j6

}
= Δ(j1, j2, j3)Δ(j1, j5, j6)Δ(j4, j2, j6)Δ(j4, j5, j3)·

·∑
k

(−1)k (k + 1)! [(k−j1−j2−j3)!(k−j1−j5−j6)!(k−j4−j2−j6)!(k−j4−j5−j3)!]−1

(j1+j2+j4+j5−k)!(j1+j3+j4+j6−k)!(j2+j3+j5+j6−k)! .

���,����

3 !���	�� ���,���� �- ������0����� ���	2����-� �� !!�"����- Δ(j1, j2, j3)' ���
���-� �-�� ���������- � ������,�� :���	�� ���,���� �	��� ���	
��� ���� ���� �
��0���� ������

3����� �������-� ;�3�2����� ��1 ��������' � ������������� ����� ������0	/��
� ����������� �
�
W (j1j2j5j4; j3j6)' �����-� �-�� ��0������� ������- 8��<���
� ����
�/�� �� ��1 �������� !�0��-� ����������

W (j1j2j5j4; j3j6) = (−1)j1+j2+j4+j5
{
j1 j2 j3
j4 j5 j6

}
.

3����. 0���
�. � ������ ������������. 2�	��- SU(2) ����� ���������� �
������������ ���� ����������-� ������� �/��2� 
���� +�1 �������� ������2�
�-�



��� ��� ��������� ����	
��� � ��� �������

������ �	
�
	���
 �� ������������ ����� ������������ ������� ������ �����������
�� ���������� ������� ! �������� ������ "�# ������� �	
$
%�� ����������&��� �
���� ���'�� � ����� ������(��� �� ��� ������� ������ ���'��� ������&��� �����
�����������! ���)�� ��*��� ����� ������������� ���� ���� �������� (jk, mk)!
��� k = 1, 2, 3
 +����������� ������� �� �������� mk ���� "�# ��������! ���(�������
���� � ����(�& ����������� ������� �	
$
,-�! ������*����� � ���� �������������
���� �����! �������&(��� ���'���! �����������&(�� .��� "�# ��������
 /�������!
������� ���� "�# �������� ��������� � �	
�
�0�� �� ���� �������� m3, m

′
31∑

m3,m′
3

η(j3)
m3,m

′
3

(
j1 j2 j3
m1 m2 m3

) (
j′1 j′2 j3
m′

1 m′
2 m′

3

)
=
∑
m3

(−1)j3−m3

(
j1 j2 j3
m1 m2 m3

) (
j′1 j′2 j3
m′

1 m′
2 −m3

)
,

�	
�
	"�
����� ������*����� � ���� ��������'������ ���2� � ����� ���������� ����������
������ ������ � )������� ���'���� �������

j2 m2

j1 m1 j′2 m′
2

j′1 m′
1

j3 m3

�
��

�
��

�
��

�
���

3 ������ '��! � ����'������ ���)���! ������ ������������ m3 �� ���������� ����
������������ ������ ������������ �� �����
 4����� ����������� ����������� ���
������ ������������� �� �������� 	
�! 	
	! �� ������� ��������� ��������� ��� "�#
������� �	
$
%�� �5��
 	
��! � ���� ���2�)����� ������*���� �5��
 	
	� ����������
�� ������� �	
"
$��! �	
$
,-�
 4�� ����������� ��)������ ��� ���*� �����������
���2�)����� ������������� �5��
 	
"� ������� ���� ���'��� ���� ���2� � �������
����� ������� 
 6������! )�� �������)��� ���������� ������� �������������� �
7	"8


�� ���������� ����� ������� ������� ������� �� �������9�� ��������1 ����
������� ����*���� ��������� ������������� ���� ���� ����! �� �����(���� � ��
�������� � ���������! � ��(�� ���)�� ��*�� ��������� � ��������& ����� ��������
����&(��� ����*���� ���
 �����& ����)�� �� 5��
 	
��
 3 ��)����� ������� ������
����� ����� �������! �� 5��
 	
$ ��������� ���2�)����� ������������� ��*�����
�	
�
�,�! �	
�
�0�


������! )�� ����� ����������� ������� ������������ ��)������ )���� "�#
�������� �� ��(�������! ��� ��� �������*�� ������� �������� �� ��)����� )����
�������� mk
 5��������� ������������ )������ )���� "�# �������� � ����� ��� ��
�����9�� mk ������� ������������� � ����(�& ������������ ������ �� ������
���! ������� ���� ������� ��'� ���
 �������� �	
�
�0�! �	
�
	�� � �	
�
	"��
 3���
����&(�� ��� .��� ������� "�# �������� �������� ��������� �����������
 :����
��������� ������� ���2�)���� ������*����� ��� �������� ���2! ��� ���'��� ���
������ ; ������������ � �����������&� "�# ��������! � ����� �������������! �����
)��� ������ ������� jk � �����������&� �������� �� mk � ����(�& ������������
������
 3 ����� ��������� ���2� ����������� ������'���� 3V = 2E! ��� V ; )����
���'�� ���2� �)���� "�# ���������! � E ; )���� ����� � ���2� �)���� ��������� !

����� ���������� ��	
� ����������� �������� ����������� �����	�� 	��� ��� ������ �������

������ �� �������������� �������� � ���������	� � ���� (jk,mk)� ���������� ��� ������ ������

�������� �� ������ �������� �� �������� � ������ ���������	� !�� �����	� "	���������� 

#�����$ �����	$ �� ����������� ��
� � ������� ����� 

��� ������� ��	

��� 	 	� ����������	� ���

������	
 ������ � �������� ���������� Γ2,Γ3,Γ4 �� i ���� ��������
 �� ����������
� � ���!� ��"���� � ���!� ��"���� �"#���� $"�%%��!� C�1,3
 �� ���� �����!��� �
�����&��

'�� ( �� ��	� {Γ1, . . . ,Γ2ν} ���"���� ���� ���� �������!���� ���!� ��"����
���������) �"#���� C�2ν 
 �� ���� �!��"� ����� ��� ��*����� �����+�� ,�#!�
 �����-
��!���� ���!� ��"���� ����� �����. �"#���� C�(p,q)
 #!� p + q = 2ν
 � ��� �� ��
���!� ��"���� �"#���� C�2ν 
 � �����(� �������������� �������/

γ1 = Γ1 , . . . , γp = Γp , γp+1 = iΓp+1 , . . . , γp+q = iΓp+q , ��������

#!� �� ��	� {γ1, . . . , γp+q} �!��"� ����� ��� ��*����� �����0�

γm γn + γn γm = 2 ηmn I2ν , ||ηmn|| = Ip,q . ��������

'��!� ��"���� ���) �������) �"���� �� �������� �"#���� C�(p,q) ����!�"�� �� � ��-
!�� ��� ������� (k = 0, . . . , p+ q)

γm1m2...mk
= γm1γm2 · · · γmk

, 1 < m1 < m2 < · · · < mk , ������+�

 � �� ( ��  ������
 1 ��� ���!� ��"���� �������� ������� ����"��( �� ��� �"#����
C�(p,q) ��� #������%����

2������ � %����"�) �������� � ��1�� �� 2ν-�����#� �������!���#� ���!� ��"����
�"���� �� Γk ∈ C�2ν ��."������ ���!� ��"���� ��������
  �#!� ��"�1���/

γ1 = σ1 ⊗ I2ν−1 , γm+1 = σ2 ⊗ γ′m (m = 1, . . . , 2ν − 1) , ������3�

#!� �� ��	�

γ′1 = Γ′1 , . . . , γ
′
p−1 = Γ′p−1 , γ

′
p = iΓ′p , . . . , γ

′
2ν−2 = iΓ′2ν−2 ,

γ′2ν−1 = iΓ′2ν−1 = (−i)ν−2Γ′1 · · ·Γ′2ν−2 = (−i)ν+q−1γ′1 · · · γ′2ν−2 ,
��������

���"���� ���!� ��"���� ���������) �"#���� C�p−1,q� 41� ���� ����. �"�1��.
��! ��������
 ������5� �� ��	 Γk
 ���������� ��������
 ������3� �"#���� C�(p,q)  ���
���"���� �� � �"�1��� ��!�

γm =

(
0 sm
sm 0

)
(m = 1, . . . , 2ν) , ������0�

#!� 2ν−1-������ �"������ sm � sm �!��"� �����  �!�� ��� ������� � � ������0��

sm sn + sn sm = 2 ηmn I2ν−1 , sm sn + sn sm = 2 ηmn I2ν−1 , ������&�

s1 = s1 = I2ν−1 , sm = −sm (m = 2, . . . , 2ν) . ������5�

6"��� sm � sm ��� � ����� ���� �����5�
 ��������� ���� ������ ���� ( � ��1�� ��
�������� ��� ����

s = (s1, . . . , s2ν) = (I2ν−1 ,−iΓ′1, . . . ,−iΓ′p−1,Γ′p . . . ,Γ′2ν−1) ,
s = (s1, . . . , s2ν) = (I2ν−1 , iΓ′1, . . . , iΓ

′
p−1,−Γ′p . . . ,−Γ′2ν−1) ,

��������

������������	
�� �� �� ����
	��
�� sm� sm ��� ������� �	�� �� ������ ����	�
� �������� � 
���	!�� � �������"!#�� $	��% ������&� "$
���
��$ 
	 $
�$"! ���
�%"� 
� ������� �
�"	
�%��



��� ��� ������� ��	

��� 	 	� ����������	�

��� 2ν−1����	
� �����
 sm  sm ���	


s1 = I2ν−1 , sk+1 = −iΓ′k ,
s1 = I2ν−1 , sk+1 = iΓ′k , k = 1, . . . , 2ν − 1 ,

 ������	� ������� ������������� ����������

smsn + snsm = 2 δmn I2ν−1 , smsn + snsm = 2 δmn I2ν−1 . ��������

������ ��� ������ ��		���  ����	�� �������� ����!�
 C�2ν ��  ��� ���"�� q = 0�
� #���������	 ��������$ �������� %�#�
������ � ��� ���� ������&��

Γ2ν+1 = (−i)νΓ1 · · ·Γ2ν = σ3 ⊗ I2ν−1 =

(
I2ν−1 0

0 −I2ν−1

)
, ������'�

��� I2ν−1 = I
⊗(ν−1)
2 � (���%	� ����	�) ������ ������'� ��� #���������	� �������� 

������ �������� ��� #���������	� �����*&�$ �����*���

• ������ ���� 	
��
��� ���
� 
������� � ��������� ��������� ���� �
������
��� ��� Γk �������� � ���������������� ���������

(���������	�$ � +������ �����������
 Γm (m = 1, . . . , 2ν) ���� !��"	�� ����+�
���� ��������$ � ������ Γ2ν+1 ���� �� ������'�$ 	�%
������ ����������� ,�����$
"�� � ��-����+�� #���������	 ��������$ ��������  ����	� Γ1 ���� ���	����	�� .���
��

Γ1 =

(
0 I2ν−1

I2ν−1 0

)
= σ1 ⊗ I2ν−1 , ��������

� �#������
 sk  sk$ �/���0� � �#������	� ����������� ��������$ ���%�	
 �����
��� sk = s

†
k = −sk (k = 1)  �!��%��� 2ν����	
� ��+���� �����	�� � ��������

s = (I2ν−1 ,−iΓ′1, . . . ,−iΓ′2ν−1) , s = (I2ν−1 , iΓ′1, . . . , iΓ
′
2ν−1) , ������*�

��� {Γ′1, . . . ,Γ′2ν−1} ����%��� #���������	� ����!�
 1�..���� C�2ν−1 � 	�"��	
�
"���� �!��%��0/�

2�-����+� #���������	� ����!�
 C�2ν $ +����
� �#���������� � #���0)� ��������
 ��������$ ���"����� �� #���������	-$ #���3����		
/ � �����*&�$ �����*��$ ��	�+� �
��� ������
 (��� �������	� 4�������	� 	
�
��  � #���������	�  +�����	��
	
�

������� 5�"	�� � #���������	� �����'�� ��� ����!�
 C�2$ � #���0)� #�������

��������$ �������� 	� #����� 6��� ��%	+��� "��
��/���	�� 	�#������� #��������
��	� ������*� ����!�
 C�4

Γ1 = σ1 ⊗ I2 , Γ2 = σ2 ⊗ σ1 , Γ3 = σ2 ⊗ σ2 , Γ4 = σ2 ⊗ σ3 . ��������

7�� �� #���������	� ���	� #���"�) % �!0/ .����� ������&�$ #����� ��� ν =
2� (���������	� �������� ���"����� �� #���������	� ������'�$ 	� � ��� ������

(���  � #���������	�  +����	�	
�

• ������ ����  �!�� ���"! ��� �
�#
�������� ����#��� ����"��$%&� �
������
���� �����'�� � ���������

��� ��������� ����	
��� � ��� ������� ���

j2 m2

j3 m3

j1 m1

=
(
j1 j2 j3
m1 m2 m3

)
;

j2 m2

j3 m3

j1 m1

= (−1)j1+j2+j3 ·
j2 m2

j3 m3

j1 m1

���� ���� ��������	
� ������������ ��� ����
�
��

� j′ m′

j m
= � m′j

m
δj,j

′
= η

(j)
m,m′ δj,j

′
= (−1)j−m δm,−m′ δj,j

′ ≡ (−1)2j · � j′ m′

j m

���� ���� ��������	
� ������������ ���������
� ����	��

∑
m1,m2

δ
j1,j2η(j1)

m1,m2
(−1)j1−m1+j2−m2

[
j1 ... j2 ...−m1 ... −m2 ...

]
=

� �
�j1,m1 j2,m2

• •

	
�� = δj1,j2 ·

�� �j1

	
��

���� ��� ����	� ���� ��
����� ����� ����� � ���������
� ����	
��

��������������� ����� ������ j1, j2, . . . �� ��� ����������� ����� V � E �������� 
��� V ! �"#�����$�� ������ ����� �%���� V = 2n � E = 3n ! ������# �� � &�'
(���� � 
����$���� �����) ���
�%� ���%��$%�* '+ �������� ����� %���
,* �����
� 
���� 2n �����%����� �%��#
�,� ����
����, �����#� �� 3n ������ j1, j2, . . . , j3n�
- ������������ � (��� ���������� �%�����,� �%��#
�,� ����
����, .���� ��� ��
��%��
������# � �
���������� �%��#
�,* ����
������ ����
����,* �� ���$��	�
����� '+ ��������� ���,�����# /'+ ����������

0��% ���	
�����# ��*��%� ������#�� 	
������%� �
�������#�$ ���
�%� "��$��'
	� ����� '+ �������� � ��%�� �
��������$ � (���� ���
�%��� 
������,� ��	�#��,�
�������#1�� � �
��"
�������# �
����## ����������# �
����������,� �� 
����'
%�* �� � ��2� &
��������
�
��� 
�"��� (��) ��*��%� �� �
���
� �,�������# .���
���� ��3� ��%���
�) ����
������) �%��#
��) ���
�%� ���,
�* '+ ��������� - (���
�,�������� �, ������������$�� �����$���� ��
��� � ���
�� ��������� ���"
����'
�,� �� ���� ��2 � ��%�� �
����#�� ��
���� .��� ���� ��� ��# ���
�%� ���* ������*
����) � ����
������) ���
�%�)�

• ������ ��� �	
��	�� �
	���� ��� ���	�� ����	�� ��� ���
�
�� �	����������
��� ��  �� !��� � �
�
"�� �
#����� $!���%&'  $!���%('� �� �	����� )	���

�� ��
�

�

j1

j2

j4 m4j3 m3 = (−1)j1+j2+j4 ·
�� ��

�

�

j1

j2

j4 m4

j3 m3 = 1
(2j3+1)

· � j4 m4

j3 m3

(−1)j1+j2+j3 · �
�� ���

�

j1

j3

j2 = 1

���� ��2� ��������	
� ������������ ��� 
����� ��� �!"# � ��� �!$#�



��� ��� ��������� ����	
��� � ��� �������

�� ���

�

j5

j6

�j3m3 j4m4�

�� ���

�

j1

j2

= (−1)j1+j2+j3

2j3+1 �� ���

�

j5

j6

• •

�

j3m3

�

j4m4�

=

= δj3j4 (−1)j1+j2+j3

2j3+1
· �
�� ���

�

j3

j6

j5 = (−1)j1+j2−j5−j6

(2j3+1)
δj3j4 �

���� ���	 ����������	 
����� ������� ��� 
��������

������ ���	
�

�
������� ����
���� �� ���� ���� ��������
�� ��� ������ �������� ��
���� �
�
���
� �� ��!���� �������
��� ����������� "� ������#� ������ ��
� ���������
���#��!! � �
����!� ��
����
����!� �
�$���!� �
��
�� ��� 
������
���� �
����
������� ��
���� �
���
� �� ��!���� ��
��� %��!��� &������'� ������� ���
�
��

� (� ��!��� ) �����
������ � ���#��!!��� �
������� ��������� �� ���� ��� � ����
��
���� &������' ���*��+�
��� � ���
 �
���,��� &�!� ���� ��('� -����
 ��
�����
��

(� ��!��� ����� +
 #������ � ������ � �
#� ��!!
���� �������
��� ��
.����
��� �
�
�������� ����
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�����/0�� ���0
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���!
�
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�
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=

{
j1 j2 j3
j4 j5 j6

}
.

���� ��(	 �������
�� ����
�������� ��� 
�������

3�!
��!� ��� ���
���.�� �
*
� � #��%��� �����
�����/0�� �4� ��!���!� � �
��������� � �
���,��� �� ���� ��(� ���
��� ��0
���
����� 5����!
�� ��!
�
��
 �
��!�����! #��%
 ���
���.�� �
*��� ��!
�
���#� �����! jk� �������� � ��
�*�����
����/ �����
�����/0
#� ����������� ��� ,�� �������� �� ���� ��6�

�

��jk
#��% = (−1)2jk · �

��jk
#��%

���� ��6	 ��������� ���������� ������

• �
� ��� � �	����� ��	 ��� ����	� ��������� ��	������ � � ��
� ����!
�
� "��� ���� 	��
�� ��������#�� 	��	�������	 �$�%���� & $������	�	�

��� ������� ��	

��� 	 	� ����������	� ���

����� �����	
�� {Γ1, . . . ,Γ2ν} ������ ��������� Cl2ν ����� ��������� ���	
�

��� �������

Γ1 = σ1 ⊗ I2ν−1 , Γm+1 = σ2 ⊗ Γ′m (m = 1, . . . , 2ν − 1) . ��������

������	
��	��� �	
��
 	���	�� ���������� ��� �������� �������� ���������	
�
�� �	����
����  �����!���
� �����"� ��
 ��#�$	� Cl2ν � 	� � ����� ��������

 �����!���% ������&� ��
 �$	������' Γ′k ∈ Cl2ν−1�
(� )���	*����
 ����� �������� ����������%  � �$ � �	����
 	�� �������% ���
#�$	 Cl2ν � +�% ������,��� � �� ������ 2ν−1���	��� 	�� �������� ρ′ ��#�$	� Cl2ν−1
 �$	�������� {Γ′1, . . . ,Γ′2ν−1}� �� �$	������� {Γ1, . . . ,Γ2ν} ��#�$	� Cl2ν 	�������
�� 
 � ���� 2ν���	��' ���	�-  ����,� .�	��� ��������� �	� ���� 2ν−1���	���
	�� �������� ρ′ ��#�$	� Cl2ν−1 ��*�� � �	���, � 2ν−1���	���� 	�� ��������
ρ′ ��#�$	� Cl2ν−2/ � ���� ��� � �����% �$	������% � ��#�$	� Cl2ν−1 ��$�	��� 
  ��
��% ������% ������� Γ′2ν−1 ∈ C�2ν−2� ����	�% �	����
�� 
 �  ������ ����  �����0"�
 �������� �$	����

Γ′2ν−1 = (−i)ν−1 Γ′1 · · ·Γ′2ν−2 , (Γ′2ν−1)
2 = I2ν−1 . ������"�

1���� �$	����� .�	���� �������� ��*�� 	����
�, � 	� ����������� � �	�����
	�� �������% ��#�$	� Cl2ν � � '��
 �� 	�� �������% ��#�$	� Cl2ν−2�

• ������ ���� 	
��
���� ��� ��� ������������� �
��������� ����
� Cl2ν−1�
����
� ���������� ������ ������ ��
��!�" #$���$%&' Γ′2ν−1 → −Γ′2ν−1
��
����� � ����"�� (�
�!� #$���$)& ��� ������������ �
!� �
!�! �
�*
�������� ����
� Cl2ν � +������' 
������
�� �
��
������� ���������*
����� � ���
�, (σ1 ⊗ Γ′2ν−1)�

2������� ��� � �� 	�� �������� ρ′ ��#�$	� C�2ν−2 �	������3 (Γ′k)
† = Γ′k� ��  �#�� ��

������"� �� ����� Γ′†2ν−1 = Γ′2ν−1 � 	�� �������� �������� ��#�$	� C�2ν ���*� �	�����
������ �������� ��$�	�
 � ���� ��� �	��#� !�#� ��
 ����������% 	�-���	� ��������
�	������ 	�� �������� ρ′ � '����% ��#�$	� 4��..�	�� C�2 � ���� ���	�- �����
������&�� �� ������� � 	����,���� 	�������
 �����-�� �	������ 	�� ��������
��#�$	� C�2ν+1 ��
 � �' ν3

Γn = σ
⊗(n−1)
2 ⊗σ1⊗I⊗(ν−n)2 (n = 1, ..., ν), Γν+1 = σ⊗ν2 ,

Γν+1+k = σ
⊗(ν−k)
2 ⊗σ3⊗I⊗(k−1)2 (k = 1, ..., ν), (Γm)

† = Γm (∀m) .
�����&5�

)���

 �� ���#� ��$�	� � ������ �$	������� Γ2ν+1 = σ3⊗I⊗(ν−1)2 � ����	�
 ���
���	���� 	���	��, � �� 6����� ��� ��*�� ���������	
�� ��*�� ��� ������"�� ��
������� �	������ 	�� �������� �$	������' ����#�$	� C�2ν ⊂ C�2ν+1�

( ��,��
 
���% ��� ���	�- ����� σ1 � σ2 �  �#��!���� �����05� � 	
��� 	��
��������� ���	�-� 	�� �������� �������� ��
 C�2ν ��*�� �	�� ��, � $������ ����

Γm =

(
0 sm
sm 0

)
, m = 1, . . . , 2ν , �����&��

����� �������� ��	
���� �
���	������� �����
� �����
�� C�N �
��	���� ���� ��� �
����

���� Γk �	� �����
� 
�������	�� �
��	���� ��	
������



��� ��� ������� ��	

��� 	 	� ����������	�

�������	 
�� �� ������� η �����	 
�� η
NN

= −1	 ���������� (Γ1, . . . ,Γ2ν) ���
�������� ��������� C�(p,q−1) ⊂ C�(p,q)	 � �� η

NN
= +1 ���������� ���������

C�(p−1,q) ⊂ C�(p,q)� ��� ��������� C�(p,q−1) � C�(p−1,q) ������������� 
�����������
��
�� (p+ q − 1) = 2ν�

• ������ ���� 	
������ 
������������ �������� �
����� ��������� (ρ±(Γ2ν+1))
2 =

η
NN
� ��� N = 2ν + 1�  ������! �
��
��
������ �

��
"����� e−iπq =

η11 · · · η2ν,2ν ηNN
�

!���" η
NN

= −1 #�� η
NN

= +1$ � ρ % ������������ 2ν������� ������������
��������� C�(p,q−1) ⊂ C�(p,q) #�� ��������� C�(p−1,q)$ � 
����� 
���� (p + q −
1) = 2ν ���������& {Γ1, . . . ,Γ2ν}� �������� ��� 2ν������& ������������ ρ± ��
���� ������ C�(p,q) � ��
����� 
���� ���������& {Γ1, . . . ,Γ2ν ,Γ2ν+1} ��������
�������

ρ+(Γm) = ρ−(Γm) = ρ(Γm) (∀m = 1, . . . , 2ν) , #'�(�')$

ρ±(Γ2ν+1) = ±e− iπ
2
(ν+q) η

NN
ρ(Γ1 · · ·Γ2ν) , #'�(�''$

�� ���" �� �����& 2ν ���������& ������������ ��������� ρ+ = ρ− = ρ	 � �����
�������� �������� ���������� ρ±(Γ2ν+1) ���
����� ������ � ������������ �
#'�(�'*$� + ����"���� �� ������ C�(p,q) � ��
����� 
���� ���������& p+q = 2ν+1
�� ����� ��� �����������& � ��,����������& ������������ ρ+ � ρ−	 �������
����������� ������������� ρ �� ��������� C�(p,q−1) #�� C�(p−1,q)$� -�	 
�� ����&
��,����������& ������������ ��"�� ���	 ������������� ������.����� #'�(�'/$	
������� ���������� � � ��
�� ������������ ������ C�(p,q)�
������	
� �� 0����� ������1����� #'�(�//$	 #'�(�'�$ � ��
�� �����������& ��
���� 2�11���� C�(p,q) ����� ������"��� 3�� ������� � ���	 
�� ������.���� ���
�� #'�(��4$	 ����������� ���������� Γk ∈ C�(p,q) � ���������� ������ �������
��& 1��������	 ������� ������������ 5�������������	 ����" �����
��& �����6
#'�(�)4$ � ����������� Γk ����� ���7� ����������� 2���� ���� � ��
����� ��
��
N = (p+ q) = 2ν + 1 ����� ����7���� #(�/�(*$ ������������ ������ C�(p,q) � ����
��� ����� ���& �����������& �������� ����� ��������� ��"��	 ��� 6�����"�
��� ,����� ΓN+1 �������7�� ������������ ������ C�(p,q)	 � ,�� ���������� #���
1����� #'�(�(8$$ ��"�� �� 
����& (ν+q)	 �� ���"	 ����� ��������� s = (p−q) �����
1 #9:;4$� <���"��� ������������ ������1����� ��7�� ������������� ��������
2�11���� C�(p,q) � ������������� �����
���� �������� �����7���� ��������
� ������ =)>?�

����� �����	
��� ���
��	����� ������ ��������� C�N � C�(p,q)
@��������� ��� ���� ����������� ������ ���������� �����������& ������������
������ 2�11���� Cl2ν � ������������ ������.������ #'�(�8$	 ������� ������
��� � �������������	 ���
������� �� ������������ #'�(�)>$	 #'�(�)($ #�� ,������
������ ��$� 3��� ������ ������� �� �������� 1�����

�������	
� ����� ����� {Γ′1, ...,Γ′2ν−1} � ��	
����� 
����	� ������	�
 Cl2ν−1�
���������	���� ������������

Γ′mΓ
′
k + Γ′kΓ

′
m = 2δkm (k,m = 1, . . . , 2ν − 1) , #'�(�'4$

��� ��������� ����	
��� � ��� ������� ���

�������� �	��
� jk� �

��������� ��������� � 
�������� �
�
 ����
�����
��� ��� ����
 ���������� 
�
��� !�
  �"
� 	������
�#� �
 "$
��{

j1 j2 j3
j4 j5 j6

}
=
{
j2 j1 j3
j5 j4 j6

}
=
{
j1 j3 j2
j4 j6 j5

}
; �������	

%�� ��� ����
 ���������� 
�
��� !�
 	������
�#� 	���
�
 � �
�
�
 ����
�	��
� jk � 	���&� ���� �
 "$��{

j1 j2 j3
j4 j5 j6

}
=
{
j4 j5 j3
j1 j2 j6

}
. �������	

'
#���!� �
 ��
����
 ���� #
�	
��$�� 	��
"���
����� (%�)�%*� � (%�)�%)�

"����� ���		� �������� �������� ��
�
�+��� ���		� 	������
�
# S4�


�������� ����������� ��� �������� ���������� �� ����� ��� ������
��� � ��������� ��� ��������� ����� �!������ "��#��� $������ ���%��&�
� '��� ��(� )�� *�� �� � +$������� � ,��� "��#� �!������ ��%��� +*�������� 
!���������� #������ #�$����� (−1)B′′

� !����� *����� -����� .���������"�.
�$�� ��"� ��� ��������� ���������"� �� ����� ��� ��������� %+��� !������ ��
&� � ����*� �� ���� '��� ���� $ ,��� ����*�	�

j4 j1
j7

j3j2

j9

j6

j5

j8
�
�
�
�
�
�

��
�
�
�
�

������

������

= (−1)B′′ ·
{
j3 j1 j5
j6 j8 j7
j4 j2 j9

}

'��� ��(/ ��������	
� ������������ ��� ����
�� �������� � 	

�
�
 ���� ��
�
��
�
�
���� ����� �
������� ��� 
���� ����
� j1� 

• ,����� ��� -	���! �������� .�� ����
 �� #

�&� �&�#�� �� ��
 ���+����
�#
�
 	������ ���� �� /���%�0�

����� ��� �	
��� 	 �����	��	������ ���	������	� ���������

��	�

0���*������� #�$���  �� ��� ��� *�� 1�� ������� �� ��� � +������� ����2���
������� � ������� ��"�%�� !����������� SU(2)/(

T (j1) ⊗ T (j2)
)⊗ T (j3) = T (j1) ⊗ (T (j2) ⊗ T (j3)

)
. ������1	

3� ��"�� *��%� !� ���� ,�� +����&����� ���������� !����������� T = T (j1) ⊗
T (j2) ⊗ T (j3) � !���������� V = V2j1+1 ⊗ V2j2+1 ⊗ V2j3+1� � %+��� ������� �� ���
�� %���� � ��$����� !���������� V� !�����  �����&��� 4��%��56������
7����� ��� �!���%� !�������� ��$�� %����� ������+ �"� *���� %������ ��$����
|j1, m1〉 ⊗ |j2, m2〉 ⊗ |j3, m3〉 ∈ V� -����� �!���% ��$�8*���� � ���� *��%� ��*���
!������� #���+�+ 4��%��56����� ��������	 $ !���������8 |j1, m1〉 ⊗ |j2, m2〉 �



��� ��� ��������� ����	
��� � ��� �������

�����	
�� �� ���
������
� �� ���
���� �������� |j1, j2; j4, m4〉� ��� m4 = m1+m2 

|j1− j2| ≤ j4 ≤ j1+ j2� � ����� ��
���
�� ������� �������������� � ���
������
 
|j1, j2; j4, m4〉 ⊗ |j3, m3〉! " ���������� �� ����#���
|j4, j3; j5, m5〉 =
=

∑
m1,m2,m3

(|j1, m1〉 ⊗ |j2, m2〉)⊗ |j3, m3〉〈j1, m1; j2, m2|j4, m4〉 〈j4, m4; j3, m3|j5, m5〉 ,
$%!&!%'(

��� ������
� m4 = m1 +m2 
 m5 = m1 +m2 +m3! )�
 ��� ���
���* �������� �
���������
 #
����
 j5, m5 ��	�� ���� ��������� + ��
 ����
#� ��, ���#��
,�

�����	���#���� ��
�� j4! -�����
#��� �����. ������ ���� #����, � ���� #�� ���/
���� �����	��
, �������������� $%!�!���( ��
���,���, ���#��� � ���
������
 
|j2, m2〉 ⊗ |j3, m3〉� � ����� �	� � ���
������
 ������� |j1, m1〉 
 �����	���#����
0��,������� �����,�
,1 |j2, j3; j6, m6〉2
|j1, j6; j5, m5〉 =
=

∑
m1,m2,m3

|j1, m1〉 ⊗ (|j2, m2〉 ⊗ |j3, m3〉) 〈j2, m2; j3, m3|j6, m6〉〈j1, m1; j6, m6|j5, m5〉 ,
$%!&!%3(

���m6 = m2+m3 
m5 = m1+m2+m3! 4����� ��
�� �����	���#��* �����,�
. ����/
�� ������#��� ��� j4 = j12 
 j6 = j23! 5���� 
 ������ ����
��� � ����* #���,* ������
$%!&!%'( 
 $%!&!%3(� �� 
��������� ����� 
�������
���� ������#��
, |j4, j3; j5, m5〉

 |j1, j6; j5, m5〉 ��, �������� |j5, m5〉 ��,������� ���
��! 6�� ������� ��, ����� #��/
�� ����
#��� ����7� �����, ��������� 7
� ������� |j4, j3; j5, m5〉 
 |j1, j6; j5, m5〉�
������� ����#� ��, � ����7� ����
#��* �����	���#��* ��,�����* �����,�
.!
)�,��
� ��������� �����	���
� ����� ��������� ��, #��� � ��#����� 
�� ����/
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 ��������
� ���
������
� ���* �����������
. �� ��
���
 j1 = 1/2� j2 = 3 

j3 = 12

T (1/2) ⊗ T (3) ⊗ T (1)
↗ (T (5/2)⊕T (7/2)) ⊗ T (1) ↘
↘ T (1/2)⊗(T (2)⊕T (3)⊕T (4)) ↗

T (3/2) ⊕ 2T (5/2) ⊕ 2T (7/2) ⊕ T (9/2) . ��������

�������� ��	��
���� ������� 	������� � ������ ����� ���� �������� � ���	�����
��	��� ������ ��� ��	����� ������� � ���������� ������� j = 5/2� m = m5 � ���
��	����� ������� � ���������� ������� j = 7/2� m = m5� ������� ������������
���	����� ���������� ��� �� ����� ��������� ������ ���	������ �����������
! ���� ������ ������� ���� |5/2, m5〉 � |7/2, m5〉� ��	���� �� � ������ �������
"#�$�#%& "������� ���' � "#�$�#(&& �� ���	��� ��������' � ��������� ���� 
� ���� �	
������� ������� "#�$�#)& "��
��� ���' � "#�$�#(&&� � ����� �����������'�� � ���� ��
�������� �������*��� +�������� ��� ���� �������� ���� |5/2, m5〉� ���������� �
������ �������� �� ����� ��	��
���� �� ���� �������� ���� 
� ����� �����������
�� ������ �������,

|5/2, 1; 5/2, m5〉 = w1 |1/2, 2; 5/2, m5〉+ w2 |1/2, 3; 5/2, m5〉 ,
|7/2, 1; 5/2, m5〉 = w3 |1/2, 2; 5/2, m5〉+ w4 |1/2, 3; 5/2, m5〉 .

"#�$�-.&

/���������� ������� ���� ����� � ��� �������� ���� |7/2, m5〉� 0�� �� ����
��
��
�� ������*����� wα � "#�$�-.& 	������ ���'�� �� ����������'��� ������ j1� j2�

��� ������� ��	

��� 	 	� ����������	� ���

��� � ����	 
��� ��� ���������� ������� C�2ν+1� � � �����	 � ����� ��������
����������	 ������������ �����������	 ρ± ������� C�2ν+1� �� ������� � ��� !"
������� 
� � ������� C�2ν+1 �����# �� ����� ���� ��$����������� ������������
�����������	 ρ+ � ρ−� ������ 2ν%������ ����������&�# ���
���#�� � ���'(" �
���� �������� ��)�� * ���� ������+���� � ��� ," � +������ � ��� !" �������#
�
�������� 
� ������������ 2ν%������ �����������# ρ+ � ρ− ������� C�2ν+1 ��
���� ��� �
�����

• ������ ���� 	
��
��� �
�������� V+ � V− ��������������� ������������
������ �����
�� C�2ν+1 �� �������� ����
� 
�� !"#��$ ��� �
����%
���� &
�� ��' ������ ��
�
���� ����
�
��

���� � �
��� -��������# ����� �� �������� �����&.���

�����	
���� ����� ��������	
� 
����


C�2ν = Mat2ν (C) ,

����� ���	����		�� �� ���	����� �� �����
���
	�� �����
��	�	����� 	�������
����� ������
���	�� ρ �
����	���� 2ν� 	
������� ������
���	�� ����� !�� ����� ���
"�� ���
��	#� 	���������#� ������
���	�� ����� �
�$� %� �
����	���� 2ν �
�����
��	�	# ρ� ��������	
� 
����


C�2ν+1 = Mat2ν (C)⊕Mat2ν (C) ,

����� ������ ��
 	������
��	�	#& 	���������#& ������
���	�� ρ± �
����	��
��� 2ν� �����#� �
����
���� �	
��� '�	��
��	��� �����	�
 ����� (�) ρ+(ΓN+1) =
−ρ−(ΓN+1) = I� ��� N = 2ν + 1� *�����
���	�� ρ± �������� �
� 	�����������
������
���	�� ρ ��� ���
����# C�2ν ⊂ C�2ν+1 ����� ���� � ��
�$�+�� Γk ∈ C�2ν �
������
���	�� ρ ��
������� ��
�$�+
� Γ2ν+1 � ��	�� �� ��$& ��
���
'�� ���������

/������ ����� ������������ ����������� �����������# ��.�������� ������
C�(p,q) � ��
���� 
����� (p + q) = N = 2ν + 1 ������&.�� Γm (m = 1, . . . , 2ν + 1)�
������ ���������#& �������#&.�� �����)���#� � ���,"� 0���� �����������#
��.�������� C�(p,q) � ����������� C�2ν+1 ������ �������&� ��$��� ��������%
��� ���� �� ������ �����#� ������ ���������& ��# ����������� ������ C�2ν+1

� �������#&.��� �����)���#�� � ���("� �� ������# � ���,1" ������� 
� 2������%
��	 $����� ΓN+1 ���� ����� ��� ���������� ���
���# ±1� 0���� ��.�������#
������� C�(p,q) � ��
���� 
����� (p + q) = 2ν + 1 ������&.�� ����� ��� � ���%
�������# ������� C�2ν+1� ��� ��$����������� ������������ �����������# ρ+ �
ρ−� ������ ����������&�# ����# ������� ���������� ����������� ���
���#%
�� � ���'(" 2���������� $������ ΓN+13 4�����#�� �����)���#�� � ���'("� � ����
������������ ΓN+1� ������ ���� � � ���,�"� �� ����� ������� �� ������������
������������ ρ+� ��� ρ−" ���� �� ������&.�� Γm ∈ C�(p,q)� �������� �������&&
������&.�& ΓN = Γ2ν+1 ∈ C�(p,q)� 
���� ������������ �������.�� ������&.�� Γm
�������� � � ��� 1""3

ρ+(Γ2ν+1) = + exp(− iπ
2
(ν + q)) η

NN
ρ+(Γ1 · · ·Γ2ν) ,

ρ−(Γ2ν+1) = − exp(− iπ
2
(ν + q)) η

NN
ρ−(Γ1 · · ·Γ2ν) .

� ��� 5"



��� ��� ������� ��	

��� 	 	� ����������	�

�������	
� ����	 ����������� �����	� ��
���	�� C�N � ��	�������
�
 ���
�������
��
 ����� ! " ���#��$ ����� #
��� ��	�%���
& Γm ∈ C�N ��#���� N = 2ν+1�
' (��� ���#�� ���)* ��
��)* (������ �(������ �����+�! �	
 q = 0, ��� ���-� ���.���!!

ΓN+1 = (−i)νΓ1 · · ·Γ2ν · Γ2ν+1 ∈ C�2ν+1 . �����/�!

�"������ 0���	���)� " �����	� C�2ν+1 
 
% ����"
� ���.���!1 Γ2
N+1 = I �������$ #��

�� 
���� ����� �"� �����"���)& %��#��
� ±1� 2���� �������� ����� 3�	� " ���	
�
"��
��� ����������� �	�����"���

 �����	) C�2ν+1 (������ �����/�! ���-�� �)�
�	���	0
������ ��
�
#���� (������� 
 ��(��
0
��� �	���	0
��������
 �	
�
�
���� ����� ���� 
% (�
& �"�& %��#��
*� 4	��
�
 ���"��
$ �����	� C�2ν+1 
���� ��
�	�*��* ��	� �"� ��
-� �) ����-��$ #�� 
& ����� �"�! ��(�"
"������)& ���	
�
"��
�)& �	�����"���
� ρ+ 
 ρ−$ ����	)� &�	����	
%����� �"��� 	�%�)�
 "�%��-�
�)�
 �����"���)�
 %��#��
��
 0���	������ (������� ΓN+11

ρ+(ΓN+1) = + I+ , ρ−(ΓN+1) = − I− , �����/ !

��� I± 5 ��
�
#�)� ���	���	) " �	�����"���
�& ρ±� 6��%��� ���������
��

�����/ !$ � ���-� ��	������
�� ΓN+1$ ����	�� ���� " �����/�!$ �) ��-�� ")	�%
� �"
���	
"��
��� �	�����"���

 ρ+$ 
�
 ρ−! ���� 
% ��	�%���
& Γm ∈ C�N $ ���	
��	
��������� ��	�%����� ΓN = Γ2ν+1$ #�	�% �	�
%"����
� �	��)���
& ��	�%���
&
Γm (m = 1, . . . , N − 1 = 2ν)1

ρ+(Γ2ν+1) = + exp(− iπ
2
ν) ρ+(Γ1 · · ·Γ2ν) ,

ρ−(Γ2ν+1) = − exp(− iπ
2
ν) ρ−(Γ1 · · ·Γ2ν) ,

�������!

��	�"�
�� (�
 	�"����"� � 
%���	�
%��� ���.���! ��� (������� Γ2ν+1$ 
�
 � ��	���
��* ������ ! " ���#�� q = 0 
 N = 2ν!� ' #�������
$ ���
 �	�����"���
� ρ+ 
 ρ− ���
��������	) C�2ν ⊂ C�2ν+1 � ��	�%���
�
 {Γ1, . . . ,Γ2ν} ��"������ 
 	���
%����� ���
2ν���	��� �	�����"���
� ρ ����	
��	$ %������� " �����/�! 
 �����/�!!$ �� ��(�"
"��
�����)� �	�����"���
� ρ+ 
 ρ− ��� "��* �����	) C�2ν+1 ����� ���
#���� �����
%����� " ��	������

 ��������* ��	�%����* Γ2ν+1 ���� �������!!

ρ+(Γ2ν+1) = +(−i)ν ρ(Γ1 · · ·Γ2ν) , ρ−(Γ2ν+1) = −(−i)ν ρ(Γ1 · · ·Γ2ν) . �������!

7���$ �������� 	�%�������$ 
%��-���)� ")��$ �) 
���� �"� 2ν���	�)& ���	
"��
�
�)& 
 ��(�"
"������)& �	�����"���
� ρ+ 
 ρ− ��� �����	) C�2ν+1$ ����	)� ���
#��
���� �������� �����/ ! ����� %��#��
��
 (+1) 
�
 (−1) ��� 0���	������ (�������
ΓN+1$ %�������� " �����/�!�

8����
� ����	$ #�� 
%���	�
%� ���.��/! ��� �����	) C�2ν+1 � �#���� ���-����"�
���
� �����..!! %��
�)"����� " "
��1

C�2ν+1 = Mat2ν (C)⊕Mat2ν (C) . ������+!

9����� " ����"����"

 � ���	���* '����	�:	�� ����� �������$ #�� �����	� C�2ν+1

�����	����� 2����$ ��� �����	) C�2ν+1 �� ��#���)� #
���� ��	�%���
&!$ ���-� ���

 ��� �	����* �����	) C�2ν $ �	
���
�� ��-����"� �;�.��.!$ ����	�� " ������ ���#��
%��
�)"����� " "
��

22ν+1 = (2ν)2 + (2ν)2 , ������.!

��� ��������� ����	
��� � ��� ������� ���

j3 � �����	 �	
����� �����
��� j4� j5 � j6 � �� ��	��
� �� �������� m5� �����
���� � �������� ��� ����������� wα � ���������  �  ��������
 �� ��������
���	��!��� �"����� �� �����	 jk ��	�� ��� � #$% ���	�!��� &'���''(�

)������
 � �*�"� ���� �*+��� �!"��
� ,������ 	������ &'���'-( � &'���'.(� ���$
�+�� � �� � �� �� �	����	� ���!� j5 � m5� �	
���  �"� �  �"���� ��� �� ��� �
	 ������������� 	/� ������� �!"��� &��� &'���0�((� �������� !������ ����*��$
��	�����1

|j4, j3; j5, m5〉 =
∑
j6

[
j1 j2 j4
j3 j5 j6

]
|j1, j6; j5, m5〉 , &'���0�(

� � 	 ������	� ������������	 &���!���	 wα( 	��"���� ���	�!� ������ ���!����
&'���0�( ����� ��� ���	��� 	 	� � ���������� �!������

〈j1, j23; j5, m5|j12, j3; j5, m′
5〉 =

[
j1 j2 j4
j3 j5 j6

]
δm5,m′

5
, &'���0'(

� � j12 = j4 � j23 = j6�

�����	
���� ����� ����������	


[
j1 j2 j4
j3 j5 j6

]
� ��������� �������� � ��������

�� ������	 �	 ������� m5�

�������������� 2����� ���

|j12, j3; j5, j5 − 1〉 = (2j5)
−1/2e−|j12, j3; j5, j5〉 ,

� ����/��

〈j1, j23; j5, j5 − 1|j12, j3; j5, j5 − 1〉 = (2j5)
−1〈j1, j23; j5, j5|e+ · e−|j12, j3; j5, j5〉 =

= (2j5)
−1〈j1, j23; j5, j5| 2 h |j12, j3; j5, j5〉 = 〈j1, j23; j5, j5| j12, j3; j5, j5〉 .

3���� �*������ !�	� ����� &'���0'( ��	�� ��� ��� m5 = j5 � m5 = j5 − 1� 4�����$
��!���	�  !
 *�!�� ������ m5 ���	� ���
 �� �� "�����

5 "����� ������/���� &'���'-( � &'���'.( � ����� ��� 	������ |j1, m1〉 ⊗ |j2, m2〉 ⊗
|j3, m3〉 �*���"�� *���� 	 V� ��	����	� &'���0�( �������	����
 	 	� �∑

m4

〈j1, m1; j2, m2|j4, m4〉 〈j4, m4; j3, m3|j5, m5〉 =∑
j6

[
j1 j2 j4
j3 j5 j6

] ∑
m6

〈j2, m2; j3, m3|j6, m6〉〈j1, m1; j6, m6|j5, m5〉 .
&'���00(

• ������ ��� � 	�
�� ���
����� ��������� ��
�������� �������
��
 �������� � ����
���
� � ���
 ���
!��"��#$ ��� 	����
��% &����'� ��
��� (��)

� � � � � � � � �
� � � � � � � � �

� � � � � � � � �
�

���������
���������

���������
�

��
�
�
��

�
�

�
��

� �

j3

m3

j1

m1

m′
1 m′

3

j5

m5

j2

m2 m4

j4

= ��
��

�
��

� � � � � � � � �
� � � � � � � � �

� � � � � � � � �
� � �

���������
���������

���������
���

� �

j6

m6

j4

j2

m2

j5

m5

j3

m3

j1

m1



��� ��� ��������� ����	
��� � ��� �������

��� ������� mi	m
′
i 
��
�������� �
������ ����� �
� ���������� ����

�� � �������� m′
1	m

′
3	m4	m6 ���� ������������	 ������� j1	j3 
��
����


��������� ������	 ������� j2, j4, j5, j6 
��
���� ��������� ����� �
�
���������� ���� � �������� j6 ���� ������������ �

����������
����������
�������

�

�

j1

m1

j2

m2 m4

j4

= 〈j1,m1; j2, m2|j4,m4〉 � � � � � � � � � � �
� � � � � � � � � �

����������
����������

��
�
�
�
�

�
�

�
�

j3

m3

j1

m1

m′
1 m′

3

= R(j1, j3)
m1m3

m′
1m

′
3
= δm1

m′
1
δm3

m′
3

�

� � � � � � � � � �
� � � � � � � � � �

����������
����������

� �

j6

j4

j2 j5

j3
j1

= (−1)j2+j5−j4−j6

[
j1 j2 j4
j3 j5 j6

]
= � � � � � � � � � �

� � � � � � � � � �
����������

����������
� �

j6

j4

j5 j2

j1
j3

.

��� ���	
���	����� �� ������ SU(2) ���� ������ � ����� �� ��������� � ����
�� �	 j6�  ���	 ����� �	�!���� �"#$#%%� �!�� ��
� ��� �	��	����� �����������
����	�	 &��	 ����� ' ������ (��� �	��	���� � 
�������� ���	���� (−1)j5−m5 T j5−m5

·
T j1m1

· T j2m2
· T j3m3


�!�� SU(2)���������	�# )���� 	
���	�� *		��	+���� �"#$#%%� ����
���� �		��	+����� ���!� ����	���� &�	�	 ������ �	�	�	� !�� �	���!�,-��	 �!	
�	
����������  �������� %�. ���	�	 �"#&#/��0∑

m4

(−1)j4−m4

(
j1 j2 j4
m1 m2 −m4

)(
j4 j3 j5
m4 m3 m5

)
=

= (−1)2j1∑
j6

√
2j6+1
2j4+1

[
j1 j2 j4
j3 j5 j6

] ∑
m6

(−1)j6−m6

(
j2 j3 j6
m2 m3 −m6

)(
j1 j6 j5
m1 m6 m5

)
.

�"#$#%&�

1!��� !�� ��������� 2��		�	 2���	�� �� 	��	���	����� ���	���� �"#$#"��# 3
�	�	-�, !�������	 ������� ���# ������� "#� � "#"� (�	 �		��	+���� ���2������
��	
�������� ���� ��� �	�����	 �� 4��# "#/ �!�� !����� +��	 ��� ����� �!	
�	
�!����� ������ ��!���� ������	���� j6 → j′6�#

�
�
�
��

���
j5 m5 j3 m3

j4

j2 m2

j1 m1

= (−1)2j1∑
j′6

√
2j′6+1

2j4+1

[
j1 j2 j4
j3 j5 j′6

]
·

��
�
�
��

�
�

j5 m5 j3 m3

j′6

j2 m2

j1 m1

4��# "#/0 ��������	
� ������������ ���
��� ���
������
�� ���������

�����	
���� ����� �
���������

[
j1 j2 j3
j4 j5 j6

]
� ���
�� 
������ � ���������! ��"

�
������
�� �������� � ��������� � 
��
��# �
 ��	

�
$
 ��	
���  �����%�$


 ����
� jk� ����� &"' ��(�
��(){

j1 j2 j4
j3 j5 j6

}
= (−1)j1+j2+j3+j5√

(2j4+1)(2j6+1)
·
[
j1 j2 j4
j3 j5 j6

]
= (−1)j1+j2+j3+j5√

(2j4+1)(2j6+1)
· 〈j1, j6; j5, m5|j4, j3; j5, m5〉 .

�"#$#%$�

�������������� 5	����� !�������� !�� ����	�� &��	 ����� �� ���	 ����� �		��
�	+���� �� 4��# "#/� �!�����  �� 	
�����, ������ j′6 → j6 � 	������ (�� !��������

��� ������� ��	

��� 	 	� ����������	� ���

• ������ ���� 	
��
���� ��� � ����� ����� N = 2ν ����� ������� �����
ΓN+1 ∈ C�N � �
��������� ��������� ��������� �� ��� ���
��� ����� !��
��������
"� ������#��"�

Γ2
N+1 = I , [ΓN+1, Γm]+ = 0 (∀m = 1, . . . , N) . �������	

• ������ ���� 	���
���� �
�������� ��$%
� &��''�
�� C�2ν � ��
���� ���(
%���� '
����� �
�$�� �����%�� ��
����� � �����)���

zα =
1

2
(Γα + iΓν+α) , z̄α =

1

2
(Γα − iΓν+α) (α = 1, . . . , ν) ,

���%�
���" �
�$� 
�*%��� ���+���� �%
�*�,-�. ��$%
� C�2ν �� ��
$
������ 	�"������ ����� ��� �
�������� �������" / ��������� ��������
�
������/�� �%
�*�,-�. Γk�


� ����� ��� ������ ����� σi ��� Γ�������  ������������ �������	 �������	
�����!� ��"��� Γ∗2α−1 = ΓT

2α−1 = Γ2α−1 � Γ∗2α = ΓT

2α = −Γ2α #����$� ��%�� �����
���& ����$� �'�����

Γ∗m = ΓT

m = (−1)m+1 Γm . ������(	

)���� ���� �$ ����� ������*���� (Γk)
2 = I2ν � �� Γ�������$ �������	 �������	

+�����$ � �������$

Γ†k = Γk , Γ†k Γk = I2ν . ������,	

������	
� �� -�� ��#������&��� ������.���� �����((	/ C�2ν = Mat2ν (C) ��������
���� ���������� ��%�� �����0�$�� ���������  ����'�� Mat2ν (C) � +���������
����'�$ C�2ν � ����& eij (i, j = 1, 2) 1 �����0�$� ������$  Mat2(C) ����� �����0�$�
������$  Mat2ν (C) ��%�� �������&  ���

ei1j1 ⊗ ei2j2 ⊗ · · · ⊗ eiνjν =
ν∏

α=1

e
(α)
iαjα

, �������	

e
(α)
iαjα := I

⊗(α−1)
2 ⊗ eiαjα ⊗ I

⊗(ν−α)
2 , �������	

2��������� ������ �������	 � ���������&�� � ������ �������	  �������3 ��'���$3
.������� ���#� $������ �� ������������ �����,�	 �����,�	

e
(α)
11 = zα zα , e

(α)
22 = zα zα , e

(α)
12 =

α−1∏
β=1

[zβ, zβ] · zα , e
(α)
21 =

α−1∏
β=1

[zβ, zβ] · zα . �������	

4�#���� $��%�� � ����5&! .����� �������	 ��'���$� .������$  �������3 �'�
����!5�3 Γk ∈ C�2ν � �����&��� ������� �������	 �������	 �$ ����������� ��
��� ���������� ��%�� �����0�$�� ���������  ����'�� Mat2ν (C) � +���������

����'�$ C�2ν � 6������ 0�� ��������&�$� ������$  �������	/
∏

α e
(α)
iαiα  $��%���$�

 �������3 ��'���$3 .������� ���� �'����!5�3 ����'�$ C�2ν	 � ����5&! ��3
���$3 .�����  �������	 �'����!� �����! ������� ��������$3 ����������� ����
��������� �����	  ����'�� )��..���� C�2ν �



��� ��� ������� ��	

��� 	 	� ����������	�

���� ���	
���� �������	��������� ���
��� ����	��
� 	������	 ��� �������
�
� ������� ������� 
 ������! �������	��
� �����"� # �����"� 	 ���$�� ν%����& ��%
'���� �	������ ����
��	�

• ������ ���� 	
����� �
������� ����������� �
����� ��������� ��
�
�
�
����� �������� �� ������ ������ ��

(����
�# $�� �������	��
� �����"� # �����"� ��)� ���)� ������
�� � �������
���'�& ������& 
����
	�& ���*������ +�� ���*����� �����$����� 	 ����������
,���� ����
*� �����"� 
 �����"� ����
���� �������	��
� ��'���� Aν ����
���
��*
�������	 {zα, zβ} (α, β = 1, . . . , ν)# ��'�� 2(ν+1)%����� �������	��
� ρ′ ��'����
�	������ ����
��	 Aν+1 ����
��� �������
� �������

ρ′(zα) = zα ⊗ I2 , ρ′(zα) = zα ⊗ I2 , (α = 1, . . . , ν) ,

ρ′(zν+1) = Γ2ν+1 ⊗ e+ , ρ′(zν+1) = Γ2ν+1 ⊗ e− ,
�����"� 

'�� -����� Γ2ν+1 ��	� ������ ��
��� -������ ������. ��� ���$�� q = 0#N = 2ν#

 	 �������	��

 �����"� # �����"� � ������� �����!� �� 
���� ���� ���)� �/�"�!�  

Γ2ν+1 = (−i)ν Γ1 · · ·ΓN = (−iΓ1Γ2) · (−iΓ3Γ4) · · · (−iΓN−1ΓN) =
= (z1z1 − z1z1) · · · (zνzν − zνzν) = σ3 ⊗ σ3 ⊗ · · ·σ3︸ ︷︷ ︸

ν

, �����". 

����	
�� � ����
*��
 Γ3 	 ������� 
 Γ5 	 �����"" # ������� ���
 ����$�� ���
$����� ���$��	 ν = 1 
 ν = 2 �

• ������ ��!� ��
�����" �
 ���� {zα, zβ} 
�����# ��$���� ��
�
���% &����
'
�
� Aν � 
������(#)��� �

�
*���(�� �����+��" 
 
����
�� �����,�� ��'
�����# ��$���� Aν+1 � ��� �� 
������(#)��� �

�
*���(��� -�%
�( ��
�����������( �������� ��( C�2" � �
�
)�# ��������
. ��
/����� �����,��
�
��
�� ������������ �����,�� � �����,0� ��( C�2ν � ��
����� (��
" �


����
�� �����,�� � �����,0� ��
����
�(# �

�
*���(� �����+���

0���# ������	��� ����
*� �����"� # �����"� 	 ��	���	� �����!� # ������� �	���%
	��� ��������
� Γk ∈ C�2ν � ����������
 �	������ ����
��	 zα# zβ# �� ����$���
����
$�� �������	��
� ��� ��������
� Γk1

Γ2α−1 = σ3 ⊗ σ3 ⊗ · · ·σ3︸ ︷︷ ︸
α−1

⊗ σ1 ⊗ I2 · · · ⊗ I2︸ ︷︷ ︸
ν−α

, �����/2 

Γ2α = σ3 ⊗ σ3 ⊗ · · ·σ3︸ ︷︷ ︸
α−1

⊗ σ2 ⊗ I2 · · · ⊗ I2︸ ︷︷ ︸
ν−α

. �����/� 

3�'���� 4�	��)��
� ����� ���� 2ν%����� �������	��
� ��'���� C�2ν ���
	�%
�
��# � 	�� ���'
� 2ν%����� �������	��
� ����$����� 
� �'� ���������	�
��

-�	
	�������
 �	���$�� 	�� �������	��
�# 	��
����
� 	 ���������� ��������%
	�� �����	 k � ��������
� Γk5 ��� ������"  � ,������	��
� ��'���� 6�
������
C�2ν # ��
	����� 	 �����/2 # �����/� # ���� �������� 7�8���-��� 
 9�:�&��� 	 ;��<�

��� ��������� ����	
��� � ��� ������� ���

�������	
��� �	����
���� ���� � 	��
����	 ��
���	� �����	���	 �	�����
	��	
���� ��������� ���
����� �	����� ��	�	� ����	������ ��������� ! �	���� �	�"
�� � �#	�! ����$! ������%	��$ �� ���� ��& � ��
����%���$ ���
�� � �	�����'
���#�(	�� � �� ���� ����� ��	��� #��	� ���������� ���' ��� � ���
����� �	����
��	 ��	%��	 
���� #���� �!��$)����

∑
m6

(−1)j6−m6

(
j3 j2 j6
m3 m2 −m6

)(
j1 j5 j6
m1 m5 m6

)
=

��
�

�
�

�
��

j3 m3 j5 m5

j6

j2 m2

j1 m1

���� ����* ��������	
� ������������ ������
�
 ���
���

+���� �
	�� ���� ,�� �������� �� �������! ���� � ����� ��$����$ ��	��� �	� 	!
-". �����
��' �����$ �	�����
$	��$ � ���	 �	��,��' � ���
���� ���� ��/ �����$
��	��� �����	�����	� /". �����
� ��#����	 �������	 �� ���������� ������ jk � ��
��	���0�1 	#	�� 2 � ����� ����� ���� ���� ����� �������	� ����� ��,���0�	����[
j1 j2 j4
j3 j5 j′6

]
' ����(	�� ! �� ���
$� 	 �������� ' ���� 	 �����	�����1� �����'

���#�(	�� � � 
	��� ����� ������%	��$ �� ���� ��3�	 


�
�
�
�

�
�

�
�

� �
��� ��

�

j4
j2

j6j3

j1

j5

= (−1)2(j1+j2+j3) ·
j5 j1 j6

j3

j2
j4�

�
�
�
�

�
�

�
�

�

				






�

�
��

 

�
= (−1)2(j1+j2+j3) ·

{
j1 j2 j4
j3 j5 j6

}
.

���� ����* ����������� ����	� ���
� ���� �

�
����� �� ���� ����

+���� �#����' ������%	��	' �	�����
	���	 �� ���� ��&' ���
	 ��	��� � ���
�"
� � �	����� �		��� ��	��$ � ���	 ��	����� �
$ ���
$� ! ����������' ���
,�� ���#�(	�� �� ���� �����

(−1)2(j1+j2+j3) · j5 j1 j6

j3

j2
j4

�
�
�
�
��

�
�

�
�

��

				






�

���
����

 

�
= (−1)2j1∑

j′6

√
2j′6+1

2j4+1

[
j1 j2 j4
j3 j5 j′6

]
· �� ��

�
j2

j3

�j′6 �j6

�� ��
�
j1

j5

���� ����* ����������� �	������� �
��� �

�
����� �� ���� ����

� ���
	��	 ����������� ��	��� �	� 	! -". �����
�� �� ����� ����� ��	�����
�� ���� ���� # 
� ��	
��� �� ���� ��3� 4������
$$ 	��
���� � ����1 ����� �"
�	����� �� ���� ���� � ���� ��$ ��' ��� �������� � 
	��� ����� ,���� ��	�����'
��	1)�� �	�����
	��	 � ���	 �	��,��' �����	�����	� /". �����
� ���� ���� �����'
� �������	
��� �		��� ��	� ��(�	����' ���#�(	���	 �� ���� ����' � ���	 �	"
���� ��	����� � ���3�-3�� ����	 ��	����� � ���3�-3� �
	��	� �� ����
 ���3�-���

�����	
��� ���
���� 5��	(�	��1 ����� ����$ ����� � ���3�-3� �	 ������� �� m5�



��� ��� ��������� ����	
��� � ��� �������

� �����	����

 � ��
� ��� �
���� ����� ���	�	�
�� � ������� ��������{
j1 j2 j4
j3 j5 j6

}
=

(−1)B′√
(2j4 + 1)(2j6 + 1)(2j5 + 1)

∑
m5

〈j1, j6; j5, m5|j4, j3; j5, m5〉 , �� ! "�#

$�	 B′ = j1 + j2 + j3 + j5 � ��	����	� ����%&�	�	 �� '��	� 
�����&��%�� 
�	���
��� ���	�	�	�
	 

• ������ ��� �	
��	�� �
	���� �������� �	���� ��������� �����	�
�
 �	
�
 ������ 〈j1, j6; j5, m5|j4, j3; j5, m5〉 ����
	
� ������!�  ������"��

( ������� ������)	�
* �� ! "!# �����
	 %���+
%�
�����
 �� ! ",# ��� �%-�	
.
� � /# �	�	�
���%	��* � �	��
�%0 ��� �
������ 1��$
�
 ����%�
 ��� �
�����
����&�%2�� ���	�	�*�� -����
+
	��� � �����

 %���+
%�
�����
 �� ! ",# ��* �	��
&����$� ���
&�	�	�
* ��	0 ��	���%��	�
3 �� ! ��# 4������ ��� �
����� 
��$�% �%�
&��%�� %���+
%���%�
 5����
	 %���+
%�
�����
 ��	���%��	��	 �% .
� � / � �	��
�
�%0 ��� �
������ � $�%�
2	�-�� �
�	 
&�'�%�	�� �% .
� � �" 

�
�
�
�
�

���
j5 m5 j3 m3

j4

j2 m2

j1 m1

= (−1)j1−j2−j3−j5
∑
j6

(2j6 + 1) ·
{
j1 j2 j4
j3 j5 j6

}
·

��
�
�
�
�

�
��

j5 m5 j3 m3

j6

j2 m2

j1 m1

.
� � �"� ������� ����	��
�����
� ������� ���� ���� ���� ������������ � 
�����
��� ��� ���������

• ������ �#� �
�� ���� �
$ %� �	
&���	
$' ��
  �	 ��	�(
�� 
� �

��
)���
�� *�� ��+ � �����	�
�� �

��
)��, �� *�� ��-�' �
�� ��� �
%�����
'
 
.	�%���
� �� *�� ��-#' ��� B′′ = (j1 + j2 + j3) + 2(j4 + j5 + j6) mod(2)�
/�� ���0 
�	� �� ��� ���)�� �� � ���
$ ���� �

��
)��� ����	�
�	���
�����' �
��� ���
 ����� ����� �	
.	���� ����
	 (−1)B′′

' �  ����
���	���� 
.� ���� � ��1 ���
�
��

j1 m1

j4

j6j5

j3 m3 j2 m2

�
��

�
��

����
���

		 



= (−1)B′′ ·
{
j1 j2 j3
j4 j5 j6

}
·

			 




j1 m1

j2 m2j3 m3

.
� � �,� ������
�� �� ����
!� 
��� ��� ���������

• ������ ��� 2
�� ���' ��
 ���	���' ��
���	�	
�����$  )��� ��1 ���
�
�
 �
�� ����$ �� *�� ��-�' �� �������� �
��� ���	������� +�1 ���	�
���
�' ��� ��� ��	�%����� � ��� �	
 ������ ���( ��1 ���
�
� � ����
(−1)B′′′

3 ���
�
	�$ �� 
��$ ����
	'  ����4$ 
� ��.
	� 
	����&
	�.�	 �� �	��� � ���
$ ���� *�� ��-��� /�� ���0 �
��
�� 
������ �
%���
���
�' �	������������ �� *�� ��-#�

��� ������� ��	

��� 	 	� ����������	� ���

�������	
 ��
�����
��� ���
�� C�2ν ��� ���
�� ����� ������������� ���
��
���� ν ������ ��� �
� ��� � ��
�����
��� ���� ���
�� � ����	� ������ ν = 1, 2
�� !���
�	 ���" #������$�� �% & '(" ��
����	� ������� ������
�� �� ����)
�����$ 2ν × 2ν � � ��
���� �����$� A(1) ⊗ A(2) ⊗ · · · ⊗ A(ν)� ��
 A(i) * �����$	 2 × 2�
�����

A(1) ⊗A(2) ⊗ · · · ⊗ A(ν) =

(
A

(1)
11 · (A(2) ⊗ · · · ⊗ A(ν)) A

(1)
12 · (A(2) ⊗ · · · ⊗ A(ν))

A
(1)
21 · (A(2) ⊗ · · · ⊗ A(ν)) A

(1)
22 · (A(2) ⊗ · · · ⊗ A(ν))

)
.

+�����,�� ��
� �����$� (A(2) ⊗ · · · ⊗A(ν)) ��

� ����
����� 2ν−1 × 2ν−1 � �����

A(2) ⊗ · · · ⊗ A(ν) =

(
A

(2)
11 · (A(3) ⊗ · · · ⊗A(ν)) A

(2)
12 · (A(3) ⊗ · · · ⊗ A(ν))

A
(2)
21 · (A(3) ⊗ · · · ⊗A(ν)) A

(2)
22 · (A(3) ⊗ · · · ⊗ A(ν))

)
,

� � � !�� ���� ��

� �
�� ��)���� ������-�

 �% & '&".

(A(1)⊗A(2)⊗· · ·⊗A(ν))·(B(1)⊗B(2)⊗· · ·⊗B(ν)) = (A(1)·B(1))⊗(A(2)·B(2))⊗· · ·⊗(A(ν)·B(ν)) .

/�

� ����
 ������ 0����� �% & '1".

A(1) ⊗ · · · ⊗ A(k−1) ⊗ (A(k) +B(k))⊗ A(k+1) ⊗ · · · ⊗A(ν) =

= A(1) ⊗ · · · ⊗A(k−1) ⊗ A(k) ⊗A(k+1) ⊗ · · · ⊗ A(ν)

+ A(1) ⊗ · · · ⊗A(k−1) ⊗ B(k) ⊗A(k+1) ⊗ · · · ⊗ A(ν) .

2���	��� ��� 0�����	� ��
�����
��� �% & 3%" � �% & 34" ������-�� �� ����)
ν > 2 �
��-��� �������.

zα = σ3 ⊗ σ3 ⊗ · · ·σ3︸ ︷︷ ︸
α−1

⊗ e+ ⊗ I2 · · · ⊗ I2︸ ︷︷ ︸
ν−α

, �% & '%"

zα = σ3 ⊗ σ3 ⊗ · · ·σ3︸ ︷︷ ︸
α−1

⊗ e− ⊗ I2 · · · ⊗ I2︸ ︷︷ ︸
ν−α

. �% & '�"

5����
 ��
�����
��
� ��� � ��������� ����
�� 2ν��
��	� !��
�����
������
(v1, . . . , v2ν ) �����	� 0������� �
������ �% & 14"� �����
�����-��� �% & 3&"� ���
������) ������ �% & 31" �
�����
�� ��������
 ��
�����
��
 �% & '%"� �% & '�" ���
ν��
���) ���
��	 ������	� 0
�������� ���
� �	�� �����
�� ���������	� ����
��� !��� (v′1, . . . , v

′
2ν−1) * ���
��$�� �����	� 0������� �
������ �% & 14"� �
���

������� ��� �����
��� ��
�����
��� �% & '%"� �% & '�" � ����
 (ν − 1)��
���) ���
�
��	 ������	� 0
������� {zα, z̄α} (α = 1, . . . , ν − 1) 5������ � ���) ���
��
 
�

���� 0
����� (zν , z̄ν) � �
��
� � ���
�
�
��� �% & 14" �
������ (v′1, . . . , v

′
2ν−1) ���
�

�� �
� ��
������� ����
��� z̄α → z̄α+1 6� 
��� � �������
���� �% & 14" �
��
�
��
����������


|α1, . . . , αk〉 → |α1 + 1, . . . , αk + 1〉 ⇒ v′k → vk (k = 1, . . . , 2ν−1) .

+ �
�������
 �	 ������
� ���	) ����� 0������� �
������ (v1, . . . , v2ν−1) !������
�� ���� �
������ 
�
 ���� ����� �� 2ν−1 0������� �
������ �
��-��� �������.
v2ν−1+k = z̄1 · vk� ��
 k = 1, . . . , 2ν−1 6���� ���
�����
������ �� 2ν �
������

(v1, v2, . . . , v2ν ) ≡ (v1, v2, . . . , v2ν−1 , z̄1 · v1, z̄1 · v2, . . . , z̄1 · v2ν−1) ,



��� ��� ������� ��	

��� 	 	� ����������	�

����� �	��
�� ���	��
� ��	� ������ ������� � ������� � ������ ��
� ������� �
�

�������� ������������ 	
��� �� ����	 ����� ��	�����
� 2 × 2 ����� ���� 
�
����
 ��!�� �����"#�" ����
�����"� $��
� A � W % ��� 	
���� 2 × 2� &	
�
��
�� � ���
��
�
��� 	
��� A⊗W ��	�����
� 4× 4� �	�"#� ���

A⊗W =

(
A11W A12W
A21W A22W

)
, ���'�()�

��� Aij % 	
������ *��	��
� 	
���� A � AijW % !���� 2× 2� $�� *
�	 �������
�	������� 	
��� 4 × 4 ������
�����
 ���
��+���" ��	� ����� ������� � ������
��
� ������

(A⊗W ) · (B ⊗ V ) = (A · B)⊗ (W · V ) . ���'�('�

,��	� 
���� �������"
�� �����
�

(A+B)⊗W = A⊗W +B ⊗W , A⊗ (W + V ) = A⊗W + A⊗ V . ���'�(-�

.��	 �!���	� 	
��� 4× 4 �!#��� ��� �������
�� �� !����� 2× 2 	
���(
W V
U T

)
=

(
1 0
0 0

)
⊗W +

(
0 1
0 0

)
⊗ V +

(
0 0
1 0

)
⊗ U +

(
0 0
0 1

)
⊗ T

=
1

2
I2 ⊗ (W + T ) +

1

2
σ3 ⊗ (W − T ) + e+ ⊗ V + e− ⊗ U ,

��� !���� W � V � U � T % (2 × 2) 	
����� /���� 0�
 �����
�� ��
��	 �����	
!���� �!#��� �
����������

• ������ ���� 	
������ �
 ����� �
��������� (n·m)×(n·m) ������ A ��������
��� � ���� A = (eij⊗Eαβ) Aiα,jβ� ��� Aiα,jβ ∈ C� � eij � Eαβ � �

�������


(n× n) � (m×m) ������ � ������ �

1
	�
�	� �
� ���
��+���� ���'�('� � ���'�(-� 2 ��������� ���� ����	��
�� �
� ��� 
	�� ������������ (A⊗B) ���3 (n× n) � (m×m) 	
��� A � B ����
���
 � ���	�	
������������ Vn ⊗ Vm ���3 ���
����3 ����
���
� Vn � Vm ��	� ����� ������� �
������ ��
� �������

1����
������ � ���
��
�
��� � ���'�45� � ���'�-��� 	� ������	 ���������	��
�����
������ ��� �!���"#�3 ���!�� C�46

Γ1 = σ1 ⊗ I2 , Γ2 = σ2 ⊗ I2 , Γ3 = σ3 ⊗ σ1 , Γ4 = σ3 ⊗ σ2 . ���'�(4�

7
��� ���'�'5� ��� �	��� �������� *��	��
 � ����	 ����� �N = 2ν = 4� q = 0�
�	��
 ���

Γ5 = −Γ1 · · ·Γ4 = σ3 ⊗ σ3 , ���'�((�

� �	��
� � ���'�(4� 0��	�� ���'�((� ���
 �����
������ �!���"#�3 ���!�� C�5�
$��������	� �
� ���������� �����
������ ���'�4� ���!�� C�(1,3) � ��	�#�" �	� 
�� Γ1 = γ0� Γk+1 = −iγk �k = 1, 2, 3� �����
�� � �����
�����" ���!�� C�4

Γ1 = σ1 ⊗ I2 , Γk+1 = σ2 ⊗ σk , Γ5 = −Γ1 · · ·Γ4 = σ3 ⊗ I2 , ���'�(8�

������ Γ5 % �	�� ������� *��	��
 � C�4� ��
���� �
����
�� �
 �����
������
���'�(4�� ���'�((�� �� � ���� 
����	� $��� *�������
�� �	��

��� ��������� ����	
��� � ��� ������� ���

j1

j2

j3 j5

j6

j4

j9

j8

j7

�
��

�
��

�
��

�
�� = (−1)B′′′ ·

{
j7 j8 j9
j2 j3 j1

}
·
{
j7 j8 j9
j6 j5 j4

}

���� ���	
 ������� ��	�
 �� 	
������� ������ ���
�
������� �� 
����
����

������	
� �� �������� �� ���� ���� ���� ���� ������������ ��� ���������
��������� � ��!����� ��� "#$ ������� � ���� �����!����% ������ &�� '�� � ����
������� � '��� �������� m1 = j1 � ��������������� ����� ��!������ ��� (#$

�������
(
j1 j2 j3
j1 m2 m3

)
) ����!�� �!������� � *������"+�

������	
� �� ,������) ��� ���!��������% ����!����) �����������-.�% �#$ ���#
����) ����!������� �� ���� ��/) ������ � �������� ����0���������� ��� �����!�� �
�!���������� ����!�1 �!����������% *�!������ � *��	��"++[

T (j1) ⊗ (T (j2) ⊗ T (j3)
]
13
⊗ T (j4)

)
24

=
(
T (j1) ⊗ T (j2)

)⊗ (T (j3) ⊗ T (j4)
)
. *��	�(2+

3���� � ����% ����� ������ [...]13 � (...)24 ��������-� �������������� �!�������� 4�!#
���� 5���6�78�!���� *�������+ � ������- �!����������% T (j1) � T (j3) � T (j2) � T (j4)�
&����� ������� ����0���������� �!������ � ������!��� �������� �� (#$ �������)
����!��  !�4������ ����!���� �� ���� ���" *����� ������6����) �!����������� �
�� ���� ���+)  �� � �!���% ����� ����� ����%��� �������0�� �#$ �������� *�1 ��!�#
������� ���� �� ���� ��/+) � f(j1, ..., j9) 7 ������!�� �!��������� 4���0�� �� ������
jk) � ��������� ����!�.�� 4������ 4����!��

�
�
�
�
��

����
�
�
��

j7 m7 j3 m3

j4 m4

j8

j9

j2 m2

j1 m1

=
∑
j8,j9

f(j1, ..., j9) ·
{
j3 j1 j5
j6 j8 j7
j4 j2 j9

}
·

��
�
�
�
��

�
��

��

��

�
��

�
�
�

j5

j7 m7
j3 m3

j4 m4

j6

j2 m2

j1 m1

���� ���"
 ����
��	���  ���	������
� !	���
� �		�"
��
���	�
 ��� � �������
� ��

	
������

9������) ������ ��'44�0����� � �!���% ����� ������6���� �� ���� ���" �� �� ����
��!���� ��!�� �#� �������) ����!������ �� ���� ��/� &�%����������) ���.����#
��� �� � �!�0���!�) ��� � �!� ��!�1��� �� ������6���� �� ���� ��� � ������6���-
�� ���� ����) �� ����) ��!������ �������% �����! *��� ���� ���2+ � �����!� �� �!�#
��% ����� !�������� �� ���� ���") � ����� ���!������ ��� ����� � '��� ��������
�����!��) �� � ����% ����� !�������� �� ���� ���" �������  !�4) �������-.�% �
��� !����% *��� ���� ��/+ ��� �#$ �������) � � �!���% ����� ���������� ����%���
�������0�� �#$ �������� � ��'44�0������� � ���� ����!������1 ���!��� 6���� (#$
��������) ����������1 � ����.�- 4�!���) ��������1 �� �������1 ��� � ��	


∑
j′8,j

′
9

f(j1, ..., j7, j
′
8, j

′
9) ·
{
j3 j1 j5
j6 j′8 j7
j4 j2 j′9

}
·

	 

� �� �j9j′9

j1
j2

j3

j4

j7

j8j′8
=

{
j3 j1 j5
j6 j8 j7
j4 j2 j9

}
· f(j1,...,j9)·(−1)B

(2j8+1)(2j9+1) �



��� ��� ��������� ����	
��� � ��� �������

�
�

�
�

��

���
�

�
�

��

j7 m7j3 m3

j4 m4

j8

j9

j2 m2

j1 m1

���� ����	 �������� 	
��� � 	
���� �� ����� ���	� ��
��	�� �� ���� �����


������

����� (−1)B � ��������� ������� ������� ����� !�� �� ��"��� �������#�� ��"��
�� $����% � &���� � '����� (��� % ���� ���)� * ���+&������ �������� 
������ � ,-�
��.��& 
�.� ���� ���� ������/�� � ���+&����� ������� &���� (���� ������/��� ��
���� ���) � �+�&���$� ������� �� ����� .� '�&+(��. +��������� ������� �'����& ��
�+��#�0 f(j1, ..., j9) = (−1)B(2j8 + 1)(2j9 + 1)�

������	
� �� 1�� ��� )-2 ��.��&  �& ��� ����#������. �& ��������$� '��������-
�� ���% '�������&����� (�� ����3���� � ���� ��3������� ���"��3����$� �� ����
����� �� )-2 ��.��&� ��� .� ���(�� +����.� ����.���(���� +���&����� �� '����$�-
��&���.+ ������/���0� ������� �������� �� 4�����&�������� ��+% '+��� '���%���
�� ��������$� '���������� (�����% '�������&����

((
T (j1) ⊗ T (j2)

)⊗ T (j3)
) ⊗ T (j4)�

$�� ���"�� +������0� '�� ��� �&� �� '�������&���� $�+''� SU(2)� � ��������-
.+ '����������0 ��% 3� '�������&����� �� � ������. �&� ��� '�������&���� ��+-
!����& ��� � '������'�&�3��. '�� ���	 T (j1) ⊗ (T (j2) ⊗ (T (j3) ⊗ T (j4)

))
� ����� '��

5�&� ���.5 '���.���� '��&�������&���� '��.������ ���.+&� 6&�"/�78������ �
��������.+ '����������0 ��+% ����������+0!�% '�������&����� 9������+0 4���-
��&�������� .�3�� '���������� � ���� ���$��..� �� ���� ����

� ��
�
�
�
��

�
�
��

�
�

j5 j6j7 m7

j3 m3

j4 m4

j2 m2

j1 m1

�
�
�
�
�

�
��
� ��

j7 m7

j9

j6

j3 m3

j4 m4

j2 m2

j1 m1

�
�
�
�
�

��
���

j7 m7

j8

j9

j3 m3

j4 m4

j2 m2

j1 m1

� ��
�
�
�
��

�
�
��

j5

j′9

j7 m7

j3 m3

j4 m4

j2 m2

j1 m1

�
�
�
�
��

��

�

�

j7 m7

j3 m3

j4 m4

j8 j′9

j2 m2

j1 m1

�������

{
j1 j2 j9
j6 j7 j5

}
�������{

j9 j3 j8
j4 j7 j6

}

�
�

�
�

�
��

{
j2 j3 j′9
j4 j5 j6

}

�
�

�
��

{
j1 j2 j9
j3 j8 j′9

}
�

{
j1 j′9 j8
j4 j7 j5

}

���� ���	 �
�	���������
 ���	���
��
 ��� �������	����

* ��(����� 4&�.����� 4��� ���$��..� ����+'�0� ������������ ������� ���$� �� '�-
��������� ��� ������� ���% �-2 ��.��&��� 8����(���� 4�� ������� '�������& 0�� 
� ���� 5��������5� ������� ��.�������+0� '�� ��� �&� �� (�����% '�������&����

��� ������� ��	

��� 	 	� ����������	� ���

������	
��
ρ(Γ1), . . . , ρ(Γ2ν) → ρ(Γσ(1)), . . . , ρ(Γσ(2ν)) , ��������

����� ��������	� ������� � ����!��"����� ��#��� C�2ν $ ��� ��� !������	� !���%
��&���� �����'�$ ������ " !��� ������ (���� "!� ����� ����!��"����� ��� ���� �
σ ∈ S2ν )�"�"������ ���# ���#��

������	 �
����	� ������
����� 
����� Aν � C�2ν �
��(���!��"����� ρ*��������+ ��#��� Aν ! ��������	
��� !�����&������ �����,-�
" !����� ν = 1 �"������$ � ����! �����,'� " ���!����!�"� F !�!���� �� �"�� "������"

v1 = |0〉 , v2 = z̄1 |0〉 . ��������

.����$ !�#��!�� �������� � ��������

z1 · v1 = 0 , z1 · v2 = v1 , z1 · v1 = v2 , z1 · v2 = 0 ,

� ��������� ����!��"����� ρ " ����!� (v1, v2) ������!� !����	
�� �������

z1 · vi = vk ρki(z1) , z1 · vi = vk ρki(z1) ⇒

ρ(z1) =

(
0 1
0 0

)
≡ e+ , ρ(z1) =

(
0 0
1 0

)
≡ e− . ��������

/ ���0��+&�� ��� ������!��$ #�� )�� �� ����� " � "��0 ������1 $ ���"� ρ$ ������%
��	
�� ����!��"�����$ ����� ���!���0!�$ �� �!�0$ "��!�� ρ(z) � ����� ��!��0 z�
2!���0��� ����!��"����� �������� " *������� �����,��$ � �������� �����"���� �
����!��"����� ������	
�� (Γ1,Γ2) �"������+ ��#��� 3��**���� C�2

Γ1 = σ1 , Γ2 = σ2 ⇒ Γ3 = (−i) Γ1 Γ2 = σ3 , ��������

#�� σk 4 �����1 (���� � Γ3 = σ3 ��"�� ΓN+1%�����1� ������'� " !����� N = 2
�ν = 1$ q = 0�� .���"��� � �"�� �����1�� (Γ1,Γ2) ����0	 �����1� Γ3 = σ3 ��������$
� �������� ����� �� ���� ������	
��$ ����� �$ " !��� �������$ ���"���"���	�
!�����&����� �����'� ��� ��#��� 3��**���� C�3 � �������	� �� �"������� ����%
!��"������
�� / !����� ν = 2 ����!��"����� ρ *��������+ ��#��� �����,-� ��� ��������$ � "
����!�"� ����!� � )�������" �����,'� " ���!����!�"� F � " ������ ��� �� "������

v1 = |0〉 , v2 = z̄2 |0〉 , v3 = z̄1|0〉 , v4 = z̄1 z̄2 |0〉 , ������-�

��������� "������� �� ��!!����"�� �����!�" " ����������� v2 � v3�� .�+!�"�� �� )��
"������ ����������� zα$ z̄α � �!���0��� �������� � ������,�$ � ��������

z1 =

⎛⎜⎜⎝
0 0 1 0
0 0 0 1
0 0 0 0
0 0 0 0

⎞⎟⎟⎠ = e+ ⊗ I2 , z1 =

⎛⎜⎜⎝
0 0 0 0
0 0 0 0
1 0 0 0
0 1 0 0

⎞⎟⎟⎠ = e− ⊗ I2 ,

z2 =

⎛⎜⎜⎝
0 1 0 0
0 0 0 0
0 0 0 −1
0 0 0 0

⎞⎟⎟⎠ = σ3 ⊗ e+ , z2 =

⎛⎜⎜⎝
0 0 0 0
1 0 0 0
0 0 0 0
0 0 −1 0

⎞⎟⎟⎠ = σ3 ⊗ e− .

������'�



��� ��� ������� ��	

��� 	 	� ����������	�

������	

 ���� ���������� �
��� ������ ��������� zβ 
 z̄β � ��������
� ���
������ ������� � ���� ����������! 2ν�����"� ���
	" ρ(zβ) 
 ρ(z̄β)� #�������"�
�������"� ����#��

zβ · vi = vj ρji(zβ) , z̄β · vi = vj ρji(z̄β) . ������$ 

%�
 &��� � �
�� ���������
' ������( &��
��� ����'���
' � F � �" 
���� z̄β = z†β

 ���
	" ρ(z̄β) &��
��� ����'���" ���
	�� ρ(zβ)� � ��! ρij(z̄β) = ρji(zβ)

∗�
)����������� 
# *����� �����$� ������� +� ���
	" ����#���
, Γm ∈ C�2ν �
���� &��
��"�
 ρij(Γm) = ρji(Γm)

∗ ���� �
�� '��"� *�����" �����-( � �����-�  �

• ������ ���� �	
����� ��	 ������� ρ(z̄β) �����	�	 �	������� �������� ρ(zβ)�

������	
� �� .�����/���' ������� C�2ν � 
�����' ��#������! 22ν � ����
#���' �
�+��� ����������

 ρ /�����/��"�
 ���
	��
 2ν × 2ν � ��/
� ����#��� 
���
���� 
#����*
#�0

C�2ν = Mat2ν (C) , ������� 


 �������� ���������
� ��#���� ����� ���� %�
��� � � ������� C�2ν 1 ������ 2"
��'��
� 
#����*
#� ������� ����� �������� �
��3 ��� 4���+��
� � � /��	� &���
�����#�����

������	
� � 5�����
� ���� 6�������
� ����� � 7�#���� ���� � +� /�����/����
2ν������� ����������
� ρ ������" .�
**���� C�2ν � /����� ���
�' �� *�������
�����$� 
 ������� � '��'��' ����
���
�"�� � ��� ����
� ����
���
�"� /�����/��
�"� ����������
' ������" .�
**���� C�2ν 
��� ��#������! 2ν 
 &/�
������
�" ����������
� ρ� ��/
� ����#��� ��� ����
���
�"� /�����/��"� ����������
'
������" .�
**���� C�2ν 
��� ��#������! 2ν 
 &/�
������" ���� ������ 8���

�� +� ��������
� �� &/�
��������
 ���, /�����/��", ����������
� ������"
.�
**���� C�2ν � �����!� ����������
' �����9 �������
�' �� ���+�� ���, /���
���/��", ����������
� ����������� ������" .�
**���� C�(p,q)� ��� (p+ q) = 2ν�
6�������
� � ��� +� ��� ����
���
�"� /�����/��"� 2ν�����"� ����������
'
������" .�
**���� C�(p,q) �
�
 C�2ν &/�
������"� � �
������ ��#"��� ����

	�
�� �����

%�
����� #���! ������� ��
+��� � ������� � 6�������

 ������ ��/�#���!�
��� &/�
��������
 ���, ����
���
�", /�����/��", ����������
� ������" .�
*�
*���� C�2ν � :�' &��� ������!#����' #���+���!�"� �������� ������� ���� �/�
�� ���-�$�  � /����� ��������
�� ��' ���, /���+�", ����� 
 ���, ����	
�
��",
����� ����", /���+������", ������� � #��+
 ��������
�� 
 ��' ������" .�
*�
*���� C�2ν � /����' ������ %�����
� � ����� +��! ������� ��#������! ������"
C�2ν � ������ 22ν � ��/ /�/ ��� 
#����� 2ν������� ����
���
��� ����������
� ρ
������" C�2ν � � �����' +��! ������� ������� � ��������'���' ����� ����� ��
���� ����
���
�"� 
 ��&/�
������"� ����������
'� ������" C�2ν � ���"����'
��
������"� �������"� (Nρ)

2 = (2ν)2� ����������
� ����������
� ρ� 8����
������� +� �������� ��!/� ���� ��&/�
�������� ����
���
��� ����������
�
������" .�
**���� C�2ν � +��"� +
���� ����#���
,� � ��� ����
� ����
���
�"�
����������
' &/�
������" ����������
� ρ�

������	
� �� %��! ρ ; ����� 2ν������� ���
+��� ����������
� ������" C�2ν �
����� ��������
'� /���"� ����+���' � ��#��!�� ����������/ σ ∈ S2ν ���
	

��� ��������� ����	
��� � ��� ������� ���

T (jk) (k = 1, 2, 3, 4)� ������ 	�
� ��������� �������� �� ��� ���
����� � ��
���������� ���	���� ������������� ����� �������� �� ����  ��!" ���
������
 ����������� ���# �������������� $�� ��� �� ����� 	�
� ����#���
���������� ��������%&'�
 (������(� ) ���%�*���� ��%# ������# ����#�� �
������ ����
 ������ � ������ ����% �����% �� ����  ��+ ����#��� � ������
�%�*" ������&� ��� �����# ��������� � ���� �������# ��������� ���
 ����,
�� � ��--���������� ���������� �� .,/ ������� $���������� ��� ��� ����,
������ �� ��%0��� �����
���*�� ������� �� .,/ ������� ���� ����������
�������� 1����#���� � 2������3{

j1 j2 j9
j6 j7 j5

}{
j9 j3 j8
j4 j7 j6

}
=
∑
j′9

(−1)R (2j′9 + 1)
{
j2 j3 j′9
j4 j5 j6

}{
j1 j2 j9
j3 j8 j′9

}{
j1 j′9 j8
j4 j7 j5

}
, � �4�!5"


�� (−1)R 6 -����� -�����

• ������ ��� ��	
�� ����
��	� ��
�������������� ��������� ���� !"�� ���
#��$$�% �� &�� ��'(�  	������ )� �	�% )�*��� (−1)R�

7������ � �4�!5" ����� ����0����*�%& ���#����%& 
������0���%& ��������,
����&� ���� �������*� 0� .,/ ������ �������&��� � ���� ��������� ���� ����
 �."� $�� ���� ����� ���#��� ���� ����  ��5" �����������* .,/ ����� � ����
���������� �%��*�
 � ��	���& � ��������%� ����������% � ���� 0���� �,
��	���� �� ����  �.� 2� ���0���� 0� !,/ �����%� ��� ���#,�������� ���	���
��������� �� ���
����� ����  �.� ��������%�� ���%
�*��� 
���* �%��*�
 �����,
����� ���������
 �� ���
����� ����  ��5� � ������ $�0������� 0� � �%��*��
���
������ ��#�������� ������� !,/ ������ � �������� mk �������������� ���
������� ��������%&'�# ���%
�*���� � �'�� ������ �� ��� ��%0��� ��� �
������� ������� �%��������� mk �� �����# �%���&���"� 7�� �� ��� � � �����,
�%'�� ���
����� ��#����� ����%�� ������* ������ �
��	���� � ���������
������ 2� �%��� -��������* ������� -���� (−1)B̃ � ���� ���	���� ��
����  ��5�

			 




j1 m1

j2 m2j3 m3

≡
j1, m1

j2,m2j3,m3

�
�
��

�
�
��

=⇒
j4

j3

j5

j6

j1j2

�
�
�
�
��

�
�
�
�
��

����
����

= (−1)B̃ ·
{
j1 j2 j3
j4 j5 j6

}

����  ��53 �������� 	
�������� �
����������� ��� � ��� ���������

8���%�� ������*� 0� ������������� !,/ ������ �� � ���� ���#,�������� ���	���
���� ����  ��"� � � ���� ���%
�*����� ��� �� ������ � �%��*�� ��#���� ���� ����
�������� �� ����  ��5"� � 
������0���� �0�� ������ �������� ���� ���������,
���� 9���������*�� �
���� ��������& ����	��:����� � �;�� " !,/ ����� ��
����� �%�& ��*� ���� �%���%&'�� �
 ����� j1, j2 � j3 %��������&� %������
���%
�*����3

j1 + j2 ≥ j3 , j2 + j3 ≥ j1 , j3 + j1 ≥ j2 ,

������������ �	�
������� ���	�� 	������������� ��� 	������	� ������ ��� �	������� ����	����
� ��	
� ���� 



��� ��� ��������� ����	
��� � ��� �������

������� 	 
������ ������� ����� j1, j2, j3� �������	����� �������� ������������
������	���� ���������	�� ��� 
���� ���� �������

������	
� �� ������� 
������ ���
���	������ 
�� ��� ���	���	� ���
���	�  ��

������� ! "������� #��$�%&' ���(�)���� ���
���	������ ���� ��� �������� �� *���
���+� ,����� ���(�)����� ������-���� ����� ������������	�� ��� �
�� �� �����
������ ���������.�� ���������� ����������	����� ,����� ��������)����� �	����	�
��/ ���	���	 ���	����� �������	�� �� ��� ���������� ��
���� ���	���.�� �� ����
��������	����� ������0������ #��
�� ��������*�
�� 1%23� ��
�� 4����	��5���
1%$3 � 
��'�
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=
∑
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*��� ���+6 ��������	
� ������������ ��� 
������ ���������� � ����
�
���������

j1

j2

j3
j5

j6

j4

j9

j8

j7

�
��

�
��

�
��

�
�� =

∑
j′9

(−1)B
(5)

(2j′9 + 1)

{
j1 j3 j7
j5 j4 j′9

}
· j1

j2

j3 j5

j6

j4

j9

j8

j′9
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*��� ����6 ���
��� 
����� ���!��""# �� $��� ��%� � �
"
&'( )��
��� ���
*����+
�
���

• ������ ��� �	
���� 	�����	 ���������� � �

�	� �������� �����
�� �� 
������! �		�����"#�$ ���%��&&� � 
��	$ ���� '��� ��(�! ���%�& �)	�	 
*	&� + �&���	! �����
� )��	*��,	��� -� ���%��&&� � )	&	#�" �		�	.� 
��/ ���	0�����	��! 1		�	� ���	 �� '��� ��(� �)��&��// �%	 1 )	�%��2�!
�	�����#�&� �)��� j1, j3, j7, j5 � j4 �� ���%��&&� � 
��	$ ���� '��� ���(�!
� )	
���� �		�	.����! )������
���	� �� '��� ���(! )����/ ���� 1		�	 
%	 �����
/��/ ��
�� � )	&	#�" 	������! �,	*������	%	 �� '��� ��(3� 4
1	�0� ��)	
�,	��� ��&&���" � 5 ��&�	
�! )����#�" ���-����

����������� ��	
 ���������� ������
 ���	 ���	� ����� � ����� ����� ����������� �� ���� ����
 !���"������� ��	
 #$� �������� � ����� �����  ��%�&'(( !������������� ��� ������� ���
 ����������
������
 ���� ����� ����� j′9� !� �������	 ���� �	����������� � !����� ����� ����������� �� ����
����  ������� ���
 #$� �������� � !����� �����  ��%�&'((�

��� ������� ��	

��� 	 	� ����������	� ���

� �����	� ���
 ���� ���	������� �	� ������ p � q� � � ������ ���������� �	����
��������� ������	���� �������������

 ����� 2ν!������ ������������ ����	������ ��������	���� ρ �	���� C�2ν � ���!
��� ���	�� ������"#�� ��	� ��������� � �����	� ����� $��� ����� �����	 �����
�
�� �� �����	�����	��� ������%����� �	���� C�2ν � �	���� ��������� %����!
���� Aν � &�������� ��� �����%��� C�2ν = Aν �������	���	�� � ����#�" %����	
$'���'�
� $'���'(
� $)�*�'+
,

zα = 1
2
(Γ2α−1 + iΓ2α) , zα = 1

2
(Γ2α−1 − iΓ2α) ,

Γ2α−1 = zα + zα , Γ2α = i(zα − zα) ,
$-�'�.�


�� Γk ∈ C�2ν � � %��������� ������"#�� zα, zβ ∈ Aν ����	������"� ������/�����
$'���'+
� $)�*�*
,

[zα, zβ]+ = 0 , [zα, zβ]+ = 0 , [zα, zβ]+ = δαβ (∀α, β = 1, . . . , ν) . $-�'�.(


0�	��� � �����	� ����� $��� ����� �����	 �����
 ��	� ��������� ������������ ����!
����	���� 1��� ρ �	� �	���� ��������� %�������� $-�'�.(
� ������� ��2������ �
�����������"#�� ������������ 1��� F � 3����������� F � ������� �� 	���2��� ���!
������2 �������� �������� (k = 0, 1, . . . , ν),

|α1, . . . , αk〉 = zα1 · · · zαk
|0〉 (1 ≤ α1 < α2 < · · · < αk ≤ ν) , $-�'�.+


��	������� �� ��������� ������� |0〉 ∈ F ��2������ ���������� �������� zα� 4
���" ������� ��������2 ������ |0〉 ������	�	�� ������/������,

zα |0〉 = 0 (∀α = 1, . . . , ν) , $-�'��5


� 6	������ zα ������"��� ����������� ������������ ����������� ������������ F
����� ���	� ����������� �������� $-�'�.+
� �� ���� ����� ���	� $'���.*
,

dim(F) = 2ν = 2N/2 ,

7�����/���� $-�'�.�
 ���������� �������"� ������"#�� Γm ∈ C�2ν � %��������!
�� ����������� zαi

� zβi� 3�6���� ������������ ��������	���� �	���� ���������
%�������� Aν ������	��� ������������ ��������	���� �	���� 8	�%%���� C�2ν $�
��������
� � ��2����� 	"��� 6	������ �	���� 8	�%%���� C�2ν � ������"#���
$-�'�.�
 �� ������������ 1��� F �������� ��2������ �� 6�� ������������ %������!
��� ���������� zαi

� zβi� �� ���� 9 ������/������ $'���.)
� ������� �	� ��������
�� ����/�� ����� �����,

zβ |α1, . . . , αk〉 =
k∑
i=1

(−1)i−1 δβαi
|α1, . . . , αi−1, αi+1, . . . , αk〉 ,

zβ|α1, . . . , αk〉 = (−1)i |α1, . . . , αi, β, αi+1, . . . , αk〉 (αi < β < αi+1) ,

zβ|α1, . . . , αk〉 = 0 (β = αi) .

$-�'��'


:���� � ������ $-�'�.�
 ��2����� $-�'��'
 ������ 2ν!������ ����	������ ��������!
	���� ρ �	���� 8	�%%���� C�2ν � 0	� ���� ����� ���	������� ������ ��������	�!
��� � �������� 2ν × 2ν ������� ������ 	"��" �������" ��������" �������� ���!
����� $-�'�.+
, {|α1, . . . , αk〉} → {vi}� �� i = 1, . . . , 2ν ; ����2 ������ ����2 �������2



��� ��� ������� ��	

��� 	 	� ����������	�

� �����	
 C�(p,q) ���� 	������	����� ��� ����	������ 	����	���� �� ��������	�
C�(p′,q′)� �	���� ����� ������ ! ���������� �" p′+ q′ = 2ν ��	�"
#$�% {Γ1, . . . ,Γ2ν} ��&
���	� C�(p′,q′) � ��������������� ����	������� '������� Γ1...N ∈ C�(p,q) ( �#��� ���&
�������� ���	�������� �	����������� �����	� C�(p,q) ����	�����) '������ Γ1...N

�	���	�������� ���������
 '������
* ��'���
 ��	�"
#$�� ������+! �
��� �	���	&
��������� �	��"������# Γ1 · · ·Γ2ν ∈ C�(p′,q′)�
������	
� �� ( ������� ��
���* ����� (ν+q) , ������* �� ����� Γ2

1...N = I � �#��)
'������ a ∈ C�(p,q) �	�������� � ���� a = a1 · P+ + a2 · P−* ��� P± = (I ± Γ1...N)/2 �
a1, a2 ∈ C�(p′,q′)� -� ����* ������ ������ ! �� ���� ������"����� 	�"������

C�(p,q) = C�(p′,q′) · P+ + C�(p′,q′) · P− = C�(+)
(p′,q′) ⊕ C�(−)(p′,q′) , �������!

��� C�(−)(p′,q′) � C�(+)
(p′,q′) ��� ��������	� � C�(p,q)* �"���	.��� C�(p′,q′)* �	����* ���� b1 ∈

C�(−)(p′,q′) � b2 ∈ C�(+)
(p′,q′)* �� b1 · b2 = 0 = b2 · b1� -���� ��	�"��* � ��
��� ����� (ν + q) ,

������* �����	� C�(p,q) �"���	.�� �	���) �
��� ��
% ����% ��������	 C�(p′,q′)�
/��� (ν + q) , ��������* �� �������� ������0! �� ����� Γ2

1...N = −I* �����������
"������� '������� Γ1...N 	���� (±i) � ������� �	�����	�� P± ���������� ��������&
���� P± = (I± iΓ1...N)/2� ��'���
 � ������ ��
��� ����"���� ����	���� 	�"���&
��� �������! ��$��������) �����	� C�(p,q) � �	��
# �
��
 ��
% �� ��������	 C�(p′,q′)�

����� ����	
�� ���������	� ���������� ����� ��	��

����� C�N 	 	� ��������� ���� C�(p,q)
1�� � �	��� ������ p, q ∈ Z≥0 � (p + q) = N � ( �	����
$�� 	�"���� �� ��&
��"���* ��� ����������� �����	� 1��..�	�� C�N * �������	������� � ���������)
���	���) η = IN �	���	������ RN * �"���	.�� �#��) �" ����������% �����	 C�C(p,q)*
�������	������% � ���	���) η = Ip,q* ��� ���% p � q = N − p� 2����) �"���	.�"�
������ �	���	�"������� �����0!* ����	�) ��	������ ��	�"
#$�� �����	 1��..�	��
C�C(p,q) � ��	�"
#$�� ����������) �����	� C�N � 3�	����� �	���	�"������ ��	����

��	�"
#$�� Γm ∈ C�C(p,q) ��	�" ��	�"
#$�� ����������) �����	� C�N � ���
������

����� ��	�"�� '������� Γm ∈ C�C(p,q) ���� ������"����� � � �������� ��	�"
#$�%
��$��������% �����	 1��..�	�� C�(p,q)� 3��#�� ����
��* ��� ����������� ���	���&
����� �	����������� ����������) �����	� C�N � ����������� ���	�������� �	��&
��������� ��$��������) �����	� C�(p,q) �������#�� ( �	����
$�� 	�"���� �� ���&
� ����"���* ��� � ���	�������% �	�����������% ��	�"
#$�� �����	� C�(p,q)* �����
p+ q = 2ν+1* ���� ����	���� �" ��	�"
#$�% �����	� C�(p′,q′)* ��� p′ = p, q′ = q−1*
��� p′ = p− 1, q′ = q ��� ���� ����� p′ + q′ = 2ν!�

4" ����� �������"������ ��������* ��� �"
����� ����������% �	����������)
��� ��$��������% C�(p,q) � ����������% C�N �����	 1��..�	�� � ��$�� ��
���
(p + q) = N = 2ν, 2ν + 1 �������� � �"
����# ����������% �	����������) �����	
1��..�	�� C�2ν � ������ ���	
� 
��������� �	��� ��� ��	�)�� � �"
&
����# ����% �	����������) �������* ��� ��$��������� �����	� 1��..�	�� C�(p,q)
��� 	�"��% p � q �� .����	������� p + q = N! ����$� ����	� �� �"���	.�� �	
�
�	
�
 ��� �"���	.�"��% �����	 C�(p,q) ��� 5���	����� ����� � �	����
$�� ���	�"&
����!* ��'���
 �% ������������ �	����������� �����	�� �
�
� 	������	�������

��� ��������� ����	
��� � ��� ������� ���

����� ����	
���� �� 	����
��� ����� ��������

� ���� ����	
���� � �
����� ����� ��������� ��� ��������� ������ ������
��� ����� ����
�
������� ���� ��� ����������� !"#���$���� %&�' (��" �	��� %&)'*" +��� �� ����� �������� �
��� ��������� ,�� �������� %&�'" -���� ��� ���������� &.�� �������� � �����	�� ���������
��� ��� ����	���� ��	������ ���/��� ��
����� ����0�� ����� ��������	���"

�� ������	�
���	 �����
�����

-	��0�� ���
��
∑
m4

〈j1,m1; j2,m2|j4,m4〉 〈j4,m4; j3,m3|j5,m5〉 �
 ����� �	��� (1"2"&&* � ����

∑
m4,m′

4

〈j1,m1; j2,m2|j4,m4〉〈j4,m4|j4,m′
4〉 〈j4,m′

4; j3,m3|j5,m5〉 ,

������� �$� �	 ������	

T j1
m1

(s1, t1) , T j2
m2

(s2, t2) , T j3
m3

(s3, t3) , (−1)j5−m5T
j5
−m5

(S̄, T̄ ) , ��������

�����	��� ������� ��� ��	�����$� ����
������� (1"1"13* 4	
���� �������� (1"1"1�* � (1"1"1,*

〈j4,m4|j4,m′
4〉 = (−1)j4−m4T

j4
−m4

(∂σ , ∂τ ) T
j4
m′

4
(σ, τ)

∣∣∣
σ=τ=0

= δm4m′
4
, ��������

� ������������ �� ����� ��� m1,m2,m3,m4,m
′
4,m5" � ��
����	��� � ������ ������0���� (1"5"36*7

(s1t2 − s2t1)
j1+j2−j3 (s1s̄3 + t1 t̄3)

j1+j3−j2 (s2s̄3 + t2t̄3)
j2+j3−j1 =

= D
μ

∑
m1,m2,m3

(−1)j3−m3 T j1
m1

(s1, t1)T
j2
m2

(s2, t2) 〈j1,m1; j2,m2|j3,m3〉T j3
−m3

(s̄3, t̄3) ,
��������

� �����	�� (� ��������/ �� ����������* ���	��	���� ������� �� ��������� s1, t1, s2, t2, s3, t3�
S̄, T̄ ���	

I12 = (s1t2 − t1s2)
n12 (s1∂σ + t1∂τ )

n1σ (s2∂σ + t2∂τ )
n2σ

×(σt3 − τs3)
n3σ (σS̄ + τT̄ )n4σ (s3S̄ + t3T̄ )

n34
∣∣
σ=τ=0

,
������	�

$�� (j12 := j4*

n12 = j1 + j2 − j12 , n1σ = j12 + j1 − j2 , n2σ = j12 + j2 − j1 ,

n3σ = j12 + j3 − j5 , n4σ = j5 + j12 − j3 , n34 = j5 + j3 − j12 .
��������

8� ���������/ ���	��	�� (1"2"5&* �������� ��������� ��������� �� �	�	� ��������� (s1, t1)�
(s2, t2)� (s3, t3) ������� 2j1� 2j2� 2j3� ��������������� �� ���� ��� ��������	��� S̄� T̄ ����	������
V(1) ⊗ V(2) ⊗ V(3)� $�� V(k) ≡ V2jk+1 9 ������	����� ������	������ T (jk)" 8� ��������� (s1, t1)�
(s2, t2) �� ����� �� �� ��	������	 ����� �������	� ��� � ���	��	���� �������

I = (s1t2 − t1s2)
n12(s1s̄+ t1t̄)

n1σ (s2s̄+ t2t̄)
n2σ ,

�� ���� �� ����	������ ���������	����� V(12) ⊂ V(1)⊗V(2) ������	������ ����	 j12 (�	� �	� �������
������������ I �� ��	���� ��������� s̄, t̄ �	��	 2j12: ��" ;	
��� �����*" <	���� � ���	��	����
������� (1"2"5&* ����� ������� 2j5 �� ��������� (S̄, T̄ ) � ������� ����� ����� �	
�������

I12 = N12

∑
m5

(−1)j5−m5 T̄ j5
−m5

(S̄, T̄ ) T j5,j12
m5

(s1, . . . , t3) ��������

$�� T̄ j5
−m5

(S̄, T̄ ) � T j5,j12
m5

(s1, . . . , t3) 9 ��������	��� 4	
���� ������	 � ������	����	� V̄(5) � V(5)�
�������� � V(12) ⊗ V(3)� 	 N12 9 ������������ ������ ����" =� � ��������/ �� 
�	�	 �������
������ ������0�����

(2j5 + 1)N2
12 = (I12, I12) = I12(ŝ1, . . . ˆ̄T ) · I12(s1, . . . T̄ )|si=ti=S̄=T̄=0 , ������
�

$�� ŝ = ∂s� � �	� �	���" 8�������� ��������� (2j5 + 1) � ����� �	��� ������0���� (1"2"5�* �4>�
�������� ���� ��� ������ (1"2"52* � ��������/ �� �	����	 N12 �	��� ����� (2j5 + 1) ��������
(−1)j5−m5 T̄ j5

−m5
T j5,j12
m5

∈ V̄(5) ⊗ V(5)� �	��� �
 ������ ��������	� �	 ����� �"



��� ��� ��������� ����	
��� � ��� �������

����������	 
�������� 
 ��������� �������� ������∑
m6,m′

6

〈j2,m2; j3,m3|j6,m6〉〈j6,m6|j6,m′
6〉〈j1,m1; j6,m

′
6|j5,m5〉 ,

�� ������ ��
�� �������� � ������� ��������	 
���
����� ��� 
 ���� !" �����#�� ������������
�������

I23 = (s2t3 − t2s3)
r23(s2∂σ + t2∂τ )

r2σ (s3∂σ + t3∂τ )
r3σ

×(s1τ − t1σ)
r1σ (σS̄ + τT̄ )r4σ (s1S̄ + t1T̄ )

r14
∣∣
σ=τ=0

,
��������

�$� �j23 := j6�

r23 = j2 + j3 − j23 , r2σ = j23 + j2 − j3 , r1σ = j23 + j1 − j5 ,

r3σ = j23 + j3 − j2 , r4σ = j5 + j23 − j1 , r14 = j5 + j1 − j23 .
��������

%���� ��� &�	 ��� � � ��������	 ������� ������'� ��

���$�����
 � ��$�

I23 = N23

∑
m5

(−1)j5−m5 T̄ j5
−m5

(S̄, T̄ ) T j5,j23
m5

(s1, . . . , t3) , ������	�

�$� T̄ j5
−m5

(S̄, T̄ ) � T j5,j23
m5

(s1, . . . , t3) ( ������������� )���
��� ������� � ���
����
���* V̄(5) � V(5) ⊂
V(1) ⊗ V(23)	 � ������������� ��+,,�-���� N23 ����
���
 �� ,������	 ����������� ������.�/

(2j5 + 1)N2
23 = (I23, I23) = I23(ŝ1, . . . ˆ̄T ) · I23(s1, . . . T̄ )|si=ti=S̄=T̄=0 . ������
�

0 ������ �������� � ������1� �� ����� 
�����2����

(I23, I12) = N23 N12

∑
m5,m′

5

(−1)2j5−m5−m′

5 (T̄ j5
−m′

5
, T̄ j5

−m5
)(T j5,j23

m′
5

, T j5,j12
m5

) =

= N23 N12

∑
m5

(
T j5,j23
m5

, T j5,j12
m5

)
,

��������


 ���� !" ��������	 � ���&� ������� ���������� ������.� � ��������	 ,������ ������.� ���$
���3
���
 � ��$�{

j1 j2 j12
j3 j5 j23

}
=

(−1)B
′√

(2j12 + 1)(2j23 + 1)(2j5 + 1)

∑
m5

(
T j5,j23
m5

, T j5,j12
m5

)
=

=
(−1)B

′√
(2j12 + 1)(2j23 + 1)

(I23, I12)√
(I12 , I12)(I23, I23)

,

��������

������ 
������� �������$��� ( , ) � �������� � �������� ��&�� �������! ��� &�	 ��� � � ������.�	
��������� 4������	 ��� ���"� ��
�� 
�����2���

2j12 = n1σ + n2σ = n3σ + n4σ , 2j23 = r1σ + r4σ = r2σ + r3σ ,

B′ = j1 + j2 − j3 − j5 = n12 − n34 = r1σ − r3σ = r2σ − r4σ .
��������

5�+����	 
����
�� ��
��$��� ,������ � ��������	 
 ������ ��������	 ������'�	 .36 
����� ����

,���-��� �� $����$-��� ���������� �������� � ������#�	 �������	 �������	 �� ��"�
 ������
�3
�����

7� $��!���2��� � �������� � ������'� �$�)�� 
$����! ������ ���������* S̄ → t4	 T̄ → −s4 �
��

��������! ��������

I12 = (s1t2 − t1s2)
n12 (s1∂σ + t1∂τ )

n1σ (s2∂σ + t2∂τ )
n2σ

×(σt3 − τs3)
n3σ (σt4 − τs4)

n4σ (s3t4 − t3s4)
n34 |σ=τ=0 ,

��������

I23 = (s2t3 − t2s3)
r23(s2∂σ + t2∂τ )

r2σ (s3∂σ + t3∂τ )
r3σ

×(τs1 − σt1)
r1σ (σt4 − τs4)

r4σ (s1t4 − t1s4)
r14 |σ=τ=0 .

��������

��� ������� ��	

��� 	 	� ����������	� ���

• ������ ���� 	
�� s = p− q� 	������� ��� ����������� α(p,q) ����� (−1) s
2 ���

������ N � ����� (−1) s−1
2 ��� �������� N �

��� ����	
��
� ����	� ���
�
���� 	��������		�� ��
�
	�

ΓN+1 = e−i
π
2
(ν+q) Γ1...N = e−i

π
2
(ν+q) Γ1 · Γ2 · · ·ΓN , ��������

������  ��
Γ2
N+1 = I . �����!"�

#�
�
	� �������� ��� 	
 
�	�$ (ν + q) ���	���
%�� �����
�&	�� ��
��
 C�C(p,q)� �
���  
�	�$ (ν + q) ' �
(
&��
		�� ��
��
 C�(p,q)� � ���
�
��
�&� �) &���	��
	��
�����!"� & �� 	�&��* �� )	��� ΓN+1 → −ΓN+1�

+���%
� �
�
���  �� �)� 
	�
 �
(
&��
		�� ��
��� C�(p,q) ��� 	
 
�	��  �&��
����)�*(�$ p + q = 2ν + 1� ��%	� &�
&�� � �)� 
	�* ��
�� C�(p−1,q) ��� C�(p,q−1)
&  
�	��  �&��� ����)�*(�$ �&�� �	���� 	�
 ��&&�%�
	�
 ��� �����
�&	�$ ��,

�� C�N � -�)�
�
 ������� �
�&����
��	�� ��&�� ��)�
�	�&�� ���&���	&��� Rp,q '
	
 
�	��. N = p+ q = 2ν + 1� / ���� &�� �
 ��� ��
�
	�� ��������.

ΓN+1 = Γ2ν+2 = e−i
π
2
(ν+q) Γ1 · Γ2 · · ·Γ2ν+1 , �����!��

� ���%
 ��� ��
�
	�� ��������� ����)��&� &���	��
	���� �����!�� �� ���� �
�

Γ1...N · Γk = Γk · Γ1...N ⇔ ΓN+1 · Γk = Γk · ΓN+1 ,

∀ k = 1, . . . , N = 2ν + 1 .
�����!!�

0���� ����)��� ��
�
	�� �������� � �����!�� ����*�&� 1
	�����	��� ��� ��
���
C�(p,q)� ��� ��� �	� ���������*� &� �&
�� ����)�*(��� Γk ∈ C�(p,q)� � &�
�����
��	�
� &� �&
�� ��
�
	���� ��
��� C�(p,q)� 2����	���  �� Γ1...N ∈ C�(p,q)� � ΓN+1 ���	��,
�
%�� �
(
&��
		�� ��
��
 C�(p,q) ������� 
&�� (ν+q) 3  
�	�
  �&��� ��� ��(	�&��
��&&������ ��
��� C�(p,q) & ����)����	�� ��&&��	����� ����)�*(�$ �������� �� 
&��
� ���
�
��*(�$ &���	��
	��$ �����!� � �
����
 η = diag(η1, . . . , ηNN

) ����	���	�

��
�
	�� ηii = +1 � ηii = −1 � �&�� ����$ ��
�
	��� ���	� p � q� &����
�&��
		��
&���� � ����)����	�� ������
� /��
��� ��	� �) ����)�*(�$ � ��
��
 C�(p,q)� &��,
%
� ��&�
�	** ����)�*(�* ΓN = Γ2ν+1� 0�� ��� Γ2

N = ηNNI� �� �*��� ��
�
	�
a ∈ C�(p,q) ��
�&����� � ���
 a = a1+ΓN ·a2� �
 a1, a2 ��
�
	�� ��
��� C�(p′,q′) & ��,
��)�*(��� {Γ1, . . . ,Γ2ν}� ��� 
� p′ = p−1, q′ = q� 
&�� ηNN = +1� � p′ = p, q′ = q−1�

&�� ηNN = −1� 0���� ����)��� &����
����� ��)��%
	�


C�(p,q) = C�(p′,q′) + Γ2ν+1 · C�(p′,q′) . �����!4�

5��
	�� )�
&� ��&�
�	** ����)�*(�* ΓN = Γ2ν+1 ∈ C�(p,q) 	� 1
	�����	�� ��
�
	�
Γ1...N ∈ C�(p,q)� �� 
&�� &�
��
� ���&��	���� ����
��*(�* �) ���������.

Γ2ν+1 = (−1)q′Γ1...N · (Γ2ν · · ·Γ1) . �����!6�

0��� ��)��%
	�
 �����!4� ����
� ���

C�(p,q) = C�(p′,q′) + Γ1...N · C�(p′,q′) , �����!7�



��� ��� ������� ��	

��� 	 	� ����������	�

�������� 	�
 ��
�� ������������ ������� �����
�� C�(p,q) �
��
 �����
���� ��
����������� p, q ∈ Z≥0� � ���� ������ ������������ �������
���� N = p+q ��
�
��������� Rp,q � ��������
� ��������� s = (p−q) !
�� ��
�
" ��
�
����� #$ % %%&
��������� ������������ ������� C�(p,q)� � '
�
��( �������� ��������� s = (p− q)
�
������ �
 �
��� 	���� 8 )����� ����
�	�
��� ��*�� ��� ���	���� �����
�������( ������ C�(p,q) #� 	����
��� 
�� ��
�������� ��� ���	���� �( �����������(
�����������"+ �� ��*� ,����� ����� � �����&� � ��'*� ��*�� ��� ���	���� �
�
�
�
��	��'�( ����� 
��
�
������( � ������'��	��'�( ����� -�+ � ��������	��'
"
���������� 
�� ���������� ����������	
�� ��
������

� 

��	
��
��
 ����� �����������	 �
���� �
������ C�(p,q) �
	 ��������� ���
�

N = (p+ q) ����������� � �� ��������� ����

dim(C�(p,q)) = 2N . #$ % %.&

�������
����	� ��'�����
 �
��
���� 
'����������
 ����
��	�
�
 /����*����
����� #�� ,���� �����& �� '
����'��
" ������� �����
�� C�N  ��
 
��
���
 ��
�
�� 	�
 ����� ����������
" ������� C�(p,q)� ��' *� '�' � ����� '
����'��
" �������
C�N � 
������� 0������� ���

ΓA = {I, Γm1 , Γm1m2 , Γm1m2m3 , . . . , Γ12...N} ,
Γm1m2...mk

≡ Γm1Γm2 · · ·Γmk
,

#$ % %1&

�� � '�*
� �
�
�� Γm1m2...mk
��
�������� 
��������( Γmi

��
��
	��
 ��'���
'
�����	��'�� 1 ≤ m1 < m2 < m3 < · · · ≤ N = p + q 2� 
�������� 	�������
���
����� 0�
 
'����������
 

3��� �
�
����� 	�
 �
�
� Γm1m2...mk
� � '
�
�
�
 k 4 	���
� #��	���
�&� �����

	����" #��	����"& �
��
' 5

����������
 ����"��� '
�����6�� �
�
�
� 	���
�
�
 #��	���
�
& �
��'� ���� �������� 0��������� ������� �����
�� 	���
�

#��	���
�
& �
��'� �	����
� 	�
 ������� �����
�� Z2�������
���� � �

�����
����� � �
��'
� �� 0������
� 

,����
���� �
�����"� ����" �����"� �������" 0������ � #$ % %1&�

Γ1...N = Γ1 · Γ2 · · ·ΓN =
(−1)q
N !

εi1...iNΓi1 · · ·ΓiN , #$ % %$&

'
�
��" ���������� ���� � '�' ��
��
	���
� ��
�������� ���( 
��������(
Γm ∈ C�(p,q)� � '�' �������������
����
� ��
�������� 0��( 
��������(� �������
�
� � �
��
���� ������������	��� ����
�
� ε � ��
��������� Rp,q�

ε...ik...i�... = −ε...i�...ik... , ε12...N = +1 ,

εj1...jk ik+1...iN
= εi1i2...iNη

i1j1 · · · ηikjk ⇒ εi1i2...iN = (−1)q εi1i2...iN .
#$ % %�&

)�� 0������� #$ % %$&� �
������� #$ % 7&� �� �
��	��� �
*����


(Γ1...N)
2 = (−1)N(N−1)/2(ΓN · · ·Γ2 · Γ1)(Γ1 · Γ2 · · ·ΓN) = α(p,q) I , #$ % %8&

α(p,q) = (−1)N(N−1)
2

+q = (−1)ν+q = eiπ(ν+q) ,

�� ν =
[
N
2

]
9 6���� 	���� 	���� N

2
� �
 ����� 6��
� ��
���6������
� 	���
 ν ������


� N ≥ 0 �

��
:������ N = 2ν, 2ν + 1 ;
����� #$ % %8&� 
�
����� �

��
:����
#% < =& �� ���	�" q = 0 

��� ��������� ����	
��� � ��� ������� ���

���������	� ����� �����������	 �	
���� ������� � ������� ����������� ��	������ ��������

(I12, I12) = μ12
(1 + n12 + n1σ + n2σ)!(1 + n34 + n3σ + n4σ)!

(2j12 + 1)
, ��������

(I23, I23) = μ23
(1 + r23 + r2σ + r3σ)! (1 + r14 + r1σ + r4σ)!

(2j23 + 1)
, ��������

��	
μ12 = n12!n1σ!n2σ!n3σ!n4σ!n34! , μ23 = r23! r1σ! r2σ ! r3σ! r4σ! r14! . ��������

����	�
���
��� ������� �	
�
�� ���������� �� �	
�
�� ���������������� �������������� ���
����� ���������� � ������! ���!�� ����� �	
�
��
 "���#�� �� �����������

(I12, I12) = I12(ŝ1, ..., ŝ4, t̂1, ..., t̂4) · I12(s1, ..., s4, t1, ..., t4) =

(ŝ1t̂2 − t̂1ŝ2)
n12 (ŝ1∂ζ + t̂1∂θ)

n1σ (ŝ2∂ζ + t̂2∂θ)
n2σ (ζt̂3 − θŝ3)

n3σ (ζt̂4 − θŝ4)
n4σ (ŝ3 t̂4 − t̂3ŝ4)

n34

×(s1t2 − t1s2)
n12 (s1∂σ + t1∂τ )

n1σ (s2∂σ + t2∂τ )
n2σ (σt3 − τs3)

n3σ (σt4 − τs4)
n4σ (s3t4 − t3s4)

n34 ,

$�� ���������������� ��� ����� � �������� ���% ��������� % ∂θ, ∂σ, ŝ1, t̂1, . . . � ���&%����� ����'��!
��� ��������������� �������� � θ, σ, s1, t1, . . . ���� �� ����
 (���)������ ����������� (ŝ1t̂2 −
t̂1ŝ2)

n12 � (ŝ3t̂4 − t̂3ŝ4)
n34 �� I12(s1, ..., s4, t1, ..., t4)
 * ������������ � �	
+
,� �������
(ŝ3 t̂4 − t̂3ŝ4)

n34(ŝ1t̂2 − t̂1ŝ2)
n12 · I12 =

=
n12! (1 + n12 + n1σ + n2σ)!

(1 + n1σ + n2σ)!
· n34! (1 + n34 + n3σ + n4σ)!

(1 + n3σ + n4σ)!

×(s1∂σ + t1∂τ )
n1σ (s2∂σ + t2∂τ )

n2σ (σt3 − τs3)
n3σ (σt4 − τs4)

n4σ . ������	�

-������! � ������!

(ŝ1∂ζ + t̂1∂θ)
n1σ (ŝ2∂ζ + t̂2∂θ)

n2σ (ζt̂3 − θŝ3)
n3σ (ζt̂4 − θŝ4)

n4σ

×(s1∂σ + t1∂τ )
n1σ (s2∂σ + t2∂τ )

n2σ (σt3 − τs3)
n3σ (σt4 − τs4)

n4σ =

= (ŝ1∂ζ + t̂1∂θ)
n1σ (s1∂σ + t1∂τ )

n1σ (ŝ2∂ζ + t̂2∂θ)
n2σ (s2∂σ + t2∂τ )

n2σ

(ζt̂3 − θŝ3)
n3σ (σt3 − τs3)

n3σ (ζt̂4 − θŝ4)
n4σ (σt4 − τs4)

n4σ .
������
�

.�� ��$�� ���& � ������! ��//����0�������� � � ��'���� �	
�
�1 �� s1, t1, . . . , s4, t4� ����#��
�$� ��������� �&�����[

(ŝ1∂ζ + t̂1∂θ)
n1σ , (s1∂σ + t1∂τ )

n1σ
] · [(ŝ2∂ζ + t̂2∂θ)

n2σ , (s2∂σ + t2∂τ )
n2σ
]·

·[(ζt̂3 − θŝ3)
n3σ , (σt3 − τs3)

n3σ
] · [(ζt̂4 − θŝ4)

n4σ , (σt4 − τs4)
n4σ
]
,

� ������!������ ��'��������[
ŝk∂ζ + t̂k∂θ , sk∂σ + tk∂τ

]
= (∂ζ∂σ + ∂θ∂τ ) ,

[
ζt̂k − θŝk , σtk − τsk

]
= (ζσ + θτ) .

2�$�� � ��'���� �	
�
�1 ���������� � ����

n1σ!n2σ!n3σ!n4σ!× (∂ζ∂σ + ∂θ∂τ )
n1σ+n2σ (ζσ + θτ)n3σ+n4σ , ��������

$�� ��$����� �	
�
++ � ����� n1σ+n2σ = n3σ+n4σ = 2j12
 3�����0� �������� �	
+
,,� � ��������

(∂ζ∂σ + ∂θ∂τ )
n1σ+n2σ (ζσ + θτ)n3σ+n4σ = (n3σ + n4σ)! (1 + n3σ + n4σ)! =

= 1
2j12+1 (1 + n1σ + n2σ)! (1 + n3σ + n4σ)! .

��������

4�&���� ������#���� � �	
�
�5� �	
�
�6� �	
�
�	 ���'������ � ���%���� � �����!���� �	
�
��


(�������� � ��'���� �	
�
��� �	
�
�� � �	
�
�	� � ���$� ��������{
j1 j2 j12
j3 j5 j23

}
= (−1)B

′

Δ(j1, j2, j12)Δ(j2, j3, j23)Δ(j1, j23, j5)Δ(j12, j3, j5)

× 1

μ12 μ23
(I23, I12) ��������



��� ��� ��������� ����	
��� � ��� �������

��� Δ(p, q, r) � ������	
��� ����������� ��������� � � ���������	� ����� ������ μ12 � μ23�
���� ��� �����! ��� � ��������� "������� #�� � �#���� ���$�����	���� j4 ≡ j12� j6 ≡ j23 �
������ j3 ↔ j4 %����������� Δ&������� � �����'(� ���%����� � %������������� %���������� �
�������� ���� ��$� )*+,� �����	� �*-��*-���

���������� . ��#� ������ �%������ �������� '&/ �����	� ��������� �����'(� ���������� 0�	��
%�	����� %�������	��
 ��� �� � �������! 1���� �%���� jk� � � �������! ���������� ��������&
��	
��! ��	�! %���������� ��������23�! � ��������� ��������� 4�� %�������� ���0�� ��%������

� ���� ��0	��� 3× 4� ������ 0�	� ������� 5�	�%���� )(�, � ���������� R&�����	��6∣∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣∣
n34 r23 r14 n12

r3σ n3σ n1σ r1σ
r4σ n2σ n4σ r2σ

∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣
R11 R12 R13 R14

R21 R22 R23 R24

R31 R32 R33 R34

∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣ =
{
j1 j2 j12
j3 j5 j23

}
.

7�%������ 0�	� %������� #�� '&/ �����	 �� �������� %�� %������	
�� %���������� ���� �	�
���	0��� � R&�����	��

• ������ ��� �	
���� ��� ���
������ 
���������� ���� � ������� R��������� ����	�
��������� ��������� ������� �� ������� !"�#�"$% � !"�#�"#%�

• ������ �&� '�������� �� ������������ R�������� ���������� 
���������� ���( 
��
������( �������� ����������� �������� �� ������� )*&+{

j1 j2 j4

j3 j5 j6

}
=

{
j1

1
2
(j2 + j5 + j4 − j6) 1

2
(j2 + j6 + j4 − j5)

j3
1
2
(j2 + j5 + j6 − j4) 1

2
(j6 + j5 + j4 − j2)

}
.

• ������ ,-� '������� �.������ ����	� ����	��� 
������	 Rαp/

Rαp +Rβq = Rαq +Rβp , (α, β = 1, 2, 3; p, q = 1, 2, 3, 4) .

0�1� ��� �����2���� �
� 2j1 = R13+R24 = R14+R23 !��� !"�#�#*%%� ����	� �	��.��
�
��	 jk ����� ���33�����	 Rαp�

	� 
��� ����������� ��������

8�	��� �	� ������ ���� �����	� '&/ �����	� ��� ���0!����� � ����$���� �������� ��#��	��

��	����� %����������� (I23, I12)� 9���� %�������
 ��� ��#��	���� � %���3
2 ������ %��������&
3�! ����� � ����� 0�	 %���	�$�� :�5�������� )(',�

;��������� ������

K12(z12, ziσ, z34) = <=> [z12(s1t2 − t1s2) + z1σ(s1∂σ + t1∂τ ) + z2σ(s2∂σ + t2∂τ )]

× <=> [z3σ(σt3 − τs3) + z4σ(σt4 − τs4) + z34(s3t4 − t3s4)] |σ,τ=0 ,

K23(w23, wiσ , w14) = <=> [w23(s2t3 − t2s3) + w2σ(s2∂ζ + t2∂θ) + w3σ(s3∂ζ + t3∂θ)]

× <=> [w1σ(θs1 − ζt1) + w4σ(ζt4 − θs4) + w14(s1t4 − t1s4)] |ζ,θ=0 .

��������

?����������� �! ���	�$��� %� �������

(zn12
12 · zn1σ

1σ · zn2σ
2σ · zn3σ

3σ · zn4σ
4σ · zn34

34 )

n12!n1σ!n2σ!n3σ!n4σ!n34!
,

(wr23
23 · wr1σ

1σ · wr2σ
2σ · wr3σ

3σ · wr4σ
4σ · wr14

14 )

r23! r1σ! r2σ! r3σ! r4σ! r14!
, ��������

���%���2� �������������� � �������� I12 � I23� ������ ������ � �������� � ��������� "�������
#�� ���������	� � ����$����! �����'�� ����� ������������ μ12 � μ23� ��������� � ���������
@�%�	��� � �����'�� ����������������� %� ζ� θ� σ� τ � ���%�	
�����1��
 ������������ �����	���
��%� ea∂θF (θ) = F (θ + a)ea∂θ � @ ����	
���� �	� ����� K12 � K23 %�	�#��� �����	�6

K12 = <=>

[∑
p<q

zpq(sptq − tpsq)

]
, K23 = <=>

⎡⎣∑
i<j

wij(sitj − tisj)

⎤⎦ , ��������

��� ������� ��	

��� 	 	� ����������	� ���

���� ��	
� 
�
������� ����
������� �������� �����	� η �������������� �

��
����������� 
����
�� ��
�
���� ���� ����
! ������� C�K(p,q) � � ������!"�� ��
�� ����� ����� ��� ��	�� �������#

������	
� �� $ ��� �� K = R �� ����� �������� ������� %����
��� �����

�������	 � ���
���
���� 	���	
� 
�
��� ���� C�(p,q) = C�R(p,q)# &��� K = C �
 ��
����� ���
 � 
����
���	 ������
! %����
���' �' ����� 	
����	���� ������

Γm → Γm (m = 1, . . . , p) , Γm → iΓm (m = p+ 1, . . . , p+ q) , ��#(#)�

�� ��
��� 
����������� �

��
"���� ��#(#*� ��� ������� C�C(p,q) 	 
�����������

�

��
"����� ������� C�C(N,0) + ��	���
�
! �����	
! ηmn = δmn,

ΓmΓn + ΓnΓm = 2δmn I . ��#(#��

-
��
��' ��� 	
����	���� ������� %����
��� C�C(p,q) ���� ��	���
����
� p+q = N�

��
�
���� ������� C�C(N,0)' � ����
�������
 ��
�
���� ���� �����# .�� 	
����	��

�
! ������� %����
��� C�C(N,0) �� ����� ���
���
���� 	���	
� 
�
��� ���� C�N '
	
�
�
� ����� ����� � /������ �����#

0�	 	�	 ������ ��#(#)�' �������� ��������� �����	� � �

��
"����1 ��#(#*�' ���
������ 	
����	���� ���
����
������' �
 �
�� �
���	���� �����
�
����'  �
 ���
������������ ������� %����
��� C�(p,q) ��� �����1 p � q �p + q = N 2 ��	���
�
���
� �� ��
�
���� ���� �����# 3���	
' ��
 �� ��	#

�������	
� ����� ��� ��������		
� ����� ��������� C�(p,q) ����� �����

����������


C�(p,q) = C�(q+1,p−1) (p ≥ 1) , ��#(#(4�

C�(p,q) = C�(p−4,q+4) (p ≥ 4) . ��#(#((�

��������������� -���� Γi 2 
��������� ������� C�(p,q)' 	
�
��� ��
������
����
�

��
"����� ��#(#*� � �����	
! η = Ip,q# 5������ ������ 
��������1 Γi → Γ′i,

Γ′i =
{

Γ1 , i = 1 ;
ΓN−i+2 Γ1 , i = 2, . . . , N .

��#(#(*�

6������
 ��
������'  �
 ��� p ≥ 1 �������� Γ′i ��
�����
���� �

��
"����� ��#(#*�
� �����	
! η = Iq+1,p−1 � ����
�������
 
������� ������� C�(q+1,p−1)# 0�	 	�	 ������
��#(#(*� 
�������' �
 
�� ������������� ��
�
����� ��#(#(4� ���� �������������
��������� C�(p,q) � C�(q+1,p−1)#

-���� ������ p ≥ 4 � �����
���� ������ ������ 
��������1 Γi ∈ C�(p,q),

Γ′i =
{

Γi Γ1 Γ2 Γ3 Γ4 , i = 1, 2, 3, 4 ;
Γi , i = 5, . . . , N .

��#(#(7�

8������� Γ′i' �������� � ��#(#(7�' �
��� ��������
�	� ����	�
� (1, . . . , p + q) →
(5, . . . , p + q, 1, 2, 3, 4) ��
�����
���� �

��
"����� ��#(#*� � �����	
! η = Ip−4,q+4

� ����
�������
 
������� ������� C�(p−4,q+4)# 0�	�� 
����
�' 
�������� ���
����
�
����� ��#(#(7� ������������� ��
�
����� ��#(#((�#



��� ��� ������� ��	

��� 	 	� ����������	�

�������� I � 	
���������� �		��	���������

v̂ · û+ û · v̂ = 2 (v, u) I . �������

���	
�� C�(V, (., .))  ���������� ���	 ��������� ������	�� ���	
��� ��������
��� �� ����������  �	������� !���������� V�

"������� � ��#	��	 V !	���	�������� !��������� Rp,q (p + q = N) $ �	��
����� �%�����& η = diag(+1, . . . ,+1,−1, . . . ,−1) � 
������� �	������� �em (m =
1, . . . , N) � Rp,q ������� #�� (�em, �ek) = ηmk� ��	 (., .) ' �������	 !�����	�	��	 �
Rp,q� (�!������ 
������ �	������ �em ∈ Rp,q �
����)*�	 Γm �� �������� ���	
�
��  	���� 	� I � �!�	�	��)*��� ������	����� �������&

ΓmΓn + ΓnΓm = 2ηmn I . �����+�

����������� ����� ����������	�
 ������ C�R(p,q) 	�� ���� R � ��	��	�� ���

�	��� I � ���������� Γm (m = 1, 2, . . . , N)� ������ ���������
�� �����
��
��� ����	��	�
�� �� ! "#� 	�������
 �����	
� ����
	��� ���
�	
����

�
� � �	
��	�����
� Rp,q 

, ���-�	��	� ��� !�����
��� ���!�	������ �� ���	
�� C�R(p,q)� ������) �� �
��

���#�� ��� C�C(p,q)�
	��
��� .!�	�	��� 4× 4 ����� � γm� ��	)*�	 
��#��) ��������

γm =

(
0 σm
σ̃m 0

)
m = 0, 1, 2, 3 . �����/�

0�	-� �	��� ����� �� �� ��#���	� ���	�� �) m  ����� 0 ' ���	��� (2×2) 
����
����	���	 
���� σm � σ̃m ����!�)� � ��#	��	 ���!��	�� 4��	������

σ = (σ0, σ1, σ2, σ3) , σ̃ = (σ0,−σ1,−σ2,−σ3) , σ0 ≡ I2 , �����1�

� ����� � 2���� σ1, σ2, σ3 ������ � �+������ � !��#���)�� ��3�	����&

σi σk = i εikjσj + δik I2 ⇒ σi σk + σk σi = 2δik I2 (i, k, j = 1, 2, 3) . �����%�

, ��� 4��5 ��3�	�� ����� � �����/� �����	�����)� ������	����

γmγn + γnγm = 2 ηmn I4 , ||ηmn|| = diag(+1,−1,−1,−1) , �������

�� 	�- �	�����)� #	���	5�	���	 !�	�����	��	 ���	
�� ��������� C�K(1,3)� 6�����

 � �����/� ������)�� ���	��� �	��� � �����-��� !�	�����	���� , �
*	�
��#�	 ����� ��� 7����� ������	�� �)
�� ��
�� #	���	5 4 × 4 ����� � �����	�
�����)*�5 ������	���� �������� ��� �� ���3	� ��3	 ��� 0��	#���	 + � "���	�	
������ �	 ����	 ��
��� {γn}� {γ̃n} 4������	���� ���� ������ γ̃n = UγnU

−1� !��#	�
� ������ ��#�	 ����� � U ��3�� ��
���- ����������

��
������ � ���	
�� ���������� ������	 !���#�)�� �� C�K(p,q) � �	���-���	
!	�	������� σ ∈ S2ν �
����)*�5

(Γ1, . . . ,Γ2ν) → (Γσ(1), . . . ,Γσ(2ν)) , �����8�

������������	
�	 v → v̂ ���
� ���� ���������
� �� ��	�� ��	������� � V � ������	�� �	����
(αv + βu) ���	
 ����������� � ��	�	
� (αv̂ + βû) ��� ��	� v, u ∈ V � α, β ∈ K′�

��� ��������� ����	
��� � ��� ������� ���

��� i, j, p, q = 1, 2, 3, 4 � ����	
 ��	�����
 �����
�

z : (z12; z13 = z1σz3σ; z14 = z1σz4σ; z23 = z2σz3σ; z24 = z2σz4σ; z34) ,

w : (w12 = w1σw2σ ; w23; w24 = w2σw4σ; w13 = w1σw3σ; w14; w34 = w3σw4σ) .
��������

����	� �
	������
1

μ12 μ23
(I23, I12) , ��������

��� μ12, μ23 ��	������
 � ��������� ����� �	��������� ��� ������ ���� �	� ������

(wr23
23 · wr1σ

1σ · wr2σ
2σ · wr3σ

3σ · wr4σ
4σ · wr14

14 ) · (zn12
12 · zn1σ

1σ · zn2σ
2σ · zn3σ

3σ · zn4σ
4σ · zn34

34 ) , ������	�

� 	�!������� �	��!���"#�$ �%�� �� �����&&��

K(wij , zpq) =

⎧⎨⎩'()
⎡⎣∑

i<j

wij(ŝi t̂j − t̂iŝj)

⎤⎦×'()[∑
p<q

zpq(sptq − tpsq)

]⎫⎬⎭
si=ti=0

. ������
�

*�������� +�� !���� �
 ������!%�� ���!��+���� ŝi = ∂si � t̂i = ∂ti � ,�" ������$-��� ��� %�����
����	������� zij � wij �	� i > j ��� ����������	�+�
� ���	� 
 ||wij || � ||zij || � ����������
zij = −zji � wij = −wji�

���������	� ����� ���������� d	�
��� ������ ������� ��������� �� 
��� ���
��� i, j, p, q
����
�� � !��"
��# {1, 2, . . . , d}� � �
�
�
���
 zij � wij ���
�
�# � ��������
���"��
 d	�
���

������� w = ||wij || � z = ||zij ||� $���� ��# d	�
��� ������� �������� ��

� �
��� �
�
�������	
��
 ��
����%�
��


K(wij , zpq) =
1

det(Id + w · z) , ��������

��
 Id & 
����"��# d	�
���# ��������

����	�
���
��� .	���� ����� !���-�� d/��	�%0 �%�� �0 K(wij , zpq)� !�����%0 � �����12�� ���
���	�+�
$ �������

K(wij , zpq) = 〈Kw|Kz〉 , ��������

���

|Kz〉 = '()

⎛⎝ d∑
i,j=1

zij a
†
i b

†
j

⎞⎠ |0〉 , 〈Kw| = 〈0|'()
⎛⎝ d∑

i,j=1

wij ai bj

⎞⎠ , ��������

� {ai, a†i} � {bj, b†j} 3 ��� ����	� ��!������
 ���	���	�� 	������" � %��+������" ��" d/��	�
 ��/
 ���"��	�� ���� 	�!��� ����� 4������!%���" %������� ������
 �5������ ��" ����	����
 �����"��$
|α∗, β∗〉 � ������	���� �	������������

ai |α∗, β∗〉 = α∗
i |α∗, β∗〉 , bj |α∗, β∗〉 = β∗

j |α∗, β∗〉 ,
� ��	���-�� ���	�+�
$ ������� �����1�� � �����

〈Kw|Kz〉 =
∫
dμ(α, α∗) dμ(β, β∗) e−αiα

∗

i −βiβ
∗

i 〈Kw|α∗, β∗〉 〈α, β|Kz〉 =

=
∫
dμ(α, α∗) dμ(β, β∗) '()

(
wijα

∗
i β

∗
j + zijαi βj

)
exp [−αiα

∗
i − βiβ

∗
i ] , �������

��� �
 ��%����� !���� �%���	�����" �� �����	"0#���" ��������� � ��	� dμ(α, α∗) ��	������� �
�5���5��� 6�%���� �����	�� �����17� ����� �
+������� ������ !����% ��	�����
 �����	�	�����"�
βi → γi + α∗

kwki� β
∗
i → γ̄i + αkzki� 4 	�!%������ ���%+���

〈Kw|Kz〉 =
(∫

dμ(α, α∗) '()
(
−α∗

i (δij + wikzkj)αj

))(∫
dμ(γ, γ̄) e−γiγ̄i

)
, ��������

��� ��	�
$ �����	�� �� αi � α∗
i 	���� 8'9−1(I + w z)� � �����	�� �� γi � γ̄i 	���� ����� ��



��� ��� ��������� ����	
��� � ��� �������

�����������	 
������� 
 ���
�� ����� ��
����
� ��������	 ����� ���� 
������� �
���  ���!�

��"� �������	 ��� !�� ��"� ����� ����� ���!���
�

det(Id + w · z) =
[
Pf

(
z −Id
Id w

)]2
, ��������

"!� Pf # ���������� �$�$$��� ���������������� � ����������� �����%�� &������� ���� ���!�� ��
����� ���
�� ����� ��"��	 ��� �$�$$��� !�� �'��� ���������������� 2n×2n �����%� Z = ||Zij ||
����!������� ���!(')�� ������� ���*��+�

Pf(Z) =
1

2nn!

∑
i1,...,i2n

εi1 i2 i3 i4...i2n−1 i2nZi1i2Zi3i4 . . . Zi2n−1i2n . ��������

,������(� -�� ����!������	 �$�$$��� 
 ���
�� ����� ������.� ������
����� 
 
�!�

Pf

(
z −Id
Id w

)
= (−1)d(d+1)/2

(
1 +

[ d2 ]∑
k=1

(−1)k

(d− 2k)!
w̃i1...id−2k

· z̃i1...id−2k

)
, ��������

"!� [d2 ] / %���� �����
d
2 � 
��������

z̃i1...id−2k
=

1

2k k!

∑
j1,...,j2k

εi1...id−2k j1j2j3j4...j2k

(
zj1j2zj3j4 · · · zj2k−1j2k

)
, ������	�

������
���� ���
��� �������� �$�$$������

• ������ ��� � �	
��� ��� ���������� det(Id + w · z) �����
� �������� � ������� ���

���
� ���������

 ��
�!�� �
��� 
�������� !�� det(Id + w · z) !�� �������0 ����0 �������� d�  �!���
��
������+� 
 ��
����
� ������.�� 1�"!�	 !�� d = 2 � d = 3	 �� ���� !�� ��(��� 2× 2 � 3× 3 �����% w �
z	 �� ����
����
���� ���(����

234(I2 + wz) = [1− z12w12]
2
, 234(I3 + wz) =

[
1−
∑
i<j

zijwij

]2
.

5�� $���(�� ��"� ���
���'��� ������ 
����������� ��� 4× 4 �����% �� �����

234(I4 + wz) =
[
1−
∑
i<j

zijwij + Pf(z) · Pf(w)
]2

, ������
�

"!� �$�$$��� Pf(z)	 ��"����� �"� ����!�����' ��������	 ��
��

Pf(z) =
1

8
εijkmzijzkm = (z12z34 − z13z24 + z23z14) . ��������

&����%	 !�� 5× 5 �����% w � z �� ���(���� 
�������� 234(I5 +wz) =
[
1−∑i<j zijwij + z̃� w̃�

]2
	

"!� z̃� =
1
8εijkm� zij zkm� &�������	 z̃1 = (z23z45 − z24z35 + z34z25)	 ���
���� � �����+���

�� ��	
� �����
 ��� ��� ������
�

��� ��
������� 
��������� .67 ���
���
 ��� ����0�!��� 
��������
����� 
��������� !��
!����������� �� ���
�� ����� �������� 
 ��(��� d = 4� 8 -��� ��(���	 �������� �����+9� � �����+��	
�� !�� �����
�!�)�� $(�%�� ������9� ���(����

K =

[
1− 1

2
zijwij + (z12z34 − z13z24 + z23z14)(w12w34 − w13w24 + w23w14)

]−2

. ��������

����� �

�����	 Spin(p, q) 
 
� ����������
�

� �������	�
� ��������
 ��	��� � ������ �����������
 ��������	�� � ���
������		�� ���������	�
 ������
 ���	��	��� ��������		�� �����  � so(p, q)!
��� "�� ���������	�
 ��	������		� 
��
���
 ���������	�
�� ����� Spin(p, q)#
������� �����	� ������$	� ������ SO(p, q) � 	������ ��
�	�� �����	�	��
SO↑(p, q) ����� SO(p, q)!

� �		�% &��� �� ��������� ������ Spin(p, q) � ������ �� ���������	�
! '�

����# ����� "�� ������# 	� 	��������� ������ � ��������	�� ��������		�� ��
����� (��$$��� C�(p,q)# ���)�����		�� � ������	����� Rp,q# � ��������� ��
���������	�
!

��� �����	
 ����	�� � �� �	�����������

� ������ ��� �� ����� ��������	�� ������ (��$$��� C�N � N ���������
�� ���! *�������	�� ������! '�
 ���	��� ���� N = 2ν �� ������# ��� �����
C�2ν ������$	 ������ ������	�� $�����	�� Aν ������� $�����		�� ��)���
�
������ � ��������� 2ν����	�� 	����������� ��������	�� ���������	�� ρ ������
C�2ν # ��%�������� � ������	���� +�� F $�����		�� ��)���
�����! '��� �� ���
����# ��� ρ 
��
���
 ��	����	�� ������ ��	����	�� �����	���� 2ν� ���	��
���������	��� ������ C�N # � ��� ������ 2ν����	�� 	����������� ��������	��
���������	�
 ������ C�N "������	�	� ρ! � �		�� ������# ��
 ����
 ������
����	��� N �	� ��
�����	� ���	����# �� ����� ������ ��������		�� $���� C�(p,q)
(p+q = N) ��������	�% ������ (��$$��� C�N � �� 	����������� ���������	�
#
�� ��������	�� �� � ��������		��!

����� ������	�

�� ������ �������� C�(p,q)
,����� �����# ��
 ���	��� ������	�
 �� ���� ����� ��������	�� ����� (��$�
$���! ,���� V - ������	�� ������	���� 	� ����� K′# �	���		�� ����	�%	��
���
�	�� ���������	��� (., .)! .�������� ������ ������� v ∈ V ��������� v̂
	�������% ���)����	�% ������ �	� ����� K# ������� ������� � ���
 ���� K′� �

/01



��� ��� ��������� ���	
������� ������ �� so(N,C)

������� � ��	�
�� so(2r + 1,C) ������������ ������� 
�������� ��������
������� � � �! �� ��� �������� �� ����"�������# ����	�
�� so(2r,C) ⊂ so(2r+
1,C)! ��$"������� � ���� ������������ ����"����"���� V(r−1) ⊂ F � V(r) ⊂ F !

%����#��"# � �� �������� � ����"�������� ��	�
�� so(2r+1,C) " "���&� 
��" �������! ��$"������� � �"� ��"����"��� '�� F � (�$"��������! ������
�� ��"����"��� V(r−1) ������#�"# � ������ �� ��"����"��� V(r) �� ��
��� "
� ��� ������������ 
�������� ��������� ����� ��! ����� ��$ ����� |0〉
 )� ������� �� ������ �����*+� ��$"���� 
�������$ Lr,2r+1! "����"������$
��)������ � ����,

Lr,2r+1 z̄r |0〉 = −1

2
|0〉 . ��������

-.� �! "���&�$ ����� �����*+� ��# ����	�
�� so(2r,C) ⊂ so(2r + 1,C) �)� ��
#��#��"# "���&� ����� ��# �"�$ ��	�
�� so(2r + 1,C)� / ��"����"��� '�� F
"����"# ����"������$ "���&�$ ����� |0〉! ����$ �����)���"# �"� � ������ �

������� � ��	�
�� so(2r + 1,C)! "����"������ � ��)������� ���# ! �
� ��� ��" λ(r) = (1

2
, . . . , 1

2
)� (�$"��������! � ��� ��# ����� � |0〉 �� � "��&�0

��$ �����*�� �����#��"# �����"���

Lk,2r+1 |0〉 = 0 , k = 1, . . . , r ,

	�� Lk,2r+1 1 ������������ ������� 
��������! "����"������� ��)�����0
�� ���# � -.� � ��# ��	�
�� 2� so(2r + 1,C) � ���"# ����"������ ������0
�� � "������ ����"�������� " "���&� 3���� �������� ��" �������! ��)0
��� � �� "���&�	 ������ |0〉 � ��$"������� � �"� ��"����"��� F � 4�� ���"��
.�	 ����"�������# ����� dim(F) = 2r�

/ ���������� � ��� ! �� � "����� ��
�� 
�������� Γk ∈ C�2r+1! �����0
���#���� "��������� "��&���# ������5� " ���	�����$  �����$ ηkn = δkn!
�
������ � ������*� 
���"��� .�� ���� � ��� ���

M(k,2r+1) =
1

2
ΓkΓ2r+1 ∈ so(2r + 1,C) (k = 1, . . . , 2r) , ��������

	�� 
�������� Γk "�#���� " "�
��� � 3�� ��� � "��&���# � �����*6�� /
��� ���� .�� ���� �������� ������� 
�������� �������� ����)���"# "������� 

��� (i = 1, . . . , r)

M
(+)
(i) =M(2i−1,2r+1) + iM(2i,2r+1) = ziΓ2r+1 , M

(−)
(i) =M(2i−1,2r+1)− iM(2i,2r+1) = ziΓ2r+1 .

7������ 
�������� M
(+)
(i) � M

(−)
(i) �"��������"� �� � ��# �"�����# �������

"�"�� ��	�
� 2� so(2r + 1,C) ��# "����# ���	�����$  ������ η! � ����$ ��"��
���	� �" � 4����� ���������

��� ��������� ����	
��� � ��� ������� ���

��� �����	�
�� �	����� �������� ��������� zij � wij ���	����� �������� �����	����� ��� ��
 �
z13z24 = z14z23� w12w34 = w13w24� !���� ��"����

K(zij , wij) =
1[

1−
(∑

i<j zij wij

)
+ z12 z34 w23 w14

]2 . ��������

#�� � ���
 � ��$	���
��� ���	����� %�� ����&��%���' (�� ��� �)* )��������� +	� ����������
 �"((������ ��� ������ ������,� � �	&������� (�� ��� K ������-�� .	��/��

K(zij , wij) =
∑
Q

(Q + 1)

⎡⎣⎛⎝∑
i<j

zij wij

⎞⎠− z12 z34 w23 w14

⎤⎦Q

=
∑
Q

(Q + 1)!

⎧⎪⎨⎪⎩ 1

Q!

⎡⎣⎛⎝∑
i<j

zij wij

⎞⎠− z12 z34 w23 w14

⎤⎦Q
⎫⎪⎬⎪⎭ , ��������

� �	&����� (�� ��0� ������0 � (�1���� � �� 	� � �����
0 ���������1� ������	�
��1� �	&)
�������2

[x1 + · · ·+ xk]
Q
=

∑
a1,...,ak

a1+...+ak=Q

Q!

a1! · · · ak! x
a1
1 · · ·xak

k .

3�1%	 %�� ����1� $���	 �	&������� � (�1���� � �� 	 � ������4� ��%�� ����


(−1)b ·
⎛⎝∏

i<j

(wijzij)
aij

aij !

⎞⎠ · (w23 w14 z12 z34)
b

b!
,

1%� aij �i < j� � b 5 ����� $���	� �%���������0��� ������/���0∑
i<j

aij + b = Q . ��������

6�����	� �� ����	��� ������������ ��������� �	���/�� "��� ����' $��� ����

(−1)b · (w1σw2σz12)
a12

a12!
· (w1σw3σz1σz3σ)

a13

a13!
· (w14z1σz4σ)

a14

a14!

× (w23z2σz3σ)
a23

a23!
· (w2σw4σz2σz4σ)

a24

a24!
· (w3σw4σz34)

a34

a34!
· (w23w14z12z34)

b

b!
.

7�	����	� "��� ����' $��� � ������� ������,�� � �$����	� ��������� �� ����$	�� �	��� ��	�����'
�	 �	�	����� aij , b� %��  ������ �������	� �����44� � �����4��� �	�%��

b = j1 + j2 + j3 + j5 −Q ,
a12 = Q− j3 − j12 − j5 ,
a13 = j1 + j3 + j12 + j23 −Q ,
a14 = Q− j2 − j3 − j23 ,
a23 = Q− j1 − j23 − j5 ,
a24 = j2 + j12 + j23 + j5 −Q ,
a34 = Q− j1 − j2 − j12 . ������	�

#�� %	�� ����� %�� � 	�����1� ����&��%���� ��������

1

μ12 μ23
(I23, I12) = (−1)j1+j2+j3+j5

∑
Q

(−1)Q
(Q + 1)!(∏
i<j aij !

)
b!

,

� �������������� %�� 6j)������	 ������-�2{
j1 j2 j12
j3 j5 j23

}
= (−1)B

′+j1+j2+j3+j5Δ(j1, j2, j12)Δ(j2, j3, j23)Δ(j1, j23, j5)Δ(j3, j12, j5)

×
∑
Q

(−1)Q
(Q+ 1)!(∏
i<j aij !

)
b!

. ������
�



��� ��� ��������� ����	
��� � ��� �������

���� ����� � �������	
 �� ����� j3 ↔ j12 ��������� ��� j12 = j4� j23 = j6�� Q → k � � ������
�������������� � �������� �������� ����� (−1)B

′+j1+j2+j3+j5 = 1 ������� � �������� ����
����  !"#� �����$ �!%&�!%���

��� ��������� ���	
������� ������ �� so(N,C) ���

����� �	
�
 +� � −� � �������� ������ � ���� 	�����
��	�	�� 	���������
������
���	�� 
������ C�2r+1� �������  
�
������!��� ����� �����"	�� ���#
����		�� �	
$�	�� ±1 %�	��
�&	��� �����	�


Γ ≡ (−i)ν Γ1 · · ·Γ2r · Γ2r+1 ∈ C�2r+1 . ������'�

������&������ ��
��
%�( �����)'� ���
��!* 
������ C�2r � ����	
 ������	� 
+����	��� � �����&�
�� �� ���"�	 C�2r+1 → C�2r ��� ������	�( ���
��!*�(
�������� 
������ C�2r+1 �� ����$
�� ��
 ������
���	� ρ±,

ρ+ : Γ2r+1 = +Γ2r+1 , ρ− : Γ2r+1 = −Γ2r+1 , �����-.�

(Γ2r+1)
2 = I , [Γ2r+1, zk]+ = 0 = [Γ2r+1, zk]+ (k = 1, . . . , r) ,

��� �����	� Γ2r+1 ∈ C�2r ��������	 � ��������� ���������

/
������� ���$
( ������
���	� ρ+� 0
� "� �
�  � �������*�� �
����� �
#
�
�� 
������ 1�++���
 C�2r+1 � 
	��
��	
�&	�( ������(� ��� $��� �������
���
��!*� Γ′k ∈ C�2r+1 � ��� ���
�	�� � �����-��

(Γ′1, . . . , Γ
′
r, Γ

′
r+1, Γ

′
r+2, . . . , Γ

′
2r+1) =

√
2 (z1, . . . , zr,

1√
2
Γ2r+1, zr, . . . , z1) =

= (Γ1, . . . , Γr, Γ2r+1, Γr+1, . . . , Γ2r) .
�����-)�

2
���� ��� �������	� ����� �
��
 
������ so(2r + 1,C) ���
�� � �
��	��
�����	�
� �������� �����'�� �����).�� �����))� 
������ so(2r,C) 	
��� �����	���&	� 
���	��� ���
��!* 

Li,2r+1 =
1
4
(Γi Γ2r+1 − Γ2r+1 Γi) =

1
2
zi Γ2r+1 ,

Li′,2r+1 =
1
4
(Γi′ Γ2r+1 − Γ2r+1 Γi′) =

1
2
zi Γ2r+1 ,

i = 1, . . . , r , i′ = 2r − i+ 1 ,

�����-��

��� Li,2r+1 �����������!� ����"���&	��� 
 Li′,2r+1 3 ���%
���&	�� ���	�� ���
�#
	�� � �-�)�����

[Hk, Li,2r+1] = δki Li,2r+1 , [Hk, Li′,2r+1] = −δki Li′,2r+1 .

4������ $�� ����� � �����-.� ������� 	�����
��	�	��� ������
���	� ρ− 
������
1�++���
 C�2r+1� ������ �5& � ���	�	! �	
�
 � �����	���&	� ���
��!#
* �����-��� 6	
� �����	���&	� ���
��!* � �����-�� ��"	� ���	�& �����#
�
���
	�� ����
��	�	���

Γ2r+1Li,2r+1Γ2r+1 = −Li,2r+1 , Γ2r+1Li′,2r+1Γ2r+1 = −Li′,2r+1 ,

������� 	�����
��	�	�� ������
���	� ρ+  ρ− 
������ 1�++���
 C�2r+1 ����#
����!� ����
��	�	�� ������
���	� 
������ so(2r + 1,C)�

• ������ ���� 	
������ �
 
��������� �������� ����� � 
���������� ��������
�������� ������ �� �������� ��
�!��
�"� 
#����!"���� �

$
%�$�"� �!&��'
�( so(2r + 1,C)�



��� ��� ��������� ���	
������� ������ �� so(N,C)

�� ����	
	 ��	��� ������� ��	 ������ �������� �	��������� �	 ����� 	������ ���
�������� �� ������!�� �
���" #� so(2r,C)

[Γ2r+1, Lmn] = 0 = [Γ2r+1, M(m,n)] .

$	��	�� �	
���	 #���� %��� � ������	���"& �	������"& ������������& �
��'
�" so(2r,C)� 	��	����"& �� ������(��& ������� � ������!�� ������ Γ2r+1 �	)�� �"�*
��	�	�(�	���� �������	�� 	�����	��� � �	
���	 �	������� ��������� � ��������
�	�++�(���� ��	�	�(�	��*�	��� �	)�� ������*�� 	��	�� �� ���& �	��	)�"&
�	�������"& �������, ������� ��������- +1 �� −1� . ������������ /	�� ��	�	�'
�"& +����	�	� ������ �������� �����"������ � ����

Γ2r+1 = (z1z1 − z1z1) · (z2z2 − z2z2) · · · (zrzr − zrzr) = 2r H1 ·H2 · · ·Hr . ��������

0
	 �������� �� ������	���"& ������������&� ��,����� �& � ������	� V(r−1) �
����	� V(r) �	���	���������& � F ����"

Γ2r+1 · V(r−1) = −I · V(r−1) , Γ2r+1 · V(r) = +I · V(r) ,

�	 ���* �	���	��������� V(r−1) � V(r) ������� 	������� ��	���	�	�

P− =
1

2

(
I − Γ2r+1

)
, P+ =

1

2

(
I + Γ2r+1

)
. ������1�

2������� ��	 ������ Γ2r+1 	���������� � �������� � �	��	��*� �	 ������ �	��	��
����� � +	���� ������1� �	
�� �����*�� � �������	��� 	� 	��������� �������
Γ2r+1�

������	�
�� ����� ������� � 2r	
����
 ��
������
 ������������ ���� F � ��	
����
 ��������� �� ������
 ��������� ��
������� ������  �!!���� C�2r � ����	
��"#�
� ������$� � ������ so(2r,C) � ������"#�
� �����%��� ���&��"��� ����	
��
	��� ���
���� � 2r	
����
 ������������� ������� � 2r−1	
���&' ��
����	
�&' ���������������' V(r−1),V(r) ⊂ F � ����������&' ��������(�� �������� �	
����& so(2r,C) � ������"#�
� �����%�� � ���"#�'�� ������
� ���������� �����%)��
���&��"��� ������	��� ���
���� � 2r	
����
 �������������

����� ����	
��� �
���������� �����
 �� so(2r + 1,C)

3� �	
	� ��	�" �	���	��* ����	��"� ������������ �
��� so(2r + 1,C) �	 ����'
4�� +���������*�"� ���	� ������� ��� ��	�&	���	 ���	*�	���* ������	���	�
������������ �
���" 5�++	��� C�N � ������"� ���	� N = 2r + 1 	������'
 �&� ��	����	��� �& 	������� �� �		��	4����� ������6�� . 7����� ���� �"
�	������ ��	 ����� ������������ �
���" 5�++	��� C�2r+1 �	)�	 �	����* ��
������	���	
	 ������������ ρ �
���" 5�++	��� C�2r� �	��	*�	���4��* �	)�'
���� C�2r+1 → C�2r� ��� �	�	�	� ����"� 2r 	������ �& �
���" 5�++	��� C�2r+1

	�	���)����� � 2r 	������ �& Γk �k = 1, . . . , 2r� �� �	��
���" C�2r� � �	������
	������ �� Γ2r+1 ∈ C�2r+1 ���	���� � �������& Γk ∈ C�2r ��� ���", ����", ��'
����

Γ2r+1 = ±(−i)ν Γ1 · Γ2 · · ·Γ2r ∈ C�2r . ������8�

����� �

���	
������� ���
��� ������ ��

����� ��
��

� ������ ���	
 �� ��
� ��������� �� �
��������� �����
���
 	 ������ ���� ����
���� ��� !� ��"�
 ��#
��	
��� ��������
� ���
����� ��
����	�
���� 	 �
�	�� $����
"��%� 	 ���	
 ��� &'���
	�
 ����
�� � "�����(�"�)�� ������� ��%
� *�& +����
��
����� � �����, 

��� �����	
� �����
 ����
� ������ ��

����� �����	
� �����
 ������ �� s�(n,C)� so(n,C) � sp(2r,C)

� -��� �������
�
 �� ����� "���"�
 �������
 "���
	�� ����
� ��%
� *� "���.
��$
�"�� �
���/ s�(r + 1,C) +Ar.�
���,� so(2r + 1,C) +Br.�
���,� sp(2r,C) +Cr.�
���,
� so(2r,C) +Dr.�
���, 0"������
 "���
	�
 ����
�� ��
����	��1� ���$��
�����
���
�
� ���� �� �

 +�������
 �����
��
 "���
	�� ����
� ������� ��%
� *� ��.
�
������ 	 ����
�
 ����� �
�	�� $���� "��%�,2 "���
 ��%�� ��� ���������� ��� 	
��
��1#�� ����
��� ��� �����
��� ����
��	� ���1������1#�� �#�
 �����
���
�
���� 	
��	 � �
���� ��
����	�
��� ������� ��%
� *� 

3�� ������� "����
"���� ��%
�� *� A ���%� r 	�
�
� ���� '������ . �
�.
�� {Hi, Eα} +��
�� i = 1, . . . , r � "���� α = (α1, . . . , αr) 4 	
"���� 	 	
#
��	
����
r.�
���� ����������	
 Vr� "�����
 ����	�
��� "���
	�� ����������	��, � ���
�
.
��1#��� ������5
�����/

[Hi, Hk] = 0 , [Hk, Eα] = αk Eα , +6 7 7,

[Eα, Eβ] = Nα,β Eα+β , Nα,β = 0, 
��� (α + β)− "��
��,

[Eα, Eβ ] = 0, 
��� (α + β)− �
 "��
�� � α + β = 0 ,
+6 7 8,

[Eα, E−α] = αkHk , αk = gkj αj , +6 7 6,

� ��(�"����
� �������	"� �����1#�� Hi �����%
�� '������ � "���
	�� ���.
��1#�� Eα ��"� $��� �
���"� '�����%� ��
�� 	��

gkj = Tr (ad(Hk) · ad(Hj)) =
∑
α

αk αj , +6 7 9,

787



��� ��� �������� �	�
��� ����
� ������ �	

Tr (ad(Hk) · ad(Eα)) = 0 , Tr (ad(Eα) · ad(Eβ)) = δα,−β . �������

�	 
�	�	 �	����� ������� �������� gjk 	������� �������� 	������� � ||gjk||� � 

������� ����� � �� !	 
��� �	��"� α ��#���� $� A� % !	�	&'� ������ ||gjk|| �
||gjk|| �� �	(�� !	 �����' � 	!�����' �� ���� � �	�!	���� 
���	�	
 �� �	���
	#	
!�	�������
� Vr�

)������� *�	 ����� {Hk} !	 ��#���� +������ 
 !�	��	 �	�!�����	 ��#����
A 
��# � �	(�	 
�����' ���� *�	�� 	� �	
!� �� � �����	� !	 ��#���� +������ 

�	�!����	 
�&���
���	 �	��� ��#���� A� ,��� !	��� ��	#	 � ����' !	 ����	
��
Hk → iHk� �	� ��� !	�����	 
 !��
	 *���� ���#� ���� -���*���� � 
 ��� ��� ���������

 ���	� �	��*�	����	� !�� ���
����� �������� �������� !	 ��#���� +������ �
	.
 "��" � !	�	&'� !��	����	
���" ��
�
������	��� � �����	
�� ��������� � ��	�
���*�� �	��� α / 
�&���
����� 
���	��� � ������� gij � �	#����	 
�	�	�� ��
����
�
�� �������� 	!�� ��"�� �
��� 	
� ������� 
 r.����	� 
�&���
���	� �	���
	� !�	.
�������
� Vr� 0���
����'�	� 
 ��	� ���*�� ����"��	� !�	��
� ����

(x, y) = xi gij y
j = xi yi (∀ x, y ∈ Vr) , �����1�

!	�	(����'�	 	!�� ����	� ��� ��� �� ����� (x, x) = (xigijx
j) =

∑
α(x, α)

2 > 0  �"

��2 ������
�2 
�&���
����2 
���	�	
 x� �  ��'��3�� �� �� �� ��!	�'�	
��'
�����	 ���	 
��	� �������2 �������	
 !	 ��#���� +�������

4�!	����� *�	 ���� α 5 �	���' ��#���� $� A� �	 (−α) 5 ���(� �	���' ��	 ��.
#����� 6	��	�� ���� ��� �� ������� !��
	 *���� ���#��� 
�����" ���	�	�� 
���	�
x ∈ Vr� ���	� *�	 (x, α) = 0 (∀α)� ��	(���
	 
��2 �	��� α �	(�	 ������' ��  
�
!	 ��	(���
� !	�	(����'��2 (x, α) > 0 � 	��������'��2 (x, α) < 0 �	���� 6	�	.
(����'��� �	���� �	�	��� ���'�" ����	(��' 
 �����  
�2 !	�	(����'��2 �	����
����
����" ��������� 7���	 !�	���2 �	��� ��
�	 ���#� r ��#���� A � 	�� 	���.
���� ����� 
 �	���
	� !�	�������
� Vr� ��� 	����'��� �	��� α "
�"���" ��������
�	�������"�� α =

∑
i α

(i)ni !�	���2 �	��� α(i) (i = 1, . . . , r) � ������ �	������.
������ ni� !��*��  �" !	�	(����'��2 � 	��������'��2 α �� �		�
����
���	 �����
ni ≥ 0 � ni ≤ 0�

0����  �" �	���
�2 ������ ��#��� $� A �� �� ��!	�'�	
��' ���� ����	� 	�	.
���*���� Φ(A)�

�� �	
���� ������� ��� �����
� s�(r + 1,C) �Ar���
����
�������  �" ��#���� $� s�(r+1,C) �Ar.����"� ����� +������/���"� �	��	"&� ��
�������	
 ���� 8�� �� ������� !��
	 *���� ���#��

Eα(ij) = eij , E−α(ij) = eji (i < j) , �����9�

Hi ≡ eii − 1/(r + 1) · Ir+1 (i = 1, . . . , r + 1) , �����:�

# � eij / (r+1)× (r+1) �����*��� � ������ Ir+1 =
∑

i eii / � ���*��" (r+1).�����"
������� � Tr(Hi) = 0� ;������� Hi !	 *��"���"  	!	������'�	�� �		��	3����

r+1∑
i=1

Hi = 0 , �����<�

� 	������� !	 ��#���� +������ 
 s�(r+1,C)� � Eα(ij) � E−α(ij) / �	���
�� 	������&���
;������� �����9� � �����:� � 	
���
	�"�� �	�������	���� �		��	3���"� (k < l)=

[Hi, Eα(kl) ] = α
(kl)
i Eα(kl) , [Hi, E−α(kl) ] = −α(kl)

i E−α(kl) , ������>�

��� ��������� ���	
������� ������ �� so(N,C) ���

� �����	
��
 ���� �������
�� �����
�� ��� ��������
 ��
������
��� � �
���
�� ����� ! �������� ��� ���
"�� #� so(2r,C) � ��$	�
 ����������% ��������&��%
�
����� ηik = δik� '�� ���� ��
��
� ���
%�$� ���
�$ � ��� (!

Γ2k−1 = zk + zk = Γk + Γk′ , Γ2k = i(zk − zk) = i(Γk′ − Γk) ,

zk =
1
2
(Γ2k−1 + iΓ2k) , zk =

1
2
(Γ2k−1 − iΓ2k) .

����� )!

������� �
�
����� �"���$�*�
 Γk� $����
������*�
 ������+
���� ������!� � �"���$�
�*�
 Γk� $����
������*�
 ����������� ������+
���� � ��� ! � ��������&��% �
��
����%

ΓmΓn + ΓnΓm = 2δmn I . �����,-!

'��

� �������� �
�
��� ��������
 � � �����! � ������!!

M(k,j) =
1

4
(Γk Γj − Γj Γk) =

1

2
(ΓkΓj − δkj) ∈ C�2r , �����, !

������
 $����
������� ����$��.������ ������+
���� ��� � ,!

[M(n,m), M(k,�)] = ηmkM(n,�) + ηn�M(m,k) − ηnkM(m,�) − ηm�M(n,k) , �����,,!

��� �"���$�*�/ ���
"�� #� so(2r,C) � 
��������% �
�����% η = I2r� � �
�����/
�"���$�*�/ Γm ∈ C�2r �
�
��� �����)! 0 �����  ! "����� 1������0�
%�� ���
"�� #�
so(2r,C) ������������ � ���
 (i < j)

Hk =
1
2
I − zk zk = −iM(2k−1,2k) (k = 1, . . . , r) ,

Eij = zi zj =
1
4
(Γ2i−1 + iΓ2i)(Γ2j−1 + iΓ2j) =

1
2
M

(+1,+1)
(2i−1,2i;2j−1,2j) ,

Eij′ = −z̄j zi = 1
4
(Γ2i−1 + iΓ2i)(Γ2j−1 − iΓ2j) =

1
2
M

(+1,−1)
(2i−1,2i;2j−1,2j) ,

Ei′j = z̄i zj =
1
4
(Γ2i−1 − iΓ2i)(Γ2j−1 + iΓ2j) =

1
2
M

(−1,+1)
(2i−1,2i;2j−1,2j) ,

Ei′j′ = −z̄j z̄i = 1
4
(Γ2i−1 − iΓ2i)(Γ2j−1 − iΓ2j) =

1
2
M

(−1,−1)
(2i−1,2i;2j−1,2j) ,

�����,�!

��
 �� ����
���� �����
 ���
����� �� �����, ! � �����&������ �"����	
��� ��� ����
�
��/ �"���$�*�/

M
(ε,η)
(2i−1,2i;2j−1,2j) ≡ (M(2i−1,2j−1) + iεM(2i,2j−1)) + i η(M(2i−1,2j) + iεM(2i,2j)) .

'����
 ����
��
 �"���$�*�
 "��� ��
�
�� ���� � �
���% 	���� ����� ���� 2���
�
�������! ��� ������
��� ����
��/ ����
� ���
"� #� so(N,C) � ��$	�
 ����������%
��������&��% �
����� η = I2r� 3���� �"������ ������
��
 �
���������/ ��������/
��
������
��% �� ����+��� �
���� ����� ! � ��$	�
 ��������&��% �
����� �������&�
������
���� ������
��� ����/ ��������/ ��
������
��% � ��$	�
 ������������&�
��% �
������
�	
��	��� 4������� ���� ����
� �����!� 	�� � ���
"�
 1��55���� C�2r � ���
�
�
���*��� ������+
����� �����,-! ��

��� ����% ������% �
�
��

Γ2r+1 = (−i)ν Γ1 · Γ2 · · ·Γ2r ∈ C�2r , �����,�!

������% ��������$���$
� �� ��
�� �"���$�*��� Γk ���� Γk! ���
"�� C�2r� � 
��
������� ���
� 
����.
6

[Γ2r+1, Γk]+ = 0 = [Γ2r+1, Γk]+ , (Γ2r+1)
2 = I . �����,�!



��� ��� ��������� ���	
������� ������ �� so(N,C)

�������� 	
����������� � �����
� �� so(2r,C)� ���� 
��������� ������ ��
����
����� �����
� �� so(2r,C) � ��
���� �������� ��
����� ������ ��
������
 !�"�#$� !�"�%%$� &�'�(��) *�� +�� 	
���������� �����
� so(2r,C) 	
������� � ��

���������� � 	
���, ����� ���� �	
�������� 	
���������� �����
� so(2r,C)
�� ���
-��� ������  !�"�%$�

&
�(�� ����� �������) *�� � ����  !�"�%"$ ��'����� ��'��
 |0〉 ∈ F ���������.

��� �����-����

Eij |0〉 = 0 = Eij′|0〉 (i < j) , Hk|0〉 = 1

2
|0〉 (∀k = 1, . . . , r) ,  !�"�%!$

��� Eij � Eij′ / ��
���,0��  !�"�%1$) �����������,0�� 	���(����2�� '�
�� ��.
���
� so(2r,C)) � Hk / ��
���,0�� 	�������
� ��
���� 3� �����-���  !�"�%!$
�������) *�� ��'��� |0〉 ∈ F �������� ���
-�� ��'��
�� �	
��������� 	
��������.
�� �����
� so(2r,C) �� ���
-�� ����� λ(r) = (1

2
, . . . , 1

2
)) �'����� �  !�"�%$4 �	��.

��) *�� '��	���� �������� ��'��
� λ(r) �	
�����,��� ���������� ��*�����
�	�
���
�� Hk�

5������� � ���
-�� ��'��
 |λ(r)〉 ≡ |0〉 ��
���,0���  !�"�%%$) '���
�� �������.
����,� ��
������2�� '�
��) �� 	�
�(���� ��� ���
����� 	��	
���
�����
V(r) ⊂ F �	
��������� 	
���������� �� ���
-�� ����� λ(r)� 3� ����� ���� ��
�.
��,0��  !�"�%%$ �������) *�� 	
���
����� V(r) ������� �� ���� ������ '��������
������� ��'��
��  !�"�%6$) ���,0�� *���, ���	�2 	� �	�
���
�� 
�(���� zk7

|j1, . . . , j2k〉 = zj1 · · · zj2k |0〉 (1 ≤ j1 < · · · < j2k ≤ r) .  !�"�%�$

5����) 
������
�� ��'��


|λ(r−1)〉 ≡ z̄r|0〉 ∈ F ,  !�"�%8$

'���
�� � 	
�����(�� 	
���
����� V(r) � ���������
��� �����-����

Eij|λ(r−1)〉 = 0 = Eij′|λ(r−1)〉 (i < j) ,

Hk|λr−1〉 = 1
2
|λ(r−1)〉 (∀k = 1, . . . , r − 1) , Hr|λ(r−1)〉 = −1

2
|λ(r−1)〉 .

3� +��� �����-��� �������) *�� ��'��
 |λ(r−1)〉 / ���
-�� ��'��
 �� ���
-�� �����
 ���  !�"�%$$ λ(r−1) = (1

2
, . . . , 1

2
,−1

2
)� 5������� � ���
-�� ��'��
 |λ(r−1)〉 ��
���,0���

 !�"�%%$) '���
�� �����������,� ��
������2�� '�
��) �� 	�
�(���� ���
���.
�� 	��	
���
����� V(r−1) ⊂ F �	
��������� 	
���������� �� ���
-�� �����
λ(r−1)) '���
�� ������� �� ���� ������ '�������� ������� ��'��
�� �� ���
�
 !�"�%6$) ���,0�� �*���, ���	�2 	� �	�
���
�� 
�(���� zj7

|j1, . . . , j2k−1〉 = zj1 · · · zj2k−1
|0〉 (1 ≤ j1 < · · · < j2k−1 ≤ r) .  !�"�%9$

3��') ��� 	
���
����� :�'� F ) ���,0�� 
����
���2 2r  ��� ��
����  %�6��"$$)

���������� � 	
���, ����� ���� 	��	
���
���� V(r−1) � V(r)  �*����� � *�����
	� ���	��� �	�
���
�� 
�(���� zk$) � '���
�� 
������,��� �	
�������� (2r−1).
��
�� �	��
�� 	
���������� �����
� so(2r,C) �� ���
-��� ������ λ(r−1) � λ(r))
�'������ �  !�"�%$�

• ������ ���� 	
������ �
 �������
�� �
���
������ V(r−1) � V(r) �
������

� ����� dim(V(r−1)) = dim(V(r)) = 2r−1�

��� �������� �	�
��� ����
� ������ �	 ���

��� α
(kl)
i � �	
�	���� (r + 1)�
����� �	������ ���	�	�

α(kl) = e(k) − e(l) (k, l = 1, . . . , r + 1; k < l) , ��������

�		��� �������� � ��
���� ��������� �������� ���	�	� e(k) ��
����� �		����

��� e
(k)
i = δki � � (r + 1)�
���	
 ���	��	
 ��	�������� ��
��
� �	 ��� �	���

�������� �	����	 ����
� �!����� s�(r + 1,C)� 	�	�	��!"�� ���	�#

u =
∑
k

e(k) = (1, 1, . . . , 1) ,

� �	$	
# !�%� � r�
���	 ������!	��	�� Pu� 	�	�	��!"�	 ���	�# u �$	 &���
���#
���'� �� �!#���� � ��	������ �� �����(��� )����	%�����' ���!��	�� 
�����
� ������!	��	�� Pu 	�����!'��' �!��#���
 	����	


gij =
1

κ
Tr(HiHj) =

1

κ

(
δij − uiuj

(r + 1)

)
, ��������

� 
� �
��
 (α(ik), α(ik)) = κ · |e(i) − e(k)|2 = 2κ� *��+���� �	$&&�,��� κ� �	�
	�� 	�����!'��' �� ��������' &	�
#! �����-� � ��������� �#�� �	�����"�' �	
���� ��!"�� +�� �		�	+���'�� �	$	
# �!' ��	�	� 
� 
	%�
 ����" ��	 ����
��
 �����,�� . ������� ���	�� x� &�����#����	 �	!	%��!"��� (α, x) > 0 �
	��,��!"��� (α, x) < 0 �	��� α� ������
 ���	� x = (x1, x2, . . . , xr+1) ∈ Pu� � �		��
�����
�/

∑
i x

i = 0� � xi > xj� ��!� i < j� 0���
 	����	
� �	��� (e(k)−e(l)) �	����	 
����
� Φ(s�(r + 1,C)) ��� k < l 	����#� ����
# �	!	%��!"��� �	��� {α(kl)

+ }�
� ��� k > l � ����
# 	��,��!"��� �	��� {α(kl)

− }/

α
(kl)
+ = (e(k) − e(l)) , α

(kl)
− = −(e(k) − e(l)) , k < l . ��������

. ��!"�� +�
 �!' �	!	%��!"��� � 	��,��!"��� �	��� α 
� �#��
 ����"
α > 0 � α < 0� �		�������	� 1� 
�	%���� ���� �	!	%��!"��� �	��� α

(kl)
+ �

�������� � ��������� ������� r ��������
�� �	!	%��!"��� �	��� 

α(i) = α(i i+1) = (e(i) − e(i+1)) , i = 1, . . . , r , ������-�

�		��� 	����#� ����� � �	����	
 ��	������� Vr = Pu � '�!'��' ��������

	��
���� 2� ����!"�	� ��� �	��� �������� ����������' � ���� !��� ��� �	
���
��,� ��	��� �	��� ������-� � ,�!	���!����
� �	$&&�,����
� ni� �����
 ni ≥ 0

�!' �	!	%��!"��� �	��� α
(kl)
+ � ni ≤ 0 �!' 	��,��!"��� �	��� α

(kl)
− �

�� ����	
�	 ���	�� ��� ���	�� so(2r+1,C) �Br��	���  so(2r,C) �Dr��	����
3!����� so(n,C) 	�����!'��' ��� 
�	%���	 �	
�!������ n× n 
���, A� #�	�!��
�	�'���� #�!	���

AT η + η A = 0 , ������4�

��� η � ��

������' �����	%�����' ����������' 
������ �		�#� 
	%�	 ����
���� � ���		�	
# �������	
# ���#� . ����	 ���� ����� ��
� �#�� � �����!�
�������� ��! ���!�� ���	� η = In� )��	
��
� �	 !��	 ��#�	 ���	� ��

�����	 

����� η ����	�� � 	�����!���� �!����� 5�� ��	
	�&�	 so(n,C)� 2!' ��#����'
���	� �������!��� �!����� 5� so(n,C) #�	���� �����" 
����# η � ��#�	
 �����



��� ��� �������� �	�
��� ����
� ������ �	

� �����	
 � ���� �������	�����	� ������
 � �		�	� ��� ������� ����� ����

�� ����������� ������	�
 �	���� �� �	 	��	� ����	���� � ������ 1!

||ηij|| =

⎛⎜⎜⎝
0 0 . . . 0 1
0 0 . . . 1 0
�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

0 1 . . . 0 0
1 0 . . . 0 0

⎞⎟⎟⎠ , ηij = δi,n−j+1 . "#$�$�%&

'	����	��� ������ "#$�$�%& � "#$�$�(& ��� ���	���

Aij = −Aj′i′ , "#$�$�)&

���
i′ = n− i+ 1 .

*		�	+���� "#$�$�)& � 	�������� ������ A
 �	��������� ���� �� ,� so(n,C)
"����� � ����� �� ��+�� -���� �� so(n,C)- ����	 -���� ��
 ��	�	�.��� ���� ��
so(n,C)-&$ /��	��� "#$�$�)& �	�	�� 	 	�
 �	 ������ A ������������� ��� 	0
��1���� 	�	������	 �� �	 	��	� ����	����$ '���������	 ��	�	 	����������
���� �� so(n,C) ������	 � ��
 �	 �	����� �� 2����� � ����	� .	������	���
	 ���	���� ����	�������� ��������

Hk = ekk − ek′k′ , k = 1, . . . ,
[
n
2

]
, "#$�$�3&

��� �	� �	������ 	 ��������  ����� 2�����45���� ���� �� so(n,C) ���� ���

Eij = eij − ej′i′ , Eij′ = eij′ − eji′ , 1 ≤ i < j ≤ [n
2

]
. "#$�$�6&

Eji = eji − ei′j′ , Ej′i = ej′i − ei′j , 1 ≤ i < j ≤ [n
2

]
. "#$�$�7&

��� eij 4 (n× n) �������� ������� � [y] 4 ����� ���� ����� y$ 5 ������ n = 2r+1
� �� 	�� "#$�$�6&
 "#$�$�7& ��	 �	���	 �	 ���� �	�	��������� 	 ��������

Ei,r+1 = ei,r+1 − er+1,i′ , Er+1,i = er+1,i − ei′,r+1 (i = 1, . . . , r) , "#$�$��&

�		��� �� �	����� � �� 	�� "#$�$�6& � "#$�$�7&$ 8 �������� "#$�$�3&
 "#$�$�6&

"#$�$�7& � "#$�$��& ���	���� ��� "� ���	� ����������� �	 	�	+���� � �	 	�0
�	� ����	����& ������ 	 �������� A ��
 ��� ��������	 �	�����	 �� ���������
�������!

A =

�
�
�
�
�
�
�
�
��

�
�

�
�

�
�

�
�

��

0
0

0

0
0

0
0e11

e22
e33eji

ej′i

eij eij′

'	��������
 �	 ���� � ������ A
 	�������� �� ������� ����� 1������ �����0
��
 � ������ n = 2r 	������
 � � ������ n = 2r+ 1 ���	����� �	�	����������
	 ��������� "#$�$��& "�� ����������� ��������	�	 ������� Ar+1,r+1 = 0
 ��1�0
���	 �� ����������� �����	� � �	 	��	� ����	����&$

��� ��������� ���	
������� ������ �� so(N,C) ���

�������	 Lmn 
���������� ����
�������	� ������������ ��� �����
���� ���
����	 �� so(2r,C) �������� � �� � �!""

[Lnm, Lk�] = ηmkLn� + ηn�Lmk − ηnkLm� − ηm�Lnk , �� # $"

% ������������&��' �������' η = η−1( ������� �)��������  �� # �" *����������
�� # $" ����� 	������( ���� ��)��&����&�� ��+�������

Ln� =
1

2
ΓnΓ� (n = �) , [Lnm, Γk] = ηmkΓn − ηnkΓm , �� # ,"

�����	�  ��� �-����& )��������� � )����&� �� # �" .�)����� ��� )
��� � ����
���� �����"( -�� 	��� ������������&��' ������� η  �� # $" 
����� )�� )���������
�����	� ������ ������ �� so���)� 

/ ������� �� so(2r,C) � 0��������� �� # �"( ����������	��  �������� �����
��
��� ������	 1��22����( ��2�����
�� ����� 1������3/�'�� ����
���� ������� 
4
��& )��������� 1������ ��������� 0��������� (k = 1, . . . , r)5

Hk =
1

4
(ΓkΓk′ − Γk′Γk) =

1

2
I − z̄k zk , [Hm, Hk] = 0 . �� # 6"

��� k′ = 2r−k+1 7���� )���+����&�	� ����� ��������
�� �����	� �����
����
�i < j"

Eij =
1
4
(ΓiΓj − ΓjΓi) = zi zj , Eij′ =

1
4
(ΓiΓj′ − Γj′Γi) = −z̄j zi , �� # �8"

� ���������&�	� ����� 9 �����	� �����
���� �i < j"

Ei′j =
1
4
(Γi′Γj − ΓjΓi′) = z̄i zj , Ei′j′ =

1
4
(Γi′Γj′ − Γj′Γi′) = −z̄j z̄i . �� # ��"

7�( -�� 0������	 �� # �8" � �� # ��" ��'������&�� ������� �����	�� �����
����
�� ������	 �� so(2r,C) ����
�� �� ����������' �i < j"

[Hk, Eij ] = (δkj + δki) Eij , [Hk, Eij′] = (δki − δkj) Eij′ ,

[Hk, Ei′j] = (δkj − δki) Ei′j , [Hk, Ei′j′] = −(δkj + δki) Ei′j′ ,
�� # �!"

�����	� ������-�	 ���
��
��	� ������������ �: � !!" � �: � !:" 
/ ;������ ����� �	�� )�������� ��)�������� 2r������� )����������� ρ ������	

������	� 2������� �� # #"( �������  ���
 ������ �� # :" ������ )�����������
������	 1��22���� C�2r � �)����������� ������������� �� # �" .�)�����( -��
)����������� ρ ��'��
�� ��� �� : !�""  2��������� )���������� <��� F � �����
���( ��������� �� ������ �� : !!"5

|j1, . . . , jk〉 = zj1 · · · zjk |0〉 (1 ≤ j1 < · · · < jk ≤ r) . �� # �:"

��� ��

��	' ����� |0〉 �������� ������������� �� : !�"5

zk|0〉 = 0 (∀k = 1, . . . , r) . �� # �#"

=������ �� so(2r,C) � �����
����� �� # �" ��+���  ������
 1��22���� C�2r(
)�0���
 )����������� ρ ������	 ������	� 2������� � ������	 C�2r �����������



��� ��� ��������� ���	
������� ������ �� so(N,C)

������	
���� ���	
��� �� 
����� �	���� ��
������� ������ �����	� �	�	����
����� SO(2r,C)  SO(2r− q, q)��

��� �����	�
� �	���������� �����	 �� so(N,C)

�	�  ������ Vr �����	�	�� r !���"� �����
"� ������	���
	 	����� # so(2r,C) 
so(2r + 1,C) �	��	 r� $ �	����� ����� ������" �  �� �"�� ���	�	��� ��� ��� 	�����
so(2r,C) ��%���
��� �
	 ���&	���"' ����
��!"' ������	
���� � (���	!�� 
�	���"! 
��	!

λ(r−1) = (1
2
, . . . , 1

2
,−1

2
) ∈ Vr , λ(r) = (1

2
, . . . , 1

2
, 1
2
) ∈ Vr , �)�*�+�

	 ��� 	����� so(2r + 1,C) , ���� ����
��!�� ������	
���� � (���	!���	���"!

���!

λ(r) = (1
2
, . . . , 1

2
, 1
2
) ∈ Vr . �)�*�-�

.� ������	
���� ��
��!���� 
����� 
 ���!�� ����
����� T⊗n ���������%'
������	
���� T 	����� so(2r,C)  so(2r + 1,C)� /���
����
����� 0� ������	
�� 
�� �� !���� �"�� ������	
����! ����� SO(N,C)  ' 
�%���
���"' �����������

SO(p, q)� .� ������	
���� �"� �	�
	�" ����	
����� $ �	���! �	����� ��� 	� 
���� # so(2r,C)  so(2r+ 1,C) !" �
�� ������! (���	!���	���"� ����
��!"�
������"� ������	
���� �� ��	�1! 
��	! �)�*�+�  �)�*�-�� 2�� 0���� �	! ���	 
������ ��	��	&� 	����� # so(N,C) 
 ���!�	' ��!������"' 	����� ��((���	
C�N � 3�����" ��((���	 C�N  ' ������	
���� !" ������	� 
 4	����� ����

����� ����	
��� �
���������� �����
 �� so(2r,C)

4	��!���! 	������ ��((���	 C�N � ����"! ����! N = 2r ���	���%'5

(Γ1, . . . , Γ2r) =
√
2 (z1, . . . , zr, zr, . . . , z1) , �)�*�6�

��� �
�����"� (��!��" {zk, zi} ���
���
����� ������1���! �+�6�+7�

[zi, zk]+ = 0 , [zi, zk]+ = 0 , [zi, zk]+ = δik I (∀i, k = 1, . . . , r) . �)�*�*�

/���	��� �)�*�6�  �)�*�*� ���������%� ������1��� ��� ���	���%' Γm ∈ C�2r
�	��"
	���� 
 
�� �+�6�-��5

Γm Γn + Γn Γm = 2 ηmn I , ηnm = δn,N−m+1 , �)�*�)�

��� m,n = 1, . . . , 2r  ||ηmn|| , 	���	���	���	� !	��&	�
/�	��	���"� �	��� �	���"' 0��!����
 	�����" C�2r ��	�	� 
 �+�6�)�� $"����!


 0��! �	���� �	���"� 0��!���" - �� ������	 ���	
��� � �+�6�6*��

Lmn ≡ 1

4
(Γm Γn − Γn Γm) =

1

2
Γ[mn] ∈ C�2r . �)�*���

������ ������	
���� 
���� ������	
������ ����� Spin(N,C) � Spin(p, q)� ������� �	���
	�

�� ������ SO(N,C) � SO(p, q)� ��� �	��� ��	
� �� � ���������� �����	����  �� ������	
����

�����	 �	��
	��� �
���	����� ������	
������ �������	�!��" ������

��� �������� �	�
��� ����
� ������ �	 ���

������	
����� ����������� ��� ���	������ ��������� ������ � � ������!�� �"��#
�������� $����%� %�$���	� ��&$� %'��������� � � �����

[Hk, Eij ] = (e
(i)
k − e

(j)
k )Eij , [Hk, Eij′] = (e

(i)
k + e

(j)
k )Eij′ , i < j , ��������

[Hk, Eji] = −(e(i)k − e
(j)
k )Eji , [Hk, Ej′i] = −(e(i)k + e

(j)
k )Ej′i , i < j . ��������

&�� e(i) (i = 1, . . . , r) ( �	����� �����'�� %�$���	 � $������	�	�� e
(i)
k = δik % $��#

��%�� r#������ "�����	���%� Vr� ����� )��� ����������* % ���'	� n = 2r + 1 �
����� ��"�������+��

[Hk, Ei,r+1] = e
(i)
k Ei,r+1 , [Hk, Er+1,i] = −e(i)k Er+1,i (i = 1, . . . , r) . ������,�

-	$�� ���	���� ��&�	��� �������� � ��������� $���� α 	�&��� so(2r,C) ����� %�� ����
�	$.� /	���� ������� "��%�* '	��� $��&��

α =
{
α
(i,j)
± = (e(i) ± e(j)) , −α(i,j)

± = −(e(i) ± e(j))
}
, 1 ≤ i < j ≤ r . ��������

0�%	��	���	� �����$	 % $����%�� "�����	���%� Vr �"���������� ��	��	����1

gij =
1

2κ
Tr(HiHj) =

1

κ
δij , ������2�

"�)���� ����	 %��� $����%� %�$����% �������� ����	$�%	 � �	%�	 |α(i,j)
± | =

√
2κ

��	���	��* $�)33�
���� κ ��� �	�+��*��&� �� ����� %	.���� ����� e(i) ± e(j)

(i < j) ���	���� ������� "���.����+�� $����*� 	 $���� −(e(i) ± e(j)) (i < j) (
������� ����
	���+�� $����*� 4����� $����� �"���������� �	��� % $����%��
"�����	���%� 	�&��� so(2r,C)� %���	���� ��������� ���	���1

α(i) = e(i) − e(i+1) (i = 1, . . . , r − 1) , α(r) = e(r−1) + e(r) , ������5�

�	$ '�� %�� $���� �������� 	�&��� so(2r,C) �	"��%	���� % %��� ����*��* $�����	#

�� "����� $����* ������5� � 
���'�������� $�)33�
����	���

6�� 	�&��� so(2r+1,C) �Br#������ $ �	���� $����* �������� ����������� ��&�	�#
�� ������,�� ���	%��+ $����%� %�$���	 ±e(k) (k = 1, . . . , r)� -	$�� ���	���� "���	�
$����%	� ������	 ��� 	�&��� so(2r + 1,C) ������� �� %�$����% ���� /	���� �������

"��%�* '	��� $��&��

α =
{ ±e(k) , α

(i,j)
± = (e(i) ± e(j)) , −α(i,j)

± = −(e(i) ± e(j))
}
, 1 ≤ i < j ≤ r , ��������

&�� ����	 $����* �������� �	%�	 |α(i,j)
± | = √

2κ � |e(i)| = √
κ �����+ � %��"��+��%	���+

��* .� �����$�* ������2�7 �	���	��* $�)33�
���� κ ��� �	�+��*��&� �� %	.����
4����� $���� ��� $����%�* ������ �������� %���	���� % %���

α(i) = e(i) − e(i+1) (i = 1, . . . , r − 1) , α(r) = e(r) , ������ �

� %�� %�$���	 �������� $����%�* ������ 	�&��� so(2r + 1,C) �	"��%	���� % %���
����*��* $�����	
�� $����* ������ � � 
���'�������� $�)33�
����	���



��� ��� �������� �	�
��� ����
� ������ �	

�� �����	
� �����
 ��� 
������ sp(2r,C) �Cr�������
�����	
 �� sp(2r,C) �	��������� ���� �
���� ������� ��	�� �
��� ������ �
� ���
����� �������� ! �
�	�" A# $������	�%&�! ��$ �� $����% �'����(�# � �
������������	�
� ���������������� ��� 	������ ��&�������� ���	���

η =

(
0 Ir
−Ir 0

)
, �'���')�

��� 0 * ���
�
�� �$��� � (r×r) ����# 
 Ir * �������
� (r×r) �
�	�"
� +	����
���
�
�	�"$ A � ����� ����

A =

(
X Y
Z W

)
, �'���'��

���X, Y, Z,W * �������� � r×r �
�	�" � ,��
 $����� �'����(� � ���	��� �'���')�
�
��

X = −WT , Y T = Y , ZT = Z , �'���'��

� �
��� -
	�
�
*.���� � 
����	� sp(2r,C) ���� � �/ � �	
� ����$%&�� �	
��0

ei,i − er+i,r+i ≡ Hi (i = 1, . . . , r), ei,j − er+j,r+i ≡ Xij (i = j = 1, . . . , r) ,

ei,r+j + ej,r+i ≡ Yij , er+i,j + er+j,i ≡ Zij (i, j = 1, . . . , r) .
�'���''�

1�
��
�/� � 2������ Hi (i = 1, . . . , r) �	
�$%� ��
����	$ -
	�
�
 � sp(2r,C)�
+�/�$��/ �'���''�# ��$�
�� ���$�
"��� � ���3����# �	�����%&�� �	�

��� � ����	


[Hi, Xkl] = (e(k) − e(l))iXkl , [Hi, Ykl] = (e(k) + e(l))i Ykl , [Hi, Zkl] = −(e(k) + e(l))i Zkl ,
�'���'4�

��� �
� � �� e
(k)
i = δki * ������� �
���� ! ������� ! ����	� � r���	��

�	���� �	��	
������ ,
��� �	
��# �	���
� ������
 
����	 sp(2r,C) �����
��� ���� �
��� �
���� ������� ��	�� �
��� ������

±(e(k) − e(l)) (k < l) , ±(e(k) + e(l)) (k < l) , ±2 e(k) , k, l = 1, . . . , r . �'���'(�

5��	��$ � �	���� �	��	
����� Vr �
6����	$�� ����$%&�� �	
��

gij =
1

2κ
Tr(HiHj) =

1

κ
δij . �'���'��

+	� 2�� �	��� � ����	
 �'���'(� ���%� ����$0 |(e(k) ± e(l))| = √
2κ � |2e(k)| =

2
√
κ ��
�3�
�� � 6
��	 κ# ��	 � �	��������� �� �	
������ �'���'�� � �'���4� �

�
�/���3�� �$��� ���$&������� ��� -	��

(e(k) − e(l)) k < l , (e(k) + e(l)) k ≤ l , �'���'7�

����
�� �������/� ��� ,��
 �
��� �	�� ! �	��� ��� �	���� ������ �'���'(�
6����	$���� ����$%&�� �	
��

α(i) = e(i) − e(i+1) (i = 1, . . . , r − 1) , α(r) = 2 e(r) . �'���'8�

��� ��������� ���	
������� ������ Sp(2r,C) � �� ��	����� ���

• ������ ���� 	
��
���� ��� ��
���
� �������� � �������� ������ �
��������
����
� �
� !
� Brr(ω) � ��
�"�
�" ω = −2r� #$�����% ��������������&
������'��&"� ��& "��
�( P � K̃% P K̃ = K̃ P = −K̃� (K̃)2 = −2r K̃�
K̃1K̃2K̃1 = K̃2� P1 K̃2 K̃1 = P2 K̃1 � ��$ ���� �� Pk � K̃k ��
���� �
������)��

� �����	� ��� 
� �����	� ������ ��������	���� �	���� ������� Brr(ω) � ������
���	� ����������� ��������� ��
 !��
�	� �� " #$%& �� " #'% � �����	� �����%& ����
��	��(�� ���� ��������) ��	��� �����
� ����
�� ��������	)��* ���
��������
ET{λ;n}

∈ Brr(ω) +�� ���
������� � ��������	���� s ��
 �� # ,'%% ���� ���������

s(ET{λ;n}
) = P (λ)& ��������(�� � ������������ V⊗n �������� ����� n& �� ���) � ����

��������� �������
��� ��������	���� T⊗n ������ Sp(2r,C) -�������� s(ET{λ;n}
)

�������� � V⊗n ������������ ��������������� V(λ) ���������
�* ��������	����
��
�	����.����* �����& ������� ��
������� ������

�� /��� λ& �����	�0�����
�� ���	����
 ������ n � ����		����(�� ��	��� /��� T{λ;n} 1���
 �����
& ���&
.�� �	� ������� � ���	����
 2�
�.���� � ����� �����	� ����� ������.���� ��
��
������ ����������� �� �	�.�� ��
�	����.����* ����� 
����	�
�� �� 1�� ��� ��������� �� # ,'% ��(��������& �� ����������� � �* ���

�()� ��������� s(ET{λ;n}

) ���0� ��(�������� � 
���� ����	)�����)�� �	� �����
	���� ���������
�* ��(��������* ��������	���� ������ Sp(2r,R) ⊂ Sp(2r,C) ��
���������� ������������ T⊗n ��(��������* ������	��(�* ��������	���� T ������
Sp(2r,R) 
����	�
�� �� -�	)����) ������	�������)� �	� ��	����)� ������

����.��* �����
����	���� ����� Sp(2r,K) � Sp(r− q, q)& *�����������
�* ������

�
� /��� [1k] �
[1N−k]& ���������� �� ������������ ��������� � �� , #$%%

t
[j1...jk]
1 ↔ t

[i1...iN−k ]
2 εi1...iN−kiN−k+1...iNJ

iN−k+1j1 · · ·J iN jk , N = 2r , �� # ,3%


� 
�0�
& ��� 0� ��� � � �	�.�� ��������	)��* ����� SO(N,C) � SO(N − q, q)
��
 4����	 �����%& �������) ������	�������) ��������	����& *�����������
�* ����
���

�
� λ′ � .��	�
 ����� m > r � ��������	����& *�����������
�* ������

�
�
λ& ������� ����	����	)�� ������

�
 λ′ � �
��	� ������� � , 1���
 �����
&
���������
�� � ��������	������ ��������	���� ����� Sp(2r,K) � Sp(r − q, q) *��
������������� ������

�
� /��� � .��	�
 ����� m ≤ r 
����	�
�� �� 1�� 0� ��� � � �	�.�� ��������	)��* ����� SO(2r,K) � SO(p, 2r−p)
��
 2�
�.���� �&� � � � ����� 4����	� �����%& ��������	���� T∧r ����� Sp(2r,C)
� Sp(p, r− p)& ��������(�� � ������������ V∧r ������

����.��* �� 5���	�����*5
�� # �%% �������� ����� r& ��	����� �������
�
 6��������	)��& � ��
�()� ��	���
��)� ������

����.���� ������� � ��
�������
� εi1...i2r 
� 
�0�
 ������	��)& ��	)�
����) ��
� 0� !��
�	�
� �� , 78%& �����%��
����	)��� ������� � � �	�.�� �����
Sp(2r,C) � Sp(p, r − p) -�� ���
 ���*���
� ��
���)& .�� �����
 � ��������� ���
������ � �	�.�� �������� ��
�	����.����* ����� ���(����	����� � ��
�()� �����
��

����.��� 
������ J ��
 �� # 3%% 9�
����	)��� t(+) � ������
����	)��� t(−)

������� ������� ��� �����������* �������������� � V∧r � ��������	���� T∧r ����
	������� � ���
�� ��

� ��
����	)���� � ������
����	)���� ��������	���� :��
(�� ���� ����	)���& 
� ��	�.��
& .�� ��� ��������	���� ����� Sp(2r,C) � Sp(p, r−p)&
*�����������
�� ������

�
� /��� � .��	�
 ����� m = r& ��	����� �������
�
�
� ���	������� � ���
�� ��

� ��
����	)���� � ������
����	)���� ���������
�*



��� ��� ��������� ���	
������� ������ Sp(2r,C) � �� ��	�����

� �����	
� �������������� �	��
������ �	����
����� ��	
���� � ����������

tik0 = J ik (Jrs t
[rs]) , t0 ∈ V(∅) , ��������

��� J ik � ���������� �
�	� � J̄ = ||J ik|| �!	
���" � �
�	� � ���	��� J = ||Jik||�
�� ���� J ik Jkj = δij � Jik J

ik = (−2 r)�
#� ��	�������" �����	
 ts � $�	��� ������%�� �������� �������� &�� ���	�������

�����	� � ���������
�� t′ i1i2a � ti1i2s � ti1i20 ����'���' �� ��!��� �����	
 ��	��� 	
��

� ���������
�� tk1k2 � ������� ��	��	�
���( �	�����	� ��	
���� � ������)��

(Πs)
i1i2
k1k2

= 1
2

(
I i1i2k1k2

+ P i1i2
k1k2

)
,

(Πa)
i1i2
k1k2

= 1
2

(
I i1i2k1k2

− P i1i2
k1k2

)
+ 1

2r
K̃i1i2
k1k2

, (Π0)
i1i2
k1k2

= − 1
2r
K̃i1i2
k1k2

,
������*�

���
P i1i2
k1k2

= δi1k2δ
i2
k1
, I i1i2k1k2

= δi1k1δ
i2
k2
, K̃i1i2

k1k2
= J i1i2 Jk1k2 , ��������

P i1i2
k1k2

+ �
�	� 
 ���	
��	
 ��	���
����� I i1i2k1k2
+ �����&�
' �
�	� 
 � K̃i1i2

k1k2
+ �
�	� 


�����&���� 	
��
�

• ������ ���� �	
����� ��	 	�����	�� Πα� �������� � ��������� 	������� �	����
����� � ���� �	 	��	!	�����" ��	�
�	�	�

Πa +Πs +Π0 = I , Πα · Πβ = Πα δαβ . ������)�

,�' 	�-���' �!��" �	�!���� �������' ���	������( ����	����
����" T (λ)

�� �	'���� �	��������' T⊗n ��	����'���( �	����
����" �	���� Sp(2r,C) ����
�	����
����" �	��� Sp(2r,R)� USp(2r) � Sp(p, r − p)� ���!(����� ����	���� ���.
��� ������� �
���� �	�����
����( � �	�������( �	�����	� P (λ) ������ ������
λ ����	��� �	�����	��� ����	�� !���� �	��
��  �	���	
���� V⊗n � �	���	
����
�����	� 	
��
 n� ��
	�
����� ����	���	
���
 V(λ)� /
��&
������� &�� 0�
 �	�.
!���
 	�-
���' ��� 1� �������� &�� � 
�
����&�
' �	�!���
  ���&
� �	�����
��.
��( �	���� ,�"���������� ������'�� ��	����	
�� ��������� �� ��1�� ����	����
���	
��	�� ��"�������  V⊗n� ��	
���� � ���*�*�� ���*�����

s(σk) · (�ei1 ⊗ · · · ⊗ �eik ⊗ �eik+1
⊗ · · · ⊗ �ein) =

= − (�ej1 ⊗ · · · ⊗ �ejk ⊗ �ejk+1
⊗ · · · ⊗ �ejn) δ

j1
i1
· · · δjk−1

ik−1
P
jkjk+1

ikik+1
δ
jk+2

ik+2
· · · δjnin ,

��������

s(κk) · (�ei1 ⊗ · · · ⊗ �eik ⊗ �eik+1
⊗ · · · ⊗ �ein) =

= (�ej1 ⊗ · · · ⊗ �ejk ⊗ �ejk+1
⊗ · · · ⊗ �ejn) δ

j1
i1
· · · δjk−1

ik−1
K̃
jkjk+1

ikik+1
δ
jk+2

ik+2
· · · δjnin ,

������2�

��!	
���� ���
��� �
 ��
� �����  �	
�" &
��� ���������� 3 !����������( �!���
.
&���'( ���	
��	� ��������� ������2� ��1�� �
���
��  ���

s(σk) = −I⊗(k−1)⊗P⊗I⊗(n−k−1) ≡ −Pk, s(κk) = I⊗(k−1)⊗K̃⊗I⊗(n−k−1) ≡ K̃k . ������4�

5�� ���	
��	� �
�
�� �	����
����� 
���!	� 6	
�0	
 Brn(ω) � �!	
�������
{σk, κk} �k = 1, . . . , n − 1� � ��	����'����� ������-���'�� ���*���� ,
���� �	��.
��
����� ��"�����  �	���	
���� V⊗n� �	� 0��� �
	
���	 ω 
���!	� Brn(ω) $��.
��	����' �
� ω = −2r ������ V � �	���	
���� ��	����'����� �	����
����' ���.
������&����( �	�����

��� �������� �	�
��� ����
� ������ �	 ���

• ������ ��� �	
��	��� ��
 ��� �
	� �������� ��	������� � ��� ������� �
 !
"��#� $	
���� �
	��� ������%� � #��
�������  �
&''#���� � $	!
�� ��� $
�
�������� �
	��� �������� ��� #��
�������� �
&''#����
��
�	#��������

������	
�� ��� ��	
 �
����
 � �����	� ������ ����
� ����� ����� ������� ��
�
���� �
��� α(i) (i = 1, ..., r) ��
���� �	���� �� A ���� r � �

������������ ����
�� � ������

Kij = 2
(α(i), α(i))

(α(j))2
, !"#�#"$%

��������	&���& ���'������ !�
�������&% � ���� �������� (���� D !��# )��#"#�%#
*��+�� ��������� D � 
���
� i �

���������� ��
��
�� �
�� α(i)� ����	�� >
!�	� <% ��������� � �
��, ��,+�� �	�� !��	� ���+�� �
����� 
�
� 	��
���� �
 �

������������ �
�� ����� 
����
��� �	�� � ����	�� � �������&%� �
���	
 	��� ��-�� ���+���� i � j ���
 (Kij ·Kji)#

������� �
 �����
����
� ���
�

Ar � � � . . . . . � �� � � r�1 r

Br
� � . . . . . . � � �>

� � r�2 r�1 r

Cr
� � . . . . . . � � �<

� � r�2 r�1 r

Dr
� � . . . . . . � � �

		�



� � r�3 r�2

r�1

r

������
����	�� ������� �


G2
�< �� �

F4
�� �� > �� ��

E6
� � � � ��
� � � � �

�

E7
� � � � � ��
� � � � � �

�

E8
�
�

�
�

�
�

�
�

�
�

�
�

�
	

��

)��# "#�. ��������� ���	��� 
�� ������ 	������������ ������ ���



��� ��� �������� �	�
��� ����
� ������ �	

����� ����	
�	 ���	�� ������	����� ���	�� �

� �����	 
��� � ����������� ����� ��������	 � ������� ������� � � ����
��������� ������� �����  � ����� ����!�������" ��� �������" ������ ��� �����
 � ������#���� ���	" ������ �� ������ ������� � �������� �����!�� �����$
%��������� ���#�� ����&#������� �����  � ���� ����������� #�����& � ���
#��� �������������	 ������$ � ���!� � '��� � ������ �����!�� �� �� �
��� ������ ������� ������� ����� ����&#������� �����  � G2" F4" E6" E7"
� E8$ (�� �������� �!����� ����� ������� ����� ����� ��	�� � �����!��
������� ����	 #���� ���	 ����� )�* +��$ ���� )�*" ),*" )-* � ).*/$

�� �	
���� ������� �����
� �� G2.
%��� ������  � G2 ���� ����" � ����������&��� ��������� 0������ �!�������
�� %��$-$�$ 1����2� 3������ +-$�$-,/ �������� �� '��	 �������� 0������ � ���
���

||Kij|| =
(

2 −1
−3 2

)
. +-$�$.4/

3����� ������� ������������ ��� ������ G2 ������ ������� ��� �" ��� � ����
��� ������������ ��� ������ s�(3,C)" � �����" ��� ������������� Pu � ������
��� ��������� �����������" ������� ������������� ������ u = e(1)+e(2)+e(3) =
(1, 1, 1)$ 5�6������� �������	 ������	 ����� �! ������	 ������ Φ(G2) ������
G2 ����&��� ����!��7 α

(1) = (e(1) − e(2))$ �����	 ������	 ����� ��� G2 �� ����
������ � ��� ������

α(2) = β1e
(1) + β2e

(2) − (β1 + β2) e
(3) ∈ Pu .

8���!���� ����� ����� �����2� 3������ +-$�$.4/ � ������� (α(1))2 = 2" �� �����
#��" #�� ����� α(2) ����� ������������ ���� �����������7 (α(1), α(2)) = −3 �
(α(2))2 = 6" ������ ��&� �������� �� ��'66�2���� β1, β27

β2 = β1 + 3 , β2
1 + 3 β1 + 2 = 0 .

9�� �������� ��&� ��� ����� (β1 = −2, β2 = 1) � (β1 = −1, β2 = 2) � �����
��&� �� '���������� +����������� !��������� ������!������: ��$ �����!��
������� ����	 #���� ����� )�*/ ������ ������$ ������� ���� ����" �� ���
��#�� � ��#��� ��!��� ������� ����	 ������ G27

α(1) = e(1) − e(2) , α(2) = −2e(1) + e(2) + e(3) . +-$�$.�/

�� �� ����	 ������	 ������ Φ(G2) ����#�&��� �! +-$�$.�/ ����������� �����
!�� +�������" ��� ��������� 2��#������ ����� ������� ����	 +-$�$.�// �
���������� � ���

Φ(G2) = {±(e(j) − e(k)) , ±(3e(i) − e(1) − e(2) − e(3))} , +-$�$.�/

�� 1 ≤ j < k ≤ 3 � i = 1, 2, 3$ %�!������� ������ G2 ����� dim(Φ(G2)) + 2 = 14$

�� �	
���� ������� �����
� �� F4.
1����2� 3������ +-$�$-,/ ��� ������ F4 �������� ��  �������� 0������ +��$
%��$-$�/ � ��� ���

||Kij|| =

⎛⎜⎝ 2 −1 0 0
−1 2 −2 0
0 −1 2 −1
0 0 −1 2

⎞⎟⎠ . +-$�$.-/

��� ��������� ���	
������� ������ Sp(2r,C) � �� ��	����� ���

������	
	��� 		 ���	
	����� ��	
�����	���� � ����� ������� ���
	� ��	 �	����
��
���	 �����	����	 ��	
�����	�� ���	��� sp(2r,C) � ����� Sp(2r,R)� USp(2r)�
Sp(p, q)� ����	 ����� ������� ������ ������	�� �	�������� ������	
	�� ���	
	�
����� ��	
�����	��� ������ Sp(2r,C) �� �	�����
���	� �� �
����	�	��� �����
 �� ����� ������ 
� ���	��� sp(2r,C) � ����� Sp(2r,R)� USp(2r)� Sp(p, q)� !��	����
 �� "��� �	 ��
��
 #������	��	 �� �	�����
���	 �	������� ������	
	��� ���	
	�
����� ��	
�����	���$ �� �����%������ � ��� �	 ������ SU(2) � ���	��� s�(2,C)
� ���
	�	 ���� � ����	 � ��� �	 ������ SU(N) � ���	��� s�(N,C) � &���	 ��

'���� ��
	� ��
	��% �	�����
���	 ��	
�����	�� T (λ) � �	������� ������	
	�
��� T⊗n ���	
	����� ��	
�����	��� T ≡ T(1)� (�	
�����	��	 T

⊗n ������ Sp(2r,C)

	�����	� � �����������	 V⊗n �	������ ����� n� !��	����  �� ���	
	���		 T � ���
���	
	����	 T̃ ��	
�����	�� �����	��� 	���� ����� #��� �	 ��� � ���������%�
��� �����$ ���������� "������	������� )	����� �����	��������� �����������

V � Ṽ ��	
�����	��� T � T̃ �	�	��
�� 
��� � 
���� � �����%� �����	��� 	����
�	������ ) ���	� ��� �	 �	���� ��	*������ ����

t = tk1...ksks+1...ks+t
�e k1 ⊗ · · · ⊗ �e ks ⊗ �eks+1 ⊗ · · · ⊗ �eks+t ∈ V⊗s ⊗ Ṽ⊗t , #��+��$

�
	 �e k � �eks+t , �������	 �	����� � ������������� V � Ṽ� �	�	��
��� � �	����
t′ ∈ V⊗(s+t) � �����%� ��
-	�� ��
	���� � ������	��

t′ k1...ksks+1...ks+t = Jks+1�s+1 · · ·Jks+t�s+t tk1...ks�s+1...�s+t
. #��+�.$

(�"����� � �� �� ��	�� �	���� ��	
�����	��� �����	��� 	���� ����� �	� �	����
��
����� ������������% ��	*����	 ��	
�����	�� T⊗s ⊗ T̃⊗t� 
������ �� ��������	�%
���%�� ��	
�����	�� T⊗(s+t) � ��
	��% �	�����
���	 ��	
�����	�� T (λ) � �	��
������ ������	
	��� ���	
	����� ��	
�����	��� T �

'����������	 ��
������������ V(λ) � V⊗n� �� ������� 
	������� �	�����
���	
��	
�����	�� T (λ) ����� Sp(2r,C)� ������ ��� �	� ��� � � ��� �	 ����� SO(N,C) �
SO(p, q) � �����%� ��	/���%��� ���	������� ������� ��� ����	���������� 0����
(�
������������ V(λ) ���������� �	�������� ����	��� ������� 
����	�� 
�������
��� 0��� λ � ������	 ��� "��� ����
��� ��������� �	���	
������ �� ����*	��� �
��������	��� ��� �����	��� 	���� �	����	 J #�������	 � ������	� #��1�+2$$

tk1k2...kn Jkikj = 0 , ∀ i, j ∈ {1, 2, . . . , n} . #��+�3$

4���� �������� � �	��
	 ������	�� ������������ ��
����������� V(λ)� �������
����	��� 
� ����� SO(N,C) � SO(p, q)� ����� ������ ���	���% #��	�
�$ 	�����

��� �	����� η �� �����	��� 	���� �	����� J �
��	
��� 5��������� ������ ��
	�	�� ������������ ��
����������� � ���������
���	 V⊗2 ��	
�����	�� T⊗2� �� 	��% � �����������	 �	������ t ������� ����� � ����
���	����� tik� 6�� ���� ��� �	 ��� � � ��� �	 ����� SL(N,C) � SO(N,C)� �	���
��
��� ������% �	���� t �� ����	��� ��� � ��������	��� ���  ����7 t = ts + ta8
��� #��1�+1$� 9��		 ����  �� �� ����*	��� � ��������	��� ��� �	����	 J ����	��
�� ��	 �	����� ts � ������	����� ts = t(ik) , �	���	
��� � �������� ������������
�	�����
����� ��	
�����	�� ������ Sp(2r,C)� � ������������ ��������	��� ���
�	������ ta �����
�	�� �� 
�� ������������ ��
������������ V([12]) � V(∅)� �������
�	���� �� �	���	
���� ��������	��� ��� �	������ � ������	�����

t′ ika = t[ik] + 1
2r
J ik (Jrst

[rs]) , t′a ∈ V([12]) , #��+�1:$



��� ��� ��������� ���	
������� ������ Sp(2r,C) � �� ��	�����

sp(2r,R) = ASp(2r,R)� ����� 	
� �
� ����
����� ������� � ����
����� �����
������� sp(2r,C)� ������
���� ������
� ������ Sp(p, q) ����� r = (p+q)!� �����"

���#��� ������� ���$�%! � ���$�&! � ����'�� ' �����	����� ����	���� 	
� �������
(� sp(p, q) ) �
� ����
����� �'
����� ����
����
� 2r × 2r '�����'���* ��
��+
A� '�
���� ����������� ���	���#
�� ���
��,����� ���$�$! �

A† · Ĩ2p,2q + Ĩ2p,2q · A = 0 ���$��!

���
��+� Ĩ2p,2q ����������  ���$�&!!� -� ������
����� '���.� ����'�. ' �����+�� 
������ USp(2r) ������
� 	
� ������� (� usp(2r) � �
� ����
����� �'
����� ���"
�
����
� '�����'���* ��
��+ A� ����������� �����
���#��* ���$�$! � �����#
���$��!�  '�
���� ���
� ��
��+� Ĩ2p,2q ����*����� ��
 �����	��# ��
��+� I2r�
/�'�� �������� usp(2r) = sp(r, 0) = sp(0, r)� 0�� ������� sp(p, q)� '�#	�� '����'
"
��# ������� usp(2r) � ����
����� ����� ������� sp(2r,C)�

1��
 T(1) � ��������#��� '�����'���� �����
������ ������� (� sp(2r,C)� 0
������� ������ ���'
 �� �� ��'������ 	
� ��� ��������
�� ��� �����
������ T(f)
����� f = 1, . . . , r! ������� sp(2r,C) �
���
�� '�' ��,��� ����������� T∧f(1) ����"
����#���� �����
������ T(1)� 2����� �������� �� �
�� ��'
�� �� ��'������
	
� ��� '�����'���� '���	�������� ����������� �����
������� '�
���� ���"
#
�� �����
�������� �� �
��,��� ����� λ = (λ1, . . . , λr)� ��� λ1 ≥ λ2 ≥ · · · ≥
λr ≥ 0� ����'�#
 '�' ����������� ��������
������  
�������� ��������"
��� ��������
�� ��* �����
�����. T(f) � *���'
�����#
�� ����������� 3���
[λ1, . . . , λr]� 4
�#�� ������
� 	
� �� '���	�������� ����������� �����
������
������� sp(2r,C) '�����#
��  
�������� ����������� ��������#��* �����
�"
����.� � ������� ��������* �����
�����. �'�
���� ������ � ������� so(n,C)! �
������� sp(2r,C) ��
�

1��
 T � ��������#��� '�����'���� �����
������ ������ Sp(2r,C)� '�
�"
��� ����������� ��
����
  '�	��
� ��������#���� '�����'����� �����
������
��* �������� Sp(2r,R)� USp(2r)� Sp(p, q)  ������ Sp(2r,C)� '�
���� �� ������
"
���� �,�� 5 �����
������� T ��
��
����� ������� ������ ��������#��� ����"
�
������ T(1) ������� (� sp(2r,C)� 0����� �����	���� ������
� �#��� ��
��+�
U ∈ Sp(2r,C) �����
����  ��� U = exp(t A)� ��� A ∈ sp(2r,C) � t � ����. ����

�	���
�� ������
�� 5�� ��6�� ��������#��� �����
������� ������ Sp(2r,C)
� ��������#��� �����
������� T(1) ������� sp(2r,C) ���
�� �������. ������
�
� 7���	�����   ������� ���!

T
(
exp(t A)

)
= I2r + t T(1)(A) +O(t2) . ���$��!

8� ����� ��� ���
 �� ����� � 
�� 6� ������	����� T ≡ T(1) ��� ��������#��*
�����
�����. ������ Sp(2r,C) � ������� sp(2r,C)� 9
� '���
��'+��� '�' ���	"
��� �������
�� �� 
�������� ����������� ��������#��* �����
�����. ������
Sp(2r,C) � ������� sp(2r,C)� 0 ��� ��.,�� ��� �� �������� '�6��. ��� ���"
+��� ��� ����� ������
���
 
�� '� 
� �����
������ ������ Sp(2r,C)� '�
����
�����6�
��  
�������� ����������� ��������#��* �����
�����.� 5 ���� ��"
�����������	��� ������� ������ ��� �����
������ ������� sp(2r,C) ����'�� '�
�� �� �����
������ �����6�
��  
�������� ����������� ��������#��* �����
�"
����.! � ��� �����
������ �������� Sp(2r,R)� USp(2r) � Sp(p, q)� -
�'� �� �����
��'�
 ����������� �����
������ ������ Sp(2r,C)� �����6������  
��������

��� �������� �	�
��� ����
� ������ �	 ���

�����	�
 ��� �	���	� ����	�� � � �	������� F4 ���� ��� �	������� B3 ���
�	����� ��� ������� so(7,C)� �� ����
 ������� so(7,C) ������� !���������" �
F4
 	 #������� 	���� Φ(F4) ����$	� � ��� �#�# !��	����� #������% 	����
Φ(so(7,C))
 #������ �!�������� � ������&� 	 �������� !�	 r = 3� '���� � #������
!����( ���( !����( #����" ������� F4 !����� #���	 ������� so(7,C))

α(1) = e(1) − e(2) , α(2) = e(2) − e(3) , α(3) = e(3) ,

	 	*�� ��������" !����" #����+ ������� F4 � �	�� ��#���� α(4) =
∑4

i=1 ai e
(i) ∈

R4
 #�����" ���$�� ������������+ ��������	�� ������� �	�� ����	,� -������
���������)

(α(i), α(4)) = 0 (i = 1, 2) , (α(4))2 = 1 , K34 = −1 ⇒ (α(3), α(4)) = −1/2 .

.�%�� �� !������� a1 = a2 = a3 = −1/2
 a4 = ±1/2 	
 !����	��� � !�������
�������� /��# 0+0 �/��# 0−0 ���� /��#��+��% ����	���+�� !��#��	 Pe(4) 	����
Φ(F4)�
 �#�������+�� 1	#	���� !����� #���	 ������� F4)

α(1) = e(1) − e(2) , α(2) = e(2) − e(3) , α(3) = e(3) ,

α(4) = 1
2

(−e(1) − e(2) − e(3) + e(4)
)
.

��������

2� #������� 	���� Φ(F4) ���	� 	/ #����" ������&� !�	 r = 3 	���� Φ(so(7,C))
	 #������( ��#�����
 ����$�*	( !����" #����+ α(4)� 2 	����
 !����� #�������
	���� ������� F4 	���� �	� ��� !����/��� ������� � 3�4�

Φ(F4) =

{
±e(i); ±e(i) ± e(j) (i = j);

1

2
(±e(1) ± e(2) ± e(3) ± e(4))

}
, ������5�

��� i, j = 1, 2, 3, 4 	 /��#	 ± ����� ���	���+� ��/��		��� 6�#	� ����/��
  ���7
��� ��/������	 !��������� -������
 �����" �
 ��/������+ ������� F4 �����)
dim(Φ(F4)) + 4 = (8 + 24 + 24) + 4 = 52�

�� �	
���� ������� �����
� �� E6.
8���	,� -������ ������� E6 �!��������� !� �� �	������� 9��#	�� ��� �	�����
	 	���� �	�

||Kij|| =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
2 −1 0 0 0 0
−1 2 −1 0 0 0
0 −1 2 −1 −1 0
0 0 −1 2 0 −1
0 0 −1 0 2 0
0 0 0 −1 0 2

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ . ������:�

�����	�
 ���
 ��# $� #�# 	 � !������*�� �����
 �	���	� ����	�� : � �	�������
E6 �� �	���� ���� ��� �	������� D5 ��� ������� so(10,C)
 	/����$����% �� �	�����
�� ����
 ������� so(10,C) ������� !���������" � E6
 	 #������� 	���� Φ(E6) �7
���$	� � ��� !��	���� Φ(so(10,C))
 #������ �!�������� � ������5� 	 ������;� ���
r = 5� 2 #������ !����( !��	 !����( #����" ������� E6 �� ��/+��� !�����
#���	 ������;� ��� so(10,C) 	 �����	� # �	� ����" #����+ α(6) =

∑6
i=1 aie

(i)
 #�7
����" ���$�� ������������+
 ������ �	�� ������:� ����	,� -������
 �������	��



��� ��� �������� �	�
��� ����
� ������ �	

(α(6), α(i)) = 0 (i = 1, 2, 3, 5)� (α(6), α(4)) = −1 � (α(6))2 = 2� � �	
�����	 ������� ����
�
 ���� �	�	��� ��� α(6)� �� ������	� ��	�� !�	 ������	 "���� ��� ��#	��� E6$

αi = e(i) − e(i+1) (i = 1, . . . , 4) , α5 = e(4) + e(5) ,

α6 = −e
′

2
+ e(5) + βe(6) ,

�����%&�

#�	 e′ =
∑6

i=1 e
(i) � β = (1 +

√
3)/2� '"�����	���� ��� ����	�� "���	� Φ(E6) ��		�

��� ���� �����
�	� ������� �	���� ����� "��#��${
±(e(i) − e(j)); ±(e(i) + e(j)); ±

(
e′

2
+ (β − 1)e(6) − e(i) − e(j)

)
;

±
(
e′

2
+ (β − 1)e(6)

)
; ±

(
−e

′

2
+ e(i) + βe(6)

)}
, 1 ≤ i < j ≤ 5 ,

�����%(�

)���� ��	� "���	� �����%(� ��#	��� E6 ����� dim(Φ(E6)) = 2(3C2
5 + 1 + 5) = 72� #�	

Ck
n * ����������	 "�+,,�-�	���� .�+���� dim(E6) = dim(Φ(E6))+ rank(E6) = 78�

�� 	
���� ������ ����� �� E7 � E8�

/������ �� �������� "���	�� ����	�� Φ(E8)� � 
��	� ��"�0	�� "�" ��0�� ����1
��� "���	�� ����	�� Φ(E7) �
 "���	��� ����	�� Φ(E8)� 2���	� ������	 "����
��#	��� E8� /������	 �	����� ( � ���#����	 E8 �� 3������ ��	� ��� ���#����� D7

���� 3������� ��� ��#	��� so(14,C)� .�+���� 	��	���	��� ������ � "��	���	 �	����
�	�� ������� "���	� α(1), . . . , α(7) ��#	��� E8 ������	 "���� �����4&� ��� so(14,C)$
α(i) = e(i) − e(i+1)� (i = 1, . . . , 6) � α(7) = e(6) + e(7)� 5�" ������� ���	� ��"�� �����1
����� ������� "��	� � ���	 α(8) =

∑8
i=1 ai e

(i)� 6����-� 5������ ��� E8� "������
,�"����	��� ���#������ 7��"��� 3������� ��		� ���

||Kij|| =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

2 −1 0 0 0 0 0 0
−1 2 −1 0 0 0 0 0
0 −1 2 −1 0 0 0 0
0 0 −1 2 −1 0 0 0
0 0 0 −1 2 −1 −1 0
0 0 0 0 −1 2 0 −1
0 0 0 0 −1 0 2 0
0 0 0 0 0 −1 0 2

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
. �����%8�

'��	���� ��� �����-� 5������ �����%9� ��� E6 ������	��� �
 �����-� �����%8�� 	���
� �	� ������ ��� �	���� �����-� � ��	 �	���	 ����"�� 5�+,,�-�	��� Ki8 �����-�
�����%8� ��"�� � ��� ��	�� !�	 ������� �� "��	� α(8)$

(α(i) , α(8)) = 0 (i = 1, . . . , 5, 7) , (α(6) , α(8)) = −1 , (α(8))2 = 2 , �����:��

"�����	 �������� " �����	���� �� "�+,,�-�	��� ai$

a1 = · · · = a6 ≡ a , a6 = −a7 , a6 − a7 = −1 , 7 a2 + a28 = 2 .

;�� �����	��� ��	 � ��� �	�	���$ ai = −1/2 ��� (i = 1, . . . , 6)� a7 = 1/2 � a8 = ±1/2�
'����� ������ � a8 = +1/2 <�� %=� ����� a8 = −1/2 +"�����	��	� 
	�"������ ��1
��0	�� "���	��� ����	�� Φ(E8) �������	��� #��	�����"����� �	��	���"�������

��� ��������� ���	
������� ������ Sp(2r,C) � �� ��	����� ���

��������	
� (2r × 2r) ����� T � �������������� ��������

T T · J · T = J , �������

��� ���������		�� 	��
�� ��		�� �����������!����� ������

J :=

(
0 Ir

−Ir 0

)
, J = −JT , �����"�

	�#
����� ��������!����$ ������$� %	�!� ������� Sp(2r,C) & '� ������ ��	�$(
	
� ��������� � C2r� ����
� ��� ���� �x, �y ∈ C2r �����	�� 	��
�� ��		�� �	(
��������!	�� )���	�$	�� ����� f(�x, �y) = xi Jij yi� *����� !� ��)�$ �����$
�
)�� 	��
�� ��		�$ �����
 J � �������� �������������$ J = −JT� ������� �
��������	�� ������ �#�����	
� Sp(2r,C)�

• ������ ���� 	
������ �
 ∀ T ∈ Sp(2r,C) ���
������ ���
��� det(T ) = +1�
��������� �������� �������� 
 
���� �����  ������� !"�#��$�

+�� ��������!����� ����� �������� �� ���� 	� �����$ T (t) = I2r + t A+O(t2)
� )��#��� � ���	�!	��� '����	� �������� t , ����� �����

AT · J + J · A = 0 . �������

-�����	� ���	��$ 	��� ��������� ���� ������ !��. �	��� /�0� ��� �����
 1�� �� �
�������� �# ��������	
� ������ ����������� 	��� ��� �������		
� �	����)(
��#��� ������� � ��!���� ������.	
� ������	�� �����)� 1�� , �������		
�
�����	
� ������	���� 2���� �)��#��� ��������		��� ����)�� 1� ASp(2r,C) ,
'� �������		�� �����	�� ������	��� ��������	
� ����� A� ��������������
������� �������� 3�����		� ��������. ��������	�� ����)�� sp(2r,C) ��� ���(
�����	�� �����	�� ������	��� ��������	
� ����� A� ���!�	������� ��������
4��!���	��� !� ASp(2r,C) � sp(2r,C) , ��#	
� �)5��
�
6 ������ Sp(2r,C) ����� ��� 	�����.�� �� 	
� ��������� ����)�
 1� ���(

�
� , �������		
� ����
 ��������	�$ ����)�
 1� sp(2r,C)� 4����� ���������
Sp(2r,R) & '� �	� ���� ������������ 2r × 2r ����� T � ��������������
������� �������� 6���� ��������� USp(2r) & '� �	� ���� ��������	
� 2r × 2r
����� T � �������������� ��� ������� ��������!	��� �������� �� � �������
�	���	��� T † · T = In� ��'��� USp(2r) = Sp(2r,C) ∩ U(2r)� 7���� ���� � ������
Sp(2r,C) ������ ��� ����� ����� ��������� ����
� �)�#	�!���� Sp(p, q) �#���.
p + q = r�� +�		
� �����
 ����������� ��� �	� ���� ��������	
� 2r × 2r ��(
��� T � �������������� ��	������		� ������� ��������!	��� ������� � �������
���������	���	���

T † · Ĩ2p,2q · T = Ĩ2p,2q , Ĩ2p,2q :=

(
Ip,q 0
0 Ip,q

)
, �����8�

��� ������ Ip,q ��������	� � �������� 2���� �)��#��� �
 ����!���� !� Sp(p, q) =
Sp(2r,C)∩U(2p, 2q)� *!����	�� !� Sp(r, 0) = Sp(0, r) = USp(2r)� ��'��� �	���� ���
�����
 USp(2r) �����.#�� ������ �)�#	�!�	�� Sp(r)�

6����	�� ������	��� �������		
� ����� A� �������������� �������
�������� �)��#�� ����)�� 1� sp(2r,R)� 9� , ����)�� 1� �����
 Sp(2r,R)� � ��.



��� ��� ��������� ���	
������� ������ Sp(2r,C) � �� ��	�����

�������		
� � ������ ���	
� ��������	
� ��������	���� ����	
 ����� �����
����	�	
� ����������	��� ����� ��	��������	�� �� ��	�	�� ���!� "���� ��	��
���
���� 	� ���������	�� ���������� ���������� Uk� ����		
� � #��$�$%&' ��� "������
#��(�)*& � �	���!�+	�� ,�������	�� ����� � ���+�� ����������	�- !����
 SL(N,C)�

������	
� �� .���� ��������	�	���� ����������	�- !���� SO(N,C)� �����		�-
� ����
����� ����+�	��� � ���+�� ����!�	��	
� !���� ������� �����	����	
�
��������	�	���� ����������	�-� �����
� 	��������� ���	
�� ���!������� /	!�
λ � λ′� �����		
�� ���������	����� ��������		
�� 	� 0��� ��%� 1�� ����� ��� � �
����
����� ���+��� ��������	
� ��������	�
 s(ET{λ;n}

) � s(ET{λ′;n}
) � ��!���� �����

���� �������		
� �� ���	
� ����� T{λ;n} � T{λ′;n} � !��"� /	!� ��� Brn #�� ���	
�
��2���������� �����2��& � �� �����
 � ����������	�� s ����� ���	
��� 3�� 	� ���
	�� 	���������
� ����������	�� !���� SO(N,C)� �����		
� � ����������	�� T⊗n

� �
����		
� � ������ ���������� s(ET{λ;n}
) � s(ET{λ′;n}

) ����� ��������	�	
���

������	
� �� 4������� +�� !��" ������	�� 	���������
� ����������	�- #����
��		
� � ����������	�� T⊗n& !����
 SO(N,C)� ��������		
- ��� +���	�!� ���+��
n = 4 	� 0��� ��5� � !��" ������	�� 	���������
� ����������	�- ��!���
 �����
��� Brn(ω)� �	���!�+	
- ��������		��� 	� ����	�� ��(� ����� �������� ����� �
���+�� n ≤ [N/2]� 6 ���+�� n > [N/2] ��!���	� ,�������	�� ����� !��" �������
	�� ����������	�- !����
 SO(N,C)� � ����+�� �� !��"� ������	�� ����������	�-
��!���
 �������� 	� ����� �������� ���!���� /	!� � +����� ������ ����
7���
��� [N/2]� 8��" /	!� ������	�� ����������	�- #�����		
� � ����������	�� T⊗n&
!����
 SO(N,C) #0�����5& � !��" /	!� ������	�� ����������	�- ��!���
 �������
Brn(ω) #0�����(& ����+����� ����� �	��������2��- +���� ����- T{λ;n}� �����
� ����
�� � ��+����� ������	�- ���7�	
 ���� ��	� � �� �� ���!����� /	!� λ 	� ����	� n�
9��� � ������ ���+�� #������	�� ����������	�- !����
 SO(N,C)& : ��� ����	���
������	�� 	����������!���� ����������	�� T (λ) � ����������	�� T⊗n #��� 0�����
����&� �� �� ������ ���+�� #������	�� ����������	�- ��!���
 ������� Brn(ω)& :
��� 	� ����� ����	��� ������	�� 	����������!� ����������	�� ρ{λ,n} � ��!�����
	�� ����������	�� ��!���
 Brn(ω)� 	� � ������	��� ���!� ����������	��� ���+��
����������	�� ρ{λ,n} �	����������� ��� ���!�����- /	!� λ� ��� � ����	�� n� 	�
������� ��� ���!����� ���������� � !��"� /	!� #��� 0����� ����&� 1����������
	�� ρ{λ,n} � ρ{λ,n

′}� �	���������		
� ��	�- � ��- �� ���!�����- λ� ���������		�-
	� ���	
� ����	�� n � n′ !��"� /	!�� �������� ����������	���� ���	
� ��!���
������� Brn(ω) � Brn′(ω)�

��� �����	�
� �	���������� �	���
 Sp(2r,C) � ��

����	��� Sp(2r,R)� USp(2r)� Sp(p, r − p)

;����	�� ��������	�� !���� Sp(2r,C) � �� ���!���� Sp(2r,R)� USp(2r)� Sp(p, q)�
� ����� 	����	�� ��������	�� ��������������� ��!��� <� #��� ������
 ������� �
������� � �����- +���� �	�!�&� =��������+����� !����� Sp(2r,C) : ��� �	�������

���� ������ �	�

� SO(2r,C) 
	���������� T (λ)� ������������ ����	����� λ � r �	������

������� 
	��������� � 	��������� �� ������������ � ��������������� 
	�����������

��� �������� �	�
��� ����
� ������ �	 ���

������	 e(8)
 ���� ������� ����� ��� ������� E8 ����� ����

α(i) = e(i) − e(i+1) (i = 1, . . . , 6) , α(7) = e(6) + e(7) ,

α(8) =
1

2

[−(e(1) + · · ·+ e(6)) + (e(7) + e(8))
]
= −e

2
+ e(7) + e(8) ,

��
�
���

��� e =
∑8

i=1 e
(i)
 ����� ��������� �� ������������ �������� ���
 ������ �������

� ����� !���� ������ "���!�������� �������"�� �������� ����� α(8) �� ��
�
��� �
����� ��
�
#�� ������� so(14,C) ��$�� ��������% ��� ������	� ������	 Φ(E8)�

Φ(E8) =
{
±(e(i) − e(j)); ±(e(i) + e(j)); ±e

2
; ±

(e
2
− (e(i) + e(j))

)
;(e

2
− (e(n) + e(s) + e(k) + e(l))

)}
, 1 ≤ i < j ≤ 8 , 1 ≤ n < s < k < l ≤ 8 .

��
�
�#�

&���� ���' ����� ��
�
�#� ������� E8 ������

dim(Φ(E8)) = 2(C2
8 + C2

8 + 1 + C2
8) + C4

8 = 2(3 · 28 + 1) + 70 = 240 ,

� ��(���	 dim(E8) = 240 + rank(E8) = 248


)��� ��� �����% � ���������� ������� ������� Φ(E7)
 *������ !�� ���������
������� E7 ���	!����� 	�������� ���+��� � � ��������� ������� E8 ���
 ,��
�
��

-����� ������ �����% α(1) ������ ����������	�� ���+��� � �� ������ ��
�
��� �
���	�%���� ���	!��� ����� ������' ����� ��� ������� E7�

α(i) = e(i+1) − e(i+2) , α(6) = e(6) + e(7) , α(7) = −e
2
+ e(7) + e(8) , ��
�
���

��� i = 1, ..., 5 � e =
∑8

k=1 e
(k)
 . ������ ��	!�� ������� ����� ������� E7 ���$�/

�� � ���%�������� ������������ R8 � ��������$�� ��������� �������������� V 
����������	����� ������	 v = e(1) + e(8)
 0����% ��$�� ������%�����%�� ����!�/
���%��� 	����$������ Φ(E7) = Φ(E8) ∩ V ���
 123� ��� �� �������% ��� $� ��� � �
��	!�� ������� E8 � ��������% ��� ������	� ������	 Φ(E7) ⊂ R8 �� ������' ����� 
��
�
��� ���
 ������ ������� � ����� !���� ������
 . ���	�%���� ���	!����

Φ(E7) =
{
±(e(8) − e(1)); ±(e(i) − e(j)), ±(e(i) + e(j)), 2 ≤ i < j ≤ 7;

±
(e
2
− e(k) − e(8)

)
, ±

(e
2
− e(1) − e(k)

)
, k = 2, ..., 7 ;

±
(e
2
− (e(i) + e(j) + e(k) + e(8))

)
, 2 ≤ i < j < k ≤ 7

}
.

��
�
�2�

4������� ��
�
�2� ������ !���� ����� ������� E7 �����

dim(Φ(E7)) = 2(C2
6 + C2

6 + 1 + 6 + 6 + C3
6 ) = 2(2 · 15 + 1 + 12 + 20) = 126 .

�������� � dim(Φ(E7)) ���� ������� E7 �� ���	!��� !�� ����������% ��� �������
E7 ����� dim(E7) = 126 + 7 = 133


• ������ ��� �	
����� ��	� ������ 
	��� α(1) �� ���	�� �������� ��	���� 
	����
�� ���� E7� !� �	�����! ���	� ��	���� 
	���� �� ���� E6"

α(i) = e(i+2) − e(i+3) , α(5) = e(6) + e(7) , α(6) = −e
2
+ e(7) + e(8) , ��
�
���

 �� i = 1, ..., 4� #������ 
	���$�% �����!� Φ(E6) �� 
	���$	� �����!� Φ(E7)�
$	��	��	$�$&�� ��$��'�����! Φ(E6) = Φ(E7) ∩ V ′ ��!� ()*��  �� V ′ ⊂ R8

+ $�
�	��	� ��	�������$	� 	��	 	����	� $�
�	��! v = e(1) + e(8) � v′ =
e(1) + e(2) + 2e(8)�



��� ��� �������� �	�
��� ����
� ������ �	

����� ������ 	
��� �������
 ����
��
 ����
��

�� ������ 	
���

������	
�� ���	�� Φ(A) ���� ��
��� �
��	�� �����
� �� A� ��� ��� ���	�
��
α, β �� ��
������ �
��	
���	�� Vr ��
������ �	
������ ���	�
� β �	����	�����
�������	� Pα ��
��������
��� ���	�
 α!

σα(β) = β − 2 (β, α)

(α, α)
α . "����#$%

��� ��� ��
��� α, β ∈ Φ(A) �������� ��&�� 	��
�� "��� 
����� ������� ��
��� '��	�

�����% ��())�*���	 2 (β,α)
(α,α)

� "����#$% �����	�� *���� '����� � �	
������� ��
���

σα(β) ����� �
��������	 Φ(A)� +���� ��
���� ��
����� ���	��� Φ(A) ��	��	��
����
���	��� �	����	����� ���� �	
������ "����#$% � ���
�	�
� σα ��� α ∈ Φ(A) 
������,	�� �	
�������� -���� � ��
����,	 �
�� W � +�� ��� ��
����� ���	���
����'�� 	� �
��� W 	��� ����'���

���
�
�
��
 �����. ������ W � ��	���
 �������	�
 ���� �	�����
��
��������� �� α ∈ Φ(A)� ������	�
 ������	 
�	��

.���
�������	� Pα ��
��������
��� ��
��� α ����	 r/��
��� ��
����� �
��	
��/
�	�� Vr �� ����
��
���,&���� ����� ������ �� ��	�
�� �������	�� ������	


�	�� .
��� W ��
�����	 ��� ����
 -���� � �
�, � �������	����� W ���/
�	��	 �� ������	�� ����
 -���� �
�'�� (	� ����	��� 	
����	����0 ��������� ����/
�	�� 1 2����	��� � 3	��
�����, ������

• ������ ��� �	
����� ��	 ��� 	�������� �������� ����������	 �	������	
σασβσα = σσα(β)�

4��� �� ������� '	� ��� �
��� -���� W ��
�����	�� �	
�������� σi := σα(i)  
��� α(i) 1 �
��	�� ��
��� 5	� ����� ������	� ����,&�� ��
����� 6� )�
��
σασβσα = σσα(β) � ��
�������� ����� �����	 '	� �
��� W ����
��	 ��� �	
������
σα ��� ���	�
� α ���'��� ������������� �	
�������� �
��	�� ��
��� α(j)!

α = σi1 · σi2 · · ·σik(α(i)) , "����#7%

�
�'�� (	� ���	�
� ��
��,	 ��, ��
���, ���	�� Φ(A) "� �� �� '��	�% ���'�
�����
� A �� ���� �� �
��	��� 8�������� )��	 �� �'������ ��(	�� ���� ��
����� �
��� ������	����	�� �����	� ���	��� ��
��,&�� σi ���������� �� �����
�
���	������� �
��� W ��� �
��� �
���
�������� � ��
����� �
��	
���	�� Vr�

���
���
��
 �����. ������ ���
 W ������� ���	�� Φ(A) �������	�
 �	�� 
���
�� σi := σα(i) � ��
������� � ����	��� ����
�� α(i) ���!�� A� "!����#$�
σi ������ ���
 W �����	���
#	 ����#$�� �	���	����� ���	��%��
�

σ2
i = e , (σi · σj)mij = e , "����#9%

�� e & ����'��� (���	 � W � � ������	�� mij �����
#	�
 �� ��������
)������ D ���!�� A ���� *�������+ ��� ��%��� α(i) � α(j) ��������� D �������
0, 1, 2, 3 ����
��� 	� mij = 2, 3, 4, 6� ���	�	�	�����

��� ������� ���	
�� Brn � �� ������������ ���

��������	
� �����
� ���
�� � ��������� [n − 1]� ��� �
� �������� ����������� �
��������� ��� �����
� ��	������ � � �� ���
�� 	 	���������� (n− 2)!

0 1 . . . n"3n"2 ∗
∗ . ��������

#��
��
	
����� ���$����� ��	
����� ������
��
��� ���������% �&'�� �& �����
(����
���	
���	��� ��������� �� ������
 yn

ET{[n−1];n−1}
· (yn − (n− 1)) · (yn + 1) · (yn + ω + n− 3) = 0 , ������)�

��
���� ���
 ��������
��� 	��
��'���� �� 	����
����
��� �n ≥ 2�

ET{[n];n}
= ET{[n−1];n−1}

· (yn + 1) · (yn + ω + n− 3)

n · (2n− 2 + ω)
. �����*+�

,�'� �
� ��������
��� 	��
��'����� �& ��������  ���� -������ �� 	����
��"
��
��� �	�����
� ��� n = 2 	 -������% ������+��

ET{[n];n}
=

(y2 + 1) · · · (yn + 1)

n!
· (y2 + ω − 1) · (y3 + ω) · · · (yn + ω + n− 3)

ω · (2 + ω) · · · (2n− 4 + ω)
. �����*.�

• ������ ���� 	
������ �
 ����� �
����� ��� ������������
�� ET{[1n];n}
∈

Brn ���� ��� �n ≥ 2��

ET{[1n];n}
=

(1− y2) · · · (1− yn)

n!
· (y2 + ω − 1) · · · (yn + ω − n+ 1)

(ω − 2) · · · (ω + 2− 2n)
. �����*��

������	
� �� /
��� �& ����0 ���� �����
����� ���$������ �	�������� �� -��"
����( ������1� � ������2�� ������ �3��  ��� 	
���
� ������ 	�	
��� ������� ��"

��������&( �����
���&( ������
��
�� �����& 4������ Brn� 5
� ������
��
& �
����	
������� s ��������� � �������� �������� ���
 �����
��& s(ET{λ;n}

) � ���	
���"
	
�� V⊗n 
������� ����� n� 6��	� V 7 ���	
���	
�� ������� �3��� ����	
������ T
�����& SO(N,C) ��� �� ��3�	
����&( �������� SO(N−q, q)� 8���& s(ET{λ;n}

) ���"
��
���&( ������
��
�� ET{λ;n}

� �����
����
 	 ��%	
���� �����& SO(N,C) ������&
SO(p, q)� p+ q = N� � ���	
���	
�� V⊗n � �&�����
 ��������
�&� ������	
���	
��
V(λ) ⊂ V⊗n ����������&(��� ����	
������% T (λ)� 9�� �����
��� s(ET{λ;n}

) ����	�

�
 �	$�������3�% 
���$& :��� Λ = {∅ → λ1 → ... → λn−1 → λ}� ����3�%
��������� λ �� ��	������ ������ n� 9 �3�� 	����� �	
� ��	������ ��
�% T{λ;n}
� ���-� :��� ��	$�������3�( 
���$ :��� Λ�� ����3�( � ����	
�� ��	�����%
���'��& ���� � 
� �� ��������� :���� 8������ 
�� �� ��� � � 	����� ����%�&(
������ ����������&� ����	
������ ��
��������&( ������ ��������&� 	 ����3��
����&( �����
���� s(ET{λ;n}

) �� ����&( ��
�% T{λ;n}� ���������3�(	 �� ����% �

�% �� ��������� :��� λ� ����&���
	 ���������
�&�� � ���������	 �
��


��
� ��������
� λ� ;�%	
��
������ ��	����  ��������� λ ������� �
 ���� �	"
	�������� 
������ � ��� 	����
���� ���
��� �����
��& s(ET{λ;n}

) �� 
���� 
�����&�

���������� ��	
�� �� ������ ������
�� � ����� N = 2r � �������� λ� ������� r �����
���� ������
�� � � � � ��
�� ������ ������� ����� ���������������  ��������
��  �������! �
���������� � ����� �������"
��� � �
���������"
���  ��������
�#�



��� ��� ������� ���	
�� Brn � �� ������������

������	 � 
�	�� ��
	  ��	
�	���� ��	 �� ��	
�	��	 �	�	����	�	� � �	�����
�������

λ =

. . .

λ
(1)

n1
n1 ,λ(1)

n2 ,λ(2)
n3 ,λ(3)

n
k
,λ

(k)

���� (ni, λ(i)) � �������	�� ������� �	��������� � !
�	 ��	
�	��� ��
	 λ =

[λn1

(1), λ
n2−n1

(2) , . . . , λ
nk−nk−1

(k) ]" #	������ � �$�����!%&�� 
�	�� ��
	 	�
�'�� Brn+1

�%'�� �!�� T{λ;n}� ��!&�� ���� �� ������� ∅ � ������! {λ;n}� �� ��� �	������
�!��� ��������!%&�� �$�����!%&�� �	'��$� Λ = {λ1 = ∅, λ2, . . . , λn = λ}" (!��
ET{λ;n}

∈ Brn � ����������� ����������� ��������!%&�� T{λ;n}" )�����!* ��	��+
�� ��������*� ������� ����!��* �$�����!%&�� 
�	��� ��
	 ��* 	�
�'�� Brn+1

�� ���!,	��� ,�� ��* ����������* �!�� T{λ;n} �� !����* (n + 1) �	� ���' �����
��'	���� � �$�����!%&�� �	'��$� Λ = {λ1 = ∅, λ2, . . . , λn = λ} �&� ���! ��	
�	��!
��
	 λn+1� �����	* ���!,	��* �� λ ��'� ��'	������� ������ �� ������� !
�� λ�
��'� !�	������ ������� �'�	�!%&� ��!������� !
�� λ" ��	* �����	��* ��'	����+
�� ��� !�	����� ������� �� ��	�� �� ��������� �'������� ��	,���* -������	
yn+1 � �����	������ ����� ��������

ET{λ;n}
·
k+1∏
r=1

(
yn+1 − (λ(r) − nr−1)

) k∏
r=1

(
yn+1 − (1− ω + nr − λ(r))

)
= 0 ,


�� λ(k+1) = n0 = 0" .	��� �'�	���� ��* ����� ��	
�	��� λn+1 = λ′� ���!,�����
��'	������� � λ ����� ������  �������	�	�� (nj−1 + 1, λ(j) + 1)� ��������!%&��
����������� ���������� ����� ��� ��*&�� ����������� ����� ���

ET{λ′;n+1}
= ET{λ;n}

·
k+1∏
r=1
r �=j

(yn+1−(λ(r)−nr−1))
((λ(j)−nj−1)−(λ(r)−nr−1))

k∏
r=1

(yn+1−(1−ω+nr−λ(r)))
((λ(j)−nj−1)−(1−ω+nr−λ(r)))

. ��"�"/0�

1�* ����� ��	
�	��� λn+1 = λ′′� ���!,����� �� λ !�	������ ������  �������	�	��
(nj , λ(j)) �� ����� ����������� ����������

ET{λ′′;n+1}
= ET{λ;n}

·
k+1∏
r=1

(yn+1−(λ(r)−nr−1))
((1−ω+(nj−λ(j)))−(λ(r)−nr−1))

k∏
r=1
r �=j

(yn+1−(1−ω+nr−λ(r)))
((nj−λ(j))−(nr−λ(r)))

. ��"�"/2�

)�����!* -�� ����!��� 	 �	��� 3�	,	����� �	����3 ET{∅;0} = 1� ����� ������
�	
 �	 �	
�� *���� ���	����* ��* �� ���������� ����
��	���� ������������
�*�	���  �!�*�� � �$�����!%&�� 
�	�� ��
	 ��* 	�
�'�� 4�	!-�	" 5�����	
��	����� ����
��	������ � ������� ��* ���������� �	��� �'�	��� ����� ���+
������� ������������ ���!%� 	����	��,��� ��" 6���������� ������ � �	�����
������"

���	
�� (������ ��* 	�
�'�� Brn *���� ���	����� ��* ��������	���	 ET{[n];n}
"

7 �����	���� ����
� ��
!�*���
� �����	�����* 	�
�'�� Brn ���������� ET{[n−1];n−1}

�����	�� ��������	����� � ������� -������ yn ����� ������	�� ��� �'������ 
��	,���*" 1������������ �
�	�� ��	���! ��������* �����	������ �����* ���

��� �������� �	�
��� ����
� ������ �	 ���

������	
��	��� �������	
���� ���	� ���	�	�� ��
��� �
� �
�	�� �� �
�����	�
���� �	��� ���������	��	 �
���� ���
����	
���� �
�	�� �� �� ����
�	� �����	�

�  ���	��	 ���������	
����� ���� �	���!"

��� #���	� � ��������	��� ������ $	�
� �
� ����	�� ����	�� Φ(s�(r + 1,C))"
����� 	���� μ ����	��� ����������� Pu ⊂ Rr+1 �
�	��� s�(r + 1,C) �Ar��	���%
��" &���� � ��	����'	�� �������	
� �����! �� �� ���
� ��� �� �������� 	������
e(s) ∈ Rr+1(

μ =
r+1∑
s=1

ms e
(s) , (μ, u) = 0 ⇒

r+1∑
s=1

ms = 0 . ��"�")*!

&�
������ +����
�� ��"�"),! � ��� 	��	� ��"�"��! �
� ����	� α(ik) ∈ Φ(s�(r+1,C))-
����	� ���� 	���� 	����

σα(ik)(μ) = μ− (mi −mk)(e
(i) − e(k)) =

r+1∑
s=1
s �=k,i

ms e
(s) +mke

(i) +mie
(k) . ��"�",.!

/� ����	��� ��"�")*! � ��"�",.! �
	��	�- ��� � 	����� μ � σα(ik)(μ) ���������� mi

� mk ���	��
��� �	����� �- �
	����	
���- ������ W - ���� �	���� ���� 	�����
σα(ik) - ������+�� �����	 �	� �	�	������� Sr+1 ������	�� mi 	����� μ �� ��"�")*!"
$ ��
� ��"�",.! ���� 	��� σi = σα(i) (i = 1, . . . , r)- �������	 � �������� �������
α(i) = e(i) − e(i+1)- �
����� ���	����� ���������0����

σi · (m1, . . . ,mi,mi+1, . . . ,mr+1) = (m1, . . . ,mi+1,mi, . . . ,mr+1) . ��"�",�!

1��	���	 ���������0�� σi ���� ���� �� ������ W = Sr+1 ���" ����	
 �������
 �	��� ����� �����! � ��������� ��������	
	 �������" 2��	�	
��'�	
������3	��� �
� ������ Sr+1  �	������ �������'�� σi �
	���� �� ��	����
	���
��"�",�! � ��	�� ��(

σi · σi+1 · σi = σi+1 · σi · σi+1 , (i = 1, . . . , r − 1) ,

σi · σj = σj · σi , (|i− j| > 1) , σ2
i = e , (i = 1, . . . , r) ,

��"�",4!

��	 e 5 �� �	��	���� �	�	�������" 1�����3	��� ��"�",4! �������� � ������3	�
����� ��"�")6!- ����������� �
� �
���� �
�	�� �� Ar��	���"

��� 7���	�� ����	�� �
�	��� so(2r+1,C) �Br��	���! ������� �� ����	�� 	�����
��"�"46! ���" ����� �  ��	����'	� �������	
	 �����!" ����� 	���� μ  r��	����
����	�� ����������	 Vr = Rr ���
���	��� �� �������� 	������ e(s)(

μ =

r∑
s=1

ms e
(s) ∈ Vr . ��"�",�!

�	����	 ��"�"),! �� 8��� 	���� 8
	�	��� σα ∈ W - ����	�����'�� ������ α =
(e(i) − e(k)) ∈ Φ(so(2r + 1,C)) ���	�	
�	��� +����
��- ���
������� ��"�",.!- � �
�
������ ����	� {±(e(i) + e(k))- ±e(i)} ∈ Φ(so(2r + 1,C)) �� ��		�

σ±(e(i)+e(k))(μ) = μ− (mi +mk)(e
(i) + e(k)) =

r∑
s=1
s �=k,i

ms e
(s) −mke

(i) −mie
(k) , ��"�",9!



��� ��� �������� �	�
��� ����
� ������ �	

σ±e(i)(μ) = μ− 2mi e
(i) =

r∑
s=1
s �=i

ms e
(s) −mie

(i) , ��������

	
�� ���
��� �����
 �����W 
������ so(2r+1,C)� �������
 �
������� ����!
�� Sr "��# �����$
��"�� �������$ mi �
 �%�$ &��
"����� � Sr ����
'��� �����"�!
&�(�# � ��� %���� �������� ��
��" � mi� )$�
*���� σi = σα(i) � ���$"�$�$"� (��
���"� (r−1) ����$� ����� α(i) = e(i)−e(i+1)� �����$
"�� $ ����&��� ����&��
$�
mi � mi+1 � "��$��
 μ+

σi · (m1, . . . ,mi,mi+1, . . . ,mr) = (m1, . . . ,mi+1,mi, . . . ,mr) ,

i = 1, . . . , r − 1 ,
��������

�� $
�� ���
��� ����*&
 $ ��&������ Sr ⊂ W � 
 �$�
*���� σr := σα(r) � ���$"�$!
�$"� (�� �����&��� ����$�� ���� α(r) = e(r)� ����
��� ������ �������� ����$
��
� � �����&��� �������$� mr+

σr · (m1, . . . ,mr−1,mr) = (m1, . . . ,mr−1,−mr) , ������,�

%$� ���"����$ "��$� � ������
��"
���� �������� �����$- ��
�� � � ���� %���

�������$ "��$��
 μ� 	
�� ���
��� ���
�� (�� σi� ���$"�$�$"� (�� "�� ���!
�$� ����� 
������ so(2r+1,C)� &���$"�$��-�� ����*&
 $ ����� ������ �����
W .$�� 
������� /$���$����� ���$������� ������ W " $����
# ���
�� (�# σi
"�$��
 $ �� ���&�$
"����� �������� � ������,�� � &
 $�� �����
� ������0� &�� ���!
"�# (r − 1) ���
�� (�# σi (i = 1, ..., r − 1) � ���$��������

σr · σr−1 · σr · σr−1 = σr−1 · σr · σr−1 · σr , σ2
r = e , ������1�

&�� �����&��� ���
�� (�� σr ∈ W � /��$������� ������1� � ������0� &�� ���
�� (�#
σi (i = 1, ..., r−1) ��"�
&
 $ � �
"���$"
� ������1�� �
���
���� &�� ���%
� 
�����
2� Br!������

��� 3����"
� ���$�
 
������ sp(2r,C) �Cr !������ ���$��$ �� "��$���" ��������
��� ����$ � " ��&�
�&��� ������� /�
"��"
� �����"�� ���$�� Φ(so(2r + 1,C) �
Φ(sp(2r,C))� � �
�� %
�� %$� &���$"�� �
 "��$�� �������� �$�
*���� σα� ��$����
���$"�$�$"� $ ����� α = ±(e(i) ± e(k)) ∈ Φ(sp(2r,C))� &
 $ ������
��"
��� ����!
���$ mi "��$��
 μ� 
�
����%��� ������4� � ��������� 
 ������
��"
��� σα �� ���������
��$���� ���$"�$�$"� $ ����� α = ±2e(i)� ��"�
&
 $ � ������
��"
���� ���������
	
�� ���
��� �����
 ����� W &�� 
������ sp(2r,C) �Cr!������ �������
 ������
����� W &�� 
������ so(2r + 1,C) �Br!������� )��
�� (�� σi = σα(i) � ���$"�$�$"�!
 (�� ����$� ����� ������1�� &���$"� $ �
 "��$�� μ $
� *�� �
� � " ���&�&�(�
���%
�� ����
��� �����
 ��������� ������,�� � $
�*� ����*&
 $ "� ������ �����
W 
������ sp(2r,C)� /$���$����� ���$������� &�� ���
�� (�# σi $� *�� %$� � "
���%
� 
������ so(2r+1,C) � ���$ ��$- �
���
�� " "�&� ������1� &�� ���%
� 
�����
2� Cr!������

���3����"
� ���$�
 
����� so(2r,C) �Dr!������ &
�
 " �����0�� ��� ����$ � " ��&�
�!
&��� ������� 5����
 W " ���%
� 
����� so(2r,C) ���$��$ �� �$�
*���� σα� �
&
���#
" ��������� 6�� ������ α = (e(i) − e(k)) ∈ Φ(so(2r,C)) �$�
*���� "��$��
 μ �� ��������
����&����$�� �������� 
�
����%��� ������4�� 
 &�� ������ α = ±(e(i) + e(k)) ∈

��� ������� ���	
�� Brn � �� ������������ ���
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{∅; i− 1}

•

{∅; i+ 1}

yi =

yi+1 =

0

0′

����	 ����


���� ���� �������� 	 ��
�������� �
���������� ���� ���� �� ��
����� 
�
����� �� ��� 

����� 2� ������ 
������� 	����� {λ; i−1} � {λ′; i+1}� !	����� �"����#�� ����$���#��

��������� ���� �� ���	� i� %� ��
����& ' � ( �
���)��	��� ������ �"����#��� ±z′ = (1 −
ω)± z ��� 
�"
�	���& ���#�� a

(k)
i � a

(k)
i+1 ����&� #�� a

(k)
i + a

(k)
i+1 = (1 − ω)* 
�� �
��	� ��� ��

+�	�$���� ������

�������� λ ���������� � ������������� ����� ���� �� ���� �! Brn� "����#
����!� ���������! � ���� �� Brn ������������� ������������� �� ����� �����
Λ = {λ1 = ∅, λ2, . . . , λn = λ} ���! n$ ���$ %�� �� &� �����$ ������������� ����� �
���'��(����� ������������� ����� ���� �� ���� �! Brn$ '����!� ��%������� �
���)��* ���(��� ∅ � +�'��%������� � ���(��� {λ;n}� ,��&����� ���) ��'�) ����*$
'����!� ����� ���� n$ � �+��%����� '�' X(n)�

-�� ���� �! Brn ��'&� ��������� ������ .�����! �������

������	 ����
 ������� ��	
��������	���� ����������
� ���� ����������

Tabn ���
��
����
� �	��
� ���	 �
�� n� �� ������� ��	�	�� ������	 �����
�	�
�� ���������� Spec(y1, . . . , yn) 
 ���������� X(n) ���� ����� �
�� n �
�	���	 ����� ���
��
������ ��	!� ���	

Tabn # Spec(y1, . . . , yn) # X(n) . /��0�1�2

����� �������	
�� �������
�� �� ������� �������

3������'��� ���������!) �+����� ���������4�!) ����������� �� ���� �� 5���#
6�! Brn �� ������ ��������� '������'��� ����������� �� ���� �! C[Sn]$ '������
 !�� �+��&��� � ��+��� ������

���'��(���!* ������������* ���� ���� �� ���� �! Brn /��� ������ ��
������72 ��� ������� ���������� ������� �� ��� ���������4�!) ���������!) ���#
�������� �� Brn� "������ �� ��� ���������!) ����������� �������� ���������
��'�����4����� '������������� �� ��� 6�������� �����#,8���� "���4 {λ;n} 9



��� ��� ������� ���	
�� Brn � �� ������������

������� 	��	
���������� � 	
���
����� ������ ���� LΛ �	
���� ���� RΛ��
������� ����� 	��� Λ � �������
����� �
��  ��! "��#�������$ � ��
%
&��� {λ; 4}! ������
����$ � ��	
�������� 	
����������� ���'
� Br4 � 	
���
�%
���� LΛ! ����
�� �� �'�"�#�� ρ

{λ;4}� �
� ���� 
"��� 	���! ����
�� ����
����$

"���� �'�
�� Λi! �� "��#�����$ � ����� � ��� �� ��
&��� {λ; 4}! �������%
������ 
"��#��� ����	������! ! ������������! 
"��#���! �� ������������
	
���������$� ρ{λ;4}! ����������� � �"���
���( 	
���
����( LΛi

� )�� �������
�" �'���� 
�����
���$ *"��� ����� ����! � #�������! +��#��� � �" ��"�����
*"����� ,��! ��	
�������� 	
���������$ ���'
� Brk ����
����$ ��
&����
{λ; k} � �������
����� �
��  ��! 	
� ���� �
������ �(������$ 	
���������$
ρ{λ;4} � 
����$
��� 	
���������� 
�� #���� 	����! ������( � ��
&��� {λ; k}� -
�
���� ���
���� � ������������ � ����������! �'�����&���$ � +��#��� � �"
*"��� �����! 
"��� 	���! "��#�������$ � ����� � ��� �� ��
&��� {λ; 4} � �%
�����
������ � 	
���������� ����	������� eΛi

� 
"���� ����� Λi! ����
���
'"����� �����
 � 	
���
����� 	
���������$ ρ{λ;4}� ������� #���� 
"��#��( 	�%
���! �����( �" ��
(��� ��
&��� ∅ � ��
&��� {λ; 4}! 
��� ���� 
"��
����� 	
��%
�������$ ρ{λ;4}� .	��$��� ����! #�� ��� ���! #�� #���� �����������( ��	
�����%
��( 	
���������� ρ{λ;4} � 	
���
����( LΛi

! �(��$��( � 
����$
��� 	
����������
��
������ �(������$�! 
��� 
"��
����� ���( 	
����������! $��$���$ #�����
���#�� .���
�����$ ������

• ������ ���� 	�
�� ��������� ����������� �����������
 ����� Br3 � Br4�
������ ������������� ��������� ���� �� 3 � � 4 � ����� ��!� ����
�� "�����#� $��%��&�% !������� '(�)�#)*� '(���+,* ��������% ���������
����� Br3 � Br4 � ������% �� � ��������%� '��+�#*�

*��
&����� �������
����� �
�  �� � *�����/ ����
��� 	���
��! ����%

�� �����$� �" 	���� ����� 0 � ������$�� ��
&��� {λ; i−1} � {λ′; i+1} � (i−1)%��
� (i+ 1)%�� �
���$(� 1�� ��	� ���( 	���
��� 	
��������� � *�����2 ��
�����
� *���3�4 � 
"���� ������� 5 *�����26 � *�����27 �"�'
���� 	���
��! �������%
�������� �	���
����� ������$� ��	
 � ���
 �" .���
�����$ ������ 5 	���
�(
6 � 7 ��� 	�
�(��� �� ��
(��� ���
��� λ � ������ ���
��� λ′ ��	
�������%
�$ ������ ��'������� ������! 	������ ��� 	���
�� �'
"��� � �������
�����
�
��  �� � *��� ��/ 
��
&����� 	���
�  ��! ��������������� ���'
�
C[S4] ���� *���3�8 �" *"��� ������� ����
�� 9 � : � *�����2 ������������� �	��%
�
������ ������� ��
 �" .���
�����$ ������ ;������! #�� ����� 	��� �" �'�

(2m + 1) 	���� � 	���
�� D � *�����2 ��	
��������$ � 	�
��� &�� ��'���%
���� ���������� ����� ������ �" λ!  � ���
�� &�� < �������� ���'��������
��� �� ���� ������ ��! #�� ���
�� λ′ � �
���� (i+ 1) ���	��� � �#�����
���
���� λ � �
���� (i−1)� ����
�� � *�����29 ������������� "�#���� m = 0
����� 	����!  �������� 	���
�� ����� ��	 � �
��  �� � *�����/ �����$�
�" �
�( 	���� � ������������� "�#���� m = 1� ����
�� � m > 1 ��!2!��� 	�����

���"����$ � �������
����( �
�(  �� ��$ ���'
 Brn! �#��$ � n > 4�
���#�
���� ��� 
"! #�� ��	
�������� 	
���������$ �
�		���� ���'
� C[Sn]

��
�		� 	�
�������� Sn� ����
������ ���
����  �� λ  n � n �������! 
	
��������� ����	������ � C[Sn] �������������� ����
���� �'����  ��!
������� ��
�� λ  n� 5�	
�������� 	
���������$ ���'
� =
��
 Brn ����
�%
���$ 	
�� {λ;n}! ��� λ < ���
��  �� � n < 	�������� �
�����! � ����
��

��� �������� �	�
��� ����
� ������ �	 ���

Φ(so(2r,C)) ��� ���	
��� �	�����	��� � ���� ��������� �	��� ���	���� �� ��	
!�"# W ������� �� ���$ ������	����� ��������� mi� 	 �	�
� �� ������	���	��"�
��� ������$  %������ %��#	 ��������� mi ������ ��	��� &��	
��� σi = σα(i) �
��� α(i) ������� ����� �����'(� 	#����� so(2r,C)� �# i = 1, ..., (r − 1) ���������� )
�� �������� ��	������*�� �������� � ����
�	�� ����� �� Sr ⊂ W � 	 ���	
����
σr := σα(r)� ���������� �+�� ���#����� ������� ����� α(r) = e(r−1)+ e(r)� ���#	���
,��� #� �������� ������	�#��� � ����-

σr · (m1, . . . ,mr−2,mr−1,mr) = (m1, . . . ,mr−2,−mr−1,−mr) , ������.�

%�� �����#�� ������ � ��	������*��� �������� ������/ ��	��  #����� %������
%��#	 ��������� mi� 0����� � ���	� �+�� σi� ���������� �+�� ������� ������
����
�	�� ��� �� �� !�"# W 	#����� so(2r,C)� 1�� �� ���� ������2��� �#
���	� �+�$ σi �����	�� �� ������	�#���" �������� � ������.�� � �	��� ,��� #	��
������'� �# ���	� �+�$ σi (i = 1, ..., r − 1) � ������2�����

σr · σr−1 = σr−1 · σr , σr · σr−2 · σr = σr−2 · σr · σr−2 , σ2
r = e , �����(3�

�# ���#����" ���	� �+�" σr ∈ W � 1�����2��� �����(3� � ������'� �# ���	� �+�$
σi (i = 1, ..., r−1) ����	�	�� � �	������	�� ������4�� �	���	����� �# �# %	 	#����
5� Dr)������

�����	
���� �����. ��������� σα(i) 	 
��������� �� ����� α �������� �������
���������

α→ σα(i)(α) = α− 2(α, α(i))

(α(i), α(i))
α(i) , �����(��

�������� �� ���
� ��!�� ���������"�#� ����� α	 �� ���#� �������� �����
α(i)	 � 
� α = α(i) �# ����� σα(i)(α(i)) = −α(i)�

�������������� 0 ��/ �����/ α =
∑r

j=1mjα
(j) 6 ��#�
���#��� ����	 �� �����(��

�� ��# %	��

σα(i)(α) =

(
mi − 2(α, α(i))

(α(i), α(i))

)
α(i) +

∑
j �=i

mjα
(j) . �����('�

�	� �	� α(j) ������	 ������$ �����"� �� ��� ���,,�*����� � �	�#�
���� ����
σα(i)(α) �� ���" ������� ��#
�� ���/ ������ ��	�	 ���� ��� 
����� ���#� ,��� #�

��������� 7�#� mi ≥ 2(α,α(i))

(α(i),α(i))
� �� ��� ���,,�*����� � �	�#�
���� ���� σα(i)(α) �� ��)

��*	��#/�� ����	#/��� mk ≥ 0 � ��# ��#�
���#/����� α� � �#����	��#/�� �����/
σα(i)(α) ��#�
���#��� %�� ���	���	�� ������	���� ��#�
���#/��$ �����" ����	*�)

�" σα(i) � 7�#� 
� mi <
2(α,α(i))

(α(i) ,α(i))
� �� ���	#/��� ���,,�*����� ��#
�� ���/ mk ≤ 0�

� � ��# ������#�
��� � ��#�
���#/����� ���� α �� ����� mk = 0 (∀k = i)�
����	 α = α(i) �mi = 1 �	� �	� ��	���� ����� �	���+���� � �� �����(�� �� ��# %	��
σα(i)(α(i)) = −α(i)�

�� ������� �������� �������� ���������

0� �������" ������� Φ(A) ������" 	#����� 5�A ��
�� ������#��/ ��� � ������ �
������ Φ(A∨)� �����+ � �� �������� α∨-

α∨ =
α

α2
⇔ α =

α∨

(α∨)2
, �����(��



��� ��� �������� �	�
��� ����
� ������ �	

��� α ∈ Φ(A)� �	�
���� 	� ���� |α1| > |α2|� � |α∨1 | < |α∨2 |� ������ α∨ ����
�����
�������� ������� �� A� �������  ���!� 	� ��"���
 
����
 α∨ ��
���
�
���� 
��� �
#��
�� ����
# �������� $�#��
����!�� ��� ����% α∨, β∨ ∈ Φ(A∨)
�� �����

2
(α∨, β∨)
(β∨)2

= 2
(α, β)

(α)2
∈ Z . &����'()

� ���� ��� 	� �� ��
����� ����
�% 
����
 α � α∨ �
 ������ � �
 �����
� ������ ��#�� ������ Φ(A) � Φ(A∨)� *��� ��� ���"���� ��#�� ��� ����!��%
������  ���%��� ���� 
 �����

α→ α− 2
(α, β)

(β2)
β ⇔ α∨ → α∨ − 2

(α∨, β∨)
(β∨2)

β∨ ,

� +� ���	��� 	� ���  � ��#�� ������ Φ(A) � Φ(A∨) ����,��� -�#	�� �� �������
��� 	� ����
�� ������� Φ(A∨) �"�� ���! ���.���
��� � �����# ������# ��
A∨� ����� ����
����� �������� ��	
���� �� *����� ������� �� A �
�����
�� ������ ����!�# ������� �� A∨ � ������ /�� ��� (α∨)∨ = α� � (A∨)∨ = A�
- ��
����
 ������0�� ��
��"������ ����  �������� ��� 
 ���!��#1���

�����	
���� ����� ����� ����� ���	
���� ��������� 	
������� ���	

�������� ��������� ��

s�(r + 1,C)∨ = s�(r + 1,C), so(2r,C)∨ = so(2r,C), &����'2)

so(2r + 1,C)∨ = sp(2r,C), &����'�)

G∨2 = G2, F∨4 = F4 , E∨r = Er (r = 6, 7, 8) , &����'')

�� ����� ��� ������� ������� �� ����	
����� �� ���������� ����� ������ sp(2r,C)
� so(2r+ 1,C)� ������� 	
���� 	�
� 	�
�
�  ������ ���� α(i) (i = 1, . . . , r) �����!
�� �� A ����"�	�� � ������� ���� α(i)∨ ������� A∨ � ������� �������������
	
������� #$�%�&$'(

(α(i))∨ =
α(i)

(α(i))2
. &����'3)

�������������� 4��� 
�� ���� α ������� �� A ����� �����
�� ������ �
��
����
��0�� ������ &����'�) �"� ����� �����
�� ������ � ����
�� ���
����� ������� �� A∨  ��	����� �� ����
# ������� ������� �� A ���1������
 ������
����� &���"����� 
��% ����# ��  ������# ,���� 1/(α)2)� -���
��
���!�� ������� �� A∨ �"����
���� ������� �� A� 5+��� ������� �� s�(r+1,C)�
so(2r,C) ����# Ar� Dr � ���"� ������� �� E6,E7 � E8� ��
����
��0�� ����������
$������� � ����% ������� ��!� �������� �
��� ��"�� 
��1������ �
�����
�� �������!���� &� +��% ������ 
�� ���� ����� �����
�� ������ 	� �"�
 �
����! �
�)�

������! ���������! �������� ���� ����% ����� ������ ������ 5�
����
���1���� ����!���� &����'�)� ��� ���� ������� �� so(2r,C)  ��
����� 
 &����63)
� ��
����
��0�� ����!��� ���� &����'�) ����� 
��

±1

κ
e(i) , α

(i,j)
± =

1

2κ
(e(i) ± e(j)) , −α(i,j)

± = − 1

2κ
(e(i) ± e(j)) , i < j . &����'7)

��� ������� ���	
�� Brn � �� ������������ ���

����� ����		�
���� �
�� ���� �	� �	���
� Brn
�� ����		
������� ���	������ ��	������� � ��������� �����	�� ������ �����
� ������ �� ������� ������������� �� ����	�� �������� � �����	� ������ �����
 ��� �	! �	��"�� Br4� ���"��������� �� ���# $#%# &����' ���� �������� ��
 ��(
�����)�
 � ������������ ��������	���!� �	��"� Brk (k = 1, 2, 3, 4) � �����	��
����	���! *��� ��������	���'#

y1 =

y2 =

y3 =

y4 =

0

0′ +1 −1

0 −1′ +1′ +2 −1 +1 −2

0′
+1

−1 −2′ +1′

−1′
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+��# $#%, ����������	
 ���������
 ���� ����� ����������
 ��������
��������	� �����������
 ������	 ������� Br4(ω) ������	 �� �� � ! ���"
������	� #��$�� ��������� ����"%&�� yk ������	 Br4' �� �����������
#��� ����(#����	 ���#��$�� ±n′ ≡ (1− ω)± n)*

-����! ������� ����� �������! ���'��� �������� {λ; k}� ������' �������(
����� ���������  ��� λ � ����
 k ������ �� ������� *�� ��������� �����	���(
�� ������ ����� �.���
��! ������ � �����)�! ��.������! � 0�# /������ {λ; k}
����� ������������ ������������ ��������	���
 ρ{λ;k} �	��"�� Brk# 0��������
�����! ������� {λ; 4} �� ����� ������ ����� ����� +��#$#% ������������ �����(
������� ��������	���
 ρ{λ;4} �	��"�� Br4 ��� �"���� *�� �����"��� .�� ��(
���# 1��� ����� �� ������' ������� ∅� �����	������' �� ����� 0� �� �������
����! �� ��������������� �	.�� *�� ��� �	��� 4� ��������	!
��! ��)�		��(

��� ��"	�)��  ��� �$#2#33�� ������� � ���
 �.����� ����������
� �������	�(
��� ��"���� Λ = (a1, . . . , an)# 0�������� ���� �� ���� ���'� ����� �� ����(
��' ������� {∅; 0} �� ������� {∅; 4} �� .�������� ������ �����! ��)�		��
��'
��"	�)�' Λ = {∅ a1=0→ [1]

a2=−1→ [12]
a3=+1′→ [1]

a4=0′→ ∅} �	� �������	���� ��"����
Λ = (0,−1, 2 − ω, 1 − ω)# 4���� �"������ ��� ��� � ��)�		��
��� �����  �(
�� ����������
� ����������� ������������ eΛ ∈ Br4 5 ��"�������� ��������
*	�������  )���(�6��� (y1, . . . , y4) � ��"��������� ���.���!�� Λ = (a1, a2, a3, a4)#
7�"�������� ���.���! (a1, a2, a3, a4) ������ �� ��"��� ���' � ����� ���������!�
��"��	����� �	� ��	����� �	����  ��������  ���� .���� ������� �������� ���(
��' ���# -����' ����������' ���������� eΛ ��� ��'����� �� ���� �	��� ��������
���' �	��"��' Br4 ��������� ���# �����	 ������ � ���	!���� ��������	���� �����(
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λk =

0 1 2 3

−1 0 1

−2

�
�

���

�
�
�
��

−1′ 4

0 1 2 3

−1 0

−2

0 1 2 3 4

−1 0 1

−2

���� ���� ��������	� 	�	 
�����	� ����� ���	 �� ���� λk → λk+1 � ���	��	�
��
��� ����	�� ���� Λ = (..., λk, λk+1, ...)� ��	 �	�	�������� �	������� λk �	�������
λk+1 ����� ��	�	���� ����� ����� ��� 	 ����!" 
� ��! �� �	�
��� #����
�! (−1′) 	 4� ��	�	����!� �������� ����������
�� ��������	$� 
�������� 	�	
����������� ���	  �	������� λk% ��$ ���������	  ��	�	 �! 	����� 
�� ����
 ��&��	� (−n′) = (1− ω)− n�

	
 �����
�� ��
�� �
���� ������������ �
���� �	�
 ���������� �������
 
��!	���! ������� "��� ��
��
""
"� �	�


Λ = {∅ a1=0→ λ1
a2→ λ2

a3→ λ3
a4→ · · · an→ λn} #��$�%%&

�� �
���"� ������ λk−1 → λk ������'�
��( �����
	� ak ���
��		�� ��� ��
 
�		�� ����� � ��
��
""' λk−1� )
��" ���
*�"� �
���� ������������ �
����
�	�
 Λ ���	' n ����������� ������ �����	
�� ���	' n

Λ = (a1, a2, . . . , an) ,

�� � ����������� � �����	�" �����
	�� ���
��		'� � ��
�		'� ����� "'
�"" #��
�	�� � +�����	�" ����� &

ai ∈ {[1− i, i− 1], [2− i, i− 2] + 1− ω} . #��$�%�&

������	�
�� ����� '�������� ������������������� (a1, a2, . . . , an) &	���� ���
�
&���!" � �����! ��������	� ���" ���	��	�
��	" ����	� ���� ��	�! n (� �����
�
 
���������$��	" ()�*�+,--� �� !�����$ ���	������ �������� �����	
�

��� ����� n 	 ��� ��&����$ Contn�

,��
������ ������ ������	��

������ ����� #�����$ � �	������� ��&��� ����������	� ����
 ����������
���������!" ������� Spec(y1, . . . , yn) 	 ���������� ������� ��������	� Contn�

- ���� ������	�(� �����		��� ���� )��"' ������ .�� �*	
/
�� /�� 	�����
�$ � �	������� ��&��� ����������	� ����
 ���������� ������� ��������	�
Contn 	 ���������� ��	�	�	��!" � �	��� �����������!" 	����������� � ���
����� Brn�

0
� � � ���/
 ������	�( ����� �����
��	�� 
����' C[Sn] � �
*��
� �����
� ������ ������	�( )��" ����� � ����� "��	� ��������������
�! � ��"��!�
����
�!	��� �
���
1		��� ��
2
 �	�
 ��( 
����' Brn�

��� ��������	�
�� � ���� ���

��� ����	
� ���	� � ��������� �� ���	�� ������ 1
2κ

�������� �	
�� ����� �����
�
�
����������� �	
� ���������� 	����
� 	 	�	�
��� ����
� �������� ��
���
sp(2r,C) ��!���� �� ��

� so(2r + 1,C)∨ = sp(2r,C)� "���
��� 	��������	��
�����##� �	���$��
����� ��
�� %� G2 � F4 ��
���� ����� ����� ����� �����
��

	�	�
�� �	���$��
����� ��
�� %� ��� � &��
�
 ����� � &��
�
 ������� �
����
$	�� ������ �� �	���'
� $���
�� � �$
	��
 	��	��'�
������ �����
��'�

"
�
��
� � ��	���
��� 	�����(
��� �����#)� ������
 	�'����� ���	� ���*
	��� ����
� 	�	�
� Φ(A) � Φ(A∨)� +� �
 ���
� ���� ��
	� ���

 �����
��*
	��� !��� 	�����(
��� �	�� ,-. /�� 0 1�2 "�
����
��
 #�� 3�	���$�� ����
*
���� �����#)� '��� ������'	� �����
����� 4������� ������5� �����6#� �����6-� �
������)� 	����
�	��
��� ��' ���	��� ����
� ��
�� %� ��		�$
	��� 	
��� s�(r+1,C) 
so(2r,C) so(2r + 1,C) � sp(2r,C)� 7�� ����
���  ���
 ����
��� 	�����(
���
�����#)� ��' ���	��� ����
� �	���$��
����� ��
�� %� G2 F4 � Er �� �	���'
�
$���
�� � �$
	��
 	��	��'�
������ �����
��'�

�	
����
 �� 8� �� ���	��
 ����� (α(i))∨ ������� ��
��� A∨ ���	' 4�������
�����#)� �� �	
 ����� α∨ ��
��� A∨ ����� ���� ���	�� �� 9
��$�	�
���
 	����

α∨ =
α

(α)2
=

r∑
i=1

ni
α(i)

(α(i))2
, ni ∈ Z . �����)2�

�	
����
 �� :���	�� �����#)� ��' ����9� ;��� ������-� ������� 	�	�
��
Φ(A∨) �� ������

K∨
ij = 2

(α(i)∨, α(j)∨)
(α(j)∨)2

= 2
(α(i), α(j))

(α(i))2
= Kji . �����)��

8��� ������ ����9 ;��� ������� ��
��� %� A∨ ����$
�	' �� ����*
9� ;��� ��
��� A ���	���������
�� 7�� ������'
� �
��� ��
���4�9������
������
 ��
��� %� ������'	� �� ��
�	���
��
� �	�� &�	����� � ���
 ������
3������ < �
������
 ��' 	�	�
� ��
���� ���	��
 ����� ����� ����� �� ��
*

�

Dso(2r+1) =
� � . . . . � � �> ←→ = Dsp(2r)

� � . . . . � � �<

DF4 = � �> � � ←→ � �< � � = DF4

DG2 = �< �←→�> � = DG2

$�� ����	�����
� ������ 	�
����
 � =��
���
��� ������

��� �����	
����� � ���


"�	�� Hi �i = 1, . . . , r� > ��������
 �����
��� ;��� ���	��� �����
�	���
��
��� %� A ��� r T > �����
�	��
 ��
�	���
��
 ��
��� A � ���	���	��




��� ��� ��������	�
�� � ����

V� ����	 
�� |μ〉 ∈ V � ���������� ����� ��� ������������� ��
� �����
��������� T (Hi)�

T (Hi) |μ〉 = μi |μ〉 , (i = 1, . . . , r) . ��� ��!

"�
� r#����������� ������ $����%& ����������! ����� μ = (μ1, μ2, . . . , μr)&
������� ��'�����% ����� ������ |μ〉& � ���� ��'�����% ����� ��
�������% T
��$��� A� " 
��	��(� �� ��
� �������	 ������ T � )������� � ��
� �*����	
����'��(� +������,"��% {Hi, Eα} �����-���& 
���������� � �������������
�������� ����������� V ��
�������% T �

.�% ��������% ����� ������
���� ��
�������� ������� ��$�� /� �����
'���	 �������� ���� μ& ������ '�
����% ������(��%�� ��� ��!� ��*����� 0��
���������

�� +��
� ��
������� ��� ���% �� �
�� ��� .�������	��& ������� H1 �
����������� ��
�������% V ��� �� ������ �� �
�� ���������� �����& ���#
������ '��*�� ������$� ���'��*�� '� μ1� ��
������������ ���������� �������
|μ1〉� H1|μ1〉 = μ1|μ1〉 � ���������� '��*��� μ1 ���'��*�� '� V1� 1�� ���

H1H2|μ1〉 = H2H1|μ1〉 = μ1H2|μ1〉 , ��� � !

�� H2|μ1〉 ∈ V1� 2������ H2 ��� ���% �� �
�� ���������� ����� |μ1, μ2〉 ∈
V1 �����& *�� H2|μ1, μ2〉 = μ2|μ1, μ2〉� 2��'��*�� ��
������������ � V1 ����������
������� H2 � ���������� '��*��� μ2 '� V2� ���
����% 0��� ���-��& �� ���
�
� ���
���� ��
������������ Vr& ������ ��������� �' ���������� ������� |μ〉
��� ��������� H1, H2, . . . , Hr& �������������� ��� μ = (μ1, μ2, . . . , μr)�

�� " ����������� V ��
�������% T ��������� ������ |μ〉 ��������� +����#
�� H1& H2& . . . , Hr& ����� ��'�� ��� μ& ������ �'�������� .�% 
���'���	����
0��$� )���� ���������� ��������� ������ |u1〉, |u2〉, . . . , |u�〉�

Hi|uk〉 = μ
(k)
i |uk〉 .

����	 |u〉 , � �
�� ���������� ����� � ���� μ = μ(k) (∀k) ���*� �����& *��
������%��% �������� |u〉 =

∑
k |uk〉� ��
������ �� �� *���� 0��$� ��������

���������
∏

k

∑
i ξ

i(Hi − μ
(k)
i ) =

(∑
i ξ

i(Hi − μ
(1)
i )
) · (∑i ξ

i(Hi − μ
(2)
i )
) · · · & $
 ξi ,

����'���	�� ��0))�-����� 1�$
� � ������ *���� �� ����*�� ���	& � ��������
���� ���� *���� 0���������� �� ���� ����'���	����� ��0))�-����� ξi! ��������
|u〉 = 0� 3�� � 
���'���� ������� �'���������	 ���������� ������� � ��'����
������ 2���
� ��
��& *�� � 
����� ��
�������� ����% � ��� N = dimV
��'��*��� �����

"���� ��
*�����	& *�� ��� ��$�� ���	 �����
�����& �� ��	 ��$�� ���#
�������	 �����	�� ������ �'�������� ������� � �
��� � �� � ����� " 0���
���*� ���'�� ���	 � ��
� ��
��� ��������� ����	 |u0〉, |u1〉, . . . , |u�〉 ∈ V � ���#
������ ������ ��������� {Hi} � ����� μ(0), μ(1), . . . & μ(�)& � ����	 ��� ����
������% '���������	

|u0〉 = |u1〉+ |u2〉+ · · ·+ |u�〉 . ��� ��!

1�$
� �' �$����*��% �������� ����� �*����	& *�� ���
�� ����� � ������ *����
��� ��! ��� ��� � �� μ(0)& *�� � ����� |u0〉 � ���� *���� ��� ��!� 1� ��	& ��
��� μ(1) = μ(2) = · · · = μ(0)� .�������	��& ��� ��� ������ � ��'���� �����

��� ������� ���	
�� Brn � �� ������������ ���

������ a1 = 0 �

(1) aj ∈ {[1− j, j − 1], [2− j, j − 2] + 1− ω} , ∀j ≥ 2 ;

(2) ai = ai+1 , i = 1, . . . , n− 1 ;

(3a) ���� ai + ai+1 = (1− ω) � ai+1 = ai ± 1 ⇒ σi · eΛ = ±eΛ , κi · eΛ = 0 ;

(3b) ���� ai + ai+1 = (1− ω) � ai+1 = ai ± 1 ⇒
Λ′ = (a1, ..., ai+1, ai, ..., an) ∈ Spec(y1, ..., yi, yi+1, ..., yn) , κi · eΛ = 0 , κi · eΛ′ = 0 ;

(4) ���� ai + ai+1 = (1− ω) ⇒
∃ m ∈ Z≥0 � ����	�
� ����
 ����	������ ���

� (k = 1, 2, . . . , 2m+ 1) :

Λ(k) = (a1, ..., ai−1, a
(k)
i , a

(k)
i+1, ai+2, ..., an) ∈ Spec(y1, ..., yn), ���������� Λ ∈ {Λ(k)},

��� a
(k)
i + a

(k)
i+1 = (1− ω) ,

2m+1∑
k=1

a
(k)
i = m(1− ω) ,

2m+1∑
k=1

a
(k)
i+1 = (m+ 1)(1− ω) .
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� ����� n �
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� ����	����� ������
 
	
�
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	��	
� � ������ Brn� (�
)	
� ��� ����	������ ���
� 
������	 ��
��	����� ������������� �  �
���
������

����� ����		�
���� ���	��� ���� � �� �����
� ����
���

���

(��	� (s, t) * �

����	� ���	�� � �������� +��� λ� ,��
����� �	
 ���	�� (s, t)
�������� λ �� ���������� ����
 (s− t)� �
	

� �������	�! �����	
���� -
�����	�� ����� ������� �������� [4, 3, 1] � �
�	��������� � ���	��� �
����"
��!��.

�

�

s

t

0 1 2 3

−1 0 1

−2

/����
	�� 	���� �
����
��	����
�	� ������� +��� Λ = {λ0, λ1, . . . , λn}� �
	
�!
�������	�! � 	�������
� �������� λ0 = ∅� � (k + 1)"! �������� λk+1� �	
!��!
� �
����
��	����
�	� Λ �
��� �������� λk� �
�����	�! ���
 �
��������� 
��
�
���	�� �
 ���0��� ���� �������� λk� ���
 ��������� 
��
� ���	�� �� ���	��"
���
 ���� �������� λk #��� ���� �� /���$�$'� ,��
����� �	
 	���! �
����
��"
	����
�	� ������� +��� Λ �������	�! 
�1��������� 	����1�� +���� ��� �����
������ �
����
��	����
�	� #$�2��3'� (��� 
�1��������� 	����1� +��� �������
� #$�2��3'� 4������� �
������� �
�������
� ��� �������
� ���	�� (s, t) ������"
�� λk ��� (s− t)� ���� ���	�� �
�������� ��� 1−ω− (s− t)� ���� ���	�� �������� ,�
������ $�$ �
������� �
�������
� � �������
� ���	
� ������� � �����	�� ������
�



��� ��� ������� ���	
�� Brn � �� ������������

����� �	
�� ����������� �� ����
�	 Brn ����� ��������� ��� ��� �������	
��������� � {y1, . . . , yn} ����!���!"� �!� � �!��� #�
���!"� ����!������!"
������
�! � Brn$% &�� ����� ��� � � ��!'�� ����
�	 C[Sn]� ����� �������(� '��
���������	 eα� !���������")�� #*%+%+,$ � #*%+%+-$� ����!���!"�

��� �� ����� ����
������� ��������� � yk � �������������� ����"���  !������� �� yk% .�������
'�� � ���! /��������� ����� ��� ��
������	� ���'���� a

(α)
k � #*%+%+-$ 0 ��)�������

�	� '����%

������� ��� ������	 Br2
 ���� ������������ ������� y1 ≡ 0
 ������ ��� ����
������ ����������� y2 = σ1 − κ1
 �����	� ������������� ������������ �����
��!������ "#$%$&'($ )���*���� ��� ������������ ���� ��!������ ������ +���
��, ������ �*���� �����������	� +�������	� ���+������� ��� Br2

ea =
(1− y2)(y2 + ω − 1)

2(ω − 2)
, es =

(1 + y2)(y2 + ω − 1)

2ω
, e0 =

(1− y2)(1 + y2)

ω(2− ω)
. "#$%$-.(

/�� ���+�����	 +� +��������, �����������,� ������0���� "#$%$%'(1

y2 · ea = (−1) ea , y2 · es = (+1) es , y2 · e0 = (1− ω) e0 , "#$%$-&(

� ���!� ������0���� "#$%$%2(
 � � +������������ s
 *������ � "#$%$%( � "#$%$-(

���+���,� � +��������� "#$&$-3(
 �����	� �	����,� ��+������	� +������������
� +��� +���*������� ���� �+������,��� +������������ ���++	 SO(p, q)$

4�!�	� +�������	� ���+����� eα ∈ Brn �������� ���������	 ������� ���
���� �������� yi "i = 1, . . . , n( � ���������	� *�� ����� a

(α)
i 
 �����	� ����*�,�

�+��������	� �����

Λα = (a
(α)
1 , . . . , a(α)n ) ∈ Rn ,

��� +� �+��������, a
(α)
1 = 0$ 5��� ����*�
 ��!��� +��������� ���+������ �

������� Brn ������������� ���� �+��������	� �����$ ���!����� ���� �+��������	�
������� ���� ���*�� ��� ��� Spec(y1, . . . , yn)$

��� ������	 Brn ���� ���� �����,��� ������ 5����	 �����
 ������� �+��	�
���� �������� �+��������	� �������$ 6���� �����!����� ���� 5����	 	 ����*���
�	0�$ )����� ����*��������� ���� 5����	 	 �� +������ "�$ 7389($

������� ����� ���������� �	
�������� �����

Λ = (a1, ..., ai, ai+1, ..., an) ∈ Spec(y1, ..., yi, yi+1, ..., yn) , "#$%$-%(

�����
��������� �
�������� 	����������� ��
�	��
��� eΛ ∈ Brn�

������� �����	
� �� ���
	 �������� ���� �� eβ 	 �������	����
� �� α�

��� ��������	�
�� � ���� ���

������	 ��
������� �	 � ����	� ���� ������� 	��
������	 �	���� ���� ����	��
 ��	� μ(0)� � �� !�	 � � � ����	�� |u1〉, |u2〉, . . . , |uk〉� "�� k ≤ �� �������� �# �
��� $ ���� �������

|u0〉 − |u1〉 − · · · − |uk〉 = |uk+1〉+ |uk+2〉+ · · ·+ |u�〉 . �����%�

& ���	� ���� �����%� �	
��� �	��� ����	� |μ(0)〉 ≡ |u0〉 −
∑k

i=1 |ui〉  ��	� μ(0)� '��
��� � ����	� ���� �����%� ����	�	�  ��	� μ(0) �� 	���	�� �	� 	"���	 ������	�
��
�����	�� ����	�	�  ��
���� ������ ����� � ������ ���� �����%� �	����
�������� � �$ � �	!�	� �� �����

|μ(0)〉 = 0 ⇒ |u0〉 = |u1〉+ |u2〉+ · · ·+ |uk〉 , �����(�

"�� |u1〉, |u2〉, . . . , |uk〉 ���$� �	� �� �� μ(0)� ��	 � ����	� |u0〉�
& �������)�� �� � ��� �
 ���� ������������� ��	�
���
��� ���������*

��� ��	��# �	�������# ��"��� +� A  	�������$,��� 		��	)������ ������� -
�������� '���� ������������ ��	��� ��� ������������ �	�������# ��,�������#
.	�� ��"��� +� A� �	��
 �� ������ .���	�� � /�
���� ������� ��� 0�������� ��
����	� ���� ���"� ���	 �	��
��	� ��	 �$�	� �	����	����	� ������������ ��"����
+� A !����������	 �����������$ T � � �	�	�	� !������� ��
�� 1������-&����
��
���� � �	����	���� 		������ $,�� �� �� ���� 		��	)����� ������� - ��������
�����
 $�� 	�����	���� T (Hi)� T (Eα) ��������	 �	���	��� 	�	
������� T ���
������������ 	���
 $,�#� ������� ��	

[T (Eα)]
† = T (E−α) , [T (Hj)]

† = T (Hj) . �����2�

3�	 	
������� ��	 � ��	������� V ������������ T 
����	 !����	�	 ������	�
��	�
�������4

〈ψ|φ〉 ∈ C , 〈ψ| = (|ψ〉)† , |ψ〉, |φ〉 ∈ V , �����5�

	��	������	 �	�	�	"	 �� �����(〈ψ|T (Eα)|φ〉)∗ = 〈φ|T (E−α)|ψ〉 ,
(〈ψ|T (Hj)|φ〉

)∗
= 〈φ|T (Hj)|ψ〉 . �����6�

�	��������� ��	 .	�� �� !����	�� 	�������� � �����2� � �����6� 	"�� $�� 	
�� �� ����� 		��	)������ � ������� - ������� � � ���� ��� �	������ ����	��
α = (α1, ..., αr) - ��,��������

�	�	��� � �����������	� ������������ T ������	���� 	���
 $,�� Hi !�*
���	��� �	���� � � 	 ����$�� ��	���� ��������� 	�,�# �	��� ���� �	�*
� ��� $,�# !����	��# 	�����	�	�� 7	��� �	"	� 	�������� ����	�� |ψ〉 	�����	�	�
Hi ��� ��	�� ��)�� Hi ����	 T (Hi)� 	���
 $� ��
� � ��	������� V � �# ���
μ = (μ1, . . . , μr) ����������� 8������� ��	 �	������ ����	�� α = (α1, . . . , αr) ��	*
�	� ��"���� +� A ����$�� ����� ���	�������	"	 ������������ !�	� ��"�����
& ��
�  !���  �	��	 ������ �� ��� ��"���� A ��	 ��� ��� ��# ������������
!�	� ��"����� ����	���� �	����	"	 ��	������� Vr ��"���� A�


� 9�� |μ〉 ∈ V - ����	�  ��	� μ� �	 ����	� Eα|μ〉� ��� 	� �� ����� � �$� �����
	����������� �� μ+ α� :����������	� �� �����

HiEα|μ〉 = [Hi, Eα] |μ〉+ EαHi|μ〉 = (αi + μi)Eα|μ〉 . �������



��� ��� ��������	�
�� � ����

������	�
 ���������� T ����������� ��� �����
� �� ������ ����� |μ〉 = 0
������������ ������� ��������� Eα�

. . . EδEγEβEα|μ〉 ,
� ��� ������ ���������� ����� �������� �� ���
��� �� ������ ������������
V ����������� T ����� ����� �������� �� ��������� �� ����������� ������ 
���������� � ���������� T ���� �� ����������!" #$��� ����� |μ〉 ∈ V� �� ���� 
��%� 
�������� ��& �������� �������� �����
$'�� � �� ����������! ����( 
����� �� ������������ V� ��������� ���������� ����� ���������� ��� )���
��( ��������� ����������!" *���� �������� ��� ����������%� �����������
�$��� ����� �� ������������ ����������� ������� ����������" +� ������ 
��%� ����
(����� � ���������� ���
�� ��� ��� ���� ������	
��	�	 ���
��������

T �	������� 
��� �� 
���� 
	��������� �	����� �� ��	 ��� �$��� ��
� ���� μ �
λ ����������� T �� ���

μ = λ+
∑
α

mα α ,

%� �
��� ��� �� ��� ������ α� ������ ������ � �
��
 � ��������	$ mα ∈ Z≥0"
�������� ' ���� ��� ��� ����������� T ��%
� ���	 ����(������� ��

��	 � V ��%
� �
'�������	 �����	�� ������ ���������� ������� � ����� �
�� ( ����" ,������� �
��	 (α + β + γ) = 0� ��%�� ������ ����� |μ〉 � �����
EαEβEγ |μ〉 ���� �� ��
����!� ����' %������ ��������� �� ��$� ���� � ��� (
�� μ"

������	�
�� �����. ����	 ������	������������ ���	�	� � V � 	
��� � �� ��

���	� ��������� ����	��� �	�	 ����� ���� ����	�� ���� �����  ! 	 
�����

��� ��������� ��	����

������-�� ��%��� #� s�(2,C)� ��$'� ���������� ����	� ���m = −j,−j+
1, . . . , j �$��%� ����������%� ����������%� ����������� �� ������ j . ������
���" ����� ������� ����� ����� ���%�� � ���( ����� ���!"

• ������ ��� �	
����� ��	 � ����	�������	�	 ������������� ��	��	� ������� ��

����� r > 1 �����	� ��� μ = 0 ������ ���	���� � ��	 
����	�� ����� r�

�� /�$���� ��������� ���� ������� ���
$'"

������ �����. "�� ���	�	 ���� μ �	����	����	�	 ������	
��	�	 ���
�������� T
������� #� A � �	��� α ������� A! ����	 2(μ, α)/(α, α) $ %��	�&

2(μ, α)

(α, α)
∈ Z , �0"1"��!

� ���	�

σα(μ) = μ− 2 (μ, α)

(α, α)
α , �0"1"��!

�	�����'���� � �������� 	������� (���� ���� μ 	�	������	 ��	��	�� Pα!
������
�������	� �	��� α! ) ��	�� ��� ���
�������� T �

��� ������� ���	
�� Brn � �� ������������ ���

������	
��	��� ������	
�� ������ Uk ��� ������� ������� Brn ��������� �
���� � ������	
�� ������� �������� ��� ������� C[Sn]  � ��!�� Wk" !����
�����  ���#�##� ��� �� $� ��  � ����� � κk ���
����� %  ��&� '����%�� �" ��
������� C[Sn] ��������� �( ������� Brn ��!���(�)��� � �� *� ��� κk = 0"
�!�(����&��% %��+ ����� ���#�#,� � ���%� ������ �( ���#�#�� ��%����� ��!
$� !�! � �!�(����&��% ����� ������,�-�������� �( '�%��$�� �� ������ .���� ��
������ % ���#�#�� �%������ ���%���& �� ������%��� ���#�##��

/���� �� Uk ��	� %�$ �	 � ����)�	  ���!��� ����� �% 0)���123��� {yj}
������� Brn ����% ��� � '�%��$�� ��� �������

�	�
���
��
 ����� ������ ���	�
��� yj ∈ Brn ������������ ������

Spec(yj) ⊂ {[1− j, j − 1], [2− j, j − 2] + 1− ω} , ���#�#��

��� j ≥ 2� ������ [−z, z] ����
����� 
���� ����� ����� �����
��� � ����� !""

[−z, z] = {−z, . . . ,−1, 0, 1, . . . , z} , z ∈ Z≥0 , ���#�#��

� [−z, z] + a ����
����� 
���� ����
��� 
� a �����

[−z, z] + a = {a− z, . . . , a− 1, a, a+ 1, . . . , a+ z} .
������	
��	��� 4!�$�� ��  � ��%��$�� �� � � ��!)��� '��%�� ���#�#�� ��1
%��  %��� �  ��� y2 ���� ���#��5��� .�����$��" �� ���%�� ���#�#�� %��� � 
���  �!��� yj−1" ��� (j − 1) ≥ 26

Spec(yj−1) ⊂ {[2− j, j − 2], [3− j, j − 3] + 1− ω} . ���#�#7�

4!�$��" �� �� ���%�� %��� �  � ��� yj� .���& f(yj−1) = 0 8 +���!���������1
�!� �$����% ��� ������� yj−1 ���� ���#��5��� 9���

0 = Uj−1f(yj−1)[σj−1, yj−1] = f(yj)Uj−1[σj−1, yj−1]

= f(yj)(1 + yj−1 − yj)(1 + yj − yj−1) (yj + yj−1 + ω − 1) .

:���& �� %���&(%����& ����� �� ��%� ��%� �( ���#�#,�� 9�!�� ���(�" ��
�����

Spec(yj) ⊂ Spec(yj−1) ∪ {Spec(yj−1)± 1} ∪ {−Spec(yj−1) + 1− ω} ,
�� � ����� ���#�#7� �!�(�%��� ���#�#���

;�*�� )��&	 �%������ ����� �� �� �  ���� �������% �+ %(���  ��1
� ��& �+ ������� �% eα ∈ Brn �� ��!� α  ������� ������� ���" ��� !���+
%��� �	��� �� *� �� �����,�" �������6

eα · eβ = δαβ eα ,
∑
α

eα = e . ���#�#<�

9�! $�" !�! � % ������ ����� �� ������� �% ��� ������� C[Sn] % ��+�� =��*�!�1
>!� &!%� ���� ��(��� ������" �� ��������" ���� ������� �� eα ∈ Brn �%��1
���& ����%�  ��� %�!����� ������% 0)���-23��� ���#��#� % ��%� �������1
 � �������%�� �� ������� Brn6

yk · eα = a
(α)
k eα (a

(α)
k ∈ R) ∀ k = 1, . . . , n . ���#�#5�



��� ��� ������� ���	
�� Brn � �� ������������

�����	
���� ����� ��������� 	
�������� {y2, . . . , yn}� �������� � ���������
�������� ����� ����� !�""������#�$ %��"����� � Brn&

[yi, yj] = 0 , ∀i, j , ��������

�� ���' ��(���� Yn ) "�!��"��'��* !�""��������* �����(���� � Brn� + �����"
���,�� ������� ������ !�""������#�$ %��"����� ����,���� ,�� ���� %��"���
y ∈ Brn� !�""������#� �� ���"� %��"����"� yi� ���������*���* � ���� ������-
"� �� %��"����� yi�

�������������� �	

������	��� ���
���	� ���������� ������� �� �		��	���
�� �k < � < r�

[σk� − κk�, σkr − κkr + σ�r − κ�r] = 0 ,

!	�	�"� � ��	# 	$����� �"��!#� �� �	%�����

σk�σkr = σ�rσk� , σk�κkr = κ�rσk� , κk�(σkr − κ�r) = 0 , κk�(σ�r − κkr) = 0 ,

� ���!���"& ! ��
 �	%������ '�� ��� �	%����� ��(!	 �	!�"�#��) � *	
	+�#
(���$��!	(	 *����������) �����,�- �����.�� ��
� /�$� ����� 0	!��������	 �	(	-
$�	 Yn 1 
!��
���) !	

������) *	��(�2� � Brn 
" ����� *���	���� ��
2���
�

����� �����	
��� ������� � ����������� � 	������ Brn�
������ ����	����� ����	������

'����
 �����	
��� ���
���" Uk ∈ Brn �������� � ���3�..��

Uk = [σk, yk]Wk =Wk [σk, yk] =

= Wk

(
(yk+1 − yk)σk − 1

)
=Wk

(
σk(yk − yk+1) + 1

)
, k = 1, . . . , n− 1 .

������.�

(�� 
" ����� 	2	��$����

Wk ≡ (yk + yk+1 + ω − 1) ,

� ��*	���	��� �	%����� �����.3�- �����.4�- !	�	�"� � ���
��& ���
���	� Wk �*��
�"�#��) � ����5

κkWk = Wk κk = 0 , σkWk = Wk σk . ��������

6
��� 
���	 �����#+�� 7����%����� �������� � 7����%�����
 ������

�����	
���� ����� .��"���� Uk ����������*�� ������/���*"

Ukyk = yk+1Uk , Ukyk+1 = yk Uk , Ukyi = yi Uk ��) i = k, k + 1 ,

Uk [σk, yk] = (1 + yk+1 − yk)(1− yk+1 + yk)Wk ,
������8�

Uk+1Uk Uk+1 = Uk Uk+1Uk , κk Uk = Uk κk = 0 . ��������

��� ��������	�
�� � ���� ���

������	�
 ��� �������� ���	������	� � ���������� Vr �����	������ ����������
	 �������  ������� ����	�	 ������� �� ������� ����� ��

������	
��	���!������������ �����	���	 �������� ��������� ����������"
��� #�����$ ������� 	� �����% ���	 ��	&	 ��� '����� ��������
 � ������% ($�	
������	�����$ �����$� ��%��� �����% ����$) ��&�(� *	� '���	�	� � ������"
�������) ���	������ 	�"�� �����
 �������&�  ���
 ��� ���
 � ���	�	� �� �����%

��&�� ($�� �� ����$�	�

+���
 ��� �����&� ����� α ��&�(�$ *	 A ��	 ,�������

Hα =
1

α2
(αiHi) , E+α =

√
2

α2
Eα , E−α =

√
2

α2
E−α ∈ A , ���-��-�

&�� α2 ≡ (α, α)
 �(������ �����&�(�� *	 s�(2,C) ⊂ A  ����������	�	 �����.�"
�	��	 �-�����

[Hα, E±α] = ±E±α , [E+α, E−α] = 2Hα , ���-����

�����$� ������ 	� �������
 �����-�
 �������� !�� �����&� ������� |μ〉 	� ����������
V ������������&� ����������	� T �$ 	����

Hα |μ〉 = 1

α2
(αi μi) |μ〉 . ���-����

/�� ($�� �������� � '������ ���
 ��� �����������$) ����������	% ��&�(�$ s�(2,C)
 ����������	�	 �����.��	��	 ���-���� �(�����$� ������	� ,������� Hα ∈
s�(2,C) ������� 0��$�	 	�	 ����0��$�	 �	���	� 1�,���� (α, μ)/α2 ∈ Z/2
 ����"
�� ������ ���-��2��

!�� ������������� ��&�
 ��� ���-���� 3 ���� ��
 ������	� �����% ������
|u0〉 ∈ V  ���� μ′
 ����%
 ��� Eα|u0〉 = 0 �����% ������ ��������
 ��������
	���� 	����� ($ (��������� �	�� ����$) �������� ���-�4�
 ��� ���������� ���
������������&� ����������	��� 1����	� 0������ ��������

|u1〉 = E−α|u0〉 , |u2〉 = E−α|u1〉 , . . . , |uk+1〉 = E−α|uk〉 , . . . , ���-��5�

	 (���� �	����
 ��� |u1〉 = E−α|u0〉 = 06 	���� �$ ��	)��	� � ��	�	������� �����

��� ������&� Hα|u0〉 = [Eα, E−α] |u0〉 = 0
 ��,���� (α, μ′) = 0
 ������ α �������	��"
����� μ′ 	 σα(μ′) = μ′ 3 ���� ��� 1������
 ��� �� k"�� .�&� � 0������ ���-��5� �$
	����

Hi|uk〉 = (μ′i − kαi)|uk〉 , ���-�� �

�� ��� �� ������� |uk〉 ����� μ(k) = μ′ − kα� !����
 ������� �� 	����0		 �����"
.��	�

Eα|uk+1〉 = mk+1|uk〉 , ���-��7�

���,��	0	��� mk+1 (���� ���	�	����� �	���
 ������� �� ������ ����	��� � 	��
��������% �������	 ����� 1��������	�
 ��� ���-��7� �������	�� ��� ��������&�
(k − 1)
 ��&�� 	������� ���-�� �
 ��������

Eα|uk+1〉 = EαE−α|uk〉 = [Eα, E−α]|uk〉+ E−αEα|uk〉 =
= (αiHi)|uk〉+mkE−α|uk−1〉 = ((μ′, α)− k(α, α) +mk) |uk〉 .



��� ��� ��������	�
�� � ����

����� 	
���	� ��������	 �������� ����������	 ��� k ���� 	�	 ����������	 ��� (k−
1) � �� �����

mk+1 = (μ′, α)− k(α, α) +mk . ��������

��� ��� Eα|u0〉 = 0 ��������	 �������� ���	������� ��� �������� �������! k = −1
� m0 = 0 �
��� ���"�#��� �	$�	�" �������� ���	������� ��� ��� k > −1�

%	��	���" ������������� �	����	����	 ��	#��"�� ������&� �	�'�� 	
��������
�� ���	�	�	� (�)� k = j �	 ���� |uj+1〉 = 0� �	)�� �� �������� ����"�� mj+1 = 0� *���
��(�� "�������� �������� � )��������� "��	����� m0 = 0 = mj+1 �� �	�"����
��(����+

mk = k(μ′, α)− k(k − 1)

2
(α, α) ,

2(μ′, α)
(α, α)

= j , ������,�

)�� ��	�	� ��������	 �	�"������ �� ����	)	 ��� k = j + 1� ��� ����� �� �	������
��	 ���� α - �	���� � ���	�	! ����	� |u0〉 �		�������"./�! ���" μ′ "�	�����	����
Eα|u0〉 = 0 �	 � ��"��� (α, μ′) = 0 #��	��� ����	�	� ������&� 	��������� �	����	��0
�����	��� ����"�"� ���	�

μ′ , μ′ − α , . . . , μ′ − j α = μ′ − 2
(α, μ′)
(α, α)

α , ������1�

)�� �	������! ��� 	����������� ��	��� �		��	(����� �� ������,� �� ��"��� (α, μ′) = 0
�	����	�������	��� ������1� �	��	�� �	���	 �� 	��	)	 ���� μ′�� %	������! ��� (μ′−jα)
� ������1� ����� σα(μ

′) )�� 	���'���� σα 	��������	 � ��������� %	��	���" ��� (μ
′−jα)

�	�"������ �� ����	)	 ���� μ′ 	���'����� 	��	�������	 ��	��	��� Pα ���������"0
����	! �	��. α ��� ���"�� ������1� ����������� ��� 	���'���� σα � ���� ��� μ
��������'�� ���"�� ������1� �	 � ��2 σα(μ) ��������'�� ���"�� ������1��

3������� �	������ ��	 �.
	! ��� μ ������������� T ��������'�� ���	!0��
	
���"�� ������1� ����������	! 	��	�������	 	���'���! σα � %"��� μ 4 ��	���	����!
��� � |μ〉 4 �		�������"./�! ���	�	! ����	�� 5"��� ��	)	�����	 ��!���	���� ��
��)	 	�����	�	� Eα � �	�"���� �	��� ���	��� ����	��� %	��	���" �������������
�	����	����	 ��!����� ���	� q ��	 (Eα)

q|μ〉 = |u0〉 = 0 � (Eα)
q+1|μ〉 = Eα|u0〉 = 0�

6��"�� ���	� �	���	����� ��� '� ��� � ��(� �� 	�� �� ����	�� |u0〉 � ���	� μ′ =
μ + qα �	���'�� ��� μ7 �		�������"./�! ���	�	! ����	� �������� (E−α)q|u0〉 �$�	�
����	� �		
/� )	�	�� �	'�� 	��������� 	� |μ〉 � ��	�	�#�	������ ��" ����	�	�7
��� �	 $�	�" �	�	�" ����"./�! �"��� �� � ����������� 	��	�������	 	���'���!
σα� 3��.�� ����"�� ��	 ����	� σα(μ) � �	����	� ��	��������� �	�"�����! �� ����
μ 	���'����� �������� 	��	�������	 ��	��	��� Pα 
"��� ���'� ��������'��� $�	!
���"�� � ����	�������	 
"��� ���	��

����	
���� 6 "���	� 8	��"� ������,� �		��	(���� �������� �������������� � ����

EαE−α|uk〉 = (α, α)

2
(k + 1)(j − k) |uk〉 , (k = 0, . . . , j) , ��������

)�� Eα|u0〉 = 0 = E−α|uj〉 |uk〉 = (E−α)k|u0〉 � ���� ����	�	� |uk〉 	��������� �
������9�� %	�������� ��	 8	��"�� �������� ����� �	���	 ��� ���	�� ����	�	� |uk〉
�	�"����� ��	)	������� ��!������ 	�����	�� E−α �� ����	� |u0〉 �	�	��! 	
��0
���� ��	!���	� Eα|u0〉 = 0�

��������� (E−α)
q|u0〉 �� ��	�� �
�� ��������
 〈μ|(E−α)

q|u0〉 = 〈u0|u0〉 = 0�

��� ������� ���	
�� Brn � �� ������������ ���

���� ��	
�� � � ��
�
�������������� � ���
��
 C[Sn] ��� ������
��� ���������
�� �!
����
���� � ���
��
 C[Sn]� "��
���� #�� ��
�
��� ����������� �$�%�&%�
��	�� '�!��( � ����)(* ��!+�����, ����
!+��

y1 = 0 , ym+1 = σm − κm + σm · ym · σm . �$�%�&��

-' ���
!
�
��, �$�%�&%�� �$�%�&�� � ������.
��, �$�%�$� ��
!+
�� #�� ��
�
��� ym
+!���
����/*� ���
������ ���� ����!��/��/ ��� � !��(�
,.
��0

ym+1 · σm = σm · ym + 1− κm , σm · ym+1 = ym · σm + 1− κm , �$�%�&$�

κm(ym + ym+1 + ω − 1) = 0 , (ym + ym+1 + ω − 1)κm = 0 , �$�%�&1�

[ym + ym+1, σm] = 0 , [ym, σi] = 0 , m = i, i+ 1 . �$�%�&2�

3!
�( � !��

 
!���#��, ��
�
�� e ∈ Brn� +���	
���, �� �������+ c� �+!
� '����
�����(�/ � c� 4��	
� �
���
 ���
����� � �$�%�&1� �� ��!+��� ������
 ���
�����
!��'���
��/ �������#���� 5�!������ � �
�+* #���( �
����� ������.
��/ � �$�%�&1�
���
!
�
��
 �$�%�&�� � ������('+
��/ �$�%�$�� � �
'+�(���
 ���+#�
�

κm(ym + ym+1 + ω − 1) = κm
(
ym + (σm − κm + σmymσm) + ω − 1

)
=

= κmym
(
1 + σm

)
= κm

(
σm−1 − κm−1 + σm−1ym−1σm−1

)
(1 + σm) =

= κmσm−1ym−1σm−1(1 + σm) .

6��� ����'��� �
���
 ������.
��
 � �$�%�&1� ������
���� �
�
������
��/ � ��!


κkσk−1yk−1σk−1(1 + σk) = 0 . �$�%�&7�

4�/ k = 2 ������.
��
 �$�%�&7� �#
��!�� ������/
��/ � ���+ +�����/ y1 = 0� 4���
	
�� #�� 
��� �$�%�&7� ������/
��/ !�/ k = m� �� ��� ������/
��/ � !�/ k = m+ 1�
4
,�����
�(��� �� ��

�

κm+1σmymσm(1 + σm+1) = κm+1σmσ
2
m+1ymσm(1 + σm+1) =

= κm+1κmymσm+1σm(1 + σm+1) = κm+1κmym(1 + σm)σm+1σm =

= κm+1κm
(
σm−1 − κm−1 + σm−1ym−1σm−1

)
(1 + σm)σm+1σm =

= κm+1[κmσm−1ym−1σm−1(1 + σm)]σm+1σm = 0 ,

#�� � !��'���
� �
���
 ������.
��
 � �$�%�&1��

• ������ ���� 	
������ �������� ���������� ��� ������ y2 = (σ1 − κ1) ������
������� ���� ����
����
 ��� ��!��
��� ������"� ����� �

(y2 − 1)(y2 + 1)(y2 + ω − 1) = 0 ⇒ Spec(y2) = {+1,−1, 1− ω} . �$�%�&8�

"��
!
��� ��!���
��+ Yn ⊂ Brn� �����/ ����	!�
��/ ��
�� ��
�
����� ������
����� {y2, ..., yn}� -�

� �
��� ��
!+*)

 9��
�	!
��
 :�1; ������� 9��
�	!
��/
������ �����
 ���� �����+�������� !�/ ���
��� C[Sn]��



��� ��� ������� ���	
�� Brn � �� ������������

••� �� 
=

�
�

�
�= ω .

��������

�	
��
��
 ���	���� �� �
������� ω�

• ������ ���� �	
����� ������� �������� ��������� �������� ��	������� ��� 	��� 
��
�!"�� �		�#	$�#�� ��������

�
�����
 ������	��
�� ��	�����	��� ����� �! ������"�! ���
# �
�
� ���	��$
Brn ��
���%�	��& � ��	 ����� ���� '������� � n ����&��! �	 ��%�& �� 2n �	�(��!
���
&)���& � �	���	� ��� ��%�	� �&�! ��&���� 
�
# ����	# � ���
#*�
 �� (2n−1)

����(���& �	�(�� � +��� �&��� '���$	 ����$ ���
�
 ���� 
��		�&�� ������$	
+�	�	��$ � ���	��	 Brn � �� ����
 ���
���& ���� ,	���& �� 2n �	�(�� ����� ��		�
(2n− 1) �
��
%�
��� �
	������& � ������ �	�(������ ��	��)�& �� 
����(���&
(2n − 2) �	�(�� ��		� (2n − 3) �
��
%�
��� �
	������& � ������ ��
�
�$��
�	�(����� � ��� ,�
���		��	 ���	� (2n − 1) · (2n − 3) · (2n − 5) · · · �	� ����

����$� ����
� �������
�
 ����! �
 	��� ����	��
��� �����-� ���	��$ Brn�

• •. . .

. . .

. . .

. . .

...

...

• • • • •1 n

1 n

�• • • • • • •
� �� � �� �

• • •

• • •					&

�
�

�
���

�
�
�!

�
�

��

						&

'��� ���. ��������	
� ��
������� ���
�
 �
�
�� ������� Brn� �
���
���
�
 	�	

��
��������� 
��������� σi, κj ∈ Brn�

/ ��	�����	��� s ���	��$ Brn(ω)! �����
� � �������! �����0�! ��%
	 �	��
 ��
������ ����� � � ������"�! �
	��&�)		 k*� �	�(��� � �	���	� �&� � j*� �	�(��� �
��%�	� �&�! �

��	�����	� 	����*����
�� δikij ! ��� +�
� ����$	 �� ����	 ������"�!
�
	��&�)�	 �	 �	����	! ��� �	 ��%��	! �	�(��$ � �
�	���� k � j! �

��	�������
�	������ ηikij ��� ηikij � ,
+�
�� � ��	�����	��� s �	��� �������� �$��%����& � ��	
��	���� ��� �	���� � �����	�� ω ���	��$ Brn(ω) �������	��& ��� ω = ηikηik = N !
��
 �
�����	��& � �%	 ���	���$�� ��� ��������

1��		��� �& ���	��$ 2���+�� Brn ���		 �$ �	 ��	� � 
�
����	��� ���	��$
2���+�� ����$���� �������
��� 
� �����	��� ω� ���
� +�	�	��
� {ym} (m = 1, . . . , n)
��������	 � ���-����.

y1 = 0 , yk =
m−1∑
k=1

(σk,m − κk,m) =

=
m−1∑
k=1

σm−1 · · ·σk+1(σk − κk)σk+1 · · ·σm−1 , m = 2, 3, . . . , n ,

��������

�	
σk,m = σm−1 · · ·σk+1 · σk · σk+1 · · ·σm−1 = (k,m) ,

κk,m = σm−1 · · ·σk+1 · κk · σk+1 · · ·σm−1 .
������0�

• ������ ��%� �	
����� ��������
�#��� �������� �������� ��	������� ��������&�
'
���#�( ������)��

1�	���
�$ ym ���$�����& ���������� 	
�������� ���	��$ 2���+�� � ����*
�� ����� %	 ��%��� �
�� ��� �
���
	��� ���������$� �	��
�	��
� � ���	��	 Brn

��� ��������	�
�� � ���� ���

������	
�� �����	
 ������� ����
��� �
�����	��� ��� ����� ����� �
���� μ ����
�
���� ������������ ��� �
��� ���
����
����� �
��	���	���� ��
������
�	� T ���
�
���  	 A� !
����� μ� "����
�����#$	
 "����	# �������� �� �"�
� ��%����& ����
�������	
 ����	
� '��%���
���� ��� (�� "����	
 ���������� ��� ����� �����
�
���� μ ��� �
��� �
�������� ��
������
�	� T ���
��� A� )	*
 ���� ��%�
��
����� 	 ������ �� ����*
� ������������& "����	� ������� ��� ������� ���
��  	
�����	�
��	� �
�	+, s�(n,C)� so(n,C) 	 sp(2r,C)�

� -�������	� ���"�" �
��� ��
������
�	� T ����& ����� α 	 �"��& �����&��+
�
� μ′ = μ(0) ��
� �
����� |u0〉� � ���"�
 ������ ��� (μ′ + α) . �
 �
�� /"��& ��
�
�	 �
��� μ(k)� �����
����"#$	� �
������ |uk〉 �����0�� k > 0� 	�
#��� �
 ������

�
��� !��
�
� ��	�
�&1

 k� ��� �������� �
� μ(k) 	�

� ��������& ���&1
 1� 2��
���� ����
 �
����� |uk〉 	�

��� �	�
+�� �
%��	�	��+ � �
�" �
���� |vk〉 � �
� *

�
��� μ(k) 	 ����+� ��� Eα|vk〉 = 0 �	���
 �
���� Eα|vk〉� �	�
+�� �
%��	�	��+ �
|uk−1〉� 	�
� �� �
� μ(k−1)� ��� ��� �
� μ(k−1) ��� �� �
 ������+� ��� ����	���
�	�
�����" k 	 �����" �����&���� �
�� μ′ = μ(0)�� 2��	� ����%��� ��� �
����� |vk〉 ��
��*
� ������	�& ���3
�"�"� 	%��*
��"# ��	 ����%��
�&���
 2
��
�� ����� 	 ���
����	�& ������	�
�&�"# ���"�" �
��� �������	�
�&�"# ���"�" �
����� �
�������
����& ����� α� ���	��#$"#�� � �
�� μ(k) 	 �	��
��	��"# �����	�
�&�� ��������	
Pα� 4���"# ���3
�"�" ��*�� ������	�& ��� ��
� �
������� 	�
#$	� �
 ������

�
�� μ(k)� 	 �
� ����� ����
������	�����& ����"# �	��
��	�����& �	��
�� �
���
� "�
��� 	� ��������
+ �����	�
�&�� �	�
���������	 Pα� 5�� � ��������	 �%����
��

��� �
�� μ(k) 	 σα(μ
(k)) = μ(k)− 2(μ(k), α)

(α,α)
� �	��
��	���
 �����	�
�&�� �	�
���������	

Pα� 	�
#� ��	�����"# ��������&�

• ������ ��� �	
����� ��	 ���	� ���	�	� ��
�	� |μ〉 ������������� T ��������
������	� 
	��������� ����

|μ〉 =
∑
b

(E−α)kb|u(b)0 〉 �����

��� ��
�	�� |u(b)0 〉 �����	�� ���	�� ��
�	�	� |vk〉! ��� �"�
�  ��#�$ 	���%

���� ��	����	� Eα|u(b)0 〉 = 0� &
������' �	
�(��� �������� ��	 ��� 
	������
��
�	��� ��������(�)�� �	���	���	� ��#� ���"��� �	(�	 ������ 	��	�	%
������� ��"� ��"�"�

��������	
� ����� ���� �����	�
���� T � ��	���� �������	�� ���� � �����
�	������� �������� � ������ W � � 	��� �������� ���	 ������
�� ���	 
���	!� ����
��	�� "�

����	����

! ���&�
+1
� ��*�"# ���& �"�
� 	����& ����� ���� ���	����� ����� ����

����
���
	�� �������	����� �����������
� ��+ 	�	 	��+ ������+ �����
���
��+ ���
���  	 A� )	*
 � ��	�
���� � ���*
 � ��%�
�
 ���� �"�
� ����%���� ���
(��� ����� 	�

� %��
���
�&��
 ���+����, �#��
 ��%��*��
 �
�� ��
� ���
����
��
��� ��
������
�	+ ������+ ���
���  	 A ��	����
*�� � ����
��� �����������
 Vr

�
������+ �
1
��
 Λ� ������� 	����	����� �����	�
�&�� ��
����%����	+ ������� 	%
��"��� W ���"��� !
+���� ������$
+ 	% ����*
�	+ �����	�
�&�� �	�
���������
+
Pα� �������$	� �
�
% ������ �����	��� 	 �
��
��	�"������ ������ α ���
��� A�



��� ��� ��������	�
�� � ����

������	
�� ��� ��� ��� ���� � ������� ����� ���� ���� � 
�	������ �����
�������� �
������ ���� ������	
� ����� ���� ���������	�� 	�
	���
��
������� ����� ���

������ 	�  �������� ������� ����� ������ �� s�(r + 1,C) !Ar"����#$� ���	���"
	� � �%��� ���������
�� 	��
���	�� �����%��� !&���'$ ����%� ���������∑r+1

i=1 Hi = 0� ��� μ ���� 	�
��
����
�� ���������
�� ������ �� s�(r + 1,C)
���� � 	��
���� ������
���� Pu� 	������ ��������#�� ����� r"���
�% �����"
����	���� � ������
���� Rr+1� �����
��	��#�
�% ��	���� u = (1, . . . , 1) ∈ Rr+1 !���
��
	� 	 � ��������� ��	�	$� (	�� ������� ��� ���
� �������� �� ����
��
��	���� e(s) ∈ Rr+1)

μ =

r+1∑
s=1

ms e
(s) , !&�*�*&$

���
r+1∑
s=1

ms = 0� +���� ���� ��� !&�*�*&$ ����
� ����������#�� ������% !&�*��,$� ���� -

������ #�
��� ��� !&�����$ 	��
�� ������ s�(r+1,C)� �������� 	 �����
�����
���
����
�.�
�% 
 	�/00�1��
�� mi)

2(μ, e(i) − e(k))

|e(i) − e(k)|2 = mi −mk ∈ Z , ∀ i = k . !&�*�*�$

2 ��
	�� 	 ��	�������� 3�������
�# ����� !��� �������� ��	��$ ���� ��	�"

�� ��� ����� 2���# W = Sr+1 	��
���� ������� ������ s�(r + 1,C) ��������� 

������� ��	��� !&�*�*&$ �	� ��� ��������#�� ��� 	����
�
�� mi � ��/����� ����"

#�� ������� !&�*�*�$� 4���������
�� ����� 2���# W #��#���# ������� ���������
��.��	�� ������

�� ����� !&�*�*&$� !&�*�*�$ ������ s�(r + 1,C)�

2 �������.�� ����� r = 1 � ������ �� s�(2,C) ������# ���
����

�� �������
	���
� α = (e(1) − e(2))�  ��� ��� !&�*�*&$ � ������ m1 + m2 = 0 � ������# !&�*�*�$
������%��# � ���� μ = m(e(1) − e(2))� ��� m ∈ Z/2� (	�� ������� ��� ��� ����
	�
��
����
�� ���������
�� ������ s�(2,C) �����%� ��
����
�% ��.��	� � ��"
�� 
 ��
�� ��#���� 
�����

�� ����� 	��
# α� 		 /�� ��	�
� 
  ���&�*�
���������
�� !&���5�$ �� ������ 2���# W ������ s�(2,C) �������# 	 �����
�%
μ → −μ� �� ���� ����� W � �

�� ������ 		 � �������� ������� ������0

S2 = Z2� 6������� ��� ��
����
# ��.��	 
  ���&�* ���������
 ��
�������
�
�����
�# μ→ −μ�

(1)

(2)

3
2

1

1
2

0

− 1
2

−1

− 3
2

•

•

•

•

•

•

•

�

�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�

 ��� &�*) ���� ��� ����	
� � s�(2,C)� ���� ...,−1
2
, 0, 1

2
, 1, 3

2
, ... ������������� ����

����� m�

��� ������� ���	
�� Brn � �� ������������ ���

������	
�� ������	�
�� ����� ���� ����	� ������	��� � 	�� ��������
�� ��
��
���
�� ����� SO(N,C) � SO(N − q, q)� �������
�� 	�� ���� ����� ��
�����
���� � ���
 ��
 ������ N = 2r! ��	� � "#�$�%& ���� ���������� �� ���	�����
��
�� T⊗n 	�� n ≥ r� ' �� ������ ���� �(� 	
� �� �
��� ������� �
���
���
�
�� �������! 	�)�����(�� � V⊗n � 
� ���	����� �� � ��	� "#�$�*&� +
�
�
����������� � � (�� ��
���� �
����  �����
� ��
��� � � �
�
�� �
εi1...i2r � ' ����
��� � ���� ������� �
����� ������ �  ������) εi1...irk1...kr !
����) 	�)������ � ������
���� V⊗r� , � (�� ��� ������� ������� 	��
������� "#�����& 
� ������
���� �� 	����
�� � �
���� 	����
�� ��
����
�
����  �����
�� ��
��� ��
�� r "� � �	�-
� -���	�
�� "�
��&�� 	����
��
���	������
�) ����� SO(2r,C) � SO(2r − q, q) � �
�� .��	��� �����&�

� ����� ��������)
 �	-
� ���/������ ���	������
�� ��� �
�� ����-��
0������ Brn(ω)� 1
�����
� ���	������
�� ���� ��������� 	�� ������ ��������

�� Sn � ���	��� ������ � ����) ����� �
���� +-�����(�� σi ∈ Brn(ω) ���	�����
���� � ��	� ���

σi =
• • . . . • • . . .• • •1 2 i i + 1 i + 2 n − 1 n

��
������

��

� � � � �• • . . . • • . . .• • •
! "#�$�2&

����� � ���� ��
3�
�� σ2
i = 1 �� "#�$�#& 
����
! ���	�� �� ��
��! ��	��


��(�� ���3�
� i � i + 1! ������ ��
��! ��	�
��(�) ���3�
� i + 1 � i! ���
�
��� ��) ��
��� 4�� ��
3�
�� �����
��� σiσj = σjσi �� "#�$�#&  � � �� 
"i+ 1 < j < n− 1&

σjσi =

. . . • • . . . . . .• •i i + 1 j j + 1

��
������

��

� �. . . • • . . . . . .• •
��
������

��

� �. . . • • . . . . . .• •
=

. . . • • . . . . . .• •i i + 1 j j + 1

��
������

��

� �. . . • • . . . . . .• •
��
������

��

� �. . . • • . . . . . .• •
= σiσj �

,�
3�
�� �� σi+1σiσi+1 = σiσi+1σi �� "#�$�#& � ��� ���	��(�� ���/������ ���	�
������
��

σi+1σiσi+1 =

��
������

��

�

• • •i i + 1 i + 2

• • •
��
������

��

�• • •
��
������

��

�• • •

=

i i + 1 i + 2• • •
��
������

��

�• • •
��
������

��

�• • •
• • •
��
������

��

�

= σiσi+1σi �

5��
�� ��� �
� κi ∈ Brn(ω) ���/������ ���	���������� ���

κi =
• •. . .

. . .

. . .

. . .

• • • • •1 i − 1 i i + 1 i + 2 n − 1 n

� � � � �• • • • • • •
� ��  � "#�$��6&

7������� ���/� � "#�$�2&! "#�$��6& 	�� -�����(�� σi, κi ∈ Brn(ω)! ��-) ����
 �
�! �����

�) ��� ������	�
�� ���� -�����(��!  �
 ��-������ ���/����
��� � ��	� ���� 7�� �� ��
����(�� �����8



��� ��� ������� ���	
�� Brn � �� ������������

������	
� ���
��� 
��������	�� ��	 ����� P � K

P K = K P = K , K1K2K1 = K2 , P1K2K1 = P2K1 ,

� �� ������ � ���� ����
�������� ������ � ������ � ����� ��������� !� ��������
Pk ≡ s(σk) � Kk ≡ s(κk) �������" ����
������� s �#����"$�% σk � κk �������&
�

��������& ��'�#�� 
 �������	"$��� 
��������	��

σ2
i = e , κ2i = ω κi , σiκi = κiσi = κi , i = 1, . . . , n− 1,
σiσj = σjσi , κiκj = κjκi , σi κj = κj σi , |i− j| > 1,

σiσi+1σi = σi+1σiσi+1 , κiκi+1κi = κi , κi+1κiκi+1 = κi+1 ,
σiκi+1κi = σi+1κi , κi+1κiσi+1 = κi+1σi , i = 1, . . . , n− 2 .

������ 

(��
� )����� e �#����!�� ������� � ω * �������� %���������"$�& ��'�#��� +
������&��� ��� ������#�
	 ��

������� �����!��� ���!���	 ω �� �
� �����!,
��� ��'�#�� � � � '����� SO(N,C) ���� �������� ��'�#�� 
 ω = N - .������
������ *������ ����" ����
������� ��'�#�� ������ 
 ��������� ω� ������ N �

������	�
�� ����� ����������	�
 ������ Brn(ω) 	�� ���� �������	�� ����
� ��	��� � ����������� σk � κk ��� k = 1, . . . , n − 1�� ������ ���������
��
�����
���� ����	��	�
� � !"! �� 	�������
 ����	
�� 
���
�!

+
� #���
��� )������ ��'�#�� Brn(ω) 
��	
	 ��� �����������	 �#����"$�% σk
� κk� /��� �
�� �#
������� ����� 0�
���� �� �������� !� ��'�#�� Brn(ω) ����!,
������� � �� ��������
� �����

dim(Brn) = (2n− 1)!! ≡ (2n− 1) · (2n− 3) · · ·3 · 1 . �����1 

2�������	 
��������	 � ������ � ���"!�"$�� ����� σk� 
 
��������	�� ���1�� �
�� ������ !� )������ σk �#����" �����'�#�� C[Sn] ⊂ Brn(ω)� � �
� ��'�#��
3���)�� Brn(ω) 	��	�
	 ��
�������� '�������& ��'�#�� C[Sn] '����� ����
���,
��� Sn� 4����
������ ��� � � ������5 � �������� Pk� �������� � ������ � ������ �
	��	"
	 ����
������	�� �#����"$�% σk �
�
����% ���
������& '����� Sn� 6�,
'�#�� 3���)�� Brn(ω) �'��� � �� ���� � ����� ����
������& ���'�������%
'���� SO(N,C) �� �% ��$�
�����% ���'���� SO(p, q) � !� � '�������	 ��'�#��
C[Sn] � ����� ����
������& ����&��% '���� SL(N,C) �
�� 7���� �� ������ ��� �
8� 
�	���� 
 ��� !� ��	 ��'�#�� Brn(ω = N) � ����
������� s� �������� � ������ 
� �����5 � 
��������� �����' 9��������	 ������

�������
�� ����� #���$ T % �����
�� ��������	� ���	�� ������	��$&
	�� ������ O(N,C) � �������	��� V � ������� η! '������ X� ���������� �
V⊗n� 
��
��
 O(N,C)&�	�����	�	�� ���������

X ·
(
T⊗n(g)

)
=
(
T⊗n(g)

)
·X , ∀g ∈ O(N,C) . �����: 

��� � ���$�� ��� X = s(a)� �� a ∈ Brn(N)� �� ��$ ������� X ��������
��

� ��� ��	�	�� �����	����(

X =
∑
i

xi s(ai) , �����; 

�� ����� ��� �� ��� �����	�� )��	��� ai ������ Brn(N) ��	��� i �������
�	��	�
 i = 1, . . . , (2n− 1)!!� � xi % �������	� ��)**���	��!

��� ��������	�
�� � ���� ���

�����	 r = 2 
�����
���� ������� �� s�(3,C)� ��
���� �
� ��������� �����

������	 ������� s�(3,C) � ������� �
� ��� 
�� ����
������	 ������� s�(3,C)
����� ��

�������  �� ���� ����

������ �� !������ 
�
���� ������� so(2r + 1,C) "Br�
����# 
�
���� � �������
������ "$���%&# "
�� ����� �  ����� ���� ��	�	#� '� ����� �
� μ �� �� �
���
������� e(s)  r������� ������� ���
����
��

μ =
r∑
s=1

ms e
(s) ∈ Vr , "$�%�%�#

� ���
����� (�� �
�  �
���� "$�%��)#* ��� ������� ������ α ����  "$���%&#* ��
�������� 
���������� (mi ± mk) ∈ Z � �
���� 2(μ, e(i)) = 2mi ∈ Z� ���������+��
���������� �,���� �
� "$�%�%�# ������������� ����
������	 ������� �� so(2r +
1,C) ���-�� ���+ .����� ��� ����.����� ��
����

mi ∈ Z/2 . "$�%�%/#

0���������� �
� ������,�
� ��� ��	
��� �� �
��	 ����� "$�%�%�# (������
�� � ������ 1�	�� W � 1 ������ � ���� ����+
�� 2���-����� ����� "����� ���
��	��# ���� ���� ���* ��� ������ 1�	�� W ������	 
�
���� Φ(so(2r + 1,C)) � ��
���3�� ��
������, ������ Sr 
�� ����
������ ��������� mi �
���� ������
"$�%�%�# ����� ��������� � Sr �����.�	* ���� ���4�� �,��� ��
�� � ������	  ���
��5 mi → −mi� 1
� (�� ������� ����� � ������ W 
������,� �
���� "$�%�%/#
� ��(���� W �����
� ������	 
�������� �������* ���� �����	 �
��� "$�%�%�#*
"$�%�%/# ������� so(2r + 1,C)�

������ �� 6�� ������� sp(2r,C) "Cr�
����# ������� 
�
���� ����� �� "$���$�#
"
�� ����� ��� ��	�	* ����� �# ��(���� ��� �
� "$�%�%�# � �
����� (mi ± mk) ∈ Z

��������
� �
����
2(μ, 2e(i))/(2e(i), 2e(i)) = mi ∈ Z . "$�%�%7#

8
���+ �� 3������ "$�%���# ����-���� �
� "$�%�%�# ����
����+�� ���
��
��	* ����
������������� ������� ������� "$���$�#* �������� ���� ��+ "
�� ����� ��  ���
�� ����+
�� ����-����� �����* ����� ��� ��	��#* ��� ������ 1�	�� W ��� ������
Cr�
���� 
������� 
 ������	 W ��� ������ Br�
���� "
�� ��� 9����� ��#� 9�����
�� ����� � (��	 ������ 
������,� �
���� "$�%�%7# � ��(���� W �����
� ������	

�������� ������� �
� ������� sp(2r,C)�

������ 
� 6�� ������ so(2r,C) "Dr�
����# ����� ���,� �� "$���%�# "
�� ����� ���
��	�	* ����� �#� 2
���� "$�%��)# ��� �
� "$�%�%�# ���� mi ± mk ∈ Z* ��� i = k* ���
(��������� "$�%�%/#� ���������+�� �
� �� -�* ��� � ��� ����
������	 ������
so(2r+1,C) "Br�
����#* �� ������ W  
����� ������ so(2r,C) 
�
���� "
�� ����� 
� 
���� ����+
�� ����-����� �����* ����� ��� ��	��# � 
�� ����
������ ���������
mi ������ "$�%�%�#* � ���-� �  ����  ���� � ������� ��
�� ��������� mi� 9�� �����
������� ������ �
���� "$�%�%/# 
��������
� � ��(���� ��� ����� ������ 1�	�� W
�����
� ������	 
�������� �������* ���� �����	 �
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��������� :���-���� � ������ 1�	�� W ��-�� ����� ���+ �� (�������� ���
����� �� A� :�������� ���������

T3(α) = Hα =
αiHi

α2
, T2(α) =

1

2i
(Eα − E−α) , T1(α) =

1

2
(Eα + E−α) , "$�%�%&#
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�� �������� ������� ��	��� �������� ���	��

[Tk(α), Tj(α)] = iεkjnTn(α) .
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������ ������� � ���� π ������ ������ �
�� ������� ��
�����	�
 ��	���!
��� eiπT2(α) � �����"�� � ����	��� ��	�#	� �
� T3(α)→ −T3(α)$

eiπT2(α) αiHi e
−iπT2(α) = −αiHi . ������%�

&�	���� eiπT2(α) � �	����	� �	��	�
��	 ����	��	� ��
���#��� �� �� 
	�'
 ��	!
"��
 � 
���	"����

eiπT2(α)Hi e
−iπT2(α) = [σα(H)]i , ������(�

�"	 ����	��	 σα ���	"	�	�� � ��������� ) 
��� ��
�	"�	�� ��	�
�� ��	�������!
��	 *�	�	��� ��	��� eiπT2(α)Hi e

−iπT2(α) ��	�� 
��
��	���	 ��'	�� [σα(μ)]i�  *��
� ���'	�� '�� ������+��� ��	���$ A → eiπT2(α)A e−iπT2(α) �	����	� ����	��	
�� ������ )	�� �

,� "����	�#
�� ������(� ��	���� '�� 	
�� �	���� ξ ��������	� α� �� 	
�#
(ξ, α) = 0� �� [E±α, ξiHi] = (ξ, α)E±α = 0� � ��		� �	
�� ��	�
���

eiπT2(α) (ξ,H) e−iπT2(α) = (ξ,H) (∀ ξ ⊥ α) . ��������

-�������#��� �	���� x � 	����"���� ���
���
��	 Vr ����� ��	"
����# �� ��!
�	���� ������.�� �	����� ������.����#���� �	����� α� � ��������#���� �
�	�� �	���� ξ� /��" �� ������%�� ��������� �� ����'	�

eiπT2(α) (x,H) e−iπT2(α) = (σα(x), H) = (x, σα(H)) , ��������

����"� � 
��� ��������#��
�� x� � 
�	"�	� ������(�� )� ������ ��	�
��	 � �������� ��
��
���#�����
# �	�� '�� "� ����	��� �������� � "��0 ����0 �	������ β, γ ∈ Vr
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(σα(β), γ) = (β, σα(γ)) . ��������

1���	 �
	�� ���'	�� *�� ���'	�� '�� ������2�	 σα ������ )	�� W �	������
 
�	
��
��	����� ��������#���� ��	������ �� ����3	��� � 
�� ����� �����!
�	"	��� (β, γ) = βi g

ij γj� 4�	"���	�#�� "� ��������#���� *�	�	�� w ∈ W � ��!

���	����� �� ������	"	��	 ������2�0 σα� �� ����'	�

(w · β, γ) = (β, w−1 · γ) , ��������

� ��		� "�	 ��������
��

det(w) = +1 , det(w) = −1 , ������5�

� ���
���
�� �� ����  �� 	�
 �� w ∈ W ������	"	��	� '	����� ��� �	'	�����
'�
� ����	��� σα�

• ������ ��� ��	�
��� ��� ��� ����
������� 	������� ����
����� Eβ ∈ A �����

������� �����������

eiπT2(α)Eβ e
−iπT2(α) ∝ Eσα(β) . ��������
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��� �����	
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�����	� 
	���� ��	�
���	��� ���	��� &���'�� Brn
���� ���		�	��	 � ���	�	 �����$ �����,��� ��%�� ��
���� ������	
 ��%� -���,(
����.)	�*��� /# 0 �� ��������� ���	��� ������ �	�	�
������ C[Sn]� 1	�, �� ��(
	� ��	���
, �	
���	 ����
 /#20 � /#30 ���� 
���	 ����
� /#40 � /#�0$�

) ���+	 '
��� ���	�� �� ��	5���� ����� ����
���+�� ������ ���
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�� ��
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���% � ����
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�
�� ���		����	�� ��	�
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���(
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V⊗n ��������
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������,(
��% ������

����� ����	
� �
��
� Brn� �������� ��������
�� ��� ���

��	
� Brn
7 �����,� ��
��+ P � K� ��
���	 �� �����,������ � � �!�"#$8

P j1j2
i1i2

= δj1i2 δ
j2
i1
, Kj1j2

i1i2
= ηj1j2 ηi1i2 , � �9�!$

�	 ηi1i2 6 �	
���� � ����
����
�	 V ���		����	�� ��	�
���	��� �	�	�
�	����
�������� SO(p, q) ⊂ SO(N,C)� ���		��� ����� ��	��
���� Pk � Kk �k = 1, . . . , n−
1$� 	��
�����% � ����
����
�	 V⊗n 
	������ ����� n� �������� �������� �������
	
� �#�9��$$8

Pk · (�ei1 ⊗ · · · ⊗ �eik ⊗ �eik+1
⊗ · · · ⊗ �ein) = (�ei1 ⊗ · · · ⊗ �eik+1

⊗ �eik ⊗ · · · ⊗ �ein) =

= (�ej1 ⊗ · · · ⊗ �ejk ⊗ �ejk+1
⊗ · · · ⊗ �ejn) δ

j1
i1
· · · δjk−1

ik−1
P
jkjk+1

ikik+1
δ
jk+2

ik+2
· · · δjnin ,

� �9�9$

Kk · (�ei1 ⊗ · · · ⊗ �eik ⊗ �eik+1
⊗ · · · ⊗ �ein) =

= (�ej1 ⊗ · · · ⊗ �ejk ⊗ �ejk+1
⊗ · · · ⊗ �ejn) δ

j1
i1
· · · δjk−1

ik−1
K
jkjk+1

ikik+1
δ
jk+2

ik+2
· · · δjnin .

� �9�"$

) �	���	����% �������	���% ��
��+� ��	��
���� Pk � Kk ����� ������
, � ��	

Pk = I⊗(k−1) ⊗ P ⊗ I⊗(n−k−1) , Kk = I⊗(k−1) ⊗K ⊗ I⊗(n−k−1) . � �9�#$
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�	��� μ ��
��

μ =
r∑
i=1

�i λ(i) , ���-�

��� �i ∈ Z� � 
�	���� λ(i) ���������� 
 � � �!"� ����� μ # ���������� 
���

������������� .� ������ ������
�� �
� ��� ���
��� ���-� ��������
	� �	��(
� � ��/��0�� 1�� �����%� ����� α ������� � ��(������ α∨ = α

(α)2
� 1���� ������ ��

�
� ��(���� α∨ ��%�
 *�
� ��� 	��� ��� '���� 	������ 	���� �����0� ���	
�$

��(�����# α(i)

(α(i))2
� 2�%���  	������� �������� � ���-�  �����0�� ��� �+*�%� ����� α

��  ����
2(μ, α)

(α)2
=

r∑
i,j=1

ni�j
(2λ(j), α

(i))

(α(i))2
=

r∑
i=1

ni�i , ���3�

%�� � ��	������ �����	
�� �� ��	��������� 	� ���/�� 4����� ��	
� ���3� �	
� '����
� 	��� 
�� ��� ni, �j ∈ Z� 4�"
���� 	�%��	�� ��/��0�� ���
�� μ� �������# � ���-��
�����
	� ����������� ��	���

2�� ��� ���� ��%�*�� 5 A ������������ ����+
	� ��	�� �� 	��� �����%�
����	
����� � ��%�*�� A� 
� �� �� �������
 ��	���# ����
�� Λ� ����
�� Λr� �*(
���������� ���	
�� ������ α(i) 
��� �
� �	� ���� �� Λr 	��
��
	
��+
 ���
����

α =
∑
i

α(i) ni , ���6�

%�� ni ∈ Z� �������
	� 	������ �����	��� .����	
�� ���� � Λr ���� ���

�������
�� � Λ� 
� �	
� Λr ⊂ Λ� ����
�� Λ� �*���������� ���
���� ������ ����

��		��
� ��
�	� ��� �*����� %����� 	�� %�� � r(������ ���	
���	
��� � �� �������
(
�� Λr �*�����
  ���� ��
��+ ���%����� � Λ� 7�������
	�� �
� ���
�� %����� Λ/Λr
 �������� '��
�� Z(G̃) ����	�����# ��������+,�#� %����� G̃�  ��+,�# � ����	
��
��%�*�� 5 ��%�*�� A� 8
�
 ���
 �� �	
�� � *�� ������
���	
��� �� ��� ��+	
� (
���� � �� �� ����
���$ �� ����$� 9������� ����
�� Λr �����
	� �������
��# � Λ�
��"
��� �+*�� ���� � ���+��� ���	
��� �����%�+
	� �� ��������
������ ��	��
	 '���� 	������ ��"�� ' ��
�� � 2�� ��� ���	
�� ���� α(i) �*����+
 *�� 	 �
�������� ���	
���	
�� Vr� 
�  ��������
������ ��	� λ(k) �*����+
 *�� 	 � Vr�

• ������ ��� � �	
����� ��	 ����	����� ��	���� 
	���� α(i) �	 ������������
��� ����� λ(k) ����� ��� α(i) =

∑r
k=1Kik λ(k)� ��� Kik = 2(α(i), α(k))/(α(k))2

 !������� �����"� #������ $��� ������ ������� ����	� ����� 
����%� �	�

����� ��	 �	�&�	
 ������ Λ/Λr ����� det ||Kik||�

��� ��������� ���	
������� ����� O(N,C)� SO(N,C) � �� ��	����� O(p, q)� SO(p, q) ���
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���� ���	 ���� ����� 	

���	����	� ����	��	� ������� ���	������	� ������
������
���	� �������
��	� ������ SO(p, q) �� ����	���	��� 	 �������	����
�	� ���
��	� �������
��	� ������ SO(p, q) ��
� �
���� N = p + q ≥ 8� !�
	
�����
"	# $� ���� ���
��	� �	"�� � �� ��%����� ������ ���� �����

�#�� �	������� � �	�
�� ���% ��
#&� [N/2] '�%	� �	������� �������	�� �����
�����	# �� $%�	��
����� � ����
� (	� ) * 


 ������� ������� ���� ��� ��������� ������������� � ����

⊗ = ⊕ ⊕ ∅ , ������ !

��� ∅ �"����#��� ������$��� ������������ SO(p, q)� %��� �� ���� ���&���'(
���� ���)� '����� �� ���� ���* �� +����� ���"����) �� �� �������) ����*
#�� � � ����, #���� ������ !� 
 +�#����� "���� �������� ����� �������� ��(
-��'' �)������� +���#�����)� ���������)� �����������, �'��) SO(p, q) ��
��������� ����������� ��� �������&.�� �����������, SO(p, q)� 
 ��'�$����
���'#����� ����'&.�� -���#+� �������	

⊗ ⊗ =
(

⊕ ⊕ ∅
)
⊗ =

(
⊕ 2 ⊕ ⊕ 3

)
, �������!

����� #���$ +����, ���������� ����, '����$ ��/� ���� �� �������� 0�+�(
��-* �������� ����������� #��)�� �������&.�� �����������, �������� �
�����1�!!

⊗ ⊗ ⊗ =
(

⊕ 2 ⊕ ⊕ 3
)
⊗ =

=
(

⊕ 3 ⊕ 3 ⊕ 2 ⊕ ⊕ 6 ⊕ 6 ⊕ 3 ∅
)
. ������1!

2���), ��'�$��� ��+�� ���&���'���� � ����.$& ��/� ��������� ���� �� ����
���* � ������* �'��� ������1! ����������'�� �����' ���+��' #�������' '���& ��(
/� ���� �� ���� ���� 0��'��� �����$* #�� +��//�-����) �+�������! ���� +��(
��, ��������, ���� λ � �������!* ��� ������1!* �� ��������& �������&� � #�����



��� ��� ��������� ���	
������� ����� O(N,C)� SO(N,C) � �� ��	����� O(p, q)� SO(p, q)

���� ���	 ���
����
�� 
�����
����� ����
������� 
�
���� �� ������� �����
(n+1)�� � ����������� ����� �� ������ ����
����� � ��������� ����� ������		�
λn ���������� ����  λn � ��� ������  λn� ������� ������	���� 
�	�� �����
 
��� 
����� � 
�	�� ������  
��	 
���� �! 
	" #�
"$"%�" & ��
�����	 
�����
���
����
�� 
�����
����� ����
������� 
�
���� �� ������� ����� (n− 1)" '��
���
���� ����	 
�����(� ��� ��
�� 
���� m � ������		� λn �� ����)��� (N/2−1)
� ��������� ������  ����� 
����� �� ����)��� �
���� m ≤ N/2 ������ 
�����
��

	����� ����� 
	" ��
" $"* � �����
( � ��	��"

+��
��	 ����� ��������� ����	�  ���������� �$","--�� ���	� ����
������� 

������		�	� λn+1(j)� ������.� ����
������� 
 ������		�	� λn−1(j)� ������� ��/
����.�
� �� λn 
�������	 ������  ����	 �� �� ��������� ����" 0���	��	� ���
���	���� ���
����
� ��������	�� ����
�������� ������.���  ����������
�$","--� � ������������	�� ������		�	� 1��� 
 (n+ 1)/� � (n− 1)/� ������	�� �/
��.�
� ��

�����	� �������	�" +���
������� �$","--� ���
����  ���
����
��
V(λn)⊗VN � ������� 
�
���� �� ������� ψ ����� (n+1) 
 ��	�������	� ψi1...in;j" '��
������� 2��
��������� �����
� j� ��	����.���� ����
  ���
����
�� VN � ��	��/
����� ψi1...in;j ��������.� ������ n/�� ������ ���.���
� ���	����	 ���
����
��
V(λn)�  ������	 ���
���� ��������	�� ����
������� T (λn)" 3���	 ������	� ������
ψ � ��

������ �� ����	 n �����
�	 � ��� �����
� 
�		��������� 
 ��	��(.
��������� s(Y (Tλn))� �����.���� ��������� 
���������� ����� �� �	�.��� 2��	�
������		� 1��� λn" 4������ 
����� �.���� �� ����� (i1, . . . , in) � ��
������� j

�����
�5 ψ i1...in;j ηikj = ψ̄ i1...̂ik...in ����
( îk ����������� ��� ������ �����
 �������
�� ������� �����(
� ���. � ���������� ������ (n − 1)/�� ����� ψ̄" 3������ ψ̄ 


��	�������	� ψ̄i1...̂ik...in �� ��
������. ��

����� � ��
����.� 
�		����. �������
ψ ∈ V(λn)� � ��
�	� ������.� ���
����
�� ��������	�� ����
������� ������
SO(p, q)" 6�		����� ������� (n − 1)/��� ����� ψ̄ ������ �������������(
� ���/
���		�	� 1��� 7 (n − 1)/� ������	�� ������� ������.�
� ��� ���������		� 
������		� λn� � ��� � �
�( ������		� λn−1(j)� ������� ������.�
� �� λn ��������	
����� �� ������ � ��������� ����� λn"

+����� ���������(
�� ����� ����	�  ���������� �$","--� ������.� 
� ����/

�������� �����.��� ������		�	 λn−1(j)� ��� � ��� ����	� ������
�( ���� ����/

�������  �$","--� ���� ����� �� ������ �� ��	�� ��)�� �����"

8�������� �)� ������ ��������� ��� 
������� � λn ����� ������  
�����
n = 0, 1, 2, 3 ���.
�������
� 
 ��	��(. ���2� ������� 1���� ����
���������
�� #�
" $"* ������� ���2� 1��� �� #�
" -",,  
����� �������� ����� SL(N,C)�"
0� ���	 ���2� 
� ������ ������		 1��� 
��	������ ���������� �����	�" 0�
���2� $"* ������ ������		� 1��� λ� ��
���������� �� ����� n� 
����� �������/
������	� �����	� 
 ��������	� ������		�	�� ��
���������	� �� ����� (n+1)�
�� �
�( �� ���� �����( ����" 9�� ����� �������.� ��� ������.�
� ��� ���/
�����.�
� ������ � ������		� λ� � ��	 
�	�	 ��	��
������� ������ �������
����
�������"

+��
��� ���	�� ���������� ���������� ����������� T⊗2  
�		� �������	��/
��� ��������	�� ����
������� ������ SO(p, q) ����
� 2��	���	� �$","*,��
�$","**�� ������� 	� ������)�	  ��� �
���� ������� �
	" :����� ����

tik = tika + t̄iks +
1

N
tik0 ⇔ I = Π1 +Π2 +Π3 . �$","-$�

��� ������� ���	� ���

��� ��	
������ �� 	��� ����������� 	
����������� T � 	
��
������ V�
������� � ���� ������� ����
� |μ〉 ∈ V� �� ���� 	����� ���! �
��!
����
 � V� ��!����� �� |μ〉 �
������ �
����"��� Eα � 
������
���� ����!���
��������� 	�����#�$�� ����
�% &���
 Eγ . . . EβEα|μ〉 ∈ V ������ ��!���� �
�� '������ ��� ����� ��� (μ+α+β+ · · ·+γ)% (���� �
��� ��� ���� ��	
������
	
����������� T �����
� A ��������� � ����
� )����
����� ���� μ *��
	
����������� �� � ����������! ����! �
��!� ��� �
����� ������ ��� *��
���� 	
��������� ���� � ��� �� ������� ������ �� Λ/Λr%

����	� 
� ��� �����
� +� s�(2,C) �
���� 	
��
����� ����
� ���% ,
���


� '������ ����� � �� ���� ��������� �� � ��"�������! � � R� � ���������-
��! 	
��! �
�� α ���
�� � ���� α = 1 ∈ R % .
����� 
�#���� Λr ����� ��
�
�������! � R �� ��������! #��� � ��� Λr = Z/

�� α-α• • • • • • • •
�� �� �� � � � � �

0���������� ��! ��� λ ����� �������
�� ���#���� �1%1%2�/

2(λ, α)

(α)2
= 1 ⇒ λ =

1

2
. �1%1%3�

4�������� � ������ 
�#���� �������� 	�������� #������ ��� Λ = Z/25 ��%
'��%1%1% ������ ������ 
�#���� ��� ���� 	��
��� ���� � ,
���
� 
 � ����

• • • • • • • • • • • • • • •
�� �� �� � � � � �

�
5
2 �

3
2 �

1
2

1
2

3
2

5
2

7
2

'��% 1%1/ ������� ��	�
�� Λ ������ �� s�(2,C)�

	
�����"�� '������ ��� ���% '��% 1%2�% 6��� �� Λr ⊂ Λ � Λ/Λr = Z2% ,������!
)��� ������� �� ��� �� � Λ ������� �� � 2 ��*�����������$ ������$ ������/
0̄ = {0 + Λr} = {Λr} � 1̄

2
= {1

2
+ Λr}� ������� �������� ��
�$ ������ ��-

	����� � �������! �������� �
�		� Z2% 4 �
��! ��
�� �������� �� �
�		�
Z2 = {I2,−I2} �
����� ����
 � �
�		� SU(2) � ��������� � ����
 �
�		� SU(2)
��!������� � ���
)�� )���
-�
�		� Λ/Λr%

����	� �� &���
�� ����� .�
����7&�!�� �����
� +� s�(3,C) � 	
������"��
	
����������� ������"�� �
��� ���% '����� �����
 � 	�
�! ����� ������

H1 = e11 − e22 , H2 =
1√
3
(e11 + e22 − 2e33) ,

Eα(1) = 1√
6
e12 , Eα(2) = 1√

6
e23 , Eα(1)+α(2) = 1√

6
e13 ,

E−α(1) = 1√
6
e21 , E−α(2) = 1√

6
e32 , E−(α(1)+α(2)) =

1√
6
e31 ,

�1%1%��

��� eij 7 (3× 3) ���
����� �������� H1 � H2 7 �
����"�� 	������
� .�
����� �
Eα(1) , Eα(2) 7 �
����"��� ����������"�� 	
���� �
���

α(1) = (2, 0) , α(2) = (−1,
√
3) . �1%1%�8�



��� ��� ������� ���	�

�������	�
�� ����������� � ����	�� ���������� 	 ������� 	������ ���� 
�� 
�� 	�!�"�#"�$% 	���� $�����&�� 	 �������� '���� �������� "(�� ����)#�$# $ !� 

���%� �������������� $�����&��* [Hi, Eα(k)] = α
(k)
i Eα(k) �$��	��� $� 	�����

$�����&��� �� ��������� '���	� !��$����$�	� V2 )"# �"(��� +� s�(3,C) )	� 
����� � ����	�# �&��� Λr �������$#� $�("�$�� �����,�� $ !����%� )	�� !��$���
����* ��������� -���	�$�	���� ���)�����"%�� 	$� ��.�� !�"�
��%� �&�#
���	���# �����/�

2
(α(i), λ(j))

(α(i))2
= δij ⇒ (α(i), λ(j)) = 2 δij . ��������

0)$% �� 	�$!�"%��	�"�$% ������* gij = κδij 	 !��$����$�	 V2� !��!�������"%��*
Tr(HiHj) = 2δij� � )"# !��$���� �����$���	�"� ��$&�����* !������ κ = 1� �
��� 
	�# ��� 
�� "	� 
�$�� ���/���� � �����/� � ��	�$#� �� ���(� !�������� 1�)$��	"##
	 ���	���# �������� !��$�� ����� �������� �� ����)�� ���)�����"%�� 	$�

λ(1) = (1,
1√
3
) , λ(2) = (0,

2√
3
) , ������/�

������ 	�$� $ ����#�� �������� �"(��� s�(3,C) �������� $�$��� 	$�	� ���� 
��.���� �� 2�$� ��3� �� ���� ��$��� α(1) � α(2) 4 !��$�� ������ � λ(1) � λ(2) 4
���)�����"%�� 	$��

� α(1)� �
�
�
���

�
�

�
���

α(2)

�
�

�
�� 

�
�
�
��!

�

�
��"

λ(2)

λ(1)

�

#
##$

μ(5)

μ(3)

�
���μ(4)

#
##%μ(6)

2�$� ��35 ������� ���	� 
�� 	��
�������	 � �	�	��
�������	 ��
��������� ���

����� �� s�(3,C)�

0������ 
�� 	$�

λ(1) , μ(3) = λ(1) − α(1) = (−1, 1/
√
3) , μ(5) = λ(1) − α(1) − α(2) = (0,−2/

√
3) ,

������.��� �� 2�$� ��3� $���	�$�	��� ���)�����"%���� ���!"�� ��!�)"#� 
��� !�)$��	"����� � 	$�

λ(2) , μ(6) = λ(2) − α(2) , μ(4) = λ(2) − α(1) − α(2)

4 ���)�����"%���� ���� ���!"��� �� $�% !�)$��	"���� ������(��)�������
� �!�)"#���� ��� �!�)"#���� !�)$��	"����� 6*$�	��"%��� !�"%��#$%
�!�)"��� ������� ����	�� ���������� Eα� 	$ ����$�� 	����� 	 !��$���� 
$�	 V3 �!�)"#��(� !�)$��	"��# �"(��� s�(3,C) ��.�� !�$�����% $")�����
�������

|μ〉 =
(
1
0
0

)
, |μ′〉 = E−α(1) |μ〉 ∼

(
0
1
0

)
, |μ′′〉 = E−α(2) E−α(1) |μ〉 ∼

(
0
0
1

)
. ��������

��� ��������� ���	
������� ����� O(N,C)� SO(N,C) � �� ��	����� O(p, q)� SO(p, q) ���

���������	�
� ��� SO(N,C) �SO(p, q)�� �����
� ������������� �����������
�
���������
� ������������� ������ �� so(N,C)� ���������� � ������ �������
�
� ������������ {T⊗n}� ��� n = 1, 2, . . .  

!�� �
�� ���"��� � #�"���� ������ ������� ������������ ��������������
������������ T (λ) ��������������	��� ���
 SO(p, q) ���� ��
���� �
 �������
N = p + q�� ������� ��������� � ����������� ���������
� ���"���� ����� n� ����
��������� ��������� $��� λ % n �������� � ������ ����� �� ���
&��'�� �����
[N/2] = r (������ ��� ���������	�
� ���� � ���� ������ �����
� ����������	
� ���
��'�� ��"����� �� �"������ ��������� ������������ ������� �������
�
������� ��� ������ ��������� ������������ ��� SL(N,C)� ������� �"������ �
#�"���� ������ � ����	"������ ������� �������� $��� ) �������� ������� �����
��� ���"����� ���"������� T (λn) ⊗ T [1] ������������ ������������ T (λn) ���

SO(p, q)� ������� ������������� ��������� ��������� $��� λn � n �������� � ����
������ � ��'��������� ����������� V(λn) ⊂ V⊗nN � � N�������� ��������'��� ����
��������� T = T [1] ���
 SO(p, q)� ������� ���������"����� ���������� [1] � �����
�������� � ��������� � ��'��������� ����������� VN = Rp,q ) ��"��	���� � ��'��
������ ��������� ��������� ������������ T (λn)⊗T ���
 SO(p, q)� ������� ��"�
�������� � ����� ���������
� ������������� ���������"���
� ��� �����������
$��� � (n+1)�� ��������� ��� � ����������� $��� � (n− 1)�� �������� ���������
� *������� �+ + ,,��

T (λn) ⊗ T ([1]) ≡ λn ⊗ [1] =
(⊕k+1

j=1 λn+1(j)
) ⊕ (⊕k

j=1 λn−1(j)
)
, �� - ++�

��� ������������ T (λ) ��� ��������� ���"�����
 ������������'��� �����������
$��� λ� ��������
 λn+1(j) ��������� �" λn ����������� (n+1)�� ������ �� ���&�
��� ���
 ��������
 λn � ������������ (nj−1+1, λ(j)+1) ��� #�� � .�� � ��������

λn−1(j) ��������� �" λn ��������� ����� �" ������ �� ���������� ����� ��������
�
 λn � ������������ (nj , λ(j)) ������ �� #�� � .� /����� k � *������ �� - ++�
0 ����� ������� �" �����
� ���������� ��������� λn �� #�� � . 1���� ����"���

. . .

. . .

n+1

(nj−1+1,λ(j)+1)

n−1

λ
(1)

n1

nj−nj−1

nk−nk−1

n1 ,λ(1)

nj−1 ,λ(j−1)

nj ,λ(j)

n
k
,λ

(k)

#�� � .2 ��������� ���� λn = [λn1

(1), λ
n2−n1

(2) , . . . , λ
nk−nk−1

(k) ]	 
�
���� �� k ������

������� λ(k) � ��
���� nk�	 
 ����������� �� ������� ���� (n+1)�� �������	 �����
��� ���������� (nj−1+1, λ(j)+1) � 
 ���������� (n−1)�� ������� �� ����������
����	 ������� ���������� (nj , λ(j))�

���������� ����� ������ � ��������� $��� λn ���'���������� � ������� ���
����� �������� ��� ���"������� ���������
� ������������ ���
 SL(N,C)



��� ��� ��������� ���	
������� ����� O(N,C)� SO(N,C) � �� ��	����� O(p, q)� SO(p, q)

������� ��� ����� SO(2) 	 SO(1, 1) �
�����	� ����� t �
��
 k = 1 � �������
�
�	 t� 	 ������	� ��� ��� �
��	��
���
����� �
��	 t(±) � �������
�	 t�(±)�
����� �
�
���� �������	� ��
��

SO(2) : tk(±) = tk ± i εk� t� ⇒ t1(±) = t1 ± it2 = ±it2(±) ,
SO(1, 1) : tk(±) = tk ∓ εk� t� ⇒ t1(±) = t1 ± t2 = ±t2(±) ,

��� εk� = −ε�k� ε12 = +1 	 εk� ε�s = −δks� ����	�	 ���
�	 ����� ����� �
��
 t

� � �
�	�
�� � �
��	��
���
����! �������
! t±"

SO(2) : t� → t± = t1 ± it2 , SO(1, 1) : t� → t± = t1 ± t2 . �#�$��%�

&
 �����
! t(±) ��
 �������
! t±� ��
�	������ �������� ����	��	��� �����
��
����	� T (±) ����� SO(2) 	 SO(1, 1) �� ����� ����
� ���������� 
 � ���� '
�������������
(
�����	� ���������� ������
����	� T ([k]) ������ SO(2) ������� SO(1, 1)��

����� ��
�	������ � �����
����� ������� �	�����	���! ���������! �����
�� t �
��
 k � �������
�	 ti1...ik (i1, . . . , ik = 1, 2)"

t...i...j... = t...j...i... , ηij t
...ij... = 0 , �#�$��)�

��� η = diag(1, 1) � ����
� ������ SO(2) 	 η = diag(1,−1) � ����
� ������ SO(1, 1)�
�
���� ������
����	� ����������� �������� �	
��
��
� *��
 [k]� �����
� ����
� ����� SO(2) �	�	 SO(1, 1)�� ���
 r = 1� � � �
���
��	�
�� �
� �	
�
��
��� *��
� �����	� 	� k ����+� ����, 1� -���� ���	� ����� ���	�� ��
������
����	� T ([k]) ��	��	�� 	 �
��
�
���� � ����� ���! �������! ����	��	�
��! ������
����	,� ����� ��
�	������ �
 �������
! t++···+ 	 t−−···−� � ���� �
��.��	� � ���� ����+
� ����, r = 1 �� ��.��	� � �
 ��� 	� k 	������
� ������� ti1...ik� ����� t �������� �	� �
���
������ �	� 
��	�
���
������
/� ��,���	����� �
�" � ����
� ������ SO(2) �����
, ������ SO(1, 1) �
���
��	�
�
���� 
�
��	��� ��� ���.
���! ������� t...+−... �� ����
��

t...+−... = t...1−... + it...2−... = (t...1 1... − it...1 2...) + i(t...2 1... − it...2 2...) = 0 ,

��� �� 	������
�	 �����
��
�	� �#�$��%� 	 ����	� �#�$��)�� 0����
 �������� ��
� �	�����	��� ��������� �����
 t �
��
 k ���������	 �
���
���� ����
��� ��������� ���
 ��� 	������ �
��� +� 	�	 ���
 ��� 	������ �
��� −�

����� ����	
��	�� ��������� �������
���	� �������������

������ ���	��	����	� ����	�� ����

1������ ��� ��
�	�
� 	�� ����� ��.�� �� � �� �
�� 	�� ��	������	� T⊗n

���������	! ������
����	, T ����
����! ����� �
 ����	��	��� ������
��
���	� 2�	! ������ 3�	 2��� ������ ���������	�
� ���	�����
� �	����������

������� ����� 	
� �
��
��� ���������� �����	
������� ��	��� �
 �
��� ���� �����	�� �����

�	
�������� �� ����� SO(p, q)� 
 �� 
����� ��� ��� �
���
���� ����� Spin(p, q)� �����
Spin(p, q) � �� �����	
������ ���� �
�	�� �� � � �
����
� ����� � ������ !��"������ ��� �
�� "	�
� �
���
	���
��� ��
��� 
���#�����
��� � �����	
�������� 
����� so(N,C)� 	
� � �� �����	
����������� �����	
������ ����� SO(N,C)� ��	��� ����� 
	�� � T⊗r1 ⊗ (T ∗)⊗r2 � ��� r2 > 0 �
T ∗ $ �����	
������� ���������� ����� ����� � �������������% ��� &
��"
��� � ���#� �
����


������

��� ������� ���	� ���

������	
��� �� ������ ��	�� |μ〉 ������� ���
�� ��������

Eα(i) |μ〉 = 0 , ��������

� ��� �
�������� ���� �!"���� 	����� ��������! ���������
�� 	��#

��� $����� ������� 
� ��	��� �������� ���� �!"��� Hi �����%���� &���
� �
��������!"�� ���������
�� �����'�� �� ��������� �� (� ��	��� ���! � ��
�#
�� ���� μ = λ(1)� μ

′ = μ(3) � μ′′ = μ(5)� 	����� ���� �	� �
� ��)��

• ������ ��� �	
����� ��	 ���� λ(2)� μ(6) � μ(4) �		���������� ������������	��
������������� �
	���������������� �	 ��� ���� �������� ��
�	��� � ��	�
��������� V̄3 ������������ � 
	����!��������	!	 
 	������ �"����

*�
����
���
�� ���� λ(1) � λ(2)� � ������

�� 
� +��� ���� �������! ��!
��)�	� ����� ��%���� ,� s�(3,C)� ���������

�! 
� +��� ���� - (�%� ����
	�
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�
α(1)� �

�
�
��

�
�

�
��α(2)

�
�

�
� 

�
�
�
�!

�

�
�"

λ(2)

λ(1)

�

#
#$
�

��
#
#%

+��� ���. ������� ��	�
�� Λ ������ �� s�(3,C)� ������ ���	����� �������� ����

��	�
�� ������ Λr�

� ���
��� ���
�� �� ��)�	� ����� Λ� ������

�� �� ��	���� λ(i)� �������
�����)�	� 	��
�� Λr� � /�	�� %����� Λ/Λr = Z3� $��������
�� �� ����� ���	�
�� �� 
�0 ����
�0 	����� Λr� λ(1) = λ(1)+Λr� λ(2) = λ(2)+Λr� � ����1� ��
���
��
(�0 	������ �������� � ����1�� ��
���
�� ��� %����� Z3� � ��� ��%	� ���������
 ����� ���� ������2� � ������3��� �� 2λ(1) = λ(2) + α(1) ∈ λ(2)� 3λ(1) = 2α(1) + α(2) ∈ Λr�

λ(1) + λ(2) = α(1) + α(2) ∈ Λr� 2λ(2) = λ(1) + α(2) ∈ λ(1)� 3λ(2) = α(1) + 2α(2) ∈ Λr� � ���

λ(1) + λ(1) = λ(2) , λ(2) + λ(2) = λ(1) ,

λ(1) + λ(1) + λ(1) = λ(2) + λ(2) + λ(2) = λ(1) + λ(2) = Λr .

4����
��� �� 1�
� � %����� SU(3) ���� ���
 ���� (����
��� {I3, ei 2π3 I3, ei 4π3 I3}
� � ����/�
 %����� Z3� � ��� � ����/�
 /�	�� %����� Λ/Λr�

�������	�� 5 
�	����0  �����0 ����� ���������
�� ��%��� ,� 
���0�����
������ ��)�	� ����� ��� �����
�0 ��%��� ,� A∨� 	����� ���� ��������
� �
	�
1� +� ���� ��
� *�
����
���
�� ���� λ∨(i) ��� �����
�� ��%���� ,� A∨ ������#
��!�� ���
�)�
����

2
(λ∨(i), α

(j)∨)

(α(j)∨)2
= 2 δij ⇒ (λ∨(i), α

(j)) = δij . ��������



��� ��� ������������	 
���������� ��
��
���
�� ���������
��

�����	��
 ����� �� ������ ���������	�� � ������� �� �������� �������	
 ��

��������������� ����� ������� ��!�"�� #	 A∨

λ∨(i) =
λ(i)

(α(i))2
. ����$�

%��� ����$� ��&���'��
 ���������������	 (�)�����	 ��!�"�� #	 A

��� ������	�
���� ����������� 
���������

������������

����� ����	
������ 	� 	
����� ��	��

������	�
�� ������ ��� λ ������	
���� T ������� 	������ � A �	��
	����
����	
�� ��� λ+α �� �
������ 
���� ������	
���� T ��� 
��� ������������
������ α 	������ A� ������	
���� T � ������ ��	��� 
��� �	��
	���� ����

������
� �� ����	
� �����

%�(��� |λ〉 � ������������ �����������	
 T � �����������'*	 �������� ���� λ� ��)
&������
 �����	� ��(����� +��"���	��� �����	�� ��!�� ���"� ��(��� |λ〉 "��
�����	�� ����	� ��������� Eα|λ〉 = 0 ��
 ���� �����	������� (���� α ,��	
�����	 ��� λ - ������ ��� (����� �� � �� ��(��� ��	�	�� ��� ��
 ����	���	���
�����������	 T ��( ��� 	 ����� �� .�� �����	� 
��
���
 	 ����������� /� ����
���������	� ����� �� ������� ���	 T 0 ����	���	��� .(�	�������� ����� ��� |λ〉 0
�����	 ��(��� ��!�� 	 ����(� ��!��� (�!�� Eα|λ〉 = 0 ��
 ���� �����	������� (��)
�� α 1�����(���� ��� ���� ���������� ���������
 T ������ �


A ������� ���������
� �� ����	
� ���� 2� ���	������� 	& (������)
�������	 T �������� ��� � �����������	
 T �"
&������� ������ ��*��������� ��� λ
��(� � ��� (λ+ α) �� ��� ��
 ���� �����	������� (���� α

• ������ ��� �	
����� ��	 ��� λ ������	���	�	 ������������� T ������� �� A
� �������� �	 ��� Eα|λ〉 = 0 (∀α > 0)� ���� λ + α(i) �� �������� ���	�

������������� T ��� � �	�	 ��	��	�	 
	��� α(i) ������� A� !
������" �	�#
�	��	����� ���� ��	 	����$ %�� Eα ∈ A� ��� α � � �	� �	�	&�������

	���� �������������� � ���� ��	�	
����	�	 
	��$���	�� 	����$ %�' Eα(i) �

������ 3& ���������	 ����4� �������� ��� ��(��� |μ〉� &������ � ������� 
�)
�
���
 �����	� ��(����� ��
 �������
'*�!� ���������������!�� �����������	

��!�"�� s�(3,C) �����	 ��� .��!� ��(���� ����� ���������������� ���� λ(1)

������ �����.  �! "�� ������	
���� T �� ��	��� 
���� ����
����� �� ���
��	��� 
�� �������� #�! $�� �	����� ����
������ ������	
���� T ��	���

�� % �����
������

��������	������ �� 1���� |μ(0)〉 0 ��(��� �� �����	� ����� μ(0) � ������������
V ����	���	��!� �����������	
 T  /�( (�( �'"� ��(��� � ������������ V� �(�')
��
 |μ(0)〉 - 5	(�	���(	 � �� � ����������		 � ���(���	 �� 	 �� ��&���� ��� ���
���"���	�� ��(�&���� ��� �'"� ��(��� ������������ V �	��

. . . EδEγEβEα|μ(0)〉 , ��4��

��� ��������� ���	
������� ����� O(N,C)� SO(N,C) � �� ��	����� O(p, q)� SO(p, q) ���

���������	
 ��� �� ������ ������������� ����� O(2r,C) � O(p, q)
 ��� (p+q) = 2r

�������������
 ������������� �� ������		�������� �������� ����� r
 �� ��������
��� �� ��� ���������	�� ���������������
 ������������� �� ��	��������� � ���
����	��������� ������		�������� �������� ����� r� ��� ������ � ��	
 ��� ������
�������� ������� Λ �� ����� O(2r,C) � O(2r − q, q) �������� ��	��������� ���
����		�������� ������� ����� r � ������	��������� � �������� ������ �������
�����	�������� �������� det(Λ) � ����� ����� ������ �!�"�#$%%�

������	
� �� ���������	
 ��� �����%��	��������� ������������ ������� t(−)
� t(+)
 �������� � �!�"�#$%
 	�&�� ���������� ������ � ������ ������������ α
 �����
(r+ q) ' ������ ������ ��� � ��������� ��������� �� ��������� ������ SO(4k)

�� ���� ����� q = 0 � ����� r = 2k ' ������ ������	��
 �� SO(4)%
 �� �� ���������
�� 	����	���� ������ (����)� SO(1, 2r−1)
 ����� q = (2r−1) � r = 2k
 �����	��

�� ��������� ������ (����)� SO(1, 3)� ��� �������	 (r + q) ��	��������� �
������	��������� ������������ ������ SO(p, q)
 ��� p+q = 2r
 	���� ���� ������
��	�������	��

*������ ��� ��������� ��+�
 ����	������	
 ����� ����,� ���������	�� ��-��
����������� ��	�������� ������������ ����� SO(N,C) � SO(p, q)�

�������	
� �	
	� � ������ N = (p+ q) = (2r+1) ��	
� �
������
� �����
���
�
� ������������ ��� SO(N,C) ���� SO(p, q)� ����������� � �
��������� 	���
����
��� �
 ���� ���� ������
�� ����
�
�� ��������� �
�
��� ������ ��������
�
� ���� � ����
� ���
�� �� ������� �� r! � ������ N = p + q = 2r ��	
�
�
������
� �����
���
� ������������ ��� SO(N,C) ���� SO(p, q)� ����������
�� � �
��������� 	������
��� ����
�
�� ��������� �
�
��� ������ ��������
�
���� � ����
� ���
�� �� ������� �� (r − 1)� ��� � �
��������� 	������
���
����
�
�� ��������� �
�
��� 
���������� ��������
� ���� λ � ����
� ���
��
������ r� �� "�
� ����
�� �������� ��� ���
����#����� ��� �������
����#�
����� 
 
��
����� �
 ���� ��
�	$�� ��������� λ ���
�
� r!

��������� ������&���� � *����&����� �	
	� ��������
 � ���������
 ��� �����%��	��
�������� ������������ �� -����������� ������	 �����	 ������������	� *�����
&�����
 -������������ -��	�
 �������� � ����� ./!0� 1��	� ����
 ��������� ������&��
��� � *����&����� �	
	� ��������
 ��� ���������� ������
 ������ �������������
������		� 2��� λ � �����	 ����� m = r � ��� -��	 ���� 
 ��� �� ����+���, �
����� �����)�� ������ r -��� ������ ��	�������
 � �� ����+���, � ����� �����
' ������	�������
 ����� ���,� 3 ���, ������� -�� ������� �� �����&����
 �������
	� ����	������	 � ���� 4������

• ������ ���� � 	
�� ���������� tk1...kr;�1...�r ������������ ������� ����� 2r� t ∈
V⊗2r� ��� V � ������������ ��������� ��� �����������!� ��
��� SO(2r,C)

"��
��� SO(2r−q, q)#� �!�����!������ � ����������!! � ����!$�%
k1 �1
�

�

�

�

�

�

kr �r

� &�'

����� ��(������ (P+)
i1...ir

k1...kr
(P−)

j1...jr
�1...�r

tk1...kr;�1...�r = 0� ��� "���!#����'
�
����� ��������� P± ���������� � "�����)#� "������#�

5� ������,�������	 *����&����� �	
	� � 4����� ��� �� ������	 ���	����



��� ��� ��������� ���	
������� ����� O(N,C)� SO(N,C) � �� ��	����� O(p, q)� SO(p, q)

��� �� �����	�
� 	��� ��	�	�
������� �������� �
� ��
��� � ��!���
���� ! ���
��� ���� � ��"�����# �� ����$��� �� ����� �� �� �������� � ����	
%
�� T (0)(Λ) = det(Λ)&

T ([1k]) = T (0) · T ([1N−k]) , ������'�

!� T (0)(Λ) = +1 � T (0)(Λ) = −1 ����	���	��� �
� ��(��	���� � ���(��	����
�
����	 Λ ∈ O(N,C)� )������ ��  ��
����� *���"� ��� � +�	 $���� ����� �
%
���� "�� �� �	����� ���	�	�
���� � ����	
��� T̄ (λ) ��
��� � ��!���
����
! ��� O(N,C) � �� ���! ��� O(p, q)� !� p + q = N � �� ��� ���#��� ���! ������
,�!� λ � "��
�� �� �� m ≤ [N/2] = r � �� �
�#��� -� ��
�. �� �	��� � ������/��

T̄ (λ)(Λ) = T (λ)(Λ) · detξ(Λ) , ������/�

!� T (λ) 0 �� �	����� � ����	
�� SO(N,C) ��
� SO(p, q)�� ����	���	�#1
���! ��� λ� � ξ 0 � ���	�
���. �� ��� ��
� ξ 2 3
� "��� "��
�� �� �� %
��������. -���� 	 ������/� � �	��
�� ��� ��� det(Λ) = ±1��
������	
� �� 4������ ���� 	�� � �3�� � 	��
��� ���"��� ��� �� �	�%
����� � ����	
��.  �(���� �
� 	�� � ��!���
���� � ����
���"���� ! ���
SO(p, q) � Sp(N,R)� �	
�#1���� ���! ������ N ×N 	1��	���� ��� �3 	 ! ��%
��� SO(N,C) � Sp(N,C) �	 ���
��� �
�"� N = 2r 0 "����� 5������ 	 �����.
� �3�� � 	 �
�"� "���� ��� ! ��� SO(N,C) � SO(p, q)� !� N = p + q = 2r�
����� ���� ��
�$��� ����
�!�"�� ��
�$��� ����� � � � ���� ���� �� �%
	������ � ����	
��. ! ��� Sp(2r,C) �  ���! ��� Sp(2r,R) � Sp(p, r − p)6 ���
4���
 ��� ��$�� 7�� ��
�$��� ���	� �	����� � ��1��	�	���� ��
�����# ����%
����� �"��!� ���� � ε  ��!� 2r� 8 ����1�# ���� � ε � ����	
���  �
���	��%
�� �� ��������� �"��� ���� ��  ��!� r� ��$��  ��(��� �� �	� �� �	������
���� ����	
���� ���� �� ���� ��  �
������ �� �������
���� t(+)� � � �!� ��
�����������
���� t(−) ��������� �"��� ���� ��  ��!� r&

α

r!
εi1...irk1...krt

k1...kr
(+) = t(+) i1...ir ,

α

r!
εi1...irk1...krt

k1...kr
(−) = −t(−) i1...ir , �����9:�

!� �� 	�(� �� α = e−iπ(r+q)/2 ����� ��  ���. � �	���� α2 = (−1)(r+q)�� ;���%
���
��� � �����������
��� ���� � 	 "�� �� ��� � ��� ����	  ������ �%
	�
��� 	 4���
 ������� � 	�. "���� ���!�� 5������ "�� ���� ���	���� <����%
���
���. � �����������
���. ���� �= �	
�#��� ��
�	���� � ��	���� �� ����
%
���
���� ��!
����.�

• ������ ���� ��	
��� ���������
� �������� � �
�� 	���������� ��������

(P±)
i1...ir

k1...kr
tk1...kr = 0 , (P±)

i1...ir
k1...kr

≡ Ai1...irk1...kr ±
α

r!
εi1...irk1...kr , �����9��

��� Ai1...irk1...kr � ���
�
�����
����� ����� r�  �����
� ��!""
#
���� �
�	����$��
�� �������� ����
������%�$��� ��������& �$� ���� 	�����
� ��'(
������ P 2

± = P±� )�����
�* �$��%�� %����& ��� �$� �������� � 	�������(
�$
����� 	������������ Rp,q 	��+�� 
 �	%����
� 
������� ��%,����$�����
� 	���,- ����
�
 �.������ η = Ip,q& 	�!���%& � ��������
& 
���� �����
���������
� εk1k2...kp+q = (−1)q εk1k2...kp+q�

��� ������������	 
���������� ��
��
���
�� ���������
�� ���

� ��� �� 	��
� μ(0) �
��� ��� ������� ��� k |μ(0)〉� ��� k � �
����������� ��� �� �	��
���� ��� �
������� � �
���
� 
� �
��
���� ���� ��
 	��� μ(0) � �
�!!�"��������
��	��#$��� 
� �
����
	�����
��� �
���% . . . , δ, γ, β, α� &� ������ �� ������� ���
����� �������� '�
 · · ·+ δ + γ + β + α = 0� (
��
�� �
 ���%��% ���� 
��� �� �
���%
�
���� ��� �
�
��������� (��� ���	�% ����	� �
�
�������% �
��� ������
������� �
���� γ� )����## EγEβ �� [Eγ, Eβ] +EβEγ � ��� ������ �
 ��* �
� �
�� Eγ
�� �
��%��	��� �� |μ(0)〉 � 	��
����#� '�
 Eγ |μ(0)〉 = 0� �� �
��'��� ����� 	���
�
	
� ��� �� 	��
� μ(0)� �
 � ��� �� '���
� �
���	�* 
�����+$�* E '�� 	 ,��-��.
,�
��
��� [Eγ , Eβ] � ����%��# �
�����"�# 
�����
�
	 Eα � Hi.� (�
�
���# ��
�
��
"��� �
 ��* �
�� �
�� �
��� �� 
�������# 
�����
�
	 E � �
�
��������� �
��
�#��� �� ������ � ����� ��
��	�����% Hi� ��%��	�+$�* �� |μ(0)〉� '�
 	 �
��'�
�
��
�� ���	��$����# 	 �
���
� 
� �
��
���� μ(0)� ���
�����% �� |μ(0)〉� �
�!!�"��
���� ��
�
 �
���
�� 
'�	���
 ��	��#� 
� ���
�� �
���% . . . , δ, γ, β, α�

/�. (��� ���� �% 	�� ����
�
 �����	
���
�
 �������	����# T �� ������	����%�
�
 ��� ��$���	�+� �	� ���� �* 	��� μ(0) � λ(0)� �
�
��� �� ��	�� ���� ����� �
�

�	����	�+� �	�� ���� �� 	���
��� |μ(0)〉 � |λ(0)〉� 0+�
% 	���
� �����	
���
�

�������	����# � "����'����%� �
��
�� 	 �

�	����	�� � �������� �� � �� �������
��� ��$���	��� �
����
	�����
�� �
���% δ, γ, . . . , α ����#� '�
���

|λ(0)〉 = EδEγ · · · Eα|μ(0)〉 , ,��-�/.

��� δ+· · ·+α = 0� 1 �

�	����	�� � ����������#��� ���
������� ��� �
���������	�
���	
�
 ������� ��� 
�����'���# 
�$�
��� �� �
��� �'���� 	�� �
��� δ, γ, . . . , α

���"��������� (
��%��	��� �� 
�� '���� �

��
 ���# ,��-�/. �
�
�������� �
��
��� E−δ� 1 ��������� 	 ��	
% '���� �� �
��'��� ���� � 	 ���	
% '���� �
��'���
������	
% 	���
�� (
������� ��	�������� ������� �� �
�
 !����� '�
 ���� Eδ|ψ〉 = 0�
�
 E−δEδ|ψ〉 = 0� �
��
��� 	 ���� ,��/�2. �� �����3 〈ψ|E−δEδ|ψ〉 = 〈ψ|E†δEδ|ψ〉 > 0�

��	
���
� (�� �
���������	� ���	
�
 ������ 4�	�������# ���
 �
�����
� '�

���� |μ(0)〉 ∈ V � 	���
� �
 ���� �� 	��
� μ(0)� �
 �+�
% 	���
� ��
�������	� V �
	��
� μ �
��� ��� ������� 	 	��� ����%�
% �
�����"�� 	���
�
	 ,��-��. � �������

�	
���� ������� . . . , δ, γ, β, α� 5������ ��
	���� �+�
% 	�� μ = μ(0) ������	����#
T �
��'����# 	�'������� �� ���� ��
 	��� μ(0) �
�
�������* �
���% � ����
	��
����
 �� �����

μ = μ(0) −
∑
i

niα
(i) , ni ∈ Z≥0 , ,��-��.

��� α(i) � ��
���� �
��� ������� A�

�
��
	� �����. ��� �	��������� ���	����	��� ��	�����
	��� T � T ′ �
�	��
�� A ������
	��� ����� � ��
��� ������ ����� �� ������	 �	�� �����

��������� ����	��
 ���  ����� ������� �������� �������� �������
 ������ ��� μ(0)
 �����
��� !�"���� ��� k |μ(0)〉
 #�� k $ ����������

���%����� #����� ������ |λ(0)〉 � �����&� ����� ������ �� ������� ������� ��������
Eδ · · · Eα|μ(0)〉
 ������ ! ������' �� ��	 ��������
 ���	����(�#��� � "	���� �� ���� ��� λ(0)�
)�#�� ��� *� ������� � ��	 "����#� "	���� �����#� +��������� "��"������� �� ��	# ��	#	

���� ����(� ��� λ(0) ��� �� �� "������
  �� "�'��� � �����&��
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���������� ��
��
���
�� ���������
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������	
��	��� ����� 	
���
�� ��
 �	����
����� T  T ′� �������� ����	�
���
���� �����
���� ��� �������� � T  ��	���
���� ��� T ′�  ���������� �
!�� ��"�
����� �����
�� �	���	
����
 �	����
����# T  T ′ �
� V  V ′� $������
������ ������ 	
������
 ��
	�� ����� ��� !���
������� �	����
����# ���
���
�
���� �����%&� ��	
���� '�� !���
������� �	����
����# ������ ��	
���#
���	
��	 S� ���
�
���
%&# ��
���������
���� ����������� ��(�� �	���	
��
���
� V  V ′  ��� �
�	)� !���
������� �	����
����# ����
�� �	���	
���
��
�� T ′(X) = S · T (X) · S−1 (∀X ∈ A)� 
 ��
	�# �����	 |u0〉′ �����
���� � ��
	��"�
�����	
 |u0〉 �� *�	���� |u0〉′ = S|u0〉  ���� ��� (� ����

'��
(�� ����	� ����
�������� ������ 	
������
 ��
	�� ����� ��� !���
�����
���� �	����
����#� +���� |u0〉  |u0〉′ , ��
	�� �����	
 � V  V ′ � ���
�����
��
	�� ����� μ(0) ��� ���� �	����
����#�  �� �����	
 � �	���	
����
� V  V ′
�	����
���%� ����# ���#��� �����
) �����	�� ��


E−αk
E−αk−1

. . . E−α1 |u0〉 , E ′−αk
E ′−αk−1

. . . E ′−α1
|u0〉′ , -.����/

��������������� 0���� �� ��������
� �	
���% *�	�� �
�� Eα  E
′
α ��� T (Eα)

 T ′(Eα)�  ���������� � 0
���
��� � 1��	��� ����� ��(�� ���
��� ��� � �
���
���� αi � -.����/ ������
%� ����������	
� ��	�� 2���
��������� T  T ′ �����
���
�
�
� ��� �� ���
(��� ��� �%��� ���#��� ���������� ��� ����	���
��
��� �����	�� ����� ������������
�� �
���� (� ���#���� ���������% -� ��� (�
��!**)���
�/ ��� ��	���
���� �����	���  �
���	��� 2�� ���
�
��� ��� ��(�
�� �	���	
����
� V  V ′ ������ ��
���������
���� ������������ 3�
�� "���	��
����� � �	���	
����� V ������ ����������∑

k

∑
α

γα1 ,... αk
E−αk

E−αk−1
. . . E−α1 |u0〉 = 0 . -.����/

$
� �	������� ���
�
�� ��� ��������� �� (� ����������� �� �� ��	�
��∑
k

∑
α γα1 ,... ,αk

E ′−αk
E ′−αk−1

. . . E ′−α1
|u0〉′ = 0 �  �
���	��� ��� �"	
����� ��&����

��(�� ���
��� ��� ��� �����	
 � ����� -.����/ ��%� ���
����# ���� �
�� �����
������ -.����/ 	
������ �� �
 ��������� ���
����� ���������#� '�� �
����#�
��"� �
�(� ������� �
������ ��� � 	
���
�	�
���� ����
� ���������	��� �	���
��
����# ����
 � -.����/ ������
�

+	�(�� ��� �� �
�� ��&�� ���
�
�������� ��
���������
���"� �����������
��(�� �	���	
����
� V  V ′� 	
�����	� ��� ��%��	
) �
����# �	��	� $
�
������ ��� �� ���� ����������� ��(�� ��
	�� �����	
� |u0〉 ∈ V  |u0〉′ ∈ V ′�
'
��� 	
�����	� �����	
 E−α|u0〉 ∈ V  E ′−α|u0〉′ ∈ V ′� "�� α 4 ����(������# ���
	���� 2� �����	
� ��� �� ���������� ��%� ���
����� ���
 (μ(0)−α)  �� ��(��
���
����� ����������� ��(�� ��� +��
(��� ��� ��� E ′−α|u0〉′ = 0� �� E−α|u0〉 =
0�  �
���	��� '�� ��������"� �����	
 E ′−α|u0〉′ �� �����
�� 〈u0|′E ′αE ′−α|u0〉′ = 0 
��!����

E ′α E
′
−α |u0〉′ = [E ′α, E

′
−α] |u0〉′ = αiH ′

i |u0〉′ = (α, μ(0)) |u0〉′ = 0 ,

�� ���� (α, μ(0)) = 0� 5�
��"��
� ����
��
 ��� ����	���
��� ����� �
�� �����
������ EαE−α|u0〉 = (α, μ(0))|u0〉� �����
 � ������ ��	
������
 (α, μ(0)) = 0 �������
E−α|u0〉 = 0� +�!���� ��#��������� ������ ����������� �� ������ ��(�� ��
	�
�� �����	
� |u0〉  |u0〉′� ��%&� ���
����� ���
� ��  ��(�� ���������

��� ��������� ���	
������� ����� O(N,C)� SO(N,C) � �� ��	����� O(p, q)� SO(p, q) ���

[N
2
]
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N
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λ =

μ

λ′ =
μ

���� ���� ��������� ���� λ	 
 ������ ����� ������ ��
� ������� ���������
�� [N/2]� �� ��� ������ ��������� �� ��� ������	 ������������ μ	 ������
��������� � λ	 ��� �������� �� ��������� λ′ � ������ ���� ���
����  �������
����� T (λ) � T (λ′) �
�
 !�����������

N = p + q� �		
��
�
��
 ������ ���������� ���� λ�  �	
	��� ����	 �
�	� ��
����	��	��
 r� ������ ���	� �	�����
�� � 
��� ������� ��������� � !��������
"� � ������� ������ � �	������� �� 	��	�� ������#���$�� �����
������� ����%� &�
so(2r,C) � so(2r + 1,C)� ��
����'�� �� 
�	��� ���	��

��	
���
 ����� 	%'�� �������� GL(N,C) � 	%'�� 	�
	�	���(��� ���� O(N,C)
)� �� ��'��
������ �	����� O(p, q)* +��������
�	�
�� ������	� � )����"�*� ��
�
,����
������� +
�� ���� �� ��	�
����
�� 
���	�	� t̃[j1...jN−k] �� +��������
�	 ����-
�
������� �� ��	�
����
�� 
���	�	� t[i1...ik ]εi1...iN−kj1...jk � 
�� ��� ���	%���	����� +
��

���	�	� )��� )����./** 	
�����
�� �� #��
	� det(Λ)� �	
	��� �		%'� �	�	�� �� ��-
��� �����$� ��� +�����
	� Λ 	%'�� �������� � 	�
	�	���(��� ����0 ���������
det(Λ) = −1 ��� ���	%�
������ +�����
	� Λ ∈ O(p, q)� 1 +
	� ����� � ���	� �
����	� ���
� #	���� )����"�* �� ����� ���
	�� �� ��+��������
��� �����
����-
��� � �		
��
�
��� )����"2* �� �	����
�	� ������ #��
 ���	��
����
 ���$�#��
������	����� �����
������� �	���� 	�
	�	���(��� ���� O(N,C) � �� �	�����
O(p, q) )p + q = N* � ��������� �	 ��	��
���� �����
������� ���$���(��� 	�
	-
�	���(��� ���� SO(N,C) � �� �	����� ��'��
������ ��
��$ SO(p, q)� �	
	���
%��� �#	�����	���� � 3
��� ����� ������
4%���� +
 ���$�#�� %	��� �	��	%�	� 5� 3
��� ����� ����� �����
� �
	 ���-

�	 ���
	� � ������ ��� �
	�%$�� �������� ����� �����
�����'�� ������	��-
��� �����
������� ���� SO(N,C) � �� �	����� SO(p, q)� �� �����6��
 2r� ���
r = [N/2]� 1 ����� �	���� 	�
	�	���(��� ���� ����
 ���
	 ����	����	� 
���-
 ������ �	
	�	� �� �#	������� � ���� �������

• ������ ���� � 	
������ �
 ������
����� �
����
������ ������������ �����
O(N,C) �� �� �
������ ����������� ���� O(p, q)� ��� p+q = N! ������"
����#�� �����������$���� � �

��� ����
 ���
� � ������ ���� �
�% ��
�� �����&�� N � '�������( �
����� )
����� ��� �������
��

dim(T (λ′)) =
(a− b+ 1)

(a+ 1)!b!

N !(N + 2)! (N − a− b+ 1)

(N − a+ 1)!(N − b+ 2)!
, )����"7*

������������ T (λ′) ������ O(N,C)� �

�����#���
 ��������� λ′� �
�
"
���* �� ���� �
�% 
� ���

* a � b �a ≥ b!�



��� ��� ��������� ���	
������� ����� O(N,C)� SO(N,C) � �� ��	����� O(p, q)� SO(p, q)

������������� 	
��� ��
�	
��
����
 λ � ������ ��	�� m < N � � ������� �� ����
�� ����
� � ����
� �����
���� �	�����
���� �	��� ������� 	
��� ��
�	
��
���
 λ  r� λ′  r, ... � ������ ��	�� m < N �
���� ��� ������������ �� ���	��
������ �	����
������ T (λ), T (λ′), ... �	��� SO(N,C) � �� �� �������� ����	���
SO(p, q) !���� �����
������ "�#����������� � ���� �
����� ���
	�
����# ���	��
�� η ��	������ �� T � �����	������ �� T̃ �	����
������ �	�����
���� �	���
$ �����
������ ������� �����
����� �	����
������ T⊗k � T̃⊗k ��� ���� k > 0�
"
���� ��� �����
���� ����#�� �	��� SL(N,C)� 
 �
�%� ��� ���� �� ����	����
�����
� SO(N,C) � SO(p, q) ⊂ SO(N,C) ���	�������� ����	����
������ � T⊗k�
	�
�����
���� � �	���	
����� 
���������	���� �����	�� � ���������
�� t[r1...rk] �
���	�������� ����	����
������ � T̃⊗(N−k)� 	�
�����
���� � �	���	
����� 
�������
���	���� �����	�� � ���������
�� t̃[r1...rN−k] ��
��
���� �����
�������� &��
����
�� � �� ������
���� ��������� 
���������	������ ���
	�
������ �����	
 �
���������
�� εi1...iN � "�#����������� �����	
 t � t̃ �� �	���	
���� ��
�
��� �	���
��
�����# ��%�� ����
�� '�	����#

t[j1...jk] εj1...jk,r1...rN−k
= t̃[r1...rN−k ] . ()�*�+),

-
� �
� �	����
������ T̃⊗(N−k) � T⊗(N−k) ��� �	��� SO(N,C) (� �� ����	���
SO(p, q), . �����
������ �� ����
��� ()�*�+), !���� �����
����� � 
����������

	���� �	����
������� 	�
�����
��� �
 �����	
� � ���������
�� t
[i1...ik]
1 � t

[i1...iN−k ]
2 �

�����
� �� ��
�	
��
� ���
 λ1 = [1k] � λ2 = [1N−k]� ��
����������
���� ��������
����� ��%�� �����	
�� �	���	
���� ���� �	����
�����# ���
�
����
���� � ���� ��
'�	���

t
[j1...jk]
1 ↔ t

[i1...iN−k]
2 εi1...iN−kiN−k+1...iNη

iN−k+1j1 · · · ηiN jk . ()�*�+/,

-
��� �!	
���� 
���������	���� �	����
������ �	��� SO(N,C) � SO(p, q) ���%�
� �
	
���	����
���� ��
�	
��
�� ���
 [1k]� ��� 2k ≤ N �
0����������� ()�*�+/, �������� �!	
��� �!�! 
���� �
 ����
# �����	�� � ����

������
��� ���� ��� �	��� �������� j1, ..., jk (�������� i1, ..., iN−k,� �� ����	� ���

���������	���� � � � �	���� ������� 1
�	���	� �	����
������� 	�
�����
���
�
 �����	
� � ���������
�� t[j1...jk]j � t[i1...iN−k ]j� �����
������ "
����#2�� �!�! ��
��� ���# �����
��������� ������ ��� 1
������� ��� ������ ��������� �����	

t ���	��������� �	����
������ T (λ) ������	������� � ���� �� �	�����	
 ���

s(Y (Tλ))� ����	# ��
�
�
 ������	����� ������ � ��	��
�� 
 �
��� 
���������	��
���� ������ � ����!�
� ��
�	
�� ���
 λ = [λ1, . . . , λm] (����� m < N �
� %�
�
� � � ����
� �	����
�����# �	��� SL(N,C),� 3����
� ���� 
 �
�%� �����
�����
����� ()�*�+/,� � �
����
��� ��� ��!�# ����!�� � ��
�	
��� λ� ����
 k ����	���
!���2� N/2� ��%�� �
������ �
 ����!�� � ����2�# �����# (N − k) �� ��	���
���
���� ����!�� � ��%��� ����� (��� 4���)�*,� �������� ��
�	
��� λ′ �
���� ��� �����
�������� �� �	����
������ T (λ′) !���� �����
������ �	����
������ T (λ)� "��
� ���
�	�����	� ��� ���� ����!��� � �����#� !���2�# N/2 (���� �
��� ����!� �������
� ��
�	
��� λ,� � �����
�� �� λ ��
�	
��� λ′� � ����	�# ����� ��	�� �� �	�����
����� [N/2]� ��� [x] $ ���
� �
��� ����
 x� "	����� ����
��� ����
 ���� ����!���
� ��
�	
��� λ′� ���������# ����� ���� ���� �
��� � ��	���
������ �� �	��������� r�
����
 N = 2r ��� N = 2r + 1� 5� ������ ��
�
����� �2�� ������� ��	
����������
3���	%����� ������ �� ���� �������� ��� �������
������ �	����
������ T (λ) �	���
� SO(N,C) (N = 2r ��� N = 2r + 1, � �� �� �������� ����	��� SO(p, q)� ���

��� ������������	 
���������� ��
��
���
�� ���������
�� ���

������	
� E−α|u0〉 � E ′−α|u0〉′� �� α � ������������� ������ � �������� �	���� ����
������ ���	���� ���	�������� ������������ 
���� ���
� ������	
� ������	����
V � V ′ 
���� ���������� � �	����
�����
�� � �� �
� ���	!	�������� �!	�
������!�	"��� ������������ 
����

������	����	
� V � V ′� ������� 
� �	"	�� �� �	��
������� "	����� ���
��	� #��
��
 ��$�����	�� �� ���������� %���� ��������� &'�(��) � ��� *��
∑

k

∑
α

γα1 ,... ,αk
E ′−αk

E ′−αk−1
. . . E ′−α1

|u0〉′ ≡ |Ψ〉′ = 0 . &'�(�+)

%�������� ������	������ T ′ ���������
�� ������ |Ψ〉′ ��������� �	� � ��� ������
�	� �����"����
 � V ′� � "	�������� �� ������� *��
��� O′ �������	� �$ 	�����
U(A) � ������	������ T ′� ������$ ��������� |Ψ〉′ � ��,����$ ��	���$ ������ |u0〉′�
-���
� ����	
� 
� �
��


|u0〉′ = O′|Ψ〉′ ,
�� ����	��� O′ . ����$�	� ��
���	��� ����!������$ ���	!�� �, 	����� A �
������	������ T ′� � �����$ 	�	���� � �	���������
�� ������!�	���
� � ���	!	�
�������� �����$ "	��� /����
� ������ ��$����� ����	���	 O′ �	 ����� "	��� &'�(�+)
�������� � ����	���
 ��

��	���� ��!����� �
 ����
������ �	��	������� ���	�
!�� �� � �������� ���	!�� �� � ������������
� �����
� α �	��	�� � ����!���
�����, ���	!�� �,� � ��$����� ��	!	���, ���	!�� �, �	 ������ |u0〉′ &"�� �	��
μ
(0)
i |u0〉′� � ���"	� ��$����� Hi� � ������$ ������� � ���"	� ��$����� Eα)� 0� �������
��� "�� *�� ����	��� ������!��� ������ ��

��	������� ����������� 	����� A
� ��� 1	��� "�� |u0〉′ �������� �������
 ��	���� ���	 μ(0)� � ��!����	�� ����"���
"���	 �	��, ����	��$ &� ���� ����"����� ��

� � &'�(�+)) 
� � ����"�
 ������ |u0〉′�
2	��
����
 ������ ����	��� O� ����"	� �$�� �� O′ ������ ��
� "�� � ��
�����

���	!�� �, ���	�� ����,�� %�� ��$����� *��
 ����	����
 �	 ����� "	��� &'�(��)

� ���
���
 � ��"����� �� �� ����	���� "�� � ����,��	���
 ���"	�� � ����"�

������ |u0〉� 3�� ���������"�� ��
�� "�� ������ &'�(��) �	��� ����� 4� !	���"	�
�
� "�� �������
����� ���������� &'�(��) � &'�(�+) ����!
����� �� ������	�������
�
����� �!�
������!�	"��� ������������ 
���� ������	����	
� V � V ′� -�$�����
���	!�� �, �	 ������	 ���	 &'�(�() ��������� ������������ ��

��	������
� ���
���������
� � 	����� A � ��	���
 ����
 μ(0)� ����	����
 ��� ������	�����$ T
� T ′� ��*��
� ��	!	���� ������������ �������� �!�
��1�!
�
 *��, ������	�����$�
/����
	 ���	!	�	�

5	��
��
 &�
� 2	!��� ������� �����$ "	��� ����)� "�� ������ x ����� � �������
������$ �	
��� ��$�� &����"	� �� �	��"��� �������������)� ���� (x, α) ≥ 0 ���
���, ������������, �����$ α� %��
�
 ���	������ ���	��� ������
� ���	 �����
��	�����$ 
��� ���� "	���"�� �������"���� -�� *��� !	1�������
 ��������$
������ x � ������������$ �	
��� ��$�� � ����� μ � λ . ��	 ���	 ������	������ T �
#���
 �"��	��� "�� λ ≥ μ� ���� (λ, x) ≥ (μ, x)� 6��� �	!����� ���, ����� λ−μ =

∑
i αi

�	���� ��

�$ ������������, �����$ αi > 0� �� λ ≥ μ ��!	����
� �� �����	 ������	
x� 6��� λ � ��	���$ ��� ������	������ T � 	 μ . ����$ ��� *��� ������	������� �� �
���� &'�(�') 
� �
��
 λ ≥ μ� ��������� !���� �������"���� ����� ����� �� ��������
������!��	���� �	
� ���� � 2	!���� ����
-�� 1�������	���� ������	������ T ��� μ′ �	!��	���� ��
��	����
� ���� ��

����� � ������������$ �	
��� ��$��� 5	��
��
� "�� ����	 ��$�� W ��$������



��� ��� ������������	 
���������� ��
��
���
�� ���������
��

�� ����	
��	 ��	� �	����

�����	
���� ����� ��� ������ �	
� μ 
�	
���	� ��	�	�� w ∈ W ������ ���

�������	����� �	
 μ′ = w(μ)� ����	�
� ������������

�������������� ���	�	� �	��� x� ������ �	��� ������ �������	����� ��	�
�� �	��� � �	 ������	� �� 		 ��������	 ���	����
�
��� �� 	
�� (x, α) > 0 ��� �
	�
�������	����� ���	� α�  ��	� ������������� �	
� �� ����!	��"  #���� �	���
�� x� $�
�� �	
 μ �	 ����������� %�	 �	��� � �������	����� ��	�	 �	���&� ��
	
�� 
�'	
���	� �������	����� ��	�� α ����� ��� (μ, α) < 0� (���� ��� #�����

�	������ �	
� σα(μ) = (μ − 2 (μ,α)
α2 α) �� ��		� (σα(μ), x) > (μ, x)� �� 	
�� σα(μ) > μ�

$�
�� �	
 σα(μ) �	 ����������� � 
�'	
���	� �������	����� ��	�� β ����� ���
(σα(μ), β) < 0� ����� σβ(σα(μ)) > σα(μ) > μ� )
�� �	
 σβ(σα(μ)) �	 ������������ ��
����	��� ��*����" ��!	 ���+	���� ���		� �� � ��+	 ��+�� %�� � ������ W
��	��� � ������ ���+	���� ������ ��������
�& ��� �	������� w ∈ W �������
#�����	����� �	
 w(μ) = μ′� ��� ������� ���	� ��	�� (μ′, α) ≥ 0 ��� �
	� α > 0 �
������ ���� ����*�� ���	� ������������

���
������ (� � ������ W ���������	�� 
����� ���	� �� ����������� � ��
��
���������� ����������	 ������� w ∈ W ��������� 
����� ���	� 
�����	 ���������
��� μ� � ������������� 
����� ���	� ������������ �������������� � ��
��������
���� ����������	 ������ ��������� ��	 ������������� ��
���� μ ��� � 	��������
����!� ����"��� � �� �� ��������������� 
����� ���	� #����� �������� $�� ��	
�� �� 
����� ���	 ��"������� ������� w ������ W � 
������ ��������� �� � �����
��������� 
����� ���	 �� ��������������� � ������ ������� w−1 ∈ W ���������
������������� 
����� ���	 � �� �� 
����� ���	� #����� �������� $�� ������
W ��������� �� ��������� 
���� ���	 ������������

• ������ ��� �	
����� ��	 ���� ��� μ′ � �	���������� �	 μ′ ≥ σ(μ′) ��� ���	�	

�������� σ ∈ W �

%"� ��� ���$��
���� $�� �� � ������� ���$�� ������& ���� � '�� ��	 
�����&
�����
� gij 
�������� ������������ 	��	���	 ��
��������

���������	� �����. ������� �	
 λ ��	���	���� � 	����������� ��	�
����

�	�� T ���������	
�� ����	�
� ���������


������������ (���� λ ) ����*�� ��� ������������	 T � ����� �������� +������
����� ��� �������
�� ���������

σα(λ) = λ− 2(λ, α)

(α, α)
α ,

���� ��� ������������	 T � ���$��� ���� α ������������� 
������ �� ������ ���
����	���	 �����������

2(λ, α)

(α, α)
≥ 0 , �,�-�.!

���$� ��� σα(λ)  ��  � ������ ���� λ � ��
������� 
���$����� ������������& 
���
��� α� $�� ���������$���  � ����������� ����*��� ����� +�
�� � ������ �� �����

��� ��������� ���	
������� ����� O(N,C)� SO(N,C) � �� ��	����� O(p, q)� SO(p, q) ���

����� ηrst
(rs)�

t′ iks = t(ik) − 1
N
ηik (t(rs)ηrs) ,

tik0 = ηik(ηrst
(rs)) .

�	
�
��

�������� ������������ �	
�
�� � �	
�
�� ������������ ������� � ������������
ti1i2a � t′ i1i2s � ti1i20 ���������� �� ������ ������� � ������������ tk1k2 � ���� !�
������������" ����������

(Πa)
i1i2
k1k2

= 1
2

(
I i1i2k1k2

− P i1i2
k1k2

)
,

(Πs)
i1i2
k1k2

= 1
2

(
I i1i2k1k2

+ P i1i2
k1k2

)− 1
N
Ki1i2
k1k2

, (Π0)
i1i2
k1k2

= 1
N
Ki1i2
k1k2

,
�	
�
�#

��� P i1i2
k1k2

= δi1k2δ
i2
k1
$ �����%� ������������� I i1i2k1k2

= δi1k1δ
i2
k2
$ �����&��� �����%� �

Ki1i2
k1k2

= ηi1i2 ηk1k2 


• ������ ���� �	
 ��������� Πα� �� α = a, s, 0� �������� ��������� �������

���
 ΠαΠβ = δαβΠα � ��	��� ��	���� Πa +Πs +Π0 = I�

'���� ������������ ������������� ���������!��" ��(�� O(N,C) ��� �������)
��������� ������� ��
 *���&���� � ������� �����+ � ���!��,-�� �� �� �(��� �����!
.�( �������( � �" �����(�� O(p, q) �� ��������" �����%� ��,���(�� � ��������)
����" ����������" �������� ����� r� ���������������" � ������������ � �����%���
/��� Tλ� ��� λ 0 ��������� /��� � r ��������
 1�� 2�� ��� � � ��(&�� ����,)
��" ��(��� ��� �������������� ����������� �� �����%�� Tλ� ���� �� ���( � �(
2� 3���( λ� 0 .��������������
 4 � ��� (��2��� &�� &���� ����� � ���������"
/��� λ� � ���� !� ������" ������3�%��(���� ������������ ������������� ��)
��,��" ��(��� �� ���2�� �����-��! N � ��(&�� ��(��� GL(N,C)� � (N−1) � ��(&��
��(��� SL(N,C)
 5&������� &�� .�� ������&���� ��"������� � � ��(&�� �����&��"
�����(�� O(p, q) ⊂ GL(N,C) � SO(p, q) ⊂ SL(N,C)
 6���2�� �����!� &�� ����&��
������� η �������� � � � ����� 2������( ������&���� �� 3���( ��������/��� λ�
������� ����������(�� ��.������������ ������������ �������������� ���%���!)
��" ���������!��" ��(�� SO(N,C) � �" �� ��������" �����(�� SO(p, q)
 '� .����
������&���� �������� �( ��������� ����&�� ������3���%�� �����������" ����)
��������, ���������!��" ��(�� �� ������3���%�� �����������" ����&�������"
������������, ����,��" ��(�� ���
 ������� ����� � �����


��	
��
��
 ����� ����������	
	�� ����
����	�� T (λ) ����� SO(N,C) �N =
2r ��� N = 2r + 1� � �� �����
��		�� ������� SO(p, q)� ��� N = p + q� ���
�
��
�
���
 ��	�� ��������� �	�� λ� � ��
��� ����� �
�� 	� ���������

r�

�������
����	�� 6��2�� ����� ������� ���� ��2��� ����&�� ������� ���������)
��" ����&�������" ������������, ���������!��" ��(�� SO(N,C) � �" �����(��
�� ��������" �����% SO(p, q) �� ������� �����������" ����&�������" ��������)
����, ����,��" ��(�� SL(N,C) � �" �����(�� SL(N,R) � SU(p, q)
 7 ��(&�� ���)
%���!��" ����,��" ��(��� ��� �� ������ ��� ����������� � ���� !� ��������)
������� /��� s(Y (Tλ)) ������������ ������������� T

(λ) ��.������������ ���� ���

������������	
��� � 
���� ���������	��� ����� �� 
��� ��������� ���������	
��� �����������

������ ��� ���������� 
����	� �� �
� ��������� ���
����� � ���
����
���� ��

������� ���������



��� ��� ��������� ���	
������� ����� O(N,C)� SO(N,C) � �� ��	����� O(p, q)� SO(p, q)

������ ��	 	�	 
� ��������
�� ���������	
	� ������������
� ������
O(p, q)� �������
� �� ������������ � ���
���
 ��������� ���������� ������� �� ��
�������� �������������� V̄(λ) ⊂ V⊗rN � ����������� �� ����!

tk1k2...kr ηkikj = 0 , ∀ i, j ∈ {1, 2, . . . , r} . �����"��

#��� 	�
����� �� ����� ��

���� ����� � ��
�$�% s(Y (Tλ))� � ������������
%� �����"��� �� ��������� ���������������� ��&����%$�� � ����������� V̄(λ)� ���
������ �������
�
 � � ��� �������
� �������� '�����������' ���������������
T (λ)� ��&����%$�� � �������������� V(λ) ⊂ V̄(λ)� ���������
 ����	� � ���������
��� �� ���� t ���� r� (������� ������������ T (λ) 
�)� �������� ����������
�������� ������������ ������& ������������� �����"��� *�� �������� 	 ������
*��% *���� � �����
�� 	�
���� �� ���� t ∈ V(λ)� +��*��	�
� *�� � ��$�

���*�� ������� ������������� �� ���� t� ��

���� ����� � ��
�$�% ����	�����
s(Y (Tλ)) ���� ����	����� P (Tλ)�� �������� �������
�
� � � �������*�
� �����
���
 ��������
���� �����������& ������ O(p, q)� ����� ����� � �����������
��	�� �� ����� ,�����% ���� ��������
�� �����������& �����$�� �����-����
*���� .���� ����� �����

/� ��)��� ��

���� ������ � ��
�$�% s(Y (Tλ)) ���������������� ��&�����
%$��� � ����������� V̄(λ)� � ����������� ��������������� 
�)� ������� ���
�� ��� �%���� ���� r ≥ 2� 0����
��� �	�)�
 ������� ��������� 	 '�����������

�' ���� �� ���� ������� � �������� ����!

tk1k2 → tk1k2 − 1
N
ηk1k2(ηi1i2t

i1i2) ,

tk1k2k3 → tk1k2k3 − N+1
(N−1)(N+2)

(ηk1k2t∗∗k3 + ηk1k3t∗k2∗ + ηk2k3tk1∗∗)+

+ 1
(N−1)(N+2)

(
ηk1k2(tk3∗∗ + t∗k3∗) + ηk1k3(tk2∗∗ + t∗∗k2) + ηk2k3(t∗k1∗ + t∗∗k1)

)
,

��� ������ ���� 	���	�� ��� �*��� tk∗∗ = ηijt
kij� t∗k∗ = ηijt

ikj � t∗∗k = ηijt
ijk� 1��

	�
 ���� �
� 	��
� ����������� �����������& T (λ)� �����������%$�� ������

�

2�� λ  r� � T⊗r ����� �����)����� ���������������� ����� ����� � �� ����

��-��� *�
 r ����� �� �	�%$�� � �� ������� �����	� � 
����	�& η �� ���� � 
V̄(λ)� ��� .��� �� ���� 
��-��� ���� ���� �)� ���
���� �	� ��% ��-�
���3����� ��

���� �3��� �������� ����������& *���� � ��	 ������ +�� .��
 �� �
�	�%$�� ���� ��������������� ����� ����	���� ������� ������

�
� 2�� �

��-�
 *����
 	����	� *�
 r� 4���� ������� �� ��)��� ������������ T⊗r �
��������
�� ����������� ��������������� ����� ����)������ �)� � ����� ����
������

( 	�*����� ���
��� ���� ����
����
 ����������� V̄([2]) � V̄([12]) ��

����*��
ts � �����

����*�� ta �� ���� �����"��� +����������� T ([12]) ������ O(p, q)�
����� ����� � ����������� V([12]) ≡ V̄([12]) �����

����*�� �� ���� ta � 	�
�
�����
� t[ik] ��
� �����"���� �������� ����������
 � ��������
�
� +������������
����� ����� � ����������� V̄([2]) ��

����*�� �� ���� ts � 	�
�����
� t(ik)

5 �������
�� ��	 	�	 �� �������� � ��� ��������
�� ������������� ��&����%�
$�� � ���� ��������� ��������������� V([2]) � V([∅])� +����� � .��� ����������
���� ���� ����������
� ��

����*�
� �� ���
� t′s� � ������ ��

����*�
 ���
 ���
 t0� 	�
����� 	������� ������3������ ��������
�
� �� ��� �������

��� ������������	 
���������� ��
��
���
�� ���������
�� ���

(λ, α) ≥ 0 ��� ��	
 ������	����
 ����	� α � ��	�����	���� λ �	�� � ������
�	����� ���	�	 �	����

��������� � ������� � �� 	���	 ������	����!� ����� α ������	 ����� α(i)� "�!��
��� ����#	!� �	�� λ ��		�

2(λ, α(i))

(α(i), α(i))
= ni ≥ 0 , �����$�

!�	 ni % &	��	 �	����&��	����	  ����� ����'(��� )���(���� ������� � ������� ��
��!����� �����$� ���( �	� ��'��	��	 ����#	!� �	�� �*+�!� �	���������!� ���	 �
���	���!� ��	������	��� �� )(����	�������� �	���

λ =

r∑
i=1

niλ(i) (ni ∈ Z≥0) . �����,�

������	���� � Λ- ������.		 �' �	��� �����,�- �+�'�� �	��� ��� Λ+� /��		- ��� �����
����� �� +(�	� ��'����� ������	���� Λ+ ����	#	����- 
��� � ���	���� 	����
�� �� '�	��� 0�� �	 �����	 ����	�����

��	 ��#	���'����	 �������� � )���(������	 ��	�(*.	� ����� �	��	���

������	 ����
. ������ ��	 λ ��	
�
� ������ Λ� ���
�����	� � �
�
������
�
������ ������ �	� 	����� ��	� �

�
�� 	

��	��� ����	����
� �	 
��
�
	�� �
 ����������
	� ������
���
� �
����
����
� ����	������� ��!�"��
#� A� 
 �	�� ������
����� �
����
������ ����	������� A �
!� "�� ��
�
�����
���� 
����� �
������� Λ+ = {λ ∈ Λ|(λ, α) ≥ 0 ��� �	�� �
�
��������
�
���� α > 0}$
���		��������� /������ �� (���������-  �� ����� )(����	�������� �	� λ(f)
�f = 1, . . . , r� 	��� ����#�� �	�- �������( �����	����(	� �	���������	 ���	 ���	��
��	 ��	������	��	 T(f) ��!	+�� 1� A- �	����(*.		 � �����������	 V(f)� 2��� 0���
)��� (�������	�- ��- ��� �� �	� �� (�����- �	���������	 ��	������	��	 T (n1,...,nr) �
�*+�� ����#�� �	��� �����,� �������� ��� �����	������	��	 � ������ ����'�	�	���
��	������	��� T(f)3

T̄ := T⊗n1

(1) ⊗ T⊗n2

(2) ⊗ · · · ⊗ T⊗nr

(r) , ni ∈ Z≥0 . ������4�

�����	 ����'�	�	��	 ��	������	��� ������4� �	����(	� � �����������	

V := V⊗n1

(1) ⊗ V⊗n2

(2) ⊗ · · · ⊗ V⊗nr

(r) , ��������

� � �+.	� ��( �	 ����	��� ����������� 5�	�	��� X ∈ A � ��	������	��� ������4�
'�������*��� ��� ��	������

T̄ (X) =
r∑

f=1

(
I⊗n1

(1) ⊗ · · · ⊗ I
⊗nf−1

(f−1) ⊗ T
⊗nf

(f) (X)⊗ I
⊗nf+1

(f+1) ⊗ · · · ⊗ I⊗nr

(r)

)
, ������6�

�	����(*.�	 � �����������	 ��������- !�	 ��	������

T
⊗nf

(f) (X) =

nf∑
k=1

(
I⊗k−1(f) ⊗ T(f)(X)⊗ I

⊗(nf−k)
(f)

)
,



��� ��� ������������	 
���������� ��
��
���
�� ���������
��

�����	
�� 	 V⊗nf

(f) � I(f)  ��������� ��������� 	 V(f)� �
��� |λ(f)〉 � ������� 	������
�������	����� T(f) 	 ����������	�� V(f) � 	������ ��	���� �
������������� 	����

T(f)(Hi)|λ(f)〉 = (λ(f))i |λ(f)〉 , T(f)(Eα)|λ(f)〉 = 0 (∀α > 0) .  !�"��!#

$��������� ���%������� 	����� 	 ����������	�  !�"���#&

|�n 〉 = |λ(1)〉⊗n1 ⊗ |λ(2)〉⊗n2 ⊗ · · · ⊗ |λ(r)〉⊗nr ,  !�"��"#

'���� �� 		��� ������� �(�)������� �n = (n1, . . . , nr)� *�� ��� 	�����  !�"��"# ��+
������ ��� ��,��� ����)	������ ������� 	������	 |λ(i)〉 �������	����� T(i)� ��� 	�+
���	��� ��, 	��� ����-�������� ������ α� ����)
,�� �������	������  !�"��.# � 	��+
��� 
��	������ 	  !�"��!#� �� �����

T̄ (Eα) |�n 〉 = 0 ,  !�"���#

� 	�+	������ ���	� ����)
,�� �������	������  !�"��.# � ���	�� 
��	������ �)  !�"��!#�
�� ���
����� ��� 	�����  !�"��"# � ��(��	����� ��, ���������	 T̄ (Hi)&

T̄ (Hi) |�n 〉 = λ
(�n)
i |�n 〉 ,  !�"��/#

� �0� 	�� ��	�� λ(�n) =
∑r

i=1 niλ(i)� 0�� ni ∈ Z≥0� 1����� ����
��� ��� 	����� |�n 〉
,	�,���, ������� 	������� ��, �����	�����0� �������	����,  �(�)����� 2�� ����+
���	����� ��� T (�n)# �� ������� 	����� ��	���  !�"�3# � ��������-�4�� ����������
Λ+� 5�	��������� �������������	� V(�n) ⊂ V �����	�����0� ����������	����, T (�n)

	 T̄ ������������ � ����-�����, ��0����� �
���
 �� �) $�)���� ��� ��� �������,
�(������ 	������	

· · · T̄ (Eγ) · T̄ (Eβ) · T̄ (Eα) |�n 〉 ,  !�"��6#

0�� α, β, γ, . . .  ��(�� ����%�������� ����� ��0�(�� A  ��� ����
-����� 	 ����)�+
������	� ���	�� ����� *������ �����#�

7�, )�	������, ����)�������	� *������ ����� �������, 
(������, 	 ���� ���
��-��� �
������������� 	�� λ(f) ������� ��0�(�� 8� A �����	������� ,	�,���,
������� 	����� �������
 ����	����	
�� ������	�����  � ��������� �� 2�	�	�������+
���# �����	������ ������������� �������	����� T(f) ��0�(�� A� '���� �� �� (
���
����)�	��� 2�� 
�	��-������ 9 ����
�4�� $�)���� ����� ��, ��0�(� 8� ��������+
���� ����� s�(n,C)� so(n,C) � sp(2r,C) �� ,	�� �������� 2�� �������	����, T(f)  ��
�������� 	����� λ(f)# � ��� ����� 
�����	�� ����	����	���� *������ ����� ��,
��0�(� 8� s�(n,C)� so(n,C) � sp(2r,C)�

���	
��� �� �
��� w  2������ 0�
��� 9���, W � :�0����� *������ ������ ����
μ  	��� �� 	����� w · μ ��-� 	��� 5) *������ ����� ����
��� ��� 	�� 	������  !�"�3#�
�����,4���, 	 ����-�������� ������ 9���,� ,	�,���, 	�����  �������� 	�����#�
*�� ��� 0�
��� 9���, �����	
�� �� ���-���	� ����� 9���, ����)���	��� �� ����
��(
� �����
 9���, V ��-�� ���
���� �) ����-�������� ������ 9���, �����	���
��������0� 2������� w ∈ W � �� ��(�� 	�����  !�!��#� ��������-�4�� ������ 	���	��
������� Λ � ��-�4�� 	 V � ��-�� ���
���� �) ��������0� ������0� 	��� �����	���
2������� w ∈ W � *���� �(��)��� 	�� ��)�������� 	��� μ� 
��	���	��,�4��  !�.��;#�
�����	������� ,	�,���, 	����� � 
���	��  !�.��;#  ����������� 
���	�� ��0�� ���(�
μ (�� 	�����

��� ��������� ���	
������� ����� O(N,C)� SO(N,C) � �� ��	����� O(p, q)� SO(p, q) ���

��������	� ��
�� ��� �������	�� ����� � ����������� �� 	�� ��������	�� �����
����� � ��� 
����� SL(N,R)� �� ���� ��	� � �� �� ������� �������	�� ����
������ ����������� �����	�� 	���������� ���������	� ���  ��������	���
��� �  ������		�� ������! "���� ��
� �� �����  ������ ����
�	���	�� 
����
����������� ���� ��� ������		�� 	���������� ���������	�� SL(N,R)� �����
��������� ���	�� ���
������ #	
� $� ������ ����� m < N%� 	�&�����	�	�!

'������ ������ ��� �������	�� ���������	�� 
����� SL(N,K) $����� K( ����
������		��� ��� ��������	�� �����%� ������� ��������� �� T⊗N ���	�� �	���
��������������� s(Y (T[1N ])) = P (T[1N ])� �����������  ������ 
����� GL(N,K)

	��������	��� ��	����	��� ���������	�� T (0) ������� ��� T (0)(g) = det(g)� 
��
g ∈ GL(N,K)! )�&����� ���� ��� 	�����*�� 	���������� ���������	� 
����
SL(N,K) ���� ��������	� �
��	������� ���
������� #	
� � ������ ����� m < N �
�� ��� 	�����*�� ��� 	���������� ��	��	����	�� ���������	� 
����GL(N,K)
	��������� ����������� ���
�����#	
� � ������ ����� m ≤ N ! +��
�����#	
�
λ = [λ1, . . . , λN−1, λN ] � ������ ����� m = N ����������� 	����������� ��������
��	�� 
����� GL(N,K),

T (λ) = T (λ′) ⊗ (T (0))⊗λN , $-!.!�/%


�� λ′ = [λ1 − λN , . . . , λN−1 − λN ]� � T
(0) ( �����	���� �0� ��	����	�� ��������

	�	�	�� ���������	��! 1������� ��� ��	���	�� ��������	�� ��	����	�� ��������
��	� T (0)  2������ $-!.!�/% ���	� ����	��� 	� ����	�� ��������	�� �  �����
������ ����	��� *���� �����	� λN 	� ��������	� �������� ξ! 3���� ��������
	���������� � 	�&�����	�	�� ���������	�� 
���� GL(N,K) ���������������
���
����� λ′ � ���������� ξ!

"�� �� �������	��� �0�� ������		�� � ������� ��������� s(Y (Tλ))� ���
P (Tλ)� �� T

⊗r 	���������� ������������	�� T (λ) 
����� GL(N,R)� ����� ��	��
����		� ������� � ���������	���� $ ����� ������ ����������% ���
�����
O(p, q) ⊂ GL(N,R)! 4�� ��	� � �� ��
�� ��� �� ���� 
����� O(p, q)  �������	�
��� V⊗rN $��� � ���� ���
� ������	� ���
����� 
����� GL(N,R)% �����������
� �� ����� 	� &�� �������	��� ��������� ��
���� C[Sr]  ���������	�� s $��!
����	�0�	�� $5!�!.-%%,

s(X) ·
(
g ⊗ · · · ⊗ g︸ ︷︷ ︸

r

)
=
(
g ⊗ · · · ⊗ g︸ ︷︷ ︸

r

)
· s(X) , ∀g ∈ GL(N,C) , $-!.!67%


�� X ( ���� &����	� �� C[Sr]! +��
��� ������� �������������� #	
� s(Y (Tλ))
$��� ��������� P (Tλ)% ����� 8�������8 �	����	�	��� ��	�������	� �� ���� 
����
�� O(p, q)� ����������	��� V̄(λ)  V⊗rN ! 9��������  �������	��� V⊗2N ��	���� ���
��
� ��	
� � �����	�	���� tik � ������� �������������� #	
� $5!5!.�% $��� �
������� ��������� P (Tλ) = s(e(Tλ))� ������� �������� �� ��������	��� $5!-!66%%
���	� ������� ����������	��� V̄([2]) � V̄([12]) ���������	�� ts � �	������������
	�� ta ��	���� � �����	�	����

tiks ≡ t(ik) =
1

2
(tik + tki) , tika ≡ t[ik] =

1

2
(tik − tki) , $-!.!6.%

������� ������������� 	�������� � ����� ������� �������� �� �	����	�	��
����������	���  V⊗2N !
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���������� �������	�
�� ���� O(p, q) �
SO(p, q) �� �������	�
�� T⊗r

� ���� � 	
������ ��������
�� �� ���� � �	������ ��		��������� ��� ��	��
	�������� ���� 	���� ������� ������ �� ���  ������	
���� �	�� !���������"
��� ������������ ����	���
���� #��� O(p, q) $� SO(p, q)% !�! �������	���
���� �
��������� ������������ r ������
����� ����	���
���� T⊗r � &���
����!� !��"
	��!�����#� ������ ����
���� ��!�� ������������ ����	���
���� �� T⊗r� ������
������  ����� ���
������ ��������#� ������������ T⊗r �� ������������ ����"
	���
����� ������ ������ ����� ���� ��'��� ��	������� ��	��� � �� ��'���� ����
��
����� � ������ ��������
� $���	� �� �	��������	� �� ���
������( ����	���
��"
��� � !��#� )����
� *�+,%� ��
��� ��-��� ��'���� ������ ������ ���� 	&���
�"
����� � 	
������ ��������
� ������ .��	������� ���#� ��-���� ������ ��������
� ��		�������� �
#���� /����� � ��
������ �	��� �� ������ ����	���
����0 ����
���� ���� ��	����� �����
 ����

1�		������ ����� � ����
���� �	�� ������������ ����	���
���� #���� O(p, q)
�� ����	���
���� T⊗r� ������ �	�#� �������( ��� 
���� ����	���
���� #���� G
������������ ��
���	� ����	���
����� � �� ���#���� H ⊂ G� ��� ���� �����"
������� ����	���
���� #���� G ����� �!�����	� ���������� ����	���
����� ��
���#���� H � 2 ��#�� 	������( �	
� ����	���
���� #���� G �
� �� ���#����
H ⊂ G �����������( �� ��� ���� ������������ � �
� �	�� #���� G� )���� O(p, q)
$#�� p + q = N% ��
���	� ���#����� � #���� GL(N,R)� 3
� ������
����#� ����"
	���
���� #���� GL(N,R)( ���	�����#� � N"������ ����	������� ���	����	���
VN ≡ Rp,q $p + q = N%( �� ���� ��
�������	� ��� �� ������������ T ( ��� � �
�
������
����#� ����	���
���� #���� O(p, q)� ������ �	�#�( �� ����	���
���� T⊗r

#���� GL(N,R)( !������ ���	���� � ���	����	��� V⊗rN �������� ���#� r( ����
��
�� ������������ ����	���
����� 4�! !�! ����	���
���� T⊗r ������������ ��
���	�
� ����	���
����� ���#���� SL(N,R) ⊂ GL(N,R)( �� ������������ ����	���
����
#���� GL(N,R) ����� ����
��� �� T⊗r ��! ��( !�! � ������������ ����	���
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���#���� SL(N,R)( �� �	�� 	 ������� ������������ 	�������������� 5�#�
s(Y (Tλ))( �
� 	 ������� ����!����� P (Tλ)( #�� Tλ  	���������� ���
�-� 5�#�(
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�� 	���!( ����'�� N � 2��-�&�!�
#���� GL(N,R) ��!
�����	� � ���( ��� !����� ���#����� 5�#� λ 	������	��"
�� �� ����( � -�
�� ����� $	�� ���� &���
 $+�6��7%% ������������ ����	���
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� 	�
 ����� !��	��!-�� ������������ Y (Tλ) � e(Tλ)( �	� �����-� ����!�����
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� !	����������" T (�n) !	����" ��#�$	� %� A 	��#�
r  �	����	���&��' ��$�	�
 r !���(����)�� *��� ����� ni (i = 1, . . . , r)� �����
	�� �������&� �	������) � �(����' ���� λ(i) � ��

� �������� +�����)�� �
����'
����
������������� ������������ 
�(�� ����
�����)��
� ����
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 ���#	�
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�� !	����������� ��#�$	� A �� ���	��
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n1◦11
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2 ����	���	� ���(� ��!��)��&� �����&/�� �$��������' ��' 
��	�* ,��
�����
X ∈ A � ��!	�����
�
 !	����������� T (�n)6

D
(λ)
μ,μ′(X) = D

(n1,...,nr)
μ,μ′ (X) = 〈μ| T (�n)(X) |μ′〉 , ��������

#�� ���	��" ��� λ ��!��������' ��#����� ������� � ���� ��$�	� �������� -������
(n1, . . . , nr)� � μ � μ′ ��
�	�&� ��� $������� �����	� � !	���	������ !	����������'�
�� ���) !	�$�#�&� ��� ���
�(��� ���� �� �����
 � ��	�(����'� �����#� !	�������
����' �� ���	��
 ����
 λ�

����� ����	
���	���� ���	 � �	������	��� ������	�����

	���� �� s�(n,C)� so(n,C) � sp(2r,C)

2 �����
 	������ 
� ���(�
 ����
�����)��� ���� λ(f) ��' ��#�$	 %� s�(n,C)�
so(n,C) � sp(2r,C) � !���	��
 !	����������' T(f)� ��' ����	� ,�� ����
�����)�
��� ���� $���� ���	��
� ����
�� 2 �!	��������
 �
���� ��
� ���������)���� ���	��

� ������ !	����������' T(f) �������&��' ����
�����)��
� ��	�����)��
� $���
��
�� �� ����	� � ������������ � �	
���
� ������7� � ������8� 
�(�� �	���
���
	���' !	'
�� !	���������' !	����������" T(f)� ������	��	����) �&$�� ��!	������

�� �������
�	��� !	����������� �� ���	��
 ����
 �������� ����
 �$	���
� ������
����
�����)�� ����� !	����" ��
!������" ��#�$	� %� A !�����'�� ��������
*�	����) ��� �� ��!	�����
�� �������
�	��� !	����������'� ��(��� �� ����	� 
������������� ���	��
� ���� �������� ��� ��	���� !��	������ Λ+�

+����	���
 �/� 	��� ��� � �����" 9���� 	��) ���� � 	�����	
��� ��!	������

� �������
�	�� !	����������' !	���� ��#�$	 %��



��� ��� ������������	 
���������� ��
��
���
�� ���������
��

�� ����	��
����� ��������
�� ������������ ������� s�(2,C)�

�����	
 �����	 ��
 	������ s�(2,C) � �� ��������	
 �����	 Λ = Z/2� �����	�
����	
 �	 �������  ��� !����� � � �	����� ���"� #� $���%��  ����&" ����%�� '�
� ��%'	� 	������ s�(2,C) �� ����� ����������( $%��	���	�)��( ��� λ(1) =

1
2

�
����	���  ��*�+" ��� �	���� ���	 �	��� λ = nλ(1) =

n
2
� ��� n ∈ Z≥0� � ��)� ��� �	��

��� ���	 ,���	����	 ,�������� Λ+ = Z≥0/2� ������� � �	'���� �	����� ���	
�-�%- $�������	��%- ������% λ ∈ Λ+ = Z≥0/2 � �����	'�� ,����	������ � 	���
�	���� ����� �	� T (λ)� .�	�)��� ���	 μ(k) ,����	�����
 T (λ) ,��%'	-�
 �� �	��
���� ���	 λ ��'�	��
�� �� ���� ,������ ����
 α = 1/ μ(k) = λ− kα� ��� k � 0����
,�������)��� '���	� 1�%,,	 ��(�
 W � �	���� ��%'	�  ��� !����� � � �	�����
���" ��(��%� �	 ���	 �	� ��	����� μ→ −μ �������)�� �'�� μ = 0� 2'���	

�� '� ��%�	 ����� ,����	�����
 T (λ) �����	 ��)  ��� ���	�	��)��� 3������
�����" �������'��( �������)�� 	���� ��	����
� �� �	4���� �% ��%�% ���
��� � ���� {λ, λ − 1, . . . ,−λ + 1,−λ}� ,��'�� ��� ���	 ��( ��%�� � ,�����  '�
����	� �� $���%��  ��5�5�""� ,����% ����	��� ,%��% �� �	����	 ��� �� ����
�� dim(T (λ)) = 2λ + 1� 3	��� ���	���� ,��)�%
�) �����( ������ �� ���,��������
��	���$��	0�- ���4 ����'�������4 ��,��������4 ,����	�����( 	������ s�(2,C)�
����	
 ���	 �$���%�����	�	 �	 ������ 
����� ,�������
 ��4 ,����	�����( �
�	����� ������� ,����( '	�� �����  ��� 	��� �	����� ��� � �����"�

�� ����	��
����� ��������
�� ������������ ������ s�(r+1,C)� �����

�� 	���

6�����	
 �����	 	������ 7� s�(r + 1,C)  Ar�����
" ����� �� ��8�������4 ����
����  ������"� ������ ���	 � r������( ��,��,������� Pu ⊂ Rr+1� ,��,�����%�
��
��( �����% u = (1, 1, . . . , 1) ∈ Rr+1� .�8	
 ��%�%�	 ������ �����( � ����� ��

	������ 7� s�(r + 1,C) ���%��	�	�) ���� � !������ � � �	����� ���  ��� $���%�
��  ��5�5�"�  ��5�5*" �  ������""� 9����	���� ���	 ������ ,��'��
)�
 �����	��-
(α, λ) ≥ 0 ��
 ���4 ,�������)��4 �����( α� ,����% �����  ������" ,�������)��4

�����( α
(kl)
+ 	������ s�(r + 1,C) ,������ � ��%� '� ���,����� λi �����	���4

����� λ 	������ s�(r + 1,C) %��������
- ���	�����	�

λ1 ≥ λ2 ≥ · · · ≥ λr ≥ λr+1 .  ��*�5�"

:%��	���	�)��� ���	 λ(i) �,�����
-�
 �	� ������
 %�	�����(  ����5"� ��� ,�����
����� α(i) �	�� �  �����*"� 6���� ��� ���	 λ(i) ,���	����	 ��������% ,����	��
��% Pu� � ��)� %��������
- %�����- (λ(i), u) = 0� ;� �����	��
 $�����%-
$%��	���	�)��� ���	 λ(i) ∈ Rr+1 	������ 7� s�(r + 1,C) ������	'��/

λ(1) =
1
r+1

(r, −1, . . . , −1) ,
λ(2) =

1
r+1

(r − 1, r − 1, −2, . . . , −2) ,
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ,

λ(r−1) = 1
r+1

(2, . . . , 2, 1− r, 1− r) ,

λ(r) =
1
r+1

(1, 1, . . . , 1,−r) .

 ��*�5�"

��� ��������� ���	
������� ����� O(N,C)� SO(N,C) � �� ��	����� O(p, q)� SO(p, q) ���

� �����	
�
� �
� ����
�� �� ������� 
���� ����� ((t + g) + (s + r))� ��������
�
 ������
	 � �����
	 ������� � ������
 ����� 
�����  ��� � � ���
���
���  ��!�!"## �$� � ��%	� ����
�� � ��
������ ηjk � ηkj &

tk1...ksj1...jt
· ηj1i1 · · · ηjtit · ηk1�1 · · · ηks�s = ti1...it�1...�s

=

= t�1...�rη
�s+1i1 · · · η�rit = ti1...irηit+1�1 · · · ηir�s ,

 ��!���#

��� r = s+ t�
'
�(���)  ��!���# ��
���������
 �������������� �
��
�
��� ��$��


������� ����� (s + t)� (t + s)� (0 + r) � (r + 0)� 
 ��
	 �
��
�
���%�� ����*
�
������) ������ O(p, q) ���������
��

T (s+t) # T (t+s) # T (0+r) # T (r+0) ≡ T⊗r .  ��!��+#

,�
��� � 
��� �����) 
���� �����
������� ������ O(p, q)� ��
 ��������
�
������
����
	 ��� �
� �����
������) � 
���	��
�� ��
�
�� ��������
	 
�	�
�� �� ���� ���$�� T (r+0) ≡ T⊗r� �
�� ����
���
 � ���
����
�� 
�����

t = tk1...kr �e k1 ⊗ · · · ⊗ �e kr ∈ (Rp,q)⊗r .  ��!��-#

,����
������� T⊗r ������� ��� r > 1� .�������� 
����� � ������
���

tk1...kr−2�r−1�r η�r−1�r η
kr−1kr ,  ��!��/#

������
 ��������
�� �����
����
� � (Rp,q)⊗r� 0�� ��� 
����� � ������
���
tk1...kr−2 = tk1...kr−2�r−1�r η�r−1�r ��
���)�
 ���
����
� �����
������) T⊗(r−2)� 
 �
�����
������� T⊗r ����$�
�) �����
������� T⊗(r−2)� ,���$�) �
 �����$������
�� �������� �
 � T⊗(r−2) ����$�
�) �����
������� T⊗(r−4) � 
�� ������ 
 ��
	 �
T⊗r ����$�
�) ��� �����
������) T⊗k� ��� k = r − 2, r − 4, . . . �

������	
�� � ���	���(�� �� ������
������ �� 
�	� ��%��
������� � � ��*
�������� 
����� t � ����������� ������
��� tk1...kr � ��� ��������$�
 ��*
�
����
��� ���������� �����
������� ����� SO(p, q)� �
��� �� 
��$� ����*
���� T⊗r� 1���� �����
������) ������
�����
�) 2 ��%��
������ ��� �������*
��� 2 ����
 )�� �� ��
���
�� 1��������� �����
������) T⊗r ������ SO(p, q)
� �� �������
������) )��)�
�) ��������� �����
������)�� ������ SO(N,C)�
N = p+ q� 3��)  �����
������)� ������ SO(N,C)� �� ������ ����� ���
	 � ����

�	� 
� �����
������)� �
��� ����$�
�) � �����
������)� T⊗r� ����	�� ��
����)
�) � �������������� �
��
�
��� � �����
������)�� ������ SO(p, q)�
,�	��)�	 
��� $� �����$����)��� �
 � � ������ �������� ����� SL(N,C)  ��� 4�*
������� � 5������ ���# �$� ��
����
	 �������������� �
��
�
��� ������
����������� �����
������� ����� SO(N,C) � SO(p, q)� ��$����� � T⊗r� � ����*
�� ����������� �����
������� ������ 6� so(N,C) � so(p, q)� � �
��� �� ��*
�)
 �������� �����
������)� .����7 ���������� �
 ��� � � ������ ��������
����� SL(N,C)� �����
������)� ��$����� � T⊗r� �� ����������
 ��� �����
������)
SO(N,C)8 ��������� �����
������� T ∗� �������� ���)$���� � ������)�%���
�����
������� T � �� ��������$�
 ������
�������� ������� 9���� �� �� ���$*
���� �����
������) T⊗r1 ⊗ (T ∗)⊗r2 � ��� r2 > 0� � ��$����� � ��� �����������
�����
������) ������ SO(N,C)�



��� ��� ��������� ���	
������� ����� O(N,C)� SO(N,C) � �� ��	����� O(p, q)� SO(p, q)

������	��
�������  ����
�������� ���
��������� T̃ 	����� O(p, q) ��
����� �����

������ ������� ���� ������ �� �� ���
��� ������� � ������ ����� ��	�� 

T̃ (Λ) = (Λ−1)T , ∀ Λ = ||Λkj || ∈ O(p, q) ,

� ��!� 
�������� � �������� ������������ Rp,q� "�������������� 
������� �����

����� � �#�$�$%� � �#�$��&�� ' ���� �����	� ������(���� � �#�$���) ���
��������� T

� T̃ *����������
(Λ−1)T = ηΛ η−1 , �#�$��$�

� ��������� �#�$�$+� � �#�$�$,� ������������� ��������
��������� ������������ ��!�

� �������� ����������� Rp,q *��- ���
����������

.��������� ��������� �������
���� �����/�- ���
��������� T � T̃ 	�����
O(p, q)

T (s+t) = T ⊗ · ⊗ T︸ ︷︷ ︸
s

⊗ T̃ ⊗ · ⊗ T̃︸ ︷︷ ︸
t

= T⊗s ⊗ T̃⊗t , s+ t = r . �#�$����

0������������ ���	� ���
��������� �������� ��������� �������
���� �����������
(Rp,q)⊗r� .��������� *�������

t = tk1...ksks+1...kr
�e k1 ⊗ · · · ⊗ �e ks ⊗ �eks+1 ⊗ · · · ⊗ �ekr ∈ (Rp,q)⊗r , ��������

�	
 tk1...ksks+1...kr
� �

���
���
 ������ ������
 ���������� ������
����� ��
�
��� t �

��
�� � � 
� ��!��
 s �
�"��" � t = r − s ��#��" ��	
����� $������� 	
%�����
������� � ������&� ��!��� O(p, q) ��  ������
 �
����� �ej , �e

k ∈ Rp,q ������
��� ��������
��
� ���!���� ��
	!��� � �����

tk1...ksj1...jt
→ Λk1n1

· · ·Λksns
tn1...ns

�1...�t
(Λ−1)�1j1 · · · (Λ−1)�tjt . ������'�

����������� ����� ����	
	� ����� r = (s + t) � ����	����	�
 Rp,q ������
	�
��
�
�	 �������� � ����	����	�
 (Rp,q)⊗r� ������
�	� tk1...ksj1...jt

��	����� ��� ��
���
��������� �������� �������� ������ � ����	����	�
 Rp,q �
��	� �������� ������ ��
!�
"�	���
��
 ��������� ��	���
 "
#�	�$
	 � ����	����	�
 	
������ �������� � ���
�	�
	�	��� � �������� ������ �� ������
	� ����	
���

(�!���� ������� �
���� ����� (s+ t) � ��� �
���� � �����������
 �
�������� ��
	)
�����
��� T (s+t)� *� ����� ���
	
�
��� � ��	� ��
� ��������% �������� � ������+�
��
	!
�� ������
�� ��� ������
��� xi � xi �
������ � Rp,q ��	��� �
����� �����
(1 + 0) � (0 + 1)� �����
����
���� � �
����� η � η−1 � ���! �����'� � �����,� ��������
������������� �
������� ����� (0 + 2) � (2 + 0)�

*� 	�!" �
������ t � t′� ��
��" ����� r, r′ ≥ 1 ��#�� ��������- ����% �
����
t′′ 	�!���� ����� � ����-� ���.
	!��� ������
��% ��
����%� /�� ���� ������
�)
�� �
����� t′′ ���!������ � �
�!�-���
 �!���������� �
������" �
�"��" ���#��"�
��	
���� ������
�� �
����� t � �
�������� ��#���� ��
�"����� ��	
����� �����)
�
�� �
����� t′� 0�� ��� � �
�!�-���
 ���!��
��� ����� �
����� ��������!
��� ��	��
��
� ��������% ������'�� 1�����
�� ���������� ��
���! 	�!" �
������ t � t′ �����
((k + t) + s) � (g + (k + r)) �� k ��	
����2

t
j1...jkn1...nt

k1...ks
· t′ i1...igj1...jk�1...�r

= t′′ n1...nti1...ig
k1...ks�1...�r

.

��� ������������	 
���������� ��
��
���
�� ���������
�� ���

�������� 	�
 ��� �������� ��
���	���� �
�	������� ���
��� �
������
���
��������� ��� ������ �!
 �� ��
"�
 #����� �$ ����%� 
"&#
�'

λ(f) = (1, . . . , 1︸ ︷︷ ︸
f

, 0, . . . , 0)− f

r + 1
(1, 1, . . . , 1) , f = 1, . . . , r . ��������

• ������ ��� � 	
���� �
���� s�(3,C) ��������� ����	 �� ��������� �
�	��	��
Pu ���� ����� � ���� ����	� ���������� ���	��� ������ � ����������
����
��	��� ��������� �  !�"�"#$ �  !�#��"$  �	� % ��������� �������$ ���
� ���
 !�!�"&$ �  !�!�"�$� 	������	�������

(
�)�� ����&�� 	�
 *����������%� ��� ��������� �������� ������������
 ����+
���� ��& ��� ����� ���,����%$ ���&��
���%$ �
��	�
��&�%$ �&����������
�!�"&% s�(r + 1,C)� (�� -�
!
 �% �
��&
�� -�� �&���������� ���
�
�"
#�	�� 
�&������.�� �&���������� �!�"&% s�(r + 1,C) �� T(1) � �����

ε(i) �i = 1, . . . r + 1� / �����	�%� "#���%� ����
&��� � (r + 1)+��&�
� �
�������
�
�&
��&����� Vr+1 �&���������� T(1)� 0
!�� ���#
&�%� �&
�#������� (ε(i1)⊗· · ·⊗ε(if ))

"&#��� "#�� � �&
��&����� V⊗fr+1� -�������� �
�
&
!
 �������� ���#
&% &�!
f '

Ψ = Ψi1...if · (ε(i1) ⊗ · · · ⊗ ε(if )) ∈ V⊗fr+1 , ��������

!�� Ψi1...if ∈ C 1 �
��
����% ���#
& Ψ� 2������ X �!�"&% s�(r + 1,C) ��������� �
�&
��&����� V⊗fr+1 �&���������� T

⊗f
(1) ����&��%� 
"&#
�'

T⊗f(1) (X) =
f∑
k=1

(Ir+1)
⊗(k−1) ⊗ T(1)(X)⊗ (Ir+1)

⊗(f−k) , ��������

!�� ��&�,% T(1)(X) -������
� X ∈ s�(r + 1,C) � 
�&������.�� �&����������
����� ��
��� &#�
)���� X �
 "#��� 3&��� *
&����� �����4� � �����5� ���

"&#��.�$ Hi, Eα ∈ s�(r + 1,C)� �������� 	�
 �&���������� T⊗f(1) � 
".�� ���	�
�&��
���
�
6���
�&�� ����&� �
��&
��&����
 � V⊗fr+1� �
��
�.�� �# �
��
���� ���������+

&�	�%$ ���#
&
� Ψ(a)� � �
�
&%$ �
��
����% Ψ
i1...if
(a) � &#�
)���� �������� ������+

���&�	�% �
 ���� ��
�� �������� 2�
 �
��&
��&����
 
"
#�	���� ��

V∧fr+1 ≡ Vr+1 ∧ Vr+1 ∧ · · · ∧ Vr+1︸ ︷︷ ︸
f

⊂ V⊗fr+1 , ������7�

� �!
 -������% #���%����� ������.�� 
"&#
�

Ψ(a) = Ψ
i1...if
(a) · ε(i1) ∧ ε(i2) ∧ · · · ∧ ε(if ) , ��������

ε(i1) ∧ ε(i2) ∧ · · · ∧ ε(if ) := 1
f !

∑
σ∈Sf

(−1)p(σ)ε(iσ1 ) ⊗ ε(iσ2 ) ⊗ · · · ⊗ ε(iσf ) =

= ε(j1) ⊗ ε(j2) ⊗ · · · ⊗ ε(jf ) A
j1...jf
i1...if

= A · (ε(i1) ⊗ · · · ⊗ ε(if )) ,
������4�

�������� �� �	�
�� �
����� ������
 ������
����
 Vr+1 ������������� ������
����� � �
�����
� ������
� (r + 1)�������� ������������� ������
����
� � ������� ������� �������� ������
��
���� Vr = Pu� �� �����
�
�� �� ������
 �� �
����	 ��������������� �
� ε(i)  e(i)� 



��� ��� ������������	 
���������� ��
��
���
�� ���������
��

��� ��		
 ���� � ���	 �����
����
	 σ� (1, 2, . . . , f) → (σ1, σ2, . . . , σf) �� ����
�����
����� Sf � p(σ) � �������� �����
����� σ� 
 ���
��� ��������� A �
���
����

�����		�����
����	 �
��
 f � ��� 	
����
 ����������� ������ �	 �!�
��	

A
j1 ... jf
i1...if

=
1

f !

∑
σ∈Sf

(−1)p(σ)δj1iσ1 · · · δ
jf
iσf

⇒ A2 = A . �"#$#�%�

&��	���� ε(i1)∧· · ·∧ε(if )� ������� �
�� � �"#$#�'�� �!�
���� !
��� � V∧fr+1# (� )��	���
�"#$#�$� �������������� �������� ��� ��*����� ��!��� +��	���
X 
���!�� s�(r+1,C)
� �����
������ T⊗f(1) ��		������� � ��*�����	 
�����		�����
���
 �"#$#�%�

T⊗f(1) (X) · A = A · T⊗f(1) (X) , �"#$#�,�

� �
��	 �!�
��	 T⊗f(1) (X) �������� �������� 
�����		�������* ������ �"#$#���

����
 � �������� 
�����		�������* ������# -�+��	�� V∧fr+1 . ���
��
����� ��/

�����
����� � V⊗fr+1� 
 �����
������ T
⊗f
(1) � ���
�������� �
 �������
����� �"#$#�0�

�������� 
�����		�������1 �������� �"#$#���� �������� ��������	�	 � �!���
/
�
���� T∧f(1) # 2�������	���� �����
�����* T

∧f
(1) !���� ����!�� �!��3�
���� � 4�
��

�# 5 �
�������� �
	 !���� ��
�
��� ��� �����
������ T∧f(1) 
���!�� 6� s�(r + 1,C)

��������	�� �
� �
� ��������	� ������������ �� �����
������ T∧f(1) ���� 6�

SL(r+1,C)# 5 ���� �������� ��������	���� �����
������ T∧f(1) ���� 6� SL(r+

1,C) ������� �� 7����3����� ����� ��	# ����� �
����
 ����� 
 �
�3� �� �
��	����/
���� ����������� � ���
����� �����#

• ������ ��� �	
����� ��	 dim
(V∧fr+1

)
= (r+1)!

(r+1−f)!f ! �

8���� 	� ������ ���9����� ��������	�� �������	����� �����
������ T(f)

���!�� s�(r+1,C)� ��
�:�� ���
 ������1 �
��� )���
	���
����	 ���
	 λ(f)� ��
/
�
���	 � �"#$#���#

���	
��	�	 ����� ����������	
��� ��� λ(f) �� �������� ����� ������ ����

������������ ������������� �������	���� T(f) = T∧f(1) �	����� s�(r + 1,C) ����!

��� ������"� � ����������� ������#� ��	���
" ��������������� ��������
������$� ����� f � % ������� ������ &���������	
��� �� λ(1) �� ������'� �����
������� ��� ������	(")��� �������	���( T(1) �	����� s�(r + 1,C)�

�������	������� ;�� �
�
�
 �
��	����	 ����
* f = 1 � ��
3�	� ��� )���
	��/
�
����* ��� λ(1) ��*���������� �
��� ��
�:�	� ���� �������� ��� �����
������

���!�� s�(r + 1,C) � �����
����� Vr+1# 5�!���	 � Vr+1 �������	����
���* !
/
���� ������ �* �� ��������1 �������� |μ(k)〉 ≡ ε(k) � ��	�����
	� (ε(k))j = δkj�
(k, j = 1, . . . , r + 1)# ;�*����� �
 +�� !
������ ������
 �!�
��� �	� Hi ��
���!/
�� <
��
�
� ������� � �������� �	 �����
������ T(1) �	��� ��� ��
���
����1
	
���� �"#�#%�� �
1���	 ��� ���
 μ(k) �������� ��� �����
������ ���� ��
��!����
�
	 �
�����

Hi |μ(k)〉 = μ
(k)
i |μ(k)〉 ⇒ μ(k) = e(k) − 1

r + 1
u , k = 1, . . . , r + 1 �"#$#"=�

��� ��������� ���	
������� ����� O(N,C)� SO(N,C) � �� ��	����� O(p, q)� SO(p, q) ���

������ η = Ip,q 	
�� ����� p � q � p+ q = N� �����
�� � ����
������ �� ��������
��� 
��� 
���� ������������ ����� �� so(p, q)� ������� �������� ������������
�� ������ ���������� ������ so(N,C)! "���� ��������#�� ������������
���� ����� �� so(N,C) 
� � ��
��� �������� ����� $��� �����!

% ���
����� ��
��� �� ��
�� ���$�& ���
�������� ������ O(p, q) �����
�������� ����#� �������� �� �� �������� ��'�� �
���������� 
�� ����
�����
�� ���� ���
������� �� ������ �� so(p, q) 	��� �������
���� ���
��������
(�� ������� ������� ����$��� �� ������ �������
���� �� ����
������� ���
�
������� ) � (��� ���� ���
������� �� ���
��� �������� ��������� ���
������
����!

����� ����	
�� ����	
��� �
���������� �
��� O(p, q)

* ��$�� ������ ����$����� �����+��� �+�� ���$��& ������������ ���
������
��� ����� O(p, q)!

,�������� ������ �x = xj�ej ∈ Rp,q � ����
����� xj ∈ R! -�� ����
���� ���
������������ ���� 	.!/!�� �������� � ������������ � ������� 	�!/!0�1

x′ j = Λj k x
k = xk (Λ−1) j

k , 	.!/!/.�

�
� �� ������ �������� �� �����&����� 	.!/!0�! 2� 3���
������ ������ ���
����
$�� ������������ 	.!/!/.� � Rp,q � ����#�� Λ� ������� �
����������� 	.!/!4��
�������� �������� �������
����

(�y, �x) = yiηijx
j = yj x

j , ∀�x, �y ∈ Rp,q , 	.!/!/5�

�
�� � ������������ �� ������� ��'�� �� ����
����� ����
���� � ��+���� ���

�����

xj = (�x,�ej) = xk ηkj . 	.!/!/6�

-�� ����
���� ������������ ���
����� ������

x′j = xk (Λ
−1)kj = Λ k

j xk , 	.!/!/0�

$�� � $������� ���
��� �� 	.!/!/.� � ������������ 	.!/!/5�! "�����������
	.!/!/0� ��
�� �����& �����	�
�
� ������������� ����
����  ���������
���� 	.!/!/.� 7 ��
������	�
�
�! % ������������ � (��� ����'����� �����

���� xj � ��+���� ��
����� �������� �����	�
�
�	�  � �������� 8
��
������	�
�
�	! 3������� $�� ������'���� 	.!/!/6� ��+�� ������&

xk = ηkj xj . 	.!/!/9�

* �����&� ������ ηjk � ηkj ��+�� ������& � ��
����& ��
���� � � �������
�������� �e j � �ej! :�� ������� �������� �e j 
� ����� 	.!/!�� ������������� � ��
�

�e j′ = Λ · �e j = (Λ−1)j k �e
k = �e k Λ j

k . 	.!/!�;�

<���#� Λ = ||Λkj||� �
������������� 	.!/!4�� �
�� ����
������� ����������
��� ���
�������� T ����
���������&�� ������ O(p, q)! "��
�������� T 
� �����
�� � ����������� Rp,q � (�� 
� ����� �
���� ������'������ 	.!/!�� � 	.!/!/.�!



��� ��� ��������� ���	
������� ����� O(N,C)� SO(N,C) � �� ��	����� O(p, q)� SO(p, q)

�������	� 	�
���	����� (N×N) ����� A� ���	���	����
�� ����������� ���������
���� ��� 	�
���	����� 	�!������ "���������	�� !������#��� ! ��$����� �� $��""�
O(p, q) 	 �����%�� &������� '�� "���������	� ��� ��%����� !�! so(p, q)� (��%��
���� A � A′ "���������� so(p, q)� �� �� !������� [A,A′] ���	���	����� �������� �
[A,A′] ∈ so(p, q)� )�!� ���� �� ������	� ����� A� ���	���	����
�� ���������
���� ��� ��$���� *� so(p, q)�

+���������� ��������� �%���	�� %�� η , ������%��� ������� ����  �"����#
	 	��� ηjk A

k
i = −ηik Akj � �� ���# ������ η · A , !���������%�� � �� ����

�� �����# "� �� ��� !���������%��� �����

η · A = ωij(eij − eji) ,

$�� eij , ����%��� ������� � "������� ωij = −ωji ∈ R� -����� �������� %��
	 !�%���	� �� ��� 	 ��$���� so(p, q) ���� 	�����# ������ ��� "��!� . /� ����
��������

Lij = η−1 · (eij − eji) , 1 ≤ i < j ≤ p+ q . ��������

0�"��# �� � 	������ "��	��� eij · h · ek� = hjk ei�� $�� h = ||hik||� � "���%�� ���
���� ��
�� �������� ��$���� so(p, q) ����!������ �����������

[Lij , Lk�] = η−1jk Li� + η−1j� Lki + η−1ik L�j + η−1i� Ljk . ��������

-����� %�� &�� ����������� �"��	����	� ��� ���� ��
�� ��$��� *� so(p, q) �
����1 ������%��1 ����!�1 η ��� ��� ����#�� ���$����#��1��

2�"���� %�� 	 "��	�1 %���� !��$� � �"�������� ����$����#��� $��""� !�3
"��!���� ����� !�! ������	� !�"��!���� N × N ����� O� ���	���	����
��
����	�� ����$����#�����

OT η O = η , ������4�

$�� 	 !�%���	� ����!� η 	��������� ����� ������%��� ��	���������� 	�
�3
��	����� ������� 5 %�������� ��� �"�����#��$� 	����� η = IN ����$����#���
$��""� !�"��!���� ����� ��� ��%����# !�! O(N,C)� 6��� "�!� ���� %�� 	 ��3
��%�� �� $��"" O(p, q) 	�
���	����� ������ �� �	���� �� 	����� ����!� η 	��
����$����#��� $��""� !�"��!���� ����� � ���7�� ���$ ���$� � �����	����#��
� ���7�� $��""� O(N,C)� (��$��""� SO(N,C) ⊂ O(N,C) 	��������# � O(N,C) �
"��
#� ����	�� det(O) = 18 �����$�%�� "��$��""� SO(p, q) 	��������# � $��""�
O(p, q) 	 	�
���	���� ���%��� /�������	�� ������ O = IN+t A+t2... ∈ SO(N,C)
	��� � �����%��$� &������ � ���# t , ���1 "�������� � ��"��# �� ����	��� ��3
��������� OTO = IN � � "���%�� ������	����� ����	��

A + AT = 0 ������9�

�� !�"��!���� N × N ������ A� (�&��� ������	���� �"�������# !�"��!����
��$���� *� so(N,C)� !�! !�"��!���� 	�!������ "���������	� ����� A� ���	���	�3
���
�� ������9�� � ��$�����%��!�1 �"������1 	 	��� !�������� ������ -�����
%�� 	 ����� ����%�� �"��������� $��"" O(N,C) !�"��!���� ����� � �� ��3
$��� *� so(N,C) � "��
#� ����	�1 ������4� � ������9�� � ��$�� �� "��# ����
	�
���	������#� ��$����� �1 $��"" *��

5 ���%�� !�"��!���� ����� 	���� ����!� 	 ����������� �������� ����
�3
��	���� � � "������� �� η = IN � 5 	�
���	���� ���%�� 	���� 	 �������� �� ���

��� ������������	 
���������� ��
��
���
�� ���������
�� ���

��� u = (1, . . . , 1) ∈ Rr+1 � ��	 
��
��� �� ����� Hi ����� T(1)(Hi)� ���� μ(k)

�� �������� � 
���� �������� ��	���� ���������	�� μ(k) + α(ik) = μ(i)� ������ ��	
i < k 
���� 
����! α(ik) " ����#���!��$ ��� μ(k) % �� �����$� &�'�� ������ 
(� �����$ ��� �������	')��� �����������	 T(1) �����

μ(1) = e(1) − 1

r + 1
u = (1, 0, . . . , 0)− 1

r + 1
(1, . . . , 1) ≡ λ(1) , ��������

� ��! ����� ������� *���������!���� ���� λ(1) 
����$ �
���� � �����+��, ���
�
#� *������ �����++� ��� f = 1�

-�������')�$ ���� μ(1) = λ(1) �����$ ��
�� " �� ��
�� ε(1) ∈ Vr+1� � �� 
(� ε(1) = |μ(1)〉 ∈ Vr+1 % ��$�����!�� �����$ ��
�� �������	')��� ���������.
��	 ����/�� s�(r + 1,C) ��#�� �/���!�	 	��� �������� ������	

Eα(i) |μ(1)〉 = ei i+1 · ε(1) = 0 . ������+�

0���! �����!������ �������	')�� ������������ �����1� 
������2 �/����')�2 Eα(i) �
3�����	 ������+� ����������� ��	 ���2 i � ��! ��	 ���2 �����2 
����$ α(i) ����.
(�������2 � ���������

4�
 �����$ *���������!��$ ��� λ(1) ����� ������� ���� �������	')���

�����������	 T(1) ����/�� s�(r + 1,C)� 5�������� ����! ������������ T∧f(1) ��.

��/�� s�(r + 1,C)� ���!��� � ���������� V∧fr+1 ���6���!��$ ��
�� �������� �
�����+1��

|λ(f)〉 = 1

f !

∑
σ∈Sf

(−1)p(σ)ε(σ1) ⊗ ε(σ2) ⊗ · · · ⊗ ε(σf ) = ε(1) ∧ ε(2) ∧ · · · ∧ ε(f) , ��������

��� �
 #� 
�
 � � �����+1� ����� ��� �� ���� ���������
�� σ ∈ Sf � p(σ) " (�.
���! ���������
� σ� ��
�� �������� ������� 
�
 ������� ��������������������
������������ �����2 f /������2 ��
���� {ε(1), . . . , ε(f)} �� ��/��� ���2 /������2
��
���� ε(1), . . . , ε(r+1) ∈ Vr+1� 7� ��
�� ���������	� ������	�

T⊗f(1)

(
Eα(i)

) |λ(f)〉 = 0 , ��������

��	 ���2 �����2 
����$ α(i) � 
�
 �� ������ ��#� �
�������	 ��/������� ��	
�/����')�2 Hi �������/�� 8����� � ������������ �����+�� � ��! ��	 ���������
T⊗f(1)

(
Hi

)
�

• ������ ��� � �	
����� ��	 ��
�	� �������� ��	�����	���� ���	���� ���������
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nf ≥ 0� ������	
��� ������ ��� ������� ������������� ������������ T (�n) ���� !
�" s�(r + 1,C) ����������"� �������� ��������" #"����� �� $��� ����� ���%��"
������������ ������&�� ' (������ ��� �����) ������ ����") �	��������*�"�
����� λ(f)� ��������� �����++� � ��������� �" �����

ni = δif ⇔ Λ = [λ1, . . . , λr] = [1, . . . , 1︸ ︷︷ ︸
f

, 0, . . . , 0] ≡ [1f ] .

,���� � ��%��� ����������"� ������������� T(f) = T∧f(1) � ������ ���� ����")
����" �	��������*�"� ����� λ(f)� � ����"� �����	
 � ����������) �����!
�*
 ����������(�") ��%���� �����+�� ����� f � ������������ ��������� -����
�������� �% ������ ��� .� �"���� f /

T(f) = T∧f(1) ←→ [1f ] = �

�

�

⎫⎪⎬⎪⎭ f . ������+�

0����� ��������" � ������ (��� ������+�� ��(���� � ���)��� ������ ��1�� ���!
����* ������" (i1, . . . , if) ����������(�") �������� Ψi1...ik

(a) � �(��*� (� ��!

�	(������� � ��.� �������	� ������*
 ����������(�"� ��%���� �����+���
���������� ����") ��* ���������� ������������� ������������ T∧f(1) �

������	
� �� 2��������� V(�n) ������������� ������������ T (�n) ���� �" s�(r+
1,C) �� ������ ����� ��������� ������ ����1����� �% ������� ������ |�n〉 ���
�������� � ���(�� ������� ��������� ������� ����������� ��%���� ����� n =∑r

f=1 f · nf � 3������� 4�) ��%���� ���� ��1� $�%��� ������ ����������� ���!

������� -��� Λ = [λ1, . . . , λr] � n =
∑r+1

i=1 λi �������� 2������ 4� 	���1������
5������ ��%����� ����%������� ������6� � � ����� �������� � ��� 4�� ���!

���*%	���� �����(����� ������������� ������+�� ' ��%	�*�� ���	(��� ���������
������ ���� �� $��� ��&� 2��������� ������������ T̄ ���� �" s�(r+1,C)� ������
�%� ��1��� �� $��� ��&� �����%	��� � ���������� ��%���� Ψ ����� n =

∑
f f ·nf �

2�����"��� ������" (i1, . . . , in) �������� Ψ
i1...in ��%��� Ψ ������ ��������� �%� !

T̄ = T⊗nr

(r) ⊗ · · · ⊗ T⊗n2

(2) ⊗ T⊗n1

(1) = r

⎧⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎩

�

�

�

⊗nr

⊗ (r − 1)

⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩

�

�

�

⊗nr−1

⊗ · · · ⊗
⊗n2

⊗
⊗n1

$��� ��&/ ��������	
� ��
������� ��� ������������� �������� ������� �� s�(r +
1,C)�

��1���"� � ������ (��� $��� ��& ��� ������ nr ��� .�� �"���� r� nr−1 ��� .��
�"���� (r − 1) � ����� �" ������ (� ���������� V̄ ������������ T̄ � ��%�����
��%����� Ψ � ����������� Ψi1...in � � ����
���� ������������ ������������
�� ����������� ��������� � ������ ��������" Ψi1...in  	�	 ����������(�" ��
������������ �) ��������� ����"� ������ � ���� � � 1� ��� �. � ������ (�!
�� $��� ��&� 2�� �"������� �% V̄ ������������ ������������� �������������
������������ T (�n)� ������ ����1����� �% ������� ������ ���%���� ������7� ���

����� �

���	
���	��	 ��	������	��� �����

SO� Sp � ���	�� �� so� sp

� �������� ��� 	 ��� 
� ����
���
 ����� ��������
�� ������������� ����� ��
��
����� SO � Sp� ����� �������� ��� ��������������� � ������
 �������
����� ���������	
� ����������
� ���� ����� � ����������� ��� ��������
��
������������� ����� SO � Sp� ������������� � �������������
� ������ �� so �
sp !�� ��� ������ � ������� ����� "����� ��# ��� ��������
�� �������������
������ �� sp ����$���� � �������� ������������ ��������%�� �������������
� ����
 ����
 �������� � ����
��������
 ���������� � �������������
�
� ����� Sp ����
�������
� ������ &���
 ����
� ��'� ����
������ �����
��������( ��� ��������
�� ������������� ������ sp������ )�� ������ �� so ����
�
��������� ���������� ��� !�� ��� ������ � ������� ����� "������ �� �
��#� ��� ������� �
��� �������� �������������� ����� �� ������������ � ����
���� ����������� ��������%�� ������������� � �� �
��� ������ ����� �����
��������� ����� SO �
��� ��� �������� ������������� ������ so ��$������
�������������
� ����� Spin� ����(� ��
�*��� ������
 SO +� �����
�
��
� �������
� �������������
� ������ �� so � ������� ���� � � ,���� � �����

������ Spin ���� ����� 

��� �����	�
� �	���������� �	��� O(N,C)� SO(N,C)

� �� ����	��� O(p, q)� SO(p, q)

� ������ ��� ������� 
� ����� �*�
������
 ������� *����� ����� � ��
��� ��� 
��� �$� ���$�����( � �������� �	�����
 �	����� � �	����� ����� ���
��� ����� -�
 �������������� �����������
 �����( ��� *���� � ��
 
����
� ����
����( �� ���� �����(� ��� �����(����� �����%���� ������������� �����
O(p, q) � �� ������ �� so(p, q) � ���$����� � ��
 �������� ���� ���������� "����
��*��������( p = 1 � q = N−1# �� ������ 
��
���� ������ ������ O(1, N−1)
� �� ������� �� 

./0
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�� ���

������	
 ������	 �������� ��������� 	�����������
 ��������� �������� Ψ �� �����
��	����	� ��������� �	����	�	� �!�
 � �����"	!� ���� � �����
 �� ��!�	����
� 	
�������� ����	����� T (�n)(Eα) � �������� �#��� ��������$ � ����������	�� ��������
��������� Ψi1...in � ���	�%�! � �	��&� �����"& � ��	��� 	��� '��� ���� ( ���#�$�
�	�� ��	��	��	 )��	� �������
� 	
 #�	�	��#� ���$�� �� ��������� ���������
�����&� ���	�#�� ������	����� ������������� ������	�����
 T (�n)� ���#	���
 ��
'��� ��� �������� �����"��� �	� *�� �����	+��� �	 '��� ��,

r

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

︸ ︷︷ ︸
nr

��� . . .
r − 1

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

︸ ︷︷ ︸
nr−1

��� . . .
. . .

. . .

. . . . . .

︸ ︷︷ ︸
n2

︸ ︷︷ ︸
n1

'��� ��,- 
�������� ��� Λ� ��������� �� nr �����	�� ������ r� nr−1 �����	��

������ (r − 1) � ��� ������ � ��������� Λ ������ ������ ����� ���� λ1 = nr +
· · ·+n2+n1� ������ ������ ����� ���� λ2 = nr+ · · ·+n2 � ��� ������ �� ��������

������� ������� ����� ���� λr = nr� �� ���� Λ = [λ1, . . . , λr]�

.��#��%	
�
 ��	��	��	 )��	 Λ = [λ1, . . . , λr] ����	�	�� � ��	��	���� )��	� �
������� %�	 ��$ �&%� � /	��	��� �� ���� �	������	 ���������� 0�	 ��	��	��	
�������
�� ��������� �������� Ψ �	��	 n� �����&� ���	�#�� ������	����� ������
�������� ������	�����
 T (�n)� 1	� ������ ��	��	��& )��	 ��
�	�& � ����������
�������� �� ������	���� ����������&! ������	������ ��#��& SL(r+1,C) �	�����&
2� s�(r + 1,C)�� �& ���#��� � ����	����� ������

��� ���	
���	��	 �	��������	 ��	������	��� ���	�� g�(r + 1,C)�

3�+� � �	����� ������ �����&� ����
 �� �&���# 
��&! 4���#� ��
 !	�	������
������	������ ������&! ��#��� 	 �	�+� � ���"� �	����	 ����� ��� ���#+����� �	���
�	 5��$4	��	67�����	 � ������	����	! ������	������ 	����� 2�� �	� ���	���
��

�������&� 4	��& � ������	�����
! �� ��	�%�� ����� �������&! 	����� g�(r+ 1,C)
� u(r + 1)�
(�� ���������
 ����������&! ���������&! ������	������ 	�����& s�(r + 1,C)�

�����&� ���#+�	���$ �&%�� ����� �������
��
 �	 ��#	� ������	������ 	�����&
g�(r+1,C) �� �� �� ��������� ����	����� 4���& u(r+1)�� 8	��� � 	������ g�(r+1,C)
�	�	���
 � �������
� �� ������	������ ���� +� ������&�� ���	�#� ��� ������� �
�	��	�������� *������	�� ���	����� � �����,��

H ′
i ≡ eii (i = 1, . . . , r + 1) , ��������

�����&� #+� �� #���������
�� s��#������ �����9�� :	��� ���	���� ���	�����	 1	��	�
�	 � g�(r+1,C) 
��
���
 �	�%������� ��	 ��� ���	�����
 � ��� �������� �	���"&�
���	�����& 1	��	�	 � s�(r + 1,C) � ������	����� Vr+1 ����� 	�����& g�(r + 1,C)
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����� �	
�������� �	���� (r+1)� �	� �	� ����������� �	� �����	���� ��������
μ = (μ1, ..., μr+1)  ���������	�� μi �	����� ���

H ′
i |μ〉 = μi |μ〉 ,

��� |μ〉 � ������	 �
 �����	���	 ���������� �����	������ 	������ g�(r + 1,C)�
�	� �	� �������� ���	
�����  !���"# 	������ s�(r + 1,C) ���	�	��  �������$

�� ���	
������ 	������ g�(r + 1,C)� 	 ���	�����	 %	��	�	 	������ s�(r + 1,C)
���&��	 � ���	������ %	��	�	 	������ g�(r + 1,C)  �	����� �	
���� '�������
 !����# �  !�(�(!##� �� �������� ������	 α(kl) 	������ g�(r + 1,C)� ������� ��������$
��� ���� &� ������	)������� �����*������  !����+#  '������� Hi �����	���
�� H ′

i ������ �	 ����	���� ������)���	����, ����������#� ���	�	��  ���������
������	��  !�����# 	������ s�(r + 1,C) � �����	������ ����� ���	�	�� �- �����$
��� �����	���	� .	������� ��� �������� �����	���� 	������ s�(r + 1,C) � '��
r$����	� ������������ Pu � Vr+1� �����	� �������	���	 ������� u = (1, ..., 1)� �	$
��� ���	
��� � ������� �� �����- 	����� /�� � �������- 	����� /� g�(r+ 1,C) �
u(r + 1) �������� �����	���� �� ���	�	��  �����	����� ���� Vr+1  ��������
�����	���� ���&��� � Vr+1 �	� ��������	����#�

0
 ���� �	
	����� ��*� ������� ���� ��$�����-� � 	����� s�(r+1,C) � g�(r+1,C)
���	�	�� ������ 1�,��� 	 ��$�����-� ��� �� ��	��� � ������ ���������� ����$
�	������� �� �	�*�� ������	 � �����	���	- �����������- �����	�����, 	����$
�� s�(r+1,C) ������������ ����� � �	�*��� ������	�� � �����	���	- �������$
����- �����	�����, 	������ g�(r+1,C)� ��'���� � '��- 	����� ������ �
	������$
��
�	���� ����������   �������� �� ����&���� �	 ���������� �����	������#
��&�� ������������� �����	�������� � �	�*�� ����� 1 �	������ �	�*��
������	 |λ(f)〉 � �����	���	- 2���	����	����- �����	�����, 	������ s�(r+1,C)�
������� ����������� �  !�(�!!#� ����� �	�	����	��� � �	����� �	�*�- �����$
��� � �����	���	- 2���	����	����- �����	�����, T(f) 	������ g�(r+1,C)� 3���$
�	������ T(f)  f = 1, ..., r, r + 1# 	������ g�(r + 1,C) ��,����� � ��- &� �����	�$

��	- V∧fr+1 �������� 	�������������- ���
���� �	��	 f � ��� � 2���	����	�����
�����	������ 	������ s�(r + 1,C)� 4��� Vr+1 = Cr+1 5 �����	���� ���������$
���� �����	������ 	������ g�(r + 1,C)� ������� ���&���������  �����	�����
������������� �����	������ 	������ s�(r+1,C)� 6������� ���	��� ��� � g�$���	�
������ �������������� �������	����� ���������� 2���	����	����� �����	������
T(r+1)  ����� �	�*�, ��� �	���, ������� u = (1, ..., 1)#� ������� � s�$���	� 5 ���$
��	����  ����� �	�*�, ��� �	���, ����# � ��'���� ��� �� ��
����� � ����������
�	��������� %���� ����� � ��� �	
����, � ����������� ���	
����- ���	�����
%	��	�	  !����# �  !�(�(!#� �	�*�� ��	 λ(f) �����	�����, T(f) 	������ g�(r+ 1,C)�
������������� ������	� |λ(f)〉� ����� �����	��� �� �	�*�- ����  !�(�77# ����$
�	�����, T(f) 	������ s�(r+1,C)� 8 ������� ����� ���� �������, 	�	��� 9����$
&����� ������

�����	
���� ����� ���� λ(f) ∈ Vr+1 �����	
���� �
����
����� �������	���

��� T(f) = T∧f(1) ������ g�(r + 1,C) ������� u(r + 1)�� �
�
�� �����	��� 	 ��
�

�������	�� V∧fr+1 �
��
���� ��������������� ����
�
	 ����� f � ��	� ����	���
�� � ��� �!!��

λ(f) = (1, . . . , 1︸ ︷︷ ︸
f

, 0, . . . , 0) , f = 1, . . . , r + 1 .  !�(�((#

��� ��������	�
��	 ��	������ ���� �	�
�������	����� ���

���������� 	��	��
����
�� V(λ(1)) ⊂ V(λ(2)) · · · ⊂ V(λ(N)) = V(λ)� ������ 	���
������
������� ������������� ��������  ��� ���� �����	
�	�����
	

λ
1(N)

λ
2(N)

. . . λ
N−1(N)

λ
N(N)

λ
1(N−1)

λ
2(N−1)

. . . λ
N−1(N−1)

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

λ
1(2)

λ
2(2)

λ
1(1)

�������

����� ��� �!����� �� !������ �������� 	��	��
����
�� V(λ(1)) � !������ ������"
��
� 
#����� �������� ����$��� �����%�����& ��$�
  V(λ)� '��� ��$�
 ��$����
�
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• ������ ���� � 	
��
��� ����� ����������������� � �
��������� V([3]) � V([2,1])

������������ ������ u(3)� �
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��� ��� ��������	�
��	 ��	������ ���� �	�
�������	�����

���������
λ1 ≥ λ2 ≥ · · · ≥ λN ≥ 0 , ���	�
�

� ����������� ��������� ���� Λ = [λ1, ..., λN ]� ��������� ��������� g�(N −
1,C) ⊂ g�(N,C)� ���� ��!��� � g�(N,C) ������"�� ���#�⎛⎜⎝ 0

A
���
0

0 ... 0 0

⎞⎟⎠ , A ∈ g�(N − 1,C) , ���	���

� ���$� ��������� g�(N − 1,C) ��� ���� �� ���#��"�� Eij ∈ g�(N,C)� � �%
��&' ������& �������� #��(��� i, j = 1, ..., (N − 1)� )��������� ���(�%
����� ������������� T (λ) ������& g�(N,C)  �� ��� �������&� �� �������%
�& g�(N − 1,C) � ��#������� � ����� �� ���������&' ������������* T (λ′)� ��!%
�� �# ���&' ����� ��#������$ ���$+�� ,-.�T (λ)� � ��������� ���� ����%
+�� ���� λ′ = (λ′1, ..., λ

′
N−1)� ��� �������& ��� �(��& ��� !� ��� � � ���	�
��

λ′1 ≥ · · · ≥ λ′N−1 ≥ 0� /�� λ′ ����������� ��������� ���� Λ′ = [λ′1, ..., λ
′
N−1] �

������ �� ��������&� #��(��� ���� 0���1�� � λ′i� ������� 2�#����� �� 
g�(N − 1,C)� 3������& 2�#����� �� g�(N − 1,C) ���������� � ���������
2�#����� �� 4��������� ��������& 2������� �� g�(N,C) � �4��� �& �!��
����$#���$ �' ��������&� #��(��� � � ���������$� � #��(��� ������� ����%
+�� ���� λ′ = (λ′1, ..., λ

′
N−1)� �� ������1�� ������ � �������������' V(λ′) ⊂ V(λ)

������������* T (λ′) ��� �� � #��(��� �� ������� ����+�� ���� λ = (λ1, ..., λN)�
5����� ������� �����!���� � ���&� ����$#�����$ � ��#���� ����� �� 0���%
������ ����� ����� �&(������ ��#�������* ������������* �����& SL(N,C)�
���&* ���&���� �� ��!���� ������������* �������& SL(N − 1,C) � ����%
�������� �����& SL(N,C)� 6�� �����!���� � ���* ���� ��������& � � ����%
��� ��!���* ������������* ������& g�(N−1,C) � ������������ ������& g�(N,C)�
/ ��#��$���� �& ���'��� � ���� (� ������������� T (λ′) ������& g�(N−1,C)� ��%
��������"�� ��������� ���� Λ′ = [λ′1, ..., λ

′
N−1]� �!�� �'���$ � ��#�!���� ����%

�������� T (λ) ������& g�(N,C)� ����������"�� ��������� ���� Λ = [λ1, ..., λN−1]�
��$� ���� �&����� ������

λi ≥ λ′i ≥ λi+1 , i = 1, 2, . . . , N − 1 , ���	���

��� 4�� �������$ �'!���� ��!�� ���������� ������������ T (λ′) � ��#�%
!���� ������������ T (λ) ����� �����1�� ��������� �����$ 1��(�� ��!���* ��%
���� g�(1,C) ⊂ g�(2,C) ⊂ . . . g�(N,C) � ��#�!�� ���������� V(λ) ����������
������������ ������& g�(N,C) �� ������������� V(λ′) ���������&' ��������%
����* ������& g�(N − 1,C)� ���&� � ��� (����$ ��#�!�� �� �������������
V(λ′′) ������������* ������& g�(N − 2,C) � ��� ������ ����$ � ���������� �����%
����&' ������������* ������& g�(1,C)� 2�!�� ���������� V(λ(K)) ��������%
�� ������������ ��������& g�(K,C) ��������� ���� ����+�� ���� λ(K) =
(λ

1(K)
, ..., λ

K(K)
)� �������& ���� �������� � ����� � ���� ���	�
�����	����

λ
1(K)

≥ . . . ≥ λ
K(K)

, λ
i(K)

≥ λ
i(K−1)

≥ λ
i+1(K)

, i = 1, 2, . . . , K − 1 . ���	�7�

8�� ��� ����������� ���������&' ������������* ��������& g�(1,C) ������&�
� ���� ������� ���' ����+�' ���� λ(K) (K = 1, ..., N)� �������� 0����������

��� ������������	 
���������� ��
��
���
�� ���������
�� ���

������	
��	��� ������	
�� 	����� ���������
� H ′
i |λ(f)〉 = (λ(f))i |λ(f)〉� �	�

(λ(f))i � ���������� ����� ���������  �
 ���������
� �����!� 
� ���������
"
������#�� ��$
 � �
� %&���� ����� Hi = H ′

i − 1
r+1

Ir+1 ��'�%!(
� �����)� 
 ���������

*��$��� ��(�" ���'

 ��� ����&����'��� ���'
��	
��� �'�	���$��
� T (�n) $+
���'� g�(r + 1,C) �%	%� �'���'
������� ��'�
�
 ����
 �������,

λ(�n) =
r+1∑
f=1

nfλ(f) = (λ1, λ2, ..., λr+1) ∈ Vr+1 (nf ∈ Z≥0) , ������#�

�	� λk =
∑r+1

f=k nf 
 �������������� �� 
����

λ1 ≥ λ2 ≥ · · · ≥ λr+1 ≥ 0 . ��������

-��" ��� ��.�� �'�	���
�� �'/
&���
 � �
	� 	
�'���0�� Λ = [λ1, λ2, ..., λr+1]�
�� ���� � �
	� 	
�'���� 
���'.����" � 1
����)� � ����'�" �$�� ������	
�� 	�+
��
�� nr+1 ���$�2�� ������" (r + 1) �&�� ����������%�� %���.��
! �'�	���$��
�
� 	
�'���" [λ1, ..., λr] � nr+1 �	����'��� �'�	���$��
" T(r+1)�� -�
� ��'����
���'
��	
��� ����&����'��� �'�	���$��
� $���'� g�(r + 1,C)�  ��.� �� ���+
�����" ��(��������" /�'�� u(r+1)� �$��
/
2
'%!��� � ����(�! 	
�'��0�+
�� ����'�� 
��!� �� ��$�� (r + 1) ��'���

�� ���
����
���
 �
���������
 ��
�	���
��� ���
��� so(2r,C)
�
��� Dr��

3�'�
 $���'� 4
 so(2r,C) �'
��	��� � �����5#��  �
���� �'����� ��'��" 6��"
$���'� ��'�	�$�� � �����57� ���� 1�	�$ ����� 8�	���
� �'����� ��'�
 �����57� �
'������ �����5�� 9 '��%$���� �� ��$%&�� �
����% $
��"��� %'����
" � ���'+
	
��� (λ(i))j (i, j = 1, . . . , r) /%�	����$���� ����� λ(i) ∈ Vr� 1��� 6�% �
����%�
�� ��$%&��� &�� /%�	����$���� ��� λ(i) $���'� 4
 so(2r,C)� �� �����' �
r+��'��� ��'����� �'���'����� Vr� ��
���!��� �$�	%!(
� ��'���

λ(1) = (1, 0, 0, . . . , 0) = e(1) , λ(2) = (1, 1, 0, . . . , 0) , . . . ,

λ(r−2) = (1, 1, . . . , 1, 0, 0) , λ(r−1) =
(
1
2
, 1
2
, . . . , 1

2
,−1

2

)
, λ(r) =

(
1
2
, 1
2
, . . . , 1

2

)
.
������7�

8%��� f = 1, . . . , r − 2� 8���'�
� ���'
��	
��� ����&����'��� �'�	���$��
�
T(f) $���'� so(2r,C) �� ��'�
�
 ����
� '����
 /%�	����$���� ���� λ(f) 
�
������7�� 9�� λ(r−1) 
 λ(r) ��� '����'
��� �� �%	���

*�&$ ���.��� &�� ��'�
" ��� ��'�	�$�!(��� �'�	���$��
� T(1) $���'�
4
 so(2r,C) '��� /%�	����$����% ���% λ(1) = (1, 0, 0, . . . , 0)� 9���'�� � �'���'�+
���� V2r ��'�	�$�!(��� �'�	���$��
� $���'� so(2r,C) �'����'�
'������ ��
�+
��� �����' ε(k) = |μ(k)〉 (k = 1, . . . , 2r)�  �
 �����' ���$��� �����% �
	% ������)�
��'�%!(
� Hi (i = 1, . . . , r) ��	$���'� 3'�� � ��'�	�$�!(�� �'�	���$��


����������%!� ����

μ(k) = e(k) − e(k
′) ∈ Vr , k = 1, . . . , 2r , ������)�



��� ��� ������������	 
���������� ��
��
���
�� ���������
��

��� ���	
�	� � ������� �m = 1, ..., 2r�

(Hiε
(k))m = (eii − ei′i′)m�ε

(k)
� = (δik − δi′k)ε

(k)
m ⇒ μ

(k)
i = e

(k)
i − e

(k′)
i ,

��	 i = 1, ..., r � �� ����� ��� 
��������� �	
����� ε(k) ����� ε
(k)
� = δk� � �	�� ��������

� 
���� ������ � ���	!�� so(2r,C) ��"��� ������#	��"��

μ(k) − μ(�) = α
(k,�)
− (k, � ≤ r) , μ(k) − μ(�) = α

(k,� ′)
+ (k ≤ r, � > r) .

$�" k < � ≤ r � k ≤ r < � 
���� α
(k,�)
− � α

(k,�′)
+ %���&��	�'�� �� �!��( �����"( k < ���

)��*�� ��	��	�� ��� ����#�+ �	� �%�	�	�"*,	�� %�	������	��" ���	!�� so(2r,C)
���	�

μ
(1)
i = e

(1)
i − e

(2r)
i = δ1i ⇒ μ(1) = (1, 0, . . . , 0) ≡ λ(1) .

-�
�� �!����� ����#�+ �	� μ(1) �%�	�	�"*,	�� %�	������	��" T(1) ���	!�� so(2r,C)
���	� %	����� ������	����'���� �	�� λ(1) � ���������

-	%	�'� ��
 &	 
�
 � � �����	 ���	!�� s�(r + 1,C)� %�	������	��" T(f) ���	!.
�� /� so(2r,C) �� ����#��� �	����� ������� ������	����'��� �	��� λ(f) (f =
2, . . . , r− 2)� %	�	����	���� � ��������� ����"��" 
�
 %�"��	 %����	�	��	 �%�	�	�".
*,�( %�	������	��+ T(1) � %����������	

V2r ∧ V2r ∧ · · · ∧ V2r︸ ︷︷ ︸
f

≡ (V2r)
∧f , ������0�

�� ����#��� �	
������ ��������� $	+����	 �!���*,�( %�����	!�� 1������ � %�	�.
�����	��� ��������� ��	 Hi �%�	�	�	�� � ��������� �� �	
���� �������� ��	� �	��� �����	
������	����'��� �	��� λ(f) (f = 2, . . . , r − 2)�

• ������ ��� �	
���� �	������� ������������

2�	������	��" T(r−1) � T(r) �� ����#��� �	����� ������� ������	����'��� �	.
��� λ(r−1) � λ(r)� 
�����	 �
���� � �%��
	 ��������� �	 ����� !��' %����	�� �
%�"���� %����	�	��" �%�	�	�"*,�( %�	������	��+ T(1)� ��
 
�
 � �%�	�	�"*,	�
%�	������	��� � �%	������� Hi ��	*��" ���'
� ��� ��!���	���( ���	��" +1 � −1� �
%������' 
��������� �	���� �����	 1/2� �	����&��� )���
�� %�	������	��" T ′(r−1)
� T ′(r) �� ����#��� �	����

λ′(r−1) = λ(r−1) + λ(r) = (1, 1, ..., 1, 0) ,

λ′(r) = 2 λ(r) = (1, 1, ..., 1) ,
����� ��

����"��" 
�
 ��������	���������	 %�"��	 %����	�	��" �%�	�	�"*,�( %�	�����.
�	��+ T(1)� �	+����*,�	 � %�����������( ������0� ��" f = r−1 � f = r� �����	����	�.
���

2�	������	��" T(r−1) � T(r) �� ����#��� �	���� λ(r−1) � λ(r) �����*��" �%����.
���� %�	������	��"�� ���	!�� so(2r,C)� 3�� %�	������	��" �	4
�����	���� � !�.
��� �!��&���'�" ��&	 � ���	�	 ������ � ��
&	 � ���	��( ����� � ������ � ���������
� 5��	�	 ����� ���� 6����� ���� !��	� %�
����� ��� �%�	�	�"*,		 %�	������	��	
T(1) ���	!�� so(2r,C) ��&�� %�������' 
�
 %��%�	������	��	 � %�"��� %����	�	.
��� ���( �%������( %�	������	��+ T(r−1) ⊗ T(r) %�� �	���� r � T(r−1) ⊗ T(r−1) ��

���� �����	
������ ����	��
�� ���
� �������������
�� ���

(xi1 ·xi2 · · ·xik)� �����	
��	 � ����� ������ ��������� λ� ����� ����	������ ����
��� ��� ����� ��������� ����� ����� � ������ �����	
��	 � ����� ����� ��� 
������ λ� ����� ���� ����	������ ���� ��� ��� �� ������� ���� �� �����! "�#����
������ ��������� �������� (xi1 · xi2 · · ·xik) ��������	�� ���� ����� $%!&!�'�(� �
���� ����� �������  ����� ������ ���� �������� �����������	 χλ(x)� �  ������
������ ����� )������ *��� $%!&!�''( $�! ����������� ��������	 ��� ������ 
������� ������� $%!&!�++( �� ,���������	 ������(!

��� �����	
������ ����	��
�� ���
� ���������

����
��

- ���������� ������ .���� �� ���	
����� ��������� ������ ������������� ���� 
�������� �������� ����� � �� ������ /�� ���������� ������ ��������� � ���� ���
#�� ��������� �����	 ������ ������ ������������ ��� ��� �� ���� �� �������
���� ������ ���! "����	 ���� 0 #�� ���� .���)����12������ � �����������
������������ ������������ ������� s�(N,C)� ��� ������� g�(N,C) � �� ��
����� 
��� )���� u(N)! 3��� .���)����12������ ������	�� ��4��� �������� ������� 
��	 ������ ���� $�! ����� � � ������� ���(� ������� �������� ������� �������
� ����������� ������������ ������������� ������������ ������ /� s�(N,C)�
� ����� ������ g�(N,C) � u(N)! 5���� #����� ���� .���)����12������ 	��	��	
������� ����������� ��	 �������	 � ����)������ ����� ������������! -�� 
��	 ���� 0 #�� ���������� 5���4�1.������ ��	 ��	���� �����������	 ���� ����� 
������� ������������� ������������ ������������ ����� SL(N,C) � �� ������
/� ��	 ����	 N ≥ 3 $����� N = 2 �������� ���� � 6������ ���(� ��� �������
/������� 6�������� ��	 ���������	 ��	���� �����������	 ���� ������������
������������ ������ ����������� Sr! 7��� ��� ����� �������� �� #��� ����� �� 
��� ��������� ��)�������� �� ����������� ��������	 � ������ 8�9:� 8';: 89+: �
89�:!

<��� �� ��4� ������ ������ ���� ��������	 ����� .���)����12������ �
����������� V(λ) ������������� ������������ ������������ T (λ) ������� /�
g�(N,C)  �������
��� Eij (i, j = 1, ..., N)� ����������	�
��� ���������� ��� 
��4���	�

[Eij , Ek�] = δjkEi� − δi�Ekj . $%!;!�(

"����������	 � ���4�� ���� ������� g�(N,C) ������������ � ������ ���

������� �����! -��������� ���� ��������� ��� � ���������
�� ������� U(g�(N,C))
$N > 2( �����	 ���������� ��������  ����� ������� �� 	��	��	 ����������� 
	�� #�������� ���������� 5������ � ���������� 5������� $��������� 5�������
������ s�(N,C) � g�(N,C) ��������(� �  ������ 0 ����������� � ���� #����� 
���� ���������� 5������ � g�(N,C)! =�������� ��� ���������� 5������ � g�(N,C)
�������� ��������� ����������� #������ � ����� ���������� N > �! ����� ��� �
������� �����! 7���� �������� $�! ������ �����(� ��� �������	 ���������� 5��� 
���� �� ��� �������� ���������� V(λ) ��������	 � ���� )������ �� ���������
���4��� ��� λ = (λ1, ..., λN) �����������	 T (λ)! - ������ ��� ������� ����� �� 
�� ��������� ��� ������������ ���������� ���4��� ��� λ ����	������ ������



��� ��� ��������	�
�� ������������ ������ Sr� ������ ���
�������������

������ ��	 
� �	���� ��������� ��� λ = [0, 0, . . . , 0] � �
�� ���	�
� det ||hj−i|| = 1�
����������	 
� h0(x) = 1 
 hk(x) = 0 �
 k < 0� ������� ��� ���	

det(||(−1)N−ie(j)N−i||) = det(||(xj)N−i||) . �������!�

"��
��
� ����# �����
 � � 	� 	$�
% �����& ���
� 	�	 �		� 	'� 
� ��������� 

�	��	�#������ �	�����
 ��������� 
 �������!�� " ����#���� �	������ �������(��

• ������ ���� 	
���� �� ��������������� ������������ ��������� ������� �����
����  ����
� ��������� � �����  ��

χ
[2,1]

= det

(
h2(x) h3(x)
h0(x) h1(x)

)
= h2(x) h1(x)− h3(x) .

������	
�� )���� �	 ��� ��� ��
 ��$�
*��
 + �� Tλ� 
����
�
 �	�� �
�,
����� + �� λ ���� -������ 
� ����� � �	������� ������� ����	�
� ��$�
*��
�	�	�� 	���������� �������
� 	$��	�� " ������% �
������ λ  k $���� ��,
�����# �
��� {1, 2, . . . , N} ���� ��	 �.� 	 
  � �$����� � ��	��% �����  ����	 

�/� ��	�	 �	������� � ��	�$*�% ���%� � 
�� )��
���

T =

1 2 2 3 3 3

2 3 3 4 5

3 4 4

5 6

. ������01�

2�$�
*� ���	�	 �
��  ��������� ����	
����
����� 3���# nT(i) 4 �
��	 �%	5,
�� 
& �
��� i � �	����� ��� �� ��$�
*� T� 6�5�	& ���	& ��$�
*� T �	�	����
�
�	 	�

xT =

N∏
i=1

x
nT(i)
i . ������0��

)��
��� �	����� ��� 	& ��$�
*� ������01� �	�	���������� �	 	� x1x
3
2x

6
3x

3
4x

2
5x6 =

xT� -$�� 	 � �
������ � 	�	��� � 7�� sλ(x1, ..., xN) 	���������� ��� 	� 		�,
 �� �	�
 	��� �	��	�  �� � �
�� ����� �	 	�	� ������0�� �	 ���� �	����� ���,
 �� ��$�
*�� T� 
����
� �	�� λ 
 �	��5��
� � ������% �
��� {1, 2, . . . , N}8

sλ(x1, ..., xN) =
∑
T

xT . ������00�

" ���� 	� ������� �	��� λ = [k] 
 λ = [1k]� ����	 �	��
�#� ��	 s[k](x) = χ[k](x) 

s[1k](x) = χ[1k](x)� ��� %������ χ[k](x) 
 χ[1k](x) 	������ � � ������11�� 9	�������#,
���	 ��� ���� sλ(x) = χλ(x) � 	$��� ������� ��� χλ(x) 	������ � � �������(�� 
�

� ���������� 
��	�#������ �	�$
 ��	
�� ��$�
* + �� ���� :�1;�� ��%	�
� �� ���

 �'�& � 
�
�

-����
� ����# �
'# ���������  ��	����� �		$�5� 
� � �	�#�� �������
�	,
��
 ��� ���� sλ(x) = χλ(x)� 3
 ��&���

 ������10� <���� �� g = diag(x1, ..., xN) ∈
U(N) � �	��� ���� �� �		� ψi1...ik � �
����
�	��  �% � �		�������

 �  ��	�	,
	& �
�����	& + �� λ  k � ��	� 
�� ��	 
 ����� i1, . . . , ik �
����
�	��  	�	
�� �	� ���	�������� � ������% �
������ λ�� 
 ����� � �	$����  �% � ��� 
&

��� ������������	 
���������� ��
��
���
�� ���������
�� ���

����� T(r) ⊗ T(r)� 	
� ������� r� ������� � �� ����
������ � ���� �� ��� �����
����
��� ��	
�������� 	
����������� 	
����� �����
� A ��
����� ��� 	��	
���
��������� � 	
���� 	
����������  !�"��#� 	
����������� T(f)  ��� ���������$����
%��
��� ������� �������� �� ��� ��������
��� ��	
�������� 	
����������� ���
���
� so(2r,C) ��
����� ��� 	��	
����������� � 	
���� 	
���������� T⊗N1

(r−1)⊗T⊗N2

(r)

�	���
��& 	
����������� T(r−1) � T(r)� ��� N1, N2 ∈ Z≥0�

�� �������	�
��� ���
���	�� �
���������� �����
 so(2r + 1,C)
���
� Br��

'�� ��
�� �����
� (� so(2r+1,C) 	�
������� �  !���)*�� � ������� 	
����& ��
���
���� �  !���)+�  ��� ,����� ����� ,�-���� ����� Λ ��� ���& ��������
��& 	
�������
����� �����
� (� so(2r+1,C) � ������
�� 
�-���� Λ ���������$�� ���������& ���

������ 
������
������$ � .
���
� �� 
������ ���/ ��� 0�
����  !�)�)1� �  !�)�)2��
3����������$��� ���� λ(f) (f = 1, . . . , r) �����
� (� so(2r + 1,C)� ��� �����
� �
r���
��� ��
����� 	
���
������ Vr� �	
��������� ������-������  !�!�)�� .�������
��� � 4�� ������-���� 	
����� ��
��  !���)+� � 
�-�� 	�����-���� �
�������� ��
��&����

λ(1) = (1, 0, 0, . . . , 0) , λ(2) = (1, 1, 0, . . . , 0) , . . . , λ(r−1) = (1, 1, . . . , 1, 0) ,

λ(r) =
(
1
2
, 1
2
, . . . , 1

2

)
.

 !�"�1��

.������� �� 0����������$��� ���� λ(f) (f = 1, . . . , r−1) ��  !�"�1�� 
���� ���
�
-�� ����� �	�5���$��& ��	
�������& ��������
��& 	
����������� T(f) �����
�
so(2r+1,C)  �������� �� 	��� �� ��������� � ���
��� 	�������� ��� λ(r)�� 6�������
���$��� ��� � � ����� 	
����������� �����
 (� s�(r+1,C) � so(2r,C)� 	
�����������
T(f) (f = 1, . . . , r − 1) �����
� so(2r + 1,C) �� ���
-��� ������� 
������ λ(f)� ��
��
���� ��� 	��	
����������� � 	
���� 	
���������� �	
������7�& 	
�����������
T(1)� � ��������� � 	
���
������& V∧f2r+1 ⊂ V⊗f2r+1 ����������
���& �����
�� 
����
f � 8���$ V2r+1 9 (2r+1)���
��� 	
���
������ �	
������7��� 	
����������� T(1) ���
���
� so(2r+ 1,C)� ' ��������� 	
����������� �� ���
-�� ����� λ(1) 4�����������
�	
������7��� 	
����������� T(1) �����
� so(2r + 1,C) � 	
���
������ V2r+1�

• ������ ��� �	
�
� 	 ��������	
 V2r+1 ���������� ��������	����� ���
��� 	
����	 ε(a) (a = 1, . . . , 2r + 1) � ����������� (ε(a))b = δab� ���������
�	��� 	���� ��� � �!" ��� � #!" ��� �$%!" ��� �$ !" �����&'�( Hi � Eα ��)
��
� so(2r+1,C) 	 ��
�
��&'
� �
����	�
���" ��������" ��� ε(1) * ���+��
	
��� 	 ��������	
 V2r+1 ��
�
��&'
)� �
����	�
��� T(1) �� ���+��
	
���" �	��� λ(1)� ��������" ��� �
���� ���	���
 � ���,���!!

|λ(f)〉 = ε(1) ∧ ε(2) ∧ · · · ∧ ε(f) , f = 1, . . . , r − 1 ,  !�"�1)�

)�
 ε(a) - �������
 	
���� 	 V2r+1" �	��&��� ���+��� 	
������ 	 ���

������	�( V∧f2r+1 �
��	�����( �
����	�
��� T(f) �� ���+��� 	
����" �	�
���� .�����
�������� 	
��� λ(f) (f = 1, . . . , r − 1) �� ������ ���,�/ !�

.�������� 0����������$��� ��� λ(r) �  !�"�1�� 
���� ���
-��� ���� �	�5���$�
���� ��	
��������� 	
����������� T(r)� ����
�� ���������� �	���
��� � �� �����



��� ��� ������������	 
���������� ��
��
���
�� ���������
��

���� �	
���	 ��� �	��������
�� � ����	� ��	������� T⊗N(1) 	���
�����
�������
��� T(1)� ��	 �
��� �� �	�	  ����! ��	 �	��������� ��������� 	�"
�������� Hi � 	���
���� �������
��� #$����%& ��
����� ���
� ±1! ��� ��	
�	��	���� 1/2 ��� λ(r) ��� �	������� ������� 	��������� Hi � �������
"
��� T⊗N(1) �	
���� ���� � �	���� '����	! ��� ( ��� � � �
��� �
���� so(2r,C)!

�������
�� T ′(r) �	 ����)�� ��	�

λ′(r) = 2 λ(r) = (1, 1, ..., 1) , #$�*�+$&

���	���� ��� ������������	����	 �	��������
�� � T⊗r(1) ! �������� � ��	"

�������� V∧r2r+1� ,���)�� ���	� �
� -�	�	 �������
��� � ��	� #$�*�+$& �����
 	���
	� #$�*�+�& �
� f = r #��� .����� ��&�
'�����! ��	 �
� �
���� so(2r + 1,C) �� ��� �	
��	 ���� ����	��	 ���"

����
��! � 	�
��� 	� �
���� so(2r,C)! � �	�	�	� ����� ��� �-�����
�����
����	���� �������
��� �	 ����)��� ����� λ(r−1) � λ(r) #��� #$�*�*�&&� ,���	�"
�	 �������
�� T(r) �
���� so(2r + 1,C) ���� �����	���	 ��(! � /���
��
�����! ����� � ������ 0 �����	���! ��� ���� �	�����	! ��	 	���
��� �������"

�� T(1) �
���� so(2r+ 1,C) �	(�	 ���
��� � ����	� ��	������� ����	����
�������
��� T(r) ⊗ T(r)� 1	���! �	
������ ����(���� 	 �	�! ��	 
��	 �	��"
�	���	 �����	���	 �������
�� ��	��	� �
���� A ���	���� ��� �	����"
����
�� � ����	� ��	������� #$�*��2& �������
��� T(f) #��� �	�����
����	
1	��� �����&! �� �	
����! ��	 
��	 �	���	���	 �����	���	 �������
"
�� �
���� so(2r + 1,C) ���
���� ��� �	��������
�� � ����	� ��	�������
T⊗M(r) ����	���� �������
���! �� �	�����
� M ���� M = 2

∑r−1
f=1 f · nf + r · nr�

0 ���
���� -�	�	 ������ ��
�� 	�� �������! �������� �������
���
�
��� 3� so(2r,C) � so(2r + 1,C)�

�	
��	�� �� /����(��� ��� ( ��� � � �
��� �
���� 3� s�(r + 1,C) #��� �	�4
������ � ��)&! �� �	
����! ��	 �� �-�����
���� �������
��� �
��� 3�
so(2r,C) � so(2r+1,C)! �	�	�� ���
����� �� ����	�	 ��	������� 	���
�����
�������
���! ��
��������� �

T̄ = T ′ ⊗nr

(r) ⊗ T
′ ⊗nr−1

(r−1) ⊗ · · · ⊗ T⊗nr

(2) ⊗ T⊗nr

(1) (�
� so(2r,C)) ,

T̄ = T ′ ⊗nr

(r) ⊗ T
⊗nr−1

(r−1) ⊗ · · · ⊗ T⊗nr

(2) ⊗ T⊗nr

(1) (�
� so(2r + 1,C)) ,

#�������
��� T ′(r−1)! T
′
(r) �	 ����)��� ����� #$�*�+2& � #$�*�+$& � ��
�����  ��"

������
�����&� 5�� -�	�! ��� ( ��� � � �
��� �
���� s�(r+1,C)! ����)� ���
�����

λ =

r−2∑
i=1

niλ(i) + nr−1λ′(r−1) + nrλ
′
(r) ≡ (λ1, . . . , λr) ∈ Vr (nk, λk ∈ Z≥0) , #$�*�+*&

�

λ =

r−1∑
i=1

niλ(i) + nrλ
′
(r) ≡ (λ1, . . . , λr) ∈ Vr (nk, λk ∈ Z≥0) , #$�*�++&

�
� �������
��� �
��� 3� so(2r,C) � so(2r + 1,C)! �		��������	� ,���)� �"
�� #$�*�+*& � #$�*�++& �	(�	 ���	4���	���� � ��������	� 6��� [λ1, λ2, . . . , λr] #���
/���$�%&! � �	�	�	� ���
	 ���	� � ����)�� r�

��� ��������	�
�� ������������ ������ Sr� ������ ���
������������� ���

��������	
��� � ���� ����
��� ����� �����
���
�	 ������ ���	 ���� �� �����

��	
� !"�#����$ ���%	 ��	��	�& ��� ��
���� {ek(x) = χ[1k](x)} '��'(��' ����
��
�� !� �	��� ��������	
���$ �� ��
��� �� 
����� {hk(x)}& ��	 k = 1, . . . , N �
)����� � ���	���	 ������(*�� � ���	��	 P �%
� ���%	 �������� ��
	�
�	 
����
�� ��	�	

�� {p1(x), ..., pN(x)} ��� ���
�� {h1(x), ..., hN(x)} ��	����	���� ��
��
�� �

• ������ ���� 	
���� �� ��������� ��������� �
������� �������� � �������� ���
���� ���!� χ[k], χ[1k] �� ���"���� ��#���
� �"" Tr(gr)� � ����� k = 2, 3�

+ ���	���	 ��%
��� ��' �����%	
� ���	�� ����%	& ��� ��	����	���	 ��
��
���,��� χλ(x) ∈ P& �����	�����(*�	 ���������
� ������	-
�� λ = [λ1, ...λm]&
��	 m ≤ N & ��	������'(��' � ���	 
	������ ����
���� ���
�� ��	����	����
����
��� hk(x) = χ[k](x) !k = 1, . . . , N$�

�����	
���� ������ ����� λ = [λ1, ...λN ] � ��	
�	��	 �
	 � m ≤ N �����	��
��� ���� λk = 0 ��� ���� k > m�� ��������� (N ×N) �	����� A(x) � �������	��
Aij(x) = hλi+j−i(x)� 
�� hk(x) = 0 ��� k < 0� ��
�	 �������  ��	 χλ(x) ���!�
��������	����� ������	������

χλ(x) = det
(
A(x)

)
= det

(||hλi+j−i(x)||) . !"�#���.$

������������� !�� ���%	 /""0$� 1���
�& ��� ��
���� ,��� �%
� ���	�	����
� ���*�( ������ 2�����3���� !��.�"�$

χλ(x) =
det(||xλj+N−ji ||)
det
(||xN−ji ||) . !"�#���#$

4�	�� ||xλj+N−ji || � ||xN−ji || 5 (N × N) ������& �� 	��� i, j = 1, . . . , N 6 
�	��
����� � ��������� )���%	& ��� �	������� �	�	
�' ���� ����
��� � !"�#���#$ ���	

��	����	���� ����
�� !"�#���.$� )���� p 5 �	��	 ����� ����	& ��� 1 ≤ p ≤
N & � ����� e

(p)
r (x′) 5 r� ��		
���
� ��	����	��� ����
� �� �	�		

��

x′ = (x1, ..., xp−1, xp+1, ..., xN)� 3����& ������'�� ��������'*�� ��
���'� !"�#��78$&
������	 (∑

k

hk(x)z
k
)
·
(N−1∑
r=0

e(p)r (x′)(−z)r
)
=

1

1− xp z
. !"�#���8$

9�	��& ��� ��� �� k � �	�� ����� !"�#���8$ �%
� ����������
��� 
� �	��
�
�	���� k ∈ [−∞,∞]& 	��� ����
���& ��� hk = 0 ��' ��	� k < 0� :������' ��	
����� ���	
���� !"�#���8$ �� z& ������ ������

N∑
j=1

hq+j−N(x)(−1)N−je(p)N−j(x′) = (xp)
q ,

�� ������ ��� q = λi +N − i ��	��	� ����
��	
�	 ��' ������	�	
�' �����

||hλi+j−i(x)|| · ||(−1)N−je(p)N−j(x′)|| = ||(xp)λi+N−i|| . !"�#���;$



��� ��� ��������	�
�� ������������ ������ Sr� ������ ���
�������������

������� 	
���
��� k��� ���������� �	��
�� ����	
� ��������� ��� ����
��		�� ���� ������� ! ���������"� #�	�$�

P̃ (z) =
∞∑
k=1

Tr(gk)
zk

k
, P (z) ≡ ∂zP̃ =

∞∑
k=1

pk(x) z
k−1 =

N∑
i=1

xi
1− zxi

. �������%!

�����	
���� ����� ���������	�
 ������ H(z)� E(z) � P̃ (z)� �����
 �
��������� � ���������� ������ ������
����

H(z) = exp
(
P̃ (z)

)
, E(z) = exp

(−P̃ (−z)) . ��������!

 �!��� ����
���"
���# �����$ ��������� � �������%� ����&
�����'� ������
(
���

hr(x)− e1(x)hr−1(x) + e2(x)hr−2(x)− · · ·+ (−1)rer(x) = 0 , ��������!

r hr(x)− p1(x)hr−1(x)− p2(x)hr−2(x)− · · · − pr(x) = 0 , ��������!

r er(x)− p1(x)er−1(x) + p2(x)er−2(x)− · · ·+ (−1)rpr(x) = 0 , �������&!

)�
 r = 1, . . . , N � *�����
�� �������+� � �������,� �����'��� ����	�
�� ����

���
�

�������������� '�������� ��(������� det(A) = exp(Tr ln(A))) ������� ���
����
���� ��� �*�+ �
���$� A) 
 �
�(� �
���(�	��� ln(1 − z) = −∑∞

k=1 z
k/k) ������

��	
	�� � ��
��� ,
���� �
��	��� �������&! � ��������! ��(	� ������
���� � ����
#�	�$�+ exp

(
P̃ (z)

)
� exp

(−P̃ (−z))) �����������		�� ����
 ������ ����	�-�	��
��������!� .� /��� ��
�	�	�+ � �
��	��� �������0! �����
�� #�����
 H(z)E(−z) = 1)
�����
� �
�� ��(������

( ∞∑
k=0

hk(x) z
k
)( N∑

k=0

ek(x) (−z)k
)
= 1

1
��
2
� ���� ,
��� /��2� ��(�����
 �� z) �� ����,
�� ����	�-�	�� ��������!�
3
����� ������) ,�� ���������"�� #�	�$�� H(z)) E(z) � P (z)) �
�
		�� � �������0!
� �������%!) ����
	� �
��	���
��

∂zH(z) = P (z)H(z) , ∂zE(z) = P (−z)E(z) , ��������!

������� ����,
��� ��##���	$����
	��� �*��� ,
���+ ��
�	�	�+ ��������!� '���
��
���� � �
��	���
 ��������! �
���(�	�� #�	�$�+ H(z)) E(z) � P (z) �� z) �� �����
,
�� ��������! � �������&!�

.�����	�) ,�� � 
�2�*�� P ���� ��������,����� ����	���� �� N ������		��
{x1, . . . , xN} 	
� ��������� K = R,C � �
,����� �*�
��"�� ��(	� ��*�
�� N /���
��	�
�	�� ��������,����� ����	���� {e1(x), ..., eN (x)}� .� ��
�	�	�+ ��������!) �
��
�
2
� �� ����� � ��
��� ,
��� �� z) �������) ,�� #�	�$�� {hk(x) = χ[k](x)} �
{ek(x) = χ[1k](x)} ��(	� ���
���� � ���� ����	���� �� #�	�$�+ {pk(x)}) ���,��
������� �������	 
��� �������� ��� K = R ��� K = C� ���� ����	�� �������� ���� ��������

���� ���� Z � Q�

��� ������������	 
���������� ��
��
���
�� ���������
�� ���

�� ����	��
����� ��������
�� ������������ ������ sp(2r,C)
������ Cr��

����� 	
���� �� sp(2r,C) �������
��� � ��������� 	 ������	 ������� ������ �	�	
� �������� ����  	!��
 ����� " #����� $����� ���	 ������� ������ ��������� #�	�����$
�����%� �	&� �
��#&'#& ������# (#��	����	
)��� ����� �
$ 	
���� sp(2r,C)*

λ(1) = (1, 0, 0, . . . , 0) = e(1) , λ(2) = (1, 1, 0, . . . , 0) , . . . ,
λ(r−1) = (1, 1, . . . , 1, 0) , λ(r) = (1, 1, . . . , 1, 1) .

���+��,�

-�� ������	�
���$ T(f) 	
���� sp(2r,C) �� ��	�.��� ���	��� �	����� (#��	���/
�	
)��� ���	� λ(f)� ������� �������
��� � ���+��,�� ������#&� � ������	����	�
���+�+0� � ��	
�!#&��$ �	� 	��������������� ���!����� ����!������$ ������
$/
&'��� ������	�
���$ T(1) � ����� λ(1)� 1��&�	 � �! (���#
� ���+�0� �
��#��� ��� ���
������������� ������������ ������	�
���$ 	
���� sp(2r,C) ��2�� ��������) �	�
���������	�
���$ � ��$��� ����!������� ������
$&'�� ������	�
���� T(1) 	
��/
�� sp(2r,C)� -�� 3�� ������������ ������	�
���$� ���&'�� ��	�.�� ���	 ���+�0�*

λ =

r∑
i=1

niλ(i) ≡ (λ1, . . . , λr) ∈ Vr (nk, λk ∈ Z≥0) , ���+����

#�#� ������)�$ �	� ������������ ���������	�
���� �

T̄ = T⊗nr

(r) ⊗ T
⊗nr−1

(r−1) ⊗ · · · ⊗ T⊗nr

(2) ⊗ T⊗nr

(1) .

4�� 3���� �	� 2� �	� � � �
#�	� 	
��� s�(r+1,C)� so(2r,C) � so(2r+1,C)� ��	�.��
��� ���+���� ��2�� 	���5�����	�) � ��	��	���� 6��	 �	  ������� # ������� ���
�
������ �� �����.	�� �	�� r 	
���� sp(2r,C)�

7�	�� � �#���	� �� 8 �� 3���� �	!��
	 �� ���������������	
�� ��� (#��	���/
�	
)��� ���	 	
��� s�(r + 1,C)� so(n,C) � sp(2r,C) ���������
)�� �	��� ��	�.��
���	� ������������ ������������� ������	�
���� T(f) 3��� 	
���� -�� ������	�/

���$ T(f) �
� ��������� $���� !	 ���
&������ ��������� ������	�
���� 	
���
so(n,C)� � ������� ���) ������ ��2�� � �	!��
� ���� 9�� �	��� �� !	���.�
� ��/
�	!	��
)���� 9������ ����� �
$ �
#�	$ ������� 	
��� �� �
	��������� ������

�� ���
����

4������� ��� ���������� ������	� ��$!	���� �� :�
#�	�����: �!����(�!�	�� ����
�	!��
 �������� ������ �	��� ������* so(4,C) = s�(2,C) + s�(2,C)� so(5,C) = sp(4,C)
� so(6,C) = s�(4,C)� � ��#��� ������������ ��2�# ������	�
���$�� � (#��	���/
�	
)���� ���	�� 3��� 	
����

���
�� � so(4,C) = s�(2,C) + s�(2,C)�
;
$ 	
���� so(4,C)� �	���	����	$ �� �	� �	����� �
#�	� �'�� 	
���� so(2r,C)
���� ��.� �#��� � �	����� �	!��
	�� ���
	��� ���+�+�� �� ����� �
��#&'�� (#�/
�	����	
)��� ���	 λ(1) = (1/2,−1/2) � λ(2) = (1/2, 1/2)� �������� �	� �
� #�	/
!	�� ��.� � �#���� �� ��
2�� ������������	�) ��#� ��3����	
������ ���������
������	�
���$� 	
���� so(4,C)� < ��
#������� 	
���� s�(2,C)+s�(2,C) ��������
������	����� V2 = R2 �	�2� ��#����� ���$�	$ �#��	 ��#� ���������� ��������



��� ��� ������������	 
���������� ��
��
���
�� ���������
��

������	
��� ��		���� s�(2,C)� �� �	� ������� �� ������	 � �	����	 ��� � ��
��	 �
�	

�� �	����	� ������� ��	 ������� ���
� (1, 0) � (0, 1) � �����������

� ��	 ��
�
�	��
�	��
�� ���	 (1

2
, 0) � (0, 1

2
)�  ��!�� so(4,C) � s�(2,C) + s�(2,C) �������
�

��� ����� ��"���� ��	 
����������� ������	���
�� so(4,C)� �� ��	�#��� ���	���
�	�
��� ��
�	��
�	��
�� ���	� λ(1) = (1/2,−1/2) � λ(2) = (1/2, 1/2)� ���$
� !���
"����	��
�
� ���� ��
�	��
�	��
�� ������	���
��� 	��!�� s�(2,C) + s�(2,C) �
���	�� λ′(1) = (1

2
, 0) � λ′(2) = (0, 1

2
)� �������� �	��� �!�	���� ��	%� ���� ���
��
��

������	���
�&��� ��� so(4,C)� '������� (�� ����� �� ������� )*���+� ��������

�
���
��	�� ��	
�	��
�� �!��
	(�
��,

(j1, j2) ≡ n1λ
′
(1) + n2λ

′
(2) =

(n1

2
,
n2

2

)
, n1, n2 ∈ Z≥0 ,

��� 
����������� ������	���
�& ����������& 	��!�� so(4,C) = s�(2,C)+ s�(2,C)�
�� j1, j2 ∈ Z≥0/2 - ���	 )���
�� ������	���
�& �����& � �����& ���	��!� s�(2,C)�
�����������

��

����	� 
� so(5,C) = sp(4,C)�
.�� 	��!�� so(5,C) ���	�
� )*���/�� �� ����� ��
�	��
�	��
�� ���	 λ(1) = (1, 0)
� λ(2) = (1/2, 1/2)� ������� ����%��� ��	�#��� ���	�� ��������%0�� � )���
����
�

��� ���
��
�� ������	���
�&� .�� 	��!�� sp(4,C) �� ����(	�� ��
�	��
�	���

�� ���	 λ′(1) = (1, 0) � λ′(2) = (1, 1)� ������� �����������

� �	�
� ��	�#��� ����
��������%0�� (���������
�� ������	���
�� � ������	
���� V4 � ��	�#��� ����
	
����������(
�� ���������	�
� ������	���
�� 	��!�� sp(4,C) � ������	
����
V∧24 � 1	� �	� 	
����������(
�� ������	���
�� 	��!�� sp(4,C) � ������	
���� V∧24

��������� � �����$�� ��
����
�� ���������	���
��� �� 	
����������(
�� ������
����	�� ������	���
�� � ����� λ′(2) = (1, 1) 	��!�� sp(4,C) ����� �	����
����

4 · 3/2 − 1 = 5� �����	� �	�
	 �	����
���� ��������%0�� ������	���
�� 	��!�
�� so(5,C) � ����� λ(1) = (1, 0)� 2 ���� ����	��
�� �	����
����& ������	���
��
λ′(2) = (1, 1) 	��!�� sp(4,C) ���$
� !��� ���$�������
� � ��������%0�� �����

��	���
��� λ(1) = (1, 0) 	��!�� so(5,C)� 	 ���	�#���� ��������%0�� (����������

�� ������	���
�� )�� ��	�#�� ����� λ′(1) = (1, 0)� 	��!�� sp(4,C) ���$��������

���� �� ���
��
�� ������	���
��� 	��!�� so(5,C)� � ������� ��	�#�& ��� �	��

λ(2) = (1/2, 1/2)�

����	� �� so(6,C) = s�(4,C)�
.�� ���� �������
�� 	��!� so(6,C) � s�(4,C) �� ����� �����������

� �����%0��
��
�	��
�	��
�� ���	

so(6,C) : λ(1) = (1, 0, 0) , λ(2) = (1/2, 1/2,−1/2) , λ(3) = (1/2, 1/2, 1/2) ,

s�(4,C) : λ′(1) = (1, 0, 0, 0)− 1

4
u , λ′(2) = (1, 1, 0, 0)− 2

4
u , λ′(3) = (1, 1, 1, 0)− 3

4
u ,

�� u = (1, 1, 1, 1)�  
����������(
�� ������	���
�� 	��!�� s�(4,C) �� ��	�#��
����� λ′(2) )��&����%0�� � ������	
���� V∧24 � ����� �	����
���� 4 · 3/2 = 6� �����	�

�	�
	 �	����
���� ��������%0�� ������	���
�� T(1) 	��!�� so(6,C) �� ��	�#��
����� λ(1)� ��"���� 	
����������(
�� ������	���
�� λ

′
(2) 	��!�� s�(4,C) ���$�

����������� � ��������%0�� ������	���
��� λ(1) 	��!�� so(6,C)� '��	�#���� ��	

���� ��������	
 �������� �������� �	������� ���� �������� �����������
 ����������

��
�������� ����	���� � � ������������	
 � �	������	����

��� ��������	�
�� ������������ ������ Sr� ������ ���
������������� ���

�������� 	
����	�� g ��������� � ��������� �� 
	������ ��� ��������	� χ[1k] � χ[k]

��������������	�	 � ����������	�	 
������������ ���� ���� ����������
!	�������"���	 �	�	 ��	 #���$�� H(z) � E(z) �������� � ��������� �������%

���"�	 ����&��� 
�	���	��'��� #���$���� �		����������	 ��� ��������	� χ[k] �
χ[1k] �	�	��� ���� �&��� � ���� 
	���	�	� ��������� �� 	�������� �������& �
�������� ���	��	����"�	�	 �
�� ������

�����	
��� !�� �����$ g ∈ U(N) �	�	��� 
	 	
��������& ����	��������� 
�	%
���	��'�� #���$�� H(z) � E(z) �������� � ��������� ���&� �������������� 
���%
���������

H(z) ≡
N∑
k=0

χ[k](g) z
k = det−1(IN − z g) , �������(�

E(z) ≡
N∑
k=0

χ[1k](g) z
k = det(IN + z g) . ���������

!���������"�	 �	 ������ �������(� � ��������� �����  � ������� �� �������� ���������
���H(z) � E(z) ��� ��� � 
����� ������ )��� �������� ��	�� 
�	��������� �	*�����%
��� �������� �����$ (IN − z g)−1 � (IN + z g) �	 ���" �� �������������

• ������ ���� � 	
 �������� ����������
������ ������� g� ��������� ��� ����
������ �� !������ E(z) �� "�����
��� χ[1k](g) ��
��� "�����
������
����
��������� ���
��� �� �� ����#
��� �� z �
�
�������� $��%��&�'� ( ���
��
 ����������
��) (N ×N) ������� g �������� "�����
������
���
 ��#�
�
���� $������� ����	
������	�'*

N∑
r=0

(−g)r χ
[1(N−r)]

(g) = 0 , �������+�

$�������
����� ��#�
���� $��%��&�' � �+ 
� ����
 ���� � ����
 ,-./''�

• ������ ��%� 0������� ��#�
���� (Tr(g))n =
∑

λ�n f(λ) χλ(g)� ��
 f(λ) 1 ����
����������" ��+��� ��
� �" !���� ��������� 2��� λ� 3������
* ����
����������� !�����) $����.%'� 4���
���� 5�� ��#�
���� �� ����� n = 3�
�������� ���
����� $��%�6�'� $��%�6�' � $��%�6%'�

,����� ����������� 	*	�������� ��� ��������	� χ[k](g) � χ[1k](g) �� ���������-

hk(x) =
∑

i1≤i2≤···≤ik
xi1 xi2 · · ·xik , ek(x) =

∑
i1<i2<···<ik

xi1 xi2 · · ·xik . ���������

.	��� 
�	���	��'�� #���$�� ��������� ��
�����&��� �����&'�� 	*���	�

H(z) =

∞∑
k=0

hk(x) z
k =

N∏
k=1

1

(1− z xk)
, E(z) =

N∑
k=0

ek(x) z
k =

N∏
k=1

(1 + z xk) . �������/�

0���$�� hk(x) � ek(x) ������&��� �		����������	 k%�� ��	���� � �	��������
���� ��������������� 
	���	���� 	� N 
��������� x1, x2, . . . , xN � ,����� �'�
	��� ��*	� �������������� #���$��

pk(x) = xk1 + xk2 + · · ·+ xkN = Tr(gk) , �������1�



��� ��� ��������	�
�� ������������ ������ Sr� ������ ���
�������������

χ[2,1]1(g) = 2
∑

i<j<k

xixjxk +
∑
i �=j

xix
2
j = χ[2,1]2(g) . �������	


������ ��� �������� χ[2,1]1 � χ[2,1]2 � �������	 � �������	 � ������� �� ������
������ � �������� ε� !�� �� �� ��� � �"�#����� ���� $���"#�� ������	 ��
���%���� χ[2,1]1 = χ[2,1]2 ≡ χ[2,1]� �� ��� �������� � ������� �� ����������� ����
�������	 � ������ ��&��'� (� � Tλ� �� ������) �������� ��#�������� � �������
������ �� *���� Tλ ��� #�� ����� (� � λ	�

• ������ ���� 	
����� ��������� ��������  �������� � �
���� �������� � ���������
� ���� ��������� ��������  �������� ��! �����! N = 3 � �����������
"
�
���� #$
%&'��� ���(�����

• ������ ���� 	
����!�� �

��
)��!� ��������* ��������* ������(�  ��������* +�
&
����� �
,������ ��! -���$���
�* $
�
� � �����.� � +����� +�
������!
+����������" ��������/

χ[2](g) · χ[1](g) = χ[3](g) + χ[2,1](g) , χ[12](g) · χ[1](g) = χ[13](g) + χ[2,1](g) ,
�������	

0�� χ[1] = Tr(g) ≡ p1 � -���$��� 
+�����!.1�0
 +����������!�

�����	
���� ������ ��������� χ[k](g) � χ[1k](g) 	
� �
����� �����������
� �
����� ��������������� ���	����
���� ������ U(N) ����� ��	 ������
���� � ���������

χ[k](g) =
∑

i1≤i2≤···≤ik
xi1 xi2 · · ·xik , χ[1k](g) =

∑
i1<i2<···<ik

xi1 xi2 · · ·xik , ��������	

�	� x1, x2, . . . , xN  �!�������� "������� �����#� g ∈ U(N)� $��"�	�%�� &����
#�� 	
� '�������� χ[k](g) � χ[1k](g) "����������� �
�	��%�� !��"�

H(z) ≡
∞∑
k=0

χ[k](g) z
k =

N∏
k=1

1

(1− z xk)
, E(z) ≡

N∑
k=0

χ[1k](g) z
k =

N∏
k=1

(1 + z xk) ,

��������	
�	� �� �
(�
� χ[1k](g) = χ[k](g) = 1 ��� k = 0�

�������������� +�������� ��� ��#�������  �%��� U(N)� ���������%,-
#�� ������ (� � [1k] � [k]� #)���%� � ������������� ��������, �������������
��� � ����������� ������� ��� � k ���� ���#� �����	� .%��� �����'� g ∈ U(N)
����#�� � #�� �������) *��� g = diag(x1, . . . , xN)� /� #� #)���� 0����� g ��
��������� ������ ψ ∈ V⊗k ��� � k ����������� � ��#

ψi1,...,ik → [g · ψ]i1,...,ik = (xi1 · · ·xik) ψi1,...,ik , �������1	

� ��#�������� 0����� g ∈ U(N) � 0��� ��#�������� ���" �����%,��� � ��#
#�� �������� �����' � #�� ��������� 0������� (xi1 · · ·xik)� 2�#��� % ������
����� �������� ψi1,...,ika ��������, �������������� � ������ ψa ∈ V⊗k ��"��
%����#����� ��� i1 < i2 < · · · < ik� � % ���������� �������� ψi1,...,iks ��������,
���������� � ������ ψs ∈ V⊗k ��#��� �� %� &��� %����#���� ��#%,-�� �&�
�����3 i1 ≤ i2 ≤ · · · ≤ ik ���� ���#� �����	� .�0���%� �%����%� �� ��&������

��� ������������	 
���������� ��
��
���
�� ���������
�� ���

������	
����	 ������������ ������� s�(4,C) � ����������� ������������ ��
������
 ����
 λ′(1) � � ���������������� � ��
� ������������ �� ������
 ����

λ′(3) ����������� � ������������ V∧34 � � ��� ���������� � ��
� ��!���������"

��
� ��������
� ������������
� �� ������
� ����
� λ(2) = (1/2, 1/2,−1/2) �
λ(3) = (1/2, 1/2, 1/2) ������� so(6,C)#

• ������ ��� �	
����� �	��
	� �������� ����� ���������
���� ���� λ(i)� �	�
	������� !�� �������� "�	���# $	���� ���%�&%�� ���%�&&�� ���%�'%�� ���%�'���
���%�''� ��$
 ����
���# �
(�)� *� ��������� � ������ �� +&,�-

G2 : λ(1) = (0,−1, 1) , λ(2) = (−1,−1, 2) ;
F4 : λ(1) = (1, 0, 0, 1) , λ(2) = (1, 1, 0, 2) , λ(3) =

1
2
(1, 1, 1, 3) ,

λ(4) = (0, 0, 0, 1) ;

E6 : λ(1) = (−1
3
,−1

3
, 1, 0, 0, 0, 0, 1

3
) , λ(2) = (−2

3
,−2

3
, 1, 1, 0, 0, 0, 2

3
) ,

λ(3) = (−1,−1, 1, 1, 1, 0, 0, 1) , λ(4) = (−5
6
,−5

6
, 1
2
, 1
2
, 1
2
, 1
2
,−1

2
, 5
6
) ,

λ(5) =
1
2
(−1,−1, 1, 1, 1, 1, 1, 1) , λ(6) =

2
3
(−1,−1, 0, 0, 0, 0, 0, 1) ;

E7 : λ(1) = (−1
2
, 1, 0, 0, 0, 0, 0, 1

2
) , λ(2) = (−1, 1, 1, 0, 0, 0, 0, 1) ,

λ(3) = (−3
2
, 1, 1, 1, 0, 0, 0, 3

2
) , λ(4) = (−2, 1, 1, 1, 1, 0, 0, 2) ,

λ(5) =
1
2
(−3, 1, 1, 1, 1, 1,−1, 3) , λ(6) =

1
2
(−2, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 2) ;

λ(7) = (−1, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 1) ;
E8 : λ(1) = (1, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 1) , λ(2) = (1, 1, 0, 0, 0, 0, 0, 2) ,

λ(3) = (1, 1, 1, 0, 0, 0, 0, 3) , λ(4) = (1, 1, 1, 1, 0, 0, 0, 4) ,
λ(5) = (1, 1, 1, 1, 1, 0, 0, 5) , λ(6) =

1
2
(1, 1, 1, 1, 1, 1,−1, 7) ;

λ(7) =
1
2
(1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 5) , λ(8) = (0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 2) ;

����� ������	
��� �����	�� ���
�
��

$���% !��
���� Xa (a = 1, . . . , dimA) ����&��� ��&�� ������� ������� '� A � ����"
������
� �����������
� [Xa, Xb] = Cd

abXd � gab ( 
������) �������� � 
������
*������� � ��������
 ��&���# *�� ���� ����&��� � ������ ����� ����� ��
# ��&"
�� ��������) �������� Ĉ2 = Xag

abXb ��

������� �� ���
� ����&����
� Xa ∈ A �
��&������� ����������
 ���������
 *�&�
���# +�����
 ���
������ ����&����	
{Hi, Eα} ��&��� *������ ( +���� ������� '� A ���) ����� 
������ *������� � !��

��&��� �
��� �� �,#�#-� � �,#�#��) � ����������� �������� *�&�
��� &����������
� ��
��%� !��� 
������ �������
 ����&�


Ĉ2 = Xag
abXb =

r∑
i,j=1

Hig
ijHj +

∑
α

EαE−α , �,#-#�.�

�� ��

�
∑

α ��� �� ���
 �����
 α#

• ������ ��� .	$������ ��	 	"����	� /������� ���&�'��� ��"������� � )�����
/������01��
�� $	������� �	 ����� 	)��� !��� {Hi, Eα} �
(�)�� *�
A� 2$������- �	�"	
��	������ �	3�����	� Cf

abgfd = −Cf
adgfb� $	�	�	� � )��

���� /������01��
� ���� �
	��� Nα−β,β = −N−α,β �



��� ��� ������������	 
���������� ��
��
���
�� ���������
��

��� ��� ��	
���
 Ĉ2 ������
	� �� ��	�� ��
������� ���	�
� ��� �� �������

�� �	��	 �
� Ĉ2 �
���
������	� 	�������� ��	
���
 � ����� �	�
��������

�����	����� �
	������	��� T  !�"##���	�� �
���
������$������ ��������� 	��

c
(T )
2 � ���������	
�� ����� ���������� �������������� ����� ���	�� ��� ����
������ |u〉 � ����������� ���������� ������������� T (λ) � ������� ���� λ

�� ����� Ĉ2|u〉 = c
(λ)
2 |u〉� � �������� ��� ������� ������ |λ〉 ����������

Ĉ2|λ〉 =
(

r∑
i,j=1

Hig
ijHj +

∑
α>0

(EαE−α + E−αEα)

)
|λ〉 =

=

(
r∑

i,j=1

λig
ijλj +

∑
α>0

[Eα, E−α]

)
|λ〉 =

(
(λ, λ) + (λ,

∑
α>0

α)

)
|λ〉 ,

����� !"

��� �� 
��� 
����� Eα|λ〉 = 0 ��� ���� ��#����$��� ����% α� � ����������
����� !" ���	
�&�� Hi, Eα ����
�� ������$ ��� ������� T (λ)(Hi), T

(λ)(Eα)� ��%'
���
�&�� � ����������� ������������� T (λ)� (����������� )������ Ĉ2 � ����'
��������� T (λ) ����*������ �������% �����*� � �)++�*����� ����*�'
���$����,

c
(λ)
2 = (λ, λ+ 2 δ) = (λ+ δ, λ+ δ)− (δ, δ) , �����-."

��� �� ����$	���� ���������� �	�������

δ =
1

2

∑
α>0

α . �����-/"

������� 0�� ������� 1� s�(2,C) ���� �� ��&�������% +��� su(2)"� ����� ���'
�� �����������% ��#����$��% ����$� �����% α = 1 �� ��������� � ���%

���� *���� ��� ��
*���� �����"� �� ��
���� δ = 1/2 � ��������� 	������� c
(λ)
2

)������� Ĉ2 ���� λ(λ+ 1)� ��� λ ∈ Z+/2 ���� �
��� � ��	���� ��	�
"�

2���� �� ������ �� ������% ��� λ ��������� 	������� �����-." �����������
������� 3�	����� � ������������� T (λ)� ���� ������ 
����#����� � ��� ��

c
(λ)
2 ��������� ������% ��� λ" � �&�� ��
��� �� �������� � ���$� 	������� �����-."
��� ������� Ĉ2 = gabXaXb � ������������� T (λ) �� +�����
�� �����$� ����'
��% ��� λ = (λ1, . . . , λr)� � 	����� �� �#�� � �&�� ��
��� ��	���� ��	�����$
��)������������ ����������� ������������� ������� A� � ��������� �������'
�� 	������� �����-." ����������� ������� 3�	����� �
��� �������� ��� ���
������������� T (λ)� ��� � ��� ��������������� � ���
 ������������� T̄ (λ)� � �'
��� ���	
�&�� ����� ��� T̄ (λ)(Xa) = −T (λ)(Xa)

T � �)��
 T̄ (λ)(Ĉ2) = T (λ)(Ĉ2)
T�

0�� ��� ���� ��	�����$ ��)������������ ������������� T (λ) � 	�+��������$
������% ��� λ = (λ1, . . . , λr)� ������� ��� ����% ������� 1� A ����� r > 1
��������$ ���� ��������$��� ��	�������� ������� 3�	����� ���� ��	���
�����
 ����% ����� �����"

Ĉk = da1...ak Xa1 · · ·Xak , da1...ak = ga1b1 · · · gakbk Tr(Tb1 · · ·Tbk) , �����-4"

�����������	� �
�������� ����	���� ������� �	 s�(2,C)� ��� �
�
�
� �� λ �	��	������ ������	�

�� c
(λ)
2 = λ(λ+2δ) � �
��
���� �
 ���
����
��	� 
������	� λ+ δ → −(λ+ δ)� � � ����
� λ ∈ Z+/2

�� λ �	��	������ 
��
�����
�

��� ��������	�
�� ������������ ������ Sr� ������ ���
������������� ���

�������� �	
��� ����� � ����� ��	��	��� ���	 λn � �� �	
��� � 
����	 �	��
�	���� 	����� Tλn� ���� � �� �	
���
	 �����!�� �  ���
�"# [g⊗n, s(Ui1 · · ·Uik)] = 0�

���	$%��� �� &
��'����" ������

(	���	 g = ||gij || ∈ U(N) ) ��	���	��� ��	 ���� &
��'����� ������ � ��'�
��� *��
����	 � *���%�$ *�����	��
	��" +�
�
	������� g → h−1 · g · h � ��	���
�	����� ����� g → X = diag(x1, . . . , xN)� ,���	� �	� ���� *��	�	�� 
 �	����� ������
-	�	��� χλn(g) = χλn(X) "
�"��" �������.����� *�������� ��*��� n � N *����
�����- {xi}� ������ �	��
	��" *��������/ �	 ��" ��	��	��� λn� 0*���������
�������.����- *�������
 / �	 ���� �	�� 
�1� 
 �������	���� ����� �2�3�2!��
�2�3��2� 
 �	����� ����� ��� ��� *���"�� 
 ����	 �� �*��������� *�������
 / �	
� �� �	�� 
 4	��.	��� 
 ����� +��� 5	����	�� 6��� �	 �2�3�2!�� �2�3��2� �� 
*����
"
�	"� 	� �	� �*�����"� *������� / �	 
 
��� ���1���" �
 - 	���������.��
���- *�������
� 7�'�� �	 ����
	��� �*��������" -	�	����
 ��������� �� *��
����
"
��� 
��	'���" ��" *�������
 / �	 
 �� .	� �������- �*���	����- ��	��	��
���	 λ�

��	
���� 8�.����� -	�	���� �������� ��" *����	
����� �� **� U(N)� ������
���
��
 $ *�����1�� ����*���	� ���3�22� � ���3�29� ��" 	����� C[S2] � C[S3]�
:�� +�� � ��� ��*�����
	� ���� $%�� �����	.���" ���� 	�'� ���;�<2�� ���;�<���

Pk = s(σk) = I⊗(k−1) ⊗ P ⊗ I⊗(n−k−1) , gk = I⊗(k−1) ⊗ g ⊗ I⊗(n−k) , ������;�

��� P = �	���	 *����	��
��� :���	
�� *����	
����" s(e(T[2])) � s(e(T[12])) �����
*����
 ���3�22� 
 ���� � ��������� 
 ��� ��	� *�� .	��

χ[2](g) =
1
2
Tr
(
g1 g2 (1 + P1)

)
= 1

2
(Tr g)2 + 1

2
Tr(g2) ,

χ[12](g) =
1
2
Tr
(
g1 g2 (1− P1)

)
= 1

2
(Tr g)2 − 1

2
Tr(g2) .

������2�

:���	��
�	 
 ���� � �������� ���	��
 ����*����
 ���3�29� 
 *����	
����� s �	�

χ[3](g) =
1

6
Tr
(
g1 g2 g3 (1 + P2 + P1P2)(1 + P1)

)
=

1

6
p31 +

1

2
p1 p2 +

1

3
p3 , ��������

χ[13](g) =
1

6
Tr
(
g1 g2 g3 (1− P2 + P1P2)(1− P1)

)
=

1

6
p31 −

1

2
p1 p2 +

1

3
p3 , ������3�

χ[2,1]1(g) =
1
3
Tr
(
g1 g2 g3(1− P2 + ε(1− P1)P2)(1 + P1)

)
= 1

3
p31 − 1

3
p3 ,

χ[2,1]2(g) =
1
3
Tr
(
g1 g2 g3(1− P1)(1 + P2 − ε P2 (1 + P1))

)
= 1

3
p31 − 1

3
p3 ,

��������

��� �� ��*�����
	�� ��	��� �����	.���" pk ≡ Tr(gk)�

• ������ ���� � 	
������ � ������������� ���������� ��������� ��������� ��������
� ���������

:��
���� �	��� g � ��	���	����� 
�� g → diag(x1, . . . , xN)� ���	 -	�	����
������2�� ��������� ������3� � �������� 
��	'	$�" 
 
��� �������.����- � �����

χ[2](g) =
∑
i≤j

xixj , χ[12](g) =
∑
i<j

xixj ,

χ[3](g) =
∑

i≤j≤k
xixjxk , χ[13](g) =

∑
i<j<k

xixjxk ,
������9�



��� ��� ��������	�
�� ������������ ������ Sr� ������ ���
�������������

�������		
� �	��	�� ������� P (Tλ)� �� �� ���� ������	� ��	 �����	����
���������	��� V(λ)� ������� �������� ������ �������� P (Tλ)�

• ������ ���� �	�
����� �������� ��� 
��������	��  ���
��������	�
�� �������� � �	����� ��������  �	����� �������	
� ����� !�  ����� ��
����
������" T ([1n])  T ([n])�

������� ������� ��� �����	���� 	���������
� ���������	�� T (λ) !���� SU(N)
� SL(N,C) �������	� ���"	� �����	��# ��� ��	����	
� �
�����	���� $���� ����%
	� &������ �� 	�
���� &����� ��'��� �����() � ����"���# �
*� � ������
����� � �
� ������	 �� �
�"�	�� �+�,��, ��� �������� !����
 SU(N)� �������
� ���' ������# �
������� �� &�����
 -���� �+�,�+) � -
�"�	�� ��� �����	�����
������� � ���		�� � .����"��	�� ������� ������� �� ��/�!� ��������	�� �����%
���� �		�!� � �+�,�) �

0������ ��� ������	���� V = CN ��������'/�!� ���������	�� T !����

SU(N) ��	������		� �������� � ������	����� ��������'/�!� ���������	�� T ′

!����
 U(N)� 1�	�� ��� �	���	�	
� ���������	��� V(λ) � V⊗n ��� ����
� ���%
������	�� T⊗n � T ′⊗n ��������'/�� ���������	�� !���� SU(N) � U(N) ��"�
�����'�� 2������� �� ��� ����� !����
 SU(N)� �� � ��� ����� !����
 U(N)�
�
 ��"�� �����#����# ��	� � �� "� �����3��		
� �������
 ������4 � 2�� ����� ��%
	��� ������� ���	��#� ��� �	���	�	�� ���������	���� V([1N ]) ⊂ V⊗n� ������		��
� ����/#' ���	�!� 	�������������� P (T[1N ])� � ����� !����
 SU(N) ��������
������	����� ������#	�!� ���������	���  � ����� !����
 U(N) �������� ���%
���	����� 	�������#	�!� �������		�	�!� ���������	�� T ′([1

N ])5 g → det(g)� !��
g ∈ U(N)� 6��� �
 ����� ���������# ����� ��/�� ����� ����3 g ∈ U(N)�
7� �� �'��' ����3� g ∈ U(N) ��"	� ���������# � ���� g = det1/N(g) · h� !��
h ∈ SU(N)� �� ����� !����
 SU(N) ����� ������#�� �� ����� !����
 U(N) ���
&���3�� det(g) = 1�

����	
���� ������ ����� g = ||gij || ∈ U(N) � λn � ��	
�	��	 �
	 � n �����
�	��� ������ ����

χλn(g) := Tr
(
(g ⊗ · · · ⊗ g)︸ ︷︷ ︸

n

P (Tλn)
)
, �����8� 

�� �	����� �� �	���	����� ����� � �����	� �	����� Tλn ��	����� ������ ��
����� ��	
�	��� �
	 λn� �  �� ��� �	�	������ 
��!!� U(N) � ��!���������
!�����	������ T (λn)" �����������#$�� ��	
�	��� λn�

2������	��� ��� �������� P (Tλn) ������ �� ����	���� ����� � ��	���	�� ��%
��3� Tλn � �� ���# ������ �� �
��� Tλn �
��������������� 9������
 �����	��� g ∈ U(N) � 	����������� ���������	��
T (λn) ����
�'��� � ���� ����	��� � �����+  

T (λn)(g) = P (Tλn) · T⊗n(g) = T⊗n(g) · P (Tλn) , �����8) 

!�� T : ��������'/�� ���������	�� � �
 ����� T⊗n(g) = g⊗n� 2��	
� ���� ��
����� � ����� ����� �����8) ��� &������ �����8� � ������ � ������������ � ��%
/�� ��������	��� �+�,�) ���� ������ ���������	�� T (λn)� 7�� ��� ���� ���#

��� ������������	 
���������� ��
��
���
�� ���������
�� ���

��� k = 2, 3, . . . � �� �	�
�� ��
��� � ������������ �	
��� (Ta)
b
d = Cb

ad = ad(Xa)
b
d

� ��
������� Xa ∈ A � �
����������� �
���	�������� ��� ���� �������� � ��
 
��� !��	� ����� "�� 
����� �������#$ �
��� ���	
������ %����	�� "&�'�()# ��	�
��������$ � !���� ���������� ���
�	�
�� �����
� � %	� ����
� 
���� 
���� r
�
��	�� �����
� *� A� +��� ��
���$ �������
���� ����	������ ���!���, r ���� 
������ ���
�	�
�� �����
� "&�'�()#$ � ����!�� r �
������� �� r �������	���

�������	 �	�
-��� ���� λ� .	�	� ������ "�� /01#$ !	� ����	������ ���!���, c
(λ)
k

���
�	�
�� "&�'�()#$ ����!� ������,� �	 ���	�
�� λ + δ$ �����
��	 �	�
-�� ����
λ ��-� � 	�!���	�� �� �
���
�������� 2���, (λ + δ) → σα(λ + δ)� 3���	��	�����$
�
���
�������, 2���, 
�������	�, � �����
� *� ��� �
���
�������, %��������	 
���	� "&�)�&)#$ "&�)�&(#$ ��	�
�� �� ��,�	 ����	������ ���!���, ���
�	�
�� Ĉk ��
"&�'�()#� 3�, �������!��� �������� 
�-���� ���	�$ !	� �
���
�������, 2���, �� 


����,	 ������	��� ���� � ��������	���$ ��%	�� ������� c
(λ)
k ����	 �������!��

�����
���	� �	�
-�� ���� λ$ ���� � �������	�����$ �������� 4	��
5����� �����$
����5� �� λ ������� ������	���	��

�	
��	�� �� 2���
� ��
�
���� ��
������� Xa � ���	��	�	��� �� �	�
� 
� 
����	�� � "&�'�06#� 7��	� Trλ ������!��	 ���� � �
��	
���	�� �
���	������, T (λ)�
3�, �
��	�� �����
 *� ���	 ��	� 
�����	�� "�� 
����� ������� ��
��� !��	� ��� 
��#

Trλ(T
(λ)(Xa)T

(λ)(Xb)) = cλ gab , "&�'�(&#

��� gab 8 �	
��� �������� � ����	��	� cλ �������	�, ������� �
���	������, T (λ)�
2�!���� ����	��	� cλ� 3�, %	��� ���	�$ !	�

Trλ(T
(λ)(Xa)T

(λ)(Xb)) g
ab = Trλ(T

(λ)(C2)) = (λ, λ+ 2 δ) · dim (T (λ)) , "&�'�('#

��� � �!�� "&�'�(9#� : �
���� �	�
���$ �� "&�'�(&# ������	 ���	��-����

Trλ(T
(λ)(Xa)T

(λ)(Xb)) g
ab = cλ · dim(A) .

:
������, %	� ���	��-���� � "&�'�('#$ � �	��� ����!��$ !	� ������ �
���	������,
T (λ) 
����

cλ =
dim(T (λ))

dim(A)
(λ, λ+ 2 δ) .

�	
��	�� �� 3�, ���	�
� δ$ ��������� � "&�'�(�#$ ���	 ��	� ���!�	������ 	�5 
���	��$ ��	�
�� ��������	�, �� � �������� 
������;

1

2

∑
α>0

α =

r∑
f=1

λ(f) ⇒ δ =

r∑
f=1

λ(f) , "&�'�(0#

��� λ(f) � �������	������ ���� �����
� A� 3�, ������	����	�� "&�'�(0# 
����	
�
�	
�5���� σα(i) ���	�
� δ = 1

2

∑
α>0 α$ ���	��	�	������ ����� �
��	�� ��
��

α(i)� :������� 4	��
5����� ����� �	
�5���� σα(i) ��
��	���,�	 ��� ����5�	������
��
��$ �
�� �
��	��� ��
�, α(i)$ ��, ��	�
��� � ��� σα(i)(α(i)) = −α(i)� 7�%	��
� ����!��

σα(i)(δ) =
1

2
σα(i)

(∑
α>0

α−α(i)
)
+
1

2
σα(i)(α(i)) =

1

2

(∑
α>0

α−α(i)
)− 1

2
α(i) = δ−α(i) . "&�'�((#



��� ��� ������� �	
�� ��� �����	���

��� ��� ��	
���	���	�� ���� λ(f) ������� ����� � ���	���� ������	���� � ��
����� ������� ����� δ � ��
� δ =

∑r
f=1 nfλ(f) � ����� ��������� �� ���
������

	��� �������� 
� ���� 	� 	�!� �����	�� σα(i) "

σα(i)(δ) =
∑
f

nfσα(i)(λ(f)) =
∑
f

nf

(
λ(f) − δfiα

(i)
)
= δ − ni α

(i) , #$%&%'�(

!
� �� �����	��� ������� #$%)%��( � #$%$%)(% *���	���� ������ ���� #$%&%''( �
#$%&%'�(� �� �������� ni = 1 
�� ���+ i = 1, . . . , r� � ���
������	� �����	����
#$%&%',(� �� � ���������� 
������%

• ������ ��� �	
��	�� �
������
 �������� ��� �	
���� �����	 s�(r+1,C)� so(n,C)�
sp(2r,C)� ��
�� !� ��"�� ��	���"� ��� �

�������!#$� %
	"�& ���'�'���
���'�(��� ���'�(��� ���'����  )!"��*�"����"�� ���
� �����((�� ������+�� ������'��
���������

��� �����	
 ��	� �	� �
�
������ ������
�	���

����
����� ������� ����� ��

����� ����	��
	�� 	��� � ������� 	��� ��� �����
	���

-������
���� ���
�����	�� ������	�+ !���� .� G �����	� � 	������
�����
���
�����	���� ���������/�+ ��!��� .� A(G)% 0�� 	�������/�+ !���� .�
�� ����� �����	��
	��	��	�� ��% ���
��� �������� � ����� ����� ���� �	�!�% 1
����� ������	�+ !���� .� �	�!� �����	� �	�����2�� � 	������
���+ ���
�
�����	��+ T (λ) �� ���3�� ����� λ ���������� �� ��	�!� ��
� +��������� ������
����
������ ��� ��	�2�� 	� !����� G

χ̂λ(g) = Trλ
(
T (λ)(g)

)
=
∑
μ

D(λ)
μμ (g) (∀g ∈ G) . #$%,%�(

4
��� �� ������������ ����	���	�� #$%&%�5(6 � ���	���� �� 	������� ����2�D
(λ)
μμ′

���
�����	�� T (λ) �+ ���3��� ������ λ� � ���������	�� �
� �� ���� �������

�����	
���� ���
�����	�� T (λ)% 7�
����	��� �� χ̂λ(g) = χ̂λ(h g h
−1) (∀h ∈ G)� �

��� +������ χ̂λ 8 ��	�2�� 	� ������+ �������		�+ �����	�� !����� G%
0�� ����
���� ������ !���� .� G �����	�	2����	�� �������	�� 
� �

���� �� ��!���� .� A(G) �
 ��� !����� G #��% 9$�:� ;�<)(% =� ��	����� ��
���� �����	 g ������	� ����	� !����� G ���
����� � ��
� �
	� �����	�	�
� g = exp(A)� !
� A ∈ A(G)%

	
�������� ����� ����� G � ��	��
� �	�
���
� �����
� �����
� A(G) �

�� 
�����
 �� �
��
 r � H � �	�
�����
 �
��
�
 � A(G)� ��� ���	�	 ������


A ∈ A(G) ���������� ������ h ∈ G �
�	��  �	

ad(h−1) · A ≡ h−1 · A · h = θiHi ∈ H , #$%,%)(

��� {H1, . . . , Hr} ! 	��
������ �	�
�����" H � θi � �
�
���"�

������� μ �������	
��� T (λ) ����� ���� 	������������ ������� ��	������ ��� �������	���� 	
������� ���� �� 	��� 	���� μ� 	 ����� �
���� ��
� �� �� ���	�
����

��� ��������	�
�� ������������ ������ Sr� ������ ���
������������� ���
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���� ����	 ���� ������	
� �	� ��� ����������	
� ���� SL(4,C) �
 SU(4)�� ��������

��
� � �������	����� V⊗n (n ≤ 5)� ��		�� ��� ������ ����� �	� ��� ����� S5

���� �
�� �!�� "�#��� ���$ 
% ���&
	� ∅ 	� 	������ ����	�� '��#� ���� �� ���&
�

	� � �
������� �	� λ  5 	� ������	�� '��#� ���� ������������� ���	����	��

��(�
)� �	� Tλ 
 ����*���� P (Tλ)� +�*
� �(��%��� *���	���$ ���#��	
� ���������

��	
�� ��������������� �
������ �	� λ� � ��	%��	�� ���
%����	
� ����������
�

����������	
� ���	� ,
��� ����� 
% ���&
	� ∅ �� ���&
	� λ� -� ��		�� ���� ��*�%�	��

,�� ���
����
� ���� .���,�	
� � ��%���� ������ � ����������	
��
 ���� SL(4,C) �


SU(4)� ��
 ������	

 � �
������� �	� λ ����()�� ������� m ≥ 4� /�
 ���������	



����������� ���)����� ������	
� � ���,�� n > 5� 
% ����������	
� [14] = ∅� ��%	
*&��

	� ,�������� ����	�� (���� 0����
0 ���� ��� ������	
� �	�� �	���
,	�� 
%�(��#�	�

	����

������	
��	��� 
�� ����� ���������� ������� Tλ � T′λ� ����� ���� � ��
�� ���� λ� ���������� �� ������!���! ��� � �"����#��$ ������ Λ � Λ′� "������
 ���$��!� ���% � ���%� �  ���#� ���"��#"�$  ����������" &��'�()* ����������$ ���+
����, ai� 
��%�� ������� �����! "� �����! si1 · · · sik  ����������"� �"������$ �
&��'�()* � �  ��"�� ��� -���������! ������ "������  ������!� � �"����#��, ����� Λ
� � �"����#��, ����� Λ′� .�/���� ��� ������ e(Tλ) � e(T

′
λ) ��!���� ���"��#"��

 �����������#���  ������������!�  �����! &��'�(0*	

e(T′λ) = (Ui1 · · ·Uik) · e(Tλ) · (Ui1 · · ·Uik)−1 , &��'�01*

%�� � �� ��#������ ��� ��� � ������� Ui ��! �����! ai+1 = ai ± 1 ������������
2����� ������� ���������

Tr
(
P (T′λ)

)
= Tr

(
s(Ui1 · · ·Uik) · P (Tλ) · s(Ui1 · · ·Uik)−1

)
= Tr

(
P (Tλ)

)
.

3�" "�" e(Tλ) 4 ��� ������ �� P (Tλ) 4  ���"���� ����������!���, ���������
P 2 = P � � � �"�� � ������� P (Tλ) ������� ���#"� �� ����������$ �������, 0 �
+1�  ���� ����������� ��"���� � ���������� �������� +1 ����� �  �� �������+

����� !��!����! ������  ���"���� P (Tλ)� 3�" "�" ���� Tr
(
P (Tλ)

)
����� ���



��� ��� ��������	�
�� ������������ ������ Sr� ������ ���
�������������

��� Ak1...kni1...in
∈ C � ���	�
�� 	����� ������� A� ����
��	 	
������� ���� ���


��
�� ��������� � V⊗n �� End(V⊗n)� ��������	 ������� Tr(m) � �� �� ����
� ������
���� V! �������"�	� 
 m��	 	���� � ���������
�� V⊗n! �� �����
���
�� End(V⊗n) → End(V⊗(n−1))! ������� �������� �� �������# A ∈ End(V⊗n)
������� Tr(m)(A) ∈ End(V⊗(n−1)) ����#�"��� ���

Tr(m)(A) · (�ei1 ⊗ · · · ⊗ �ein−1) = (�ek1 ⊗ · · · ⊗ �ekn−1) B
k1...kn−1

i1...in−1
,

���

B
k1...km−1 km+1...kn

i1...im−1 im+1...in
≡
∑
im

A
k1...km−1 im km+1...kn

i1...im−1 im im+1...in
, $%���&'(

������
�! ��� ���
�� ���� � ������
���� V⊗n ������� ��� �� �����������)
��
�� ��� ������ �� ���� ������
���� V! ���� "�� � ���������
�� V⊗n*

Tr = Tr(1) Tr(2) . . . Tr(n) ⇒ Tr(A) =
∑
i1,...,in

Ai1...ini1...in . $%���&�(

+
��! � ������ ���! ���� ��������
� �������� ������ C[Sn] � ������
����
V⊗n� ,� �������� ����� ������� ���	�
�� ������ C[Sn] ��������� � 	��
���
�	 ���������
�� s $�	� $%�-�.(! $%�-�/�((� ����
��	 	����
�� ���������
��
s ���	����
�� ���	����
��� e(Tλ) ∈ C[Sn]! ��� Tλ 0 ��
���
 ����� 1
�!
�	��" 2��	# ����		� 1
� λ  n! ����#�"�	 �����	*

P (Tλ) = s
(
e(Tλ)

)
. $%���&3(

4�������� $%���&3(  �� ��� ����	� ���	����
�� ���	����
��� e(Tλ)! �������
�

�� � ��	�")� �
�#����
�� ������#�� $%���3�(� 5��	
�	! ��� 
��� ���	����
��
���	����
��� e(Tλ) ����"� ����� �������� �� 
��� ���	����
�� ���	����
�
��� E(Tλ) = 1

αλ
Y (Tλ)! �������

�� � ��	�")� ��		���������� 1
�� 4����	#

��������� $%���&3( ����"� ����� �������� �� ���������� $%�%�/(�
������� �"�� ���������
�� T ��#��� SL(N,C) $� �� ��	���
�� �����#��

�� SU(N)( ������#�� � ������
���� V� 6����������

� ���������
�� T⊗n ��#��
SL(N,C) $� SU(N)(! ������� �������	�! ������#�� � ������
���� V⊗n� 5��	
�	
$�	� �������� �����(! ��� ���������
�� T⊗n ������� 
 
��������	�� �����
�����
� T (λ)! ������� 
#	��#��� ����			� 1
� λ  n � ������#�� � �
��
��
�
�� ���������
���� V(λ) ⊂ V⊗n� 4��������
��� V(λ) ����� ��� �� ����
���
��� V⊗n ���������
� T⊗n � ��	�")� ��		���������� 1
� $%�%�/(! ��� �
��	�")� ���������� $%���&3(� 7��

�� ������
�� ���������
�� T⊗n 
 
�����
����	�� � ������
�� �
���
�
�� ���������
��� V(λ) ⊂ V⊗n ���������#��� �
��	�")� ��2 ������
� 1
� $�	� +���%�//(! ������� ������� �� ����
�8�
��
$%�%�99(! $%�'�&%( � � ���# �#�)
���� :#��;��� ���� ��2�	 ������
� 1
�
�� ��#��� Sn $�	� +���%�&(

���	
��	�	 ������ ������ ����� 	
����� �� ���������� P (Tλ) � P (T
′
λ)� �����

��� ������������� ���� �������� ���� Tλ � T
′
λ� ������� ���� � ��  � !����

λ  n� ����� ���� ����� 	�� ���" �� #����$� �� ����������� %���� � ������& ����
������ λ� � ����� ��#�������� ������������ V(λ) ������������$ T (λ)'

Tr
(
P (Tλ)

)
= Tr

(
P (T′λ)

)
= dim(V(λ)) . $%���&&(

��� ������� �	
�� ��� �����	��� ���

������	
��	��� ����� A,B ∈ A(G) 	 (A, B)
A


 ������������ 	���	������
��������� ���	�����	����  A(G)� ��������	� �����	� �� ������ G 

f(U) =
(
A, U · y · U−1)

A
,

��� U ∈ G 	 y ∈ H� !�� ��� ������ G 
 ���������" �� �����	� f(U) 
 �����	#���
	 ����	���� ����� ����	���� $�	�	����% ��	 ��������� U = h ∈ G� ��������	�
&������ h ·etB " ����#����' 	� ��#�	 &��������� h ����� ��	��� ���� ���	����(
���� ������ B ∈ A(G) 	 )�	��	' � h $�������� t 
 ���%� !����"  �	�� ����" #�� h

 ��#�� &��������� �����		 f(U)" �� 	����

0 = ∂t f(h · etB)|t=0 = ∂t
(
A , h · etB · y · e−tB · h−1)

A
|t=0 =

(
h−1 · A · h , [B, y])

A
=

=
(
[y , h−1 · A · h], B)

A
⇒ [y , h−1 · A · h] = 0 . $*�+�*%

,������ y ∈ H ���� �� ���	��	����� -����	�" #�� ��� ��)�' ������' ����)��
.	 A(G) ����� ��'����� &������ y ∈ H ����'" #�� ����	� [y, x] = 0 ��� x ∈ A(G)
��#�� x ∈ H� /�'��	������" �)���� ����� �y = (y1, . . . , yr) 	� �������� ��������(
��� ����)�� A(G) ���" #��)� (y, α) ≡ (yiαi) = 0 ��� ��0 �����' α ����)�� A(G)
$����� �y ���	� ����	 ����'(�	)� 	� ����� 1�'��%� !���� ��� ��)��� ��������
&������� Eα ∈ A(G)" �� 	���� [y, Eα] = (yiαi)Eα = 0� ������	�  ����	� [y, x] = 0
���	������' &������ x = xiHi +

∑
α cαEα ∈ A(G)" ��� ����� 	��� �� ��� ������

α� 1 ���������� ����#��� ∑
α

(y, α) cαEα = 0 ,

������  �	�� (y, α) = 0 	 �	��'��' ����	�	����	 �)�����2	0 Eα ������� cα = 0
(∀α)" �� ���� x ∈ H� 3	��	��� ����' y ∈ H  $*�+�*%" �� ����#���" #�� &������
(h−1 · A · h) ����� ��	������	� �������)�� 4������ H 	 ����� )��� �������� ��
)��	�� Hi ∈ H�

���
����
� 1 ������� ����� ����' #���	 ��	�	 )��� ��������" #�� ����� ���(
������� ����)�� .	 A �������	�� ��	�������� �)�����  	�� ����#��' �����'
����� ���������� ���	#���� �)����0 �������)� u(1) 	 ������0 ���������0 ��(
�����)� .	 A1,A2, . . .  

A = u(1) + · · ·+ u(1) +A1 +A2 + . . . . $*�+�5%

6#	���� &��� ����" 6�������	� ����� ����� �����������	�� �� ���#�' ��)�0
$�� ������ ������0% ���������0 �����0 ����� .	 G�

7� ������� $*�+�8% �������" #�� ������ ����������0 &������� ��� �������(
��0 ����� .	 G ��������	������ ��)���� r ��������� θi (i = 1, . . . , r)" ���������
���	������' &������ g ∈ G ����� �������	��  	�� g = exp(A) 	 �������� $*�+�8%
�� 	����

g = h · exp(θiHi) · h−1 , (θi)∗ = −θi , h ∈ G , $*�+�+%

��� �)�����2	� Hi ∈ H  ��)�� ��	������ ����������		 ������� $���	 �)����
��������� θi #	��� ��	���	 #	����	% &��	����	 ����������	� 1 ����' �������(
�	���		 0������� χ̂λ(g) ���	������� ������2	� �)�����

χ̂λ(g) = Trλ

(
T (λ)(eθ

iHi)
)
=
∑
μ

mult
λ
(μ) · exp(θ, μ) ≡ χλ(θ) , $*�+�9%

������ �����	
�� ���� ���
� �	������ 	�� (A, B)
A
:= Tr(A · B)�



��� ��� ������� �	
�� ��� �����	���

��� (θ, μ) = (θiμi) = gkiθkμi � �	
����� ����������� �������� ����
 � ������� ������
�� ���� ���
� μ �����
������ T (λ) � mult

λ
(μ) � 	
����� �!�"����� ���
 μ� #
��$

���� %�� &��� �

���! θi � �����'� �������(��� ��� )�	����
����� *������
 A
������
%��� �

�����
+�� 	�
���� ����"���!& *�������� ����! G � ����, (
�

����� θi �� ������
%�
- 
���%�!� �
��! θi ����� ����%
� ������ � ����
"� 	�
��� ����"���!& *��������� .
����� �
��! θ � σα(θ) ����%
(� ������ �
���� "� 	�
��� ����"���!& *��������� �
	 	
	 ����
��� ���'��'� �! �����

Sα exp(θiHi)S
−1
α = exp(σα(θ), H) , �����/�

��� Sα = exp(iπT2(α)) � ���
�� ��0����	��� ��
"����� ����
��!0 � 	���� α�
1��(�
� 
 �
	"� �� ���� )
	�
� %�� *	���
�����!� ���
 ���(� ����
	���( 	
�$
���� mult

λ
(μ) = mult

λ
(σα(μ)) ���� 1��������� ������� �������� %�� &

	�� �������

���
�
�� ���
�
������ ( ��������� �� ��0����	�& ��
"���0 χλ(θ) = χλ(σα(θ))�
2����
 ������� �� �%�� �����
 ��� �!%������� &

	���� � ����� ���
���

� ����"����&� �
	 	
	 ��� 
���! � *��0 )�����0 ����&����� ��
� 	
������
mult

λ
(μ) ��� ���& ����� μ �����
������ T (λ)� 3 ����0 �����!� ���� �
� ����$

���� ���!0 ��� &

	��
 χλ(θ)� �� 	
������ mult
λ
(μ) �
�� "� �
&������ �� ���


���"���� ������� �� ���� ���
� μ �����
������ T (λ)�
4�� ����%���� ���!& )���� ��� &

	���� ������� � ������� ������ � 
�����$

���� ����
����� F )��	+�0 ���


f(θ) =
∑
μ∈Λ

a(μ) e(μ, θ) , �������

��� �������
��� ���� �� ���� ���
� μ ������0 �5��	� Λ� ��	�� θ = (θ1, . . . , θr)�
����"���!0 �
 �����( �����+�� ���
���"�� 	������� ����
������ 
 a(μ) �
	�*))�+����!� �
����,�� �� ���
 μ� 6���� �%��
� � %�� a(μ) = 0 ��� 	� ��� 	���%$
���� �
��
 ����� μ ∈ Λ� ����
 ����
 � ������� 	���%�
 �� � ���� 
���"���� �����7�
�(���� ���
 �� )���
����
� �!� ���
�� *�
 ����
 � ������� �� 2r �������!&
x±1i = e±(λ(i), θ)� 8
	�� ��
���� �� ���������(� ����
����� F � *�� ������	
�

���� ���
���� �� ������

�� x±1i � 9���
����� F ��"�� 
���
���
� 	
	

����� C[x1, ..., xr, x

−1
1 , ..., x−1r ]� ���"�����( 	�������(,��� *������
�� xi � x

−1
i

(i = 1, ...r)� 1������� %�� )��	+�� &

	���� ������� ����(��� *������
�� *����
����
����
 ��������� F = C[xi, x

−1
i ]�

1������� ��0����� ����! :�0�� � ����
����� F �����(,�� ��
���

Sw · f(θ) = f(w−1 · θ) =
∑
μ∈Λ

a(μ) exp
(
w · μ, θ) , �����;�

��� w � ������� �!0 *������ ����! :�0�� W � � � ��������� 
������� �! ���$
��� ���
��� )�����0 ������� � ������
� ���� ( (μ, w−1·θ) = (w ·μ, θ) ���
��
 w
�� ����5���( 	 �	
������ ����������( �������� 2����
 �����;� ��������� ���$
��
������ ����! :�0�� W � ����
����� F� �
	 	
	 Sw Sw′ = Sw·w′� ∀w,w′ ∈ W �
4�� ��
��(,�& w = σα ∈ W � �
�
��!& � ���'����� �! �����

Sσα · f(θ) = f(σα(θ)) =
∑
μ∈Λ

a(μ)e(σα(μ), θ) =
∑
μ∈Λ

a(σα(μ))e
(μ, θ) , S2

σα = 1 , ��������

��� �! �%�� ��"������ σ2
α = 1� 
 �
	"� ������ ���
��� ���
�
������ ( �5��	�

Λ ��������� �� ��
"���0 σα ∈ W �

��� ��������	�
�� ������������ ������ Sr� ������ ���
������������� ���

������� 	
	��� �������	 �������� ����� ���

e
(

1 2
3

)
· y4 · (y4 − 2) · (y4 + 2) = 0 .

������ �� ���� �� ���! �! �� ��� � � ��������
�	 �� �"���� �����#���

e
(

1 2 4
3

)
= e
(

1 2
3

) · y4 · (y4 + 2)

2 · 4 =
1

6 · 8(1 + y2) · (2− y3) · y4 · (y4 + 2) ,

e
(

1 2
3
4

)
= e
(

1 2
3

) · y4 · (y4 − 2)

2 · (−2− 2)
=

1

6 · 8(1 + y2) · (2− y3) · y4 · (2− y4) ,

e
(

1 2
3 4

)
= e
(

1 2
3

) · (y4 + 2) · (y4 − 2)

2 · (−2) =
1

6 · 4(1+y2) · (2−y3) · (2+y4) · (2−y4) , �����#$�

%���� �	� &���&	 
	 � ��������
�� '	�� � �������� { • ••
0→ ••• • } �	
��	�� �	&��

�����( "�� ���) {∅ → ••• • } ������������� �	*��+� 1 2
3 4 ( 	 ��������
� ��� ����

�	*��+! �	���� �� ����� �����#$��
,	&�
�+ 
	 ������
�� '	�� &���&	 � 
��� �� � ���� ���
�&
��) � ��
�� �� $-�

����.
1 2 ∗
3 4
∗

( 	
	��� �������	 �������� ����� ��� e
(

1 2
3 4

) · (y5 − 2) · (y5 + 2) = 0 �

��������
�( �����������/0�� ��	
�	 �
�� �	*��+� Tλ5 ( �&	�	

�� � ������#�(  	��


e
(

1 2 5
3 4

)
= e
(

1 2
3 4

)· (y5 + 2)

(2 + 2)
=

(1 + y2) · (2− y3) · (2 + y4) · (2− y4) · (2 + y5)

25 · 3 . �����#��

• ������ ���� 	
������ �
 �
���� ���������
� e([n]) � ������������
�
e([1n]) ��� ������� C[Sn] ������������ � ���
� 
����������  ��!�"# $��%
���
� yi� � ����

e([n]) = 1
n!
(1 + y2) · (1 + y3) · · · (1 + yn) =

= 1
n!
(1 + (1, 2)) · (1 + (1, 3) + (2, 3)) · · · (1 + (1, n) + · · ·+ (n− 1, n)) ,

e([1n]) = 1
n!
(1− y2) · (1− y3) · · · (1− yn) =

= 1
n!
(1− (1, 2)) · (1− (1, 3)− (2, 3)) · · · (1− (1, n)− · · · − (n− 1, n)) .

�����#��
&������ �����
��� e([r]) � 
����
���� EP [r] ��  ��'��!# � e([1r]) � 
��%
��
����� �

��� �
������� �� EP [r] �����
� σi → −σi�

����� ����	
����� �������� � ����	��� ��� ����������

�� ������������� U(N)� �����������	�� ���	
��

1	����� �� � ��� 	
���� �� �����/0��� � ����	���
�� � ���! SL(N,C)( �� ���)
N-�� 
�� &�����&�
�� ��&�� 
�� � ��� 	
���� V � *	����� {�e1, . . . , �eN}� 2�������
��
��
��� ��� 	�� 	 A � � ��� 	
���� V⊗n = V ⊗ · · ·⊗V �� ��������� ��	
�	 �
!�
�* 	��� �$�3���

A · (�ei1 ⊗ · · · ⊗ �ein) = (�ek1 ⊗ · · · ⊗ �ekn) A
k1...kn
i1...in

,



��� ��� ��������	�
�� ������������ ������ Sr� ������ ���
�������������

������	
� ��
����
� ����
�
 ��������� ��������� e ( � ) = 1 � ��� ��!
��������� ����������� ����� "��� �! ��#�� ������ ��� 	� ����� �!�����
���
� ������
 ��������!$ �	���� ���������!$ ����������� eα ∈ C[Sn]� �%&
�����'�$ ���(����� ������)� ���� �����)��� � ����������
�'�$ �������!� ��%��&
 �� "�� Tλn � ����'�� ����
 �������� "�� λn � n ���������

������� *������� � ����'�� 
��	��( �!�� ��� ��
�! ���������� ����������
&
�'�( ��������( ��%�� � Tλ5 � �����������( � ������+�� ,
��� ��������� � �����
"�� �-��� ��+� ����� �
�� ��������� �����!( ����������
�� ��%�� � Tλ5 � *���!( ���

{∅ 0→ •} �� ���������� ���� e ( � ) = 1� .� ������ ���� � ������ � �! ��%������
����
� �����
 � � /�%!��� ���� ��� �
�� ��������� 	������� 0�� 1�� ��#� �������
��
�� ��	��#!�� �����%���� ��� ����	�� 	��	��0���� � ���
��

1 �

∗

��1���
 ����� ����
�! ������2� 	����!������ � ���� �����)3�4

e( 1 ) · (y2 − 1) · (y2 + 1) = 0 ,

� ������� �������� �! ����� ��� ���������� ��� C[S2] �������� � ���5�22��

e( 1 2 ) =
(1 + y2)

2
, e

(
1

2

)
=

(1− y2)

2
, ������3�

��� �! 
0��� 0�� e ( � ) = 1� *
�� �������� ������ 0�� ������ ������ � ������ ����

{• 1→ ••} ����� � ���( ������ � �����(� ��1���
 ����� �����( ������ ���� +1
� ����������
�'�( ��������� ������ ���������� e( 1 2 ) �	 ������3�� .� �������
���� ������ � ������ 2 ��#�� ��	��
�� � ���� �	 ��
$ ���� ���� ����	��
	��	��0�����

1 2 ∗
∗ ,

��1���
 ����� ����
�! ������2� ����� ��� �������� � ����!� ��#������� � �����6���

e( 1 2 ) · (y3 + 1) · (y3 − 2) = 0 ,

� ������� �������� �! ���� ����� ��� ���������� �������� � e[2,1]1 � e[3] �	 �����5���

e
(

1 2
3

)
= e ( 1 2 ) · (y3 − 2)

(−1− 2)
=

(1 + y2)

2
· (2− y3)

3
, �����+��

e ( 1 2 3 ) = e( 1 2 ) · (y3 + 1)

(2 + 1)
=

(1 + y2)

2
· (1 + y3)

3
. �����+6�

7����� ������ � ������� ���� {• • −1→ ••• } � �������� ��%�������� ���� 0�� ����
&

�'�( �������� ���#� ��������������� ��������� • •• � ��1���
 ���#� %!��

���� �����+��� .� �&� ���� ������ � ������ � ��#�� ��	��
�� � ���� �	 2&$
����� 
��	�!$ � ���
��4

1 2 ∗
3 ∗
∗

,

��� ������� �	
�� ��� �����	��� ���

������	�
�� ������ ������� f(θ) ∈ F �	
��	��� ������������� ��� Sw ·
f(θ) = f(θ) ��� ��� w ∈ W � � ����������������� ��� Sw · f(θ) = det(w) f(θ)
��� ��� w ∈ W � ���� det(w) = +1� ��� det(w) = −1� � 
	��������� �� ���� ���
����� �� w ����
����� ������� ��� �������� ����	 �������� ���	����
���� � �!� "##�

������ �	�
������ Si = Sσ
α(i)

� ��� α(i) � ������� ������ ��� ����� ��	� �������

f(θ) ∈ F 	��� �������������� ��� ������������������ ���	 ����� � ���������
��	� Si · f(θ) = f(θ)� ��� Si · f(θ) = −f(θ)� ��� ��� i = 1, . . . , r� ����������!���
�������� "����#����$ ����� %��� �����
��� �����& ��������� Si ����#��$� ���'
����� ���� ������ W �� ������������ ������� %(�)��&� ��*���� ���
����� �������
*����������� ���� ������� ���������� � +���������� ������

,���! α � ������������� �����! � ������� f(θ) ∈ F ������� �� Sσαf(θ) =
−f(θ)� -���� f(θ) �������������� � ���� �������� ���	������ *��������

fμ(θ) = e(μ, θ) − Sσα · e(μ, θ) = e(μ, θ) − e(σα(μ), θ) = e(μ, θ)
(
1− e−n(α, μ)(α, θ)

)
,

��#��� �
 ������ ����������� ��
(
1− e−(α, θ))� ��� ��� n(α, μ) = 2 (α, μ)

α2 . ����� �����
,�*����� ���� f(θ) ∈ F � ����������������� �������� �� ���� ��� ������� ��
��������� x±1i = e±(λ(i), θ)� ������������ ������� �� ��� �������

(
1 − e−(α, θ)

)
� ���

α ���	����� ���! ��	�� ����#����!�� �������

• ������ ��� �	
����� ��	 ��� ���� α > 0 ���
���
(
1 − e−(α, θ)

)
� 
�
 �	���	��

	� ���������� x±1i � � ������	 ��	���� �
������ ����� �	� ��	 
	��� α ��

�	!�� "�� 
������ ���#	#	 
	��� β�

� ���� ����� �� ��������
(
1 − e−(α, θ)

)
��� ��� ������ α > 0 ����$��� �
�����

��������� �$	�� ����������������� ������� f(θ) ∈ F ������� �� ����
�������
��������

(
1− e−(α, θ)

)
� �� ���! �� �������

e(δ,θ)
∏
α>0

(1− e−(α,θ)) =
∏
α>0

(e(α,θ)/2 − e−(α,θ)/2) ≡ Dδ(θ) , %(�)���&

��� ����
������� ���� �� ���� ����#����!��� ������� ������ δ ������������ �
%(�/�0)& � ������ e(δ,θ) =

∏r
i=1 xi ������

���� � ����� ���� %(�)���& ��� ���!���1�'
�� ���	����� 2������ Dδ(θ) ∈ F %������� �� ��������� x±1i & ������ ��$���$
���! � ���!���1� ���������� � ��
������� ����	��
	�	� �	�� %��
�����
�	��������� ���� �� ������� Dδ(θ) ���������� � 
���������� ������� ����� ���
 ���������3 ��� ��#� ��������� %(�)���&&�

�������
�� ����� $�� ���� ����%&	� ������� ��� ����	��
	�� �	�

�� � �"�''#(

Dδ(θ) ≡ e(δ,θ)
∏
α>0

(1− e−(α,θ)) =
∑
σ∈W

ε(σ) exp(σ(δ), θ) , %(�)��4&

�� � ��	��� �	��� ����� �����	� ����	 �� ��� )����	� σ ������ *��� W �
� ε(σ) ≡ det(σ) = ±1 ���� +������ � �!� "##� � 
	��������� �� ���� �������

������� �������� 	��
� �������
� 
�������� ����������� ������� ���� ���������� ������� P1

�����
� � ������� P2� �
�� 
���
����� ������� P3 ����� ��� P1 = P2 · P3�
��������� e(δ,θ) �� ����� ������� ��������� �	 C[xi, x

−1
i ]� �� �� �� �
��� ���� ��������

��	����� ������� � ����� x−1
1 · · ·x−1

r �



��� ��� ������� �	
�� ��� �����	���

�� σ ������ ��� �������� 	
���������� �������� ��
������ σα �α � ��
��
�����
� A��
������	
��	��� ����� � 	
���� ���� �������� � ����������
������ ��������
������������� 
������
�� �	�
���
 A =

∑
w∈W ε(w)Sw !������"#�� � 	
���
��$

���� F !�� ����
�%� �& �����

Sσα · A =
∑
w∈W

ε(w)Sσα·w =
∑
w∈W

ε(σ−1α · w)Sw = det(σ−1α )A = −A , ��������

%!� �& ���	���'������� ����
���������" �����
������ 	� ������� %
�		� ������$
������ ���&( �!��%�� � ��� �� det(σα) = −1� ��%����� �������� �	�
���
 A ����
&�
��'&������ ����������
�'���
�� 	�
���!�� �")�" ������" f(θ) ∈ F � �������$
���
�����" ������" A · f(θ) ∈ F� *�� ��� ����� � 	
���� ���� �������� '�	��&$
������ � ��!� ∑

σ∈W
ε(σ) exp(σ(δ), θ) = A · exp(δ, θ) ,

�� +�� ����� �������� ����������
������ �������� � ��� )&�� 	���'��� �&,� 
��� !��-�� !������� �� '���������� .���� ��������� *� ���� �& �����∑

σ∈W
ε(σ) exp(σ(δ), θ) = b(θ) e(δ,θ)

∏
α>0

(1− e−(α,θ)) , ������/�

%!� ���-����� b(θ) ∈ F � 	������ �� 	�
�����&( x±1i  ����
&� '�	��&������ � ��!�
����& ������� 	� �������� ��)�
� ����� μ� 0�	����� �� �����
 δ �!��������&�
��� 	�+���� � ����� ���� ������/� � 	���'����� +��	����� exp(σ(δ), θ) ��%�� 	���$
������ ������ ���� μ = σ(δ) ����
&� '���"��& � ����
�������� −δ ≤ μ ≤ δ� *�
-� ����� ��-�� ���'��� � 	
� '���������� .���� ����#�� � 	
���� ���� ������/��
������������� !�� ��%� ���"��� !�� +����������&� ��
�& '�	��� � ��!� !��( ��$
���&( 	
��'��!���� 	� 	���-������&� ��
���1

e(δ,θ)
∏
α>0

(1− e−(α,θ)) = e−(δ,θ)
∏
α ′>0

(e(α
′,θ) − 1) ,


�'��-���� ����
&( � ��!� ����& ��	
���
 

e(δ,θ)
∏
α>0

(1− e−(α,θ)) =
(
e(δ,θ) −

∑
α>0

e(δ−α,θ) +
∑

α>0,β>0

e(δ−α−β,θ) + . . .
)
,

!��� ������" ��	� ������� %!� �����
������ �!�� 	� ����� μ = δ−∑α = −δ+∑α′ 
	
��� α α′ 2 	���-������&� ��
��� *���� �)
�'�� �& ����� ����� 	� ����� 
����
&� '���"��& � ����
����1 −δ ≤ μ ≤ δ� �
������� ��+��������& 	
� ���
,�(
����( e(δ,θ) � ����� � 	
���� ���� ������/� �& 	������ b(θ) = 1 � ��
���� ������/�
	�
�(�!�� � ���������

���
����
 �� ��� �")�� ����������
������ ������� f(θ) ∈ F �& �����

A · f(θ) =
∑
w∈W

ε(w)Sw · f(θ) =
(∑
w∈W

det2(w)
)
f(θ) = ord(W ) f(θ) .

������������ �	�
 ����� ������� ��� �� �����	��� ��	�� ���	�������� ���	��� ������� �� �	���
����� ���	�� ��	������ ����������� 	������� �������
 ������� �� ������ �� ��� x� �������
� ���������!���  ����� �����
 "��� �� ��# ��	�� μ′ � μ ���� 	�����!� ��� μ′ ≤ μ� �	��
(μ′, x) ≤ (μ, x)


��� ��������	�
�� ������������ ������ Sr� ������ ���
������������� ���

�����	
���� ������ ����������	 
��
�
�����	 �����
���� e(T
λ
(j)
n+1

) � ��

����� C[Sn+1]� �

�����������	 ���������
	 ������ T
λ
(j)
n+1

� 
���������� � �
�

�
��� ���������
	 �
����

e(T
λ
(j)
n+1

) = e(Tλn) ·
k+1∏
r=1
r �=j

(
yn+1 − a(r)

n+1

)(
a(j)

n+1 − a(r)

n+1

) , ��������

��� e(Tλn) ∈ C[Sn] � ����������	 
��
�
�����	 �����
����� �

�����������	

���������
	 ������ Tλn ⊂ T
λ
(j)
n+1

�

�������������� 	
� �
���� �������� � ��
� �������� �������� �� ��
����

yn+1 · e(Tλ(j)n+1
) = a

(j)
n+1 e(T

λ
(j)
n+1

) , ��������

��� � ����������� � ��������� �������� ��������������� �
����� yi� ���

(y1, y2, . . . , yn, yn+1) · e(Tλ(j)n+1
) = (0, a2, . . . , an, a

(j)
n+1) e(Tλ(j)n+1

) .

 ���� �!"�#��� $�"��
� �������� ��%
������ � ��� ��� (n + 1)&� �
��� � T
λ
(j)
n+1

��� ���"������ (nj−1+1, λ(j)+1)�  ������ "��� a
(j)
n+1 = λ(j)−nj−1� � ��� ���&

�"�
���' ��!�" ��"���"� e(T
λ
(j)
n+1

)� ��� � �"!����� ����� ����"�� ���"����'

(0, a2, . . . , an, a
(j)
n+1)� (������� $�"��
� �������� ���� (��"���� ������� � �"��&

��� ������)�� [e(Tλn)]
2 = e(Tλn)� �� ��
����� ��� ��"���"� �������� ��"�
�*�

������ �"��%���
���+ ����������

e(T
λ
(j)
n+1

) · e(T
λ
(j)
n+1

) = e(T
λ
(j)
n+1

) , e(T
λ
(j)
n+1

) · e(T
λ
(r)
n+1

) = 0 (j = r) ,

%� ��!
�,� T
λ
(r)
n+1

��
������ �# ��!
�,� Tλn ��!��
��� ����' (n+1)&' �
���� ��

� �"�%��� ���"�������� (nr−1+1, λ(r)+1)� -"�� ��%�� ��
�#���� ��������� ������.�
�# (��"����� ������ �
� ���������� �������� � ��
��� ����������� � �"���
��
���
��� �"�����
��' �� ��� ����"�
��� "�#
���� ������/�� �# ����"�%�
�� �����,�� ��"���
�%�� ������)�� ��
���� �
� ���������� e(Tλn) ∈ C[Sn]�
�
��� ������)�� ��
���� �
� ���������� e(T

λ
(j)
n+1

) ∈ C[Sn+1]0∑
λn

∑
Tλn

∑
j

e(T
λ
(j)
n+1

) = e , ������1�

%� e 2 �������' �
��� � C[Sn+1]�

���
������ 3# ����������' �"�,��"� �������� �
� ��!
�, Tλr ⊂ Tλn � %� n > r�
�"�#� � �
��� �������� ��"����� � ���/���� � ���������

e(Tλr) · e(Tλn) = e(Tλn) · e(Tλr) = e(Tλn) .

4�
� ������"���� ��!
�,� Tλr � ���"����� � ������"���' ��!
�, Tλn� �� ��
��� e(Tλr) · e(Tλn) = 0�



��� ��� ��������	�
�� ������������ ������ Sr� ������ ���
�������������

��� (0, a2, . . . , an) � ����	
��� ������ ������ Tλn � �	��� �� ������ �	���
�� ��������� ����	�� ������� � 	���	�������� �	���  ��� ��� Sn+1�  ����	��

����	� ���� !�� ��� ���	���� λ
(r)
n+1 � (n + 1) ������" ����� ���# ����!��� �

���	���� λn ⊂ λ
(r)
n+1 ���������� � λn ����" ����� � �$��" �� �����" ���� �

���	������ (nr−1 + 1, λ(r) + 1)� ��� r = 1, 2, ..., k + 1% ��� &�� '�� � 	������ ������
�� ��	������$ ������ ��� λn ����$��� ���
� ���� � ���	������ (1, λ(1) +1)
 (nk + 1, 1) (����# �� ���	��� λ(k+1) = n0 = 0)�

����	
���� ������ ��� �����	
��
� e(Tλn) ������
������	�	 ��� ������

������� C[Sn+1] ����
 ���
	 ��������� 
	����
�	

e(Tλn) ·
k+1∏
r=1

(
yn+1 − a

(r)
n+1

)
= 0 , ('�*�+,)

��� a
(r)
n+1 = (λ(r)−nr−1) ������ r = 1, . . . , k+1� � �	�������� �	��	���� �	���������

���
	� λ
(r)
n+1/λn ������� �		�����
� (nr−1 + 1, λ(r) + 1) 

��������������� - 	���	������� �	���  ��� ��� Sn+1 � ��	��� � ���	���

��" λn� ���	�
����" �� &��'�.�� ����� �/���# ���#�� 	��	� � ������� a
(r)
n+1�

����	�� ����$��� ����	
���� ����/ ������ � ���	������ (nr−1 + 1, λ(r) + 1)�
0�������� ����� ��
�� ������# � ���	���� λn ���#�� � �� ������ ����� !���
�� ����!�# ����$ ���	���� λ

(r)
n+1 � (n+1)�" ������"% ��� &�� '�� � 	������ ������

1�� ����!���� !�� ���#� ����!�$2" ������	���" ������ Tλn� 	������������ � ��	�
��� λn �� ���� ����!�$2� ������	���� ������� T

λ
(r)
n+1
����� !�� Tλn ⊂ T

λ
(r)
n+1
�

� ��� ����������� e(T
λ
(r)
n+1

) ∈ C[Sn+1]  e(Tλn) ∈ C[Sn] ⊂ C[Sn+1] �� ����

e(Tλn) · e(Tλ(r)n+1
) = e(T

λ
(r)
n+1

) , e(Tλn) · e(Tλn+1) = 0 (∀ Tλn ⊂/ Tλn+1) . ('�*�+')

3��$�� �������� !�� e(Tλn) ���
�� 	�������#�� � ����� ����������� e(Tλ(r)n+1
)4

e(Tλn) = e(Tλn) · e = e(Tλn) ·
∑

λ�(n+1)

∑
Tλ

e(Tλ) =

k+1∑
r=1

e(T
λ
(r)
n+1

) , ('�*�+5)

��� � �	����������� ��	�
�� ����	����� ��� �� ���� ���	�����  ��� λ
6 (n + 1) �������  �� ���� ������	���� ������� Tλ� ��$2� ��	�� λ� � �
��������� ��	�
�� ����	����� ��� �� ���� (k + 1) ������	���� �������
T
λ
(r)
n+1
����!����� � Tλn ���������� ����" � ������ (nr−1 + 1, λ(r) + 1) � ���

��	
���� a(r)

n+1 = (λ(r) − nr−1)� 7������ ����	#� !�� �� ��	������$ �� ����
e(T

λ
(r)
n+1

)(yn+1 − a(r)

n+1) = 0� ������ � �!���� ('�*�+5)  �������� ��
������ ('�*�+,)�

8���� ����# Tλn ⊂ T
λ
(j)
n+1
� ��� ���	����  ��� λ(j)

n+1 ����!����� ���������� �

���	���� λn� ����" (n+1)�" ����� � ���	������ (nj−1+1, λ(j)+1)� ��� &�� '�.�
 &�� '�� � 	������ ������ 9���� ���� ����� �����$2" �����

��� ������� �	
�� ��� �����	��� ���

������	 
��� ����������������� �	����� f(θ) ∈ F ��� ������� ���������� �
�� �

f(θ) =
1

ord(W )
A · f(θ) =

∑
μ∈Λ

b(μ) A · e(μ, θ) , b(μ) ≡ a(μ)

ord(W )
, ��������

� �
� ����
!�� ��
"���� � �	��	 �� 
���#�� ���������� �
������ A·e(θ,μ) ∈ F$
" � μ ∈ Λ�

������	
� �� % ����# ���� ��& ���� ������'� ����� ����������������� �	��(
���� ������	 �	����� ��������$ ����)� � 
���# ����$ ��&�  �
&� ���! �������(
����������#� *�#������
!��$ ��"
��� +����& ���� ����� ���&���� σα(i) ����&(
 �� ��� "�	��	 W $  ��"
��� +����& ���� ����� ���&���� σα(i) �������
���
��� ��
�&���
!��� ����� α$ � ���
������� ���"� ����� α(i)$ 	 ������"� ��������
���� ,�������������$ ������ (e(α,θ)/2 − e−(α,θ)/2) � ��������$  
� ������- α = α(i)$

�	 	� �����!�� ������$  ����� (e(α
(i),θ)/2− e−(α

(i),θ)/2) �������� ���$ ������	 ��
�����

Si ·
∏
α>0

(
e(α,θ)/2 − e−(α,θ)/2

)
= −

∏
α>0

(
e(α,θ)/2 − e−(α,θ)/2

)
, ∀ i .

������	
� ��.���	
 ������'� ������
!� �� ���"�- ����/����-� 0������$ ��
"������ � ���$ ��� ������� ���� �� ��
�&���
!��� ������ � 
���# ���� ����	
�
�������� ������ ��
!�� �� �������� σ(δ)$ ��
	�����- �� ������ δ � ����)!�  �#(
����� � ��"� �
������� σ �� "�	��� %�#
� W � .���	
 ������'� ������
!� �)�
� ���$ ��� �������� � �
	�� ���������������- 
"��� 1�(2	 �$  
� ������-
���
� �����# ����������$ -��� ���
� r ������- �����# �������$  ���������� �����
λ(i) (i = 1, . . . , r) ��� �)�  �������� � ��)��������� % ���� �
	�� ����	
 ������'�
�������� ���������	� �	��	 � ����������� ������� ����� *
� su(2)(
"���� 1�(
2	 � ��� ������/���� ���! �� ��� ���� �� -���/� ��������� ��& ����� 3����  
�
�

���������- θ(�	����#� *
�  �	"�- 
"��� 1�(2	 � ��
	����� ����)����
���- ��& ����� *
� ����"� ����  ���- ����)���#$ � ���$ ���-� ���� �������(
 ��! �� -� �)	� ��"	
������� ��-� �)�-�� ����������- �	��$ �������)�- �
����- ����- ������/���� ������'��

4�������� �����! �	�����

Dδ+λ(θ) =
∑
σ∈W

ε(σ) exp(σ(δ + λ), θ) = A · exp(δ + λ, θ) ∈ F , ������5�

������ ������ �� ���/�"� ��� λ ��������"� ��� ���
���� T (λ) ������# ������(
��# "�	��� 6� G �� �� 
"���� 6��� 7� �� �� �	����� ����������������� ���(

	���  �#������ ��������������� A � ���������	 exp(δ+λ, θ)�$ �� ��  �
&�
 �
��!�� � �������
! %�#
� ������'�� 0�&� ��  ��&��$ ��� ���	
!��  �
����
���� -�����	 �����5� ��� ���
���� T (λ)� 8 ������$ ��  ��&�� ��& �����

Dδ(θ)χλ(θ) = Dδ+λ(θ) , ������9�

���	  �
� 	�� �������� ����	
� ��
� �
� ���������

χλ(θ) =
Dδ+λ(θ)

Dδ(θ)
=

∑
σ∈W ε(σ) exp(σ(δ + λ), θ)∏
α>0(e

(α,θ)/2 − e−(α,θ)/2)
. ��������



��� ��� ������� �	
�� ��� �����	���

��� ��	
��� ������� � �	���	����� �������� �	���� �����	� ����� ����� �!��"
������	�� ������#� � ���� �� ��!	�!���		�� ����$ �� %����	��� �!���$ &�����
'	��!��	� �������  (�� ��)������ ������#� ��� �	���	����� &���� ����(����� ��
��!���$ *�!�
��!�� �������� � (���	�� ���(�� 
���� � 
�(����� �!��������	�� T (λ)

�$+�!����� �!����� 	�� �!��������	��, λ = 0 � χλ(θ)|λ=0 = 1�

-�!����� 
 ��
������ ���� ��!���$ &���� ��������� .	�(��� ��
�)�� �����/"
��� ����!)��	���

�����	
���� ����� �������� ��	
	�� ������������ T (λ) ������ ���� G ��
�� ������� �� A�� ������������� ��������������� � ��������! ������� ������(

∂2θ +
∑
α>0

(e(θ,α) + 1)

(e(θ,α) − 1)
(αi∂θi)

)
χλ(θ) =

(
(λ+ δ, λ+ δ)− (δ, δ)

)
χλ(θ) , ������0�

��� ∂2θ ≡ gij∂θi ∂θj � � ����� "���� ��  � ���� � ��� ���#������� ����� α
������� A� � ������ δ �������� � ��	$	�%�	 &���'������� Xδ+λ(θ) ≡

(
χλ(θ)Dδ(θ)

)
'�� ������� (���� ��	
	%)� � *�������� χλ(θ) ������������� ��������!

∂2θ Xδ+λ(θ) = (δ + λ, δ + λ) Xδ+λ(θ) . �����#1�

�������������� '���� ��� ��!���$ ������0� � �����21� ��� 
���!���(	��� ���"
!���!� 3�����!� � ��!�����	�� ������� �����2� *�!�
��!� �!��������	�� T (λ) �$
����(��� �����/��/ ����(
� !���	���(

(λ+ δ, λ+ δ)− (δ, δ)
)
χλ(θ) = Trλ

(
Ĉ2 · eθiHi

)
=

= Trλ

(( r∑
i,j=1

Hig
ijHj +

∑
α

EαE−α
) · eθiHi

)
=

= ∂2θ Trλ

(
eθ

iHi

)
+ Trλ

((∑
α

EαE−α
) · eθiHi

)
=

=
(
∂2θ +

∑
α

e(θ,α)

(e(θ,α)−1) (α
i∂θi)

)
Trλ

(
eθ

iHi

)
,

�����#��

��� ��� �+!���/��� {Hi, Eα} ����+!$ A !��������	$ � �!��������	�� T (λ)� & ��"
����	�� !���	���� �����#�� �$ �(�� ����	�4�	��

Trλ

(
EαE−α · eθiHi

)
=

e(θ,α)

(e(θ,α) − 1)
(αi∂θi) Trλ

(
eθ

iHi

)
,


���!�� ����(����� � ����� ����	��� !���	��� ������� � ������� �����/��� �+!����

Trλ

(
Eα ·E−α · eθiHi

)
= Trλ

(
E−α · eθiHi · Eα

)
=

= Trλ

(
E−α · Eα · eθi(Hi+αi)

)
= Trλ

(
([E−α, Eα] + Eα · E−α) · eθi(Hi+αi)

)
=

= Trλ

(
(−(αiHi) + Eα · E−α) · eθi(Hi+αi)

)
.

-�!����$��� ����� �� ���� 
�!	�� � �!���� (���� �����#�� 
�
 ����� �� ����)�"
��� 	$� 
�!	�� α > 0 � �!��	���� ����/ � �!���/ (���� �����#�� �$ ����(���
�!��	�	�� ������0��

��� ��������	�
�� ������������ ������ Sr� ������ ���
������������� ���

������	
��	������ ���	
	������	 ��������	 �������� �	�������� ������� p(y) =
(
∑n

k=1 Pk − 1) �� y� �	������ ��� ���� ������� �	��� � �! � n ����	" y = ai
(i = 1, ..., n) � ������	����� �# �����# ����

p(y) = c · (y − a1) · (y − a2) · · · (y − an) . �����$��

% ��� ����������� Pk� ������� p(y) ����� ������ �� �#&� (n−1)� ������ '	����
c � ��	��( �	��� �����$�� ������ �	������ � �! � �# ��� �	�� ���������

)
 "	�	�������������*� ��������	
∏

i(y− ai) = 0 �����	��� ���� !� �	������	
y · Pk = ak Pk � ���������#� ������&���� �����$��� +  ����� �������� ������	����� V
�	
,��	���� � ���� ! � �� V = ⊕kVk� *�� Vk = PkV - ���������	����	 ��,�����.
�#" �������� ����	���	 y � ��,������#�� 
�	������� ak�

/	�������� ��	*�	�� 0�*	 λn = [λn1

(1), λ
n2−n1

(2) , . . . , λ
nk−nk−1

(k) ] � nk �������� � n
�	
������

n =

k∑
i=1

(ni − ni−1) λ(i) ,

�
 �� �����������	� n0 = 0� ����� �
���
 n1 ����� � �������
 λn ��
�� 	���
λ(1)� �	
����
 (n2 − n1) ����� ��
�� 	��� λ(2) � ��� �	

� � �����
� ���	
��

(nk−nk−1) ����� ��
�� 	��� λ(k)� ������
��� ����� �������� ��������
��� ����
��� �������� ��  ��� !�"#� �
 (ni, λ(i)) $ ��������� �	
���� ������
 �����
�������

λn =

. . .

. . .

λ
(1)

n1

nj−nj−1

nk−nk−1

n1 ,λ(1)

nj−1 ,λ(j−1)

n
j
,λ

(j)

n
k
,λ

(k)

 ��� !�"#� ��������� ���� λn = [λn1

(1), λ
n2−n1

(2) , . . . , λ
nk−nk−1

(k) ]	 
��� ���� (n
j
, λ

(j)
) �����

������ ���������� ������ �� ���������� ����� ��������� λn	

��	�� �������� λn� %�������� ��� ����& �������
 '��� λ �����
�����
� �����
���������( ���	�� '��� {Ta,λ, ...,Tf(λ),λ}� ���	� ������( f(λ) ���

	�
��� �����)
	��� *!�+�,-.� *!�+�,/.� 0	� �	1�
&2
�� ��� ���������� �	
���

 ���

	
��
�

����������� ����� ����� ��������� ��� ���������� ������� Tλr ���� ���
� ���������! ������� Tλn� ��� n > r� � ����� Tλr ⊂ Tλn� ��� Tλr ���������
�" Tλn ������������ �������� ������  �������� #������$ i = r + 1, . . . , n	

 ��������� �
������� ���������� ���	��� '��� Tλn � ��
���� ����� ��)
������ λn ��  ��� !�"#� 3���1 ��� ��
 ���
��
� ����������& �
����
�� e(Tλn) ∈
C[Sn] ⊂ C[Sn+1]� ������& �����
�����
� ���	��
 Tλn � ���	
�����
� ������2
����

(y1, y2, . . . , yn) · e(Tλn) = (0, a2, . . . , an) e(Tλn) , *!�-�/4.



��� ��� ��������	�
�� ������������ ������ Sr� ������ ���
�������������

������	
� �� �������� 	���
��	���� �����
� � 	������� �����  ��� 	��
�	�����
���	���
��� �	���������� �����	� C[Sn] ��	���� Sn�� ����	�� ������������� ���
�	�

� ���� λn� 	���� ���� ������	���� ���� Tλn� 
��!� "�	
� λn� �� ���

� ������ ��� �	���
����		����� 	���� ���� ����# ���� n � �	�"� ����� �����
	�� ��� � $��# ���	�

� � ��	%�� ∅& '�� ���� f(λn) ������ "�	
���
 �(&)&*+�
 �(&)&*,�� ����	�� 
� �	��� � ��� � 	������ �����&

������	
� �� -	�" ���� �� .�&(&/ ���� ������� ������� �� ����� ���� �	��
��� �������� �	���������# �	���� SL(N,C)� �������� ����	�
� ��	���� 	�����
0��� �	�
��� �	�������� T⊗5 ��	������!� �	���������# T �	���� SL(N,C)
�� �� ���	���
�
 �	����������
 T (λ)� ��� λ 1 ���	�

� ���� � 5 ������
&
2	 $��
 �������
� ������� ��� N > 5� ��� ��� �	���������� �	���� SL(N,C)
� ���	�

�
 λ� 
��!
 N  ����� ��	��� �� 	��������� ��
& .�&(&33 ��
0��& 4	������� ���0���� �	���������� T (λ) � T⊗5 	���� ���� ����#� ��!� �
��	%�� ∅ �	�"�  ���������!��� � ���	�

� λ  5& 5��	
�	� 	����0���
�	���������� T⊗4� ����	�� ���� � �(&*&/(�� ��	��������� ��	��
 ����	�
� �	���
��
 �	�"� ���� �� .�&(&/& 6�!�� "�	
��� 	����0��� T⊗r �� ���	���
��
�	���������� T (λ)� ��� λ 1 ���	�

� ���� � r ������
� �	������ � �(&*&/+�&
7�� ��� ���  ��� 0� �	�" ���� � r $��0�
 �������� �������� �	���������#
�	���� Sr  �������� ���	���
�� �	���������# �	���� SL(N,C) ���� N > r�
�	 	����0�� �	���������� T⊗r �������� ��	�0���
 ��������� 8�	��9�#��
��
& 	����� �����&

:���� 	���	�%����# �	�" ���� ��� �	���� Sn ��������� ��
 �����  
�0��
���� ���� ����	��� ��� ������ "��	�������� n& 9 ������!�
 ���	������ 
�
����0�
� ��� �� ������ $���� �	�"� ���� "�	
��	����� ��������� �	� ���	�
��� ������ ����� ��	�0��# �� ��	
��� $��
����� � ��;<=	" yk� ��� ����
�	����������� �	
����� ��
�������� eα �����	� C[Sn]� ��	����!� ������
����
�&

����� ���� �	
� � �	�����	�� �������	�� ��������	��� eα

9 �����
 ���	������ 
� ����
 ������������ �� ������!�
 ����	0���&

��������	
� ������ ����� y � ��	�
����� � {a1, a2, . . . , an} � ����	 ��	�
���

	�� ������ ��� ai = ak �� i = k� ������ ������� Pk(y) =
n∏

i�=k
i=1

(y−ai)
(ak−ai) ���������	��

���������
n∑
k=1

Pk = 1 . �(&+&+>�

����� y � ���� �! ���	���	� �� �����"� � n�
�	��
 �����	��
 �	���	������

V � ����� y ��������� ��	����	���������
� ���������
∏n

i=1(y − ai) = 0� ���
��� a1, a2, . . . , an � ���������!� #������ ���	���	� y � $��
���! Pk(y) ��	�#���
������ �����
� �#��
�� �	���������!� �	�����	�� � V%

Pk · Pi = δki Pk . �(&+&,��

��� ������� �	
�� ��� �����	��� ���

��� ��	
��	���� ����Dδ(θ)� �	���	����� � �	��������	���
 ���� ��������� �
��
�� 
���� �����������

∂

∂θi
Dδ(θ) =

∂

∂θi

∏
α>0

(e(α,θ)/2 − e−(α,θ)/2) =
1

2

∑
α>0

αi
(e(α,θ) + 1)

(e(α,θ) − 1)
Dδ(θ) . �����  �

!��
� ����� ���"�#��" ��
� $�� %��
���& ��#��& ���� σ ∈ W ����'��� �����
���	�"�&
� ����(�	���	���
�) (σ(α), σ(β)) = (α, β)� ��� ��	��� $	��� ������ � 
&
�&����


∂2θ Dδ(θ) = (∂θ, ∂θ)
∑
σ∈W

ε(σ) exp(σ(δ), θ) = (δ, δ)Dδ(θ) . ����� ��

*�������#�
 �	 ������������ Xδ+λ(θ) = (χλ(θ)Dδ(θ)) ����	����
 ∂
2
θ � ������"�#�
��

���
#�	
� ������+�� �����  � � ����� ���  ���#�"�	�� ���#$	�


∂2θ (χλ(θ)Dδ(θ)) = Dδ(θ)
(
∂2θχλ(θ)

)
+ 2(∂θiχλ(θ))∂θiDδ(θ) + χλ(θ) (∂

2
θDδ(θ)) =

= Dδ(θ)
(
(λ+ δ, λ+ δ)− (δ, δ)− ∑

α>0

(e(θ,α)+1)

(e(θ,α)−1) (α
i∂θi)

)
χλ(θ)+

+
(
∂θiχλ(θ)

) ∑
α>0

αi
(e(α,θ)+1)

(e(α,θ)−1) Dδ(θ) + (δ, δ)χλ(θ)Dδ(θ) = (λ+ δ, λ+ δ)χλ(θ)Dδ(θ) ,

$�� ����	�	�� � #�	������
 ����� ,��

�����	
��� �����"�#�
�� �	���-����
 e−(θ,α)(1− e−(θ,α))−1 =
∞∑
k=1

e−k(θ,α) � �������

��
 ���#' $	��" #�	������ ������+� ����#'.�
 �(�	��
(
∂2θ +

∑
α>0

1 + e−(θ,α)

1− e−(θ,α)
(α, ∂θ)

)
χλ(θ) =

(
∂2θ + 2(δ, ∂θ) + 2

∑
α>0

∞∑
k=1

e−k(θ,α)(α, ∂θ)
)
χλ(θ) .

/���	 #�	������ ������+� ����(���	�� ���((
∂2θ + (2δ, ∂θ)− c

(λ)
2

)
+ 2
∑
α>0

∞∑
k=1

e−k(θ,α)(α, ∂θ)
)
χλ(θ) = 0 , ����� 0�

��� c
(λ)
2 = (λ+ δ)2 − (δ)2 � 
& ������"���	���" ��	���� ���
�� �	���� (μ)2 = (μ, μ)�

*����	��
 � #�	������ ����� 0� ���
#�# ��� 1	�	����	 �����2� � ���� �#

& �� ���	
�
 ���#�"�	�� ���#$	�
 �����������(

(λ+ δ)2 − (μ+ δ)2
)
nλ(μ) = 2

∑
α>0

∞∑
k=1

(α, μ+ kα) nλ(μ+ kα) , ����� ��

��� nλ(μ) = multλ(μ) 3 ��	�����" �&��-����� ���	 μ ������	������ T (λ)� 4��������
��� ����� �� �	�&�	���� �������� ��	�
	���� 
�� �������	��

5	��
��
� $�� #������$���� ����� � ������� ��
��	������ ���	 (&�� ������&
� 6	����� ���� ��
� �	�-� ���	�	���"���� 7����-����� ������� �	��� �	
 ���	���
(���� ����#'.	� 8�

	�

����� ����� �� ������ 	
� μ �
����	�
��� T (λ) ��	�	��
��
� ������������
	
�� μ′� ��� ������� 	�����
�� (λ)2 ≥ (μ′)2 = (μ)2� �� ���� μ � 	
� �
����	�
���
T (λ)� �� ��� ������ σ ∈ W �� ��

� (λ + δ)2 ≥ (μ + σ(δ))2� �� 
� �	
���	�

���!�
��� ���"�� 	 ��� �
 μ = σ(λ)�



��� ��� ������� �	
�� ��� �����	���

������	
��	��� �� ����	
� �
��� ����� �
���� ��� ��� ��	��� �
� μ �������
�
 �
 ���� � � ��� �
�� μ′ !��� ����"� � � #��
	�
 �� ������ ��$ ���� � � ��
%� �
�� μ′ �
������
 �$ T (λ) � ���� &'�(�'� �� ��

� μ′ = λ−∑imiα

(i)� %�
 mi ∈ Z≥0�
��%��� ����%�$ β =

∑
imiα

(i)� �� ������
�

(λ)2 = (μ′)2 + 2
∑
i

mi(μ
′, α(i)) + (β)2 ,

%�
 (β)2 ≥ 0 � ��� ��� μ′ ) ���� � � �� �
�� �� (μ′, α(i)) ≥ 0� *������ (λ)2 ≥ (μ′)2 =
(μ)2�

+� *���� σ , ��!�� ��
�
 � %���� W � ��$ �
�� σ−1(μ)� �������
 � �%� �
�� μ
�
������
 �$ T (λ)� � ���� &'�(�'� ��

� �
��� -�����. σ−1(μ) = λ −∑imiα

(i)� %�

mi ∈ Z≥0� *������

(λ+ δ)2 − (μ+ σ(δ))2 = (λ)2 − (μ)2 + 2(δ, λ− σ−1(μ)) =

= (λ)2 − (μ)2 + 2
∑
i

mi(δ, α
(i)) = (λ)2 − (μ)2 +

∑
i

mi(α
(i))2 ≥ 0 ,

&'�/�+��

%�
 �� �������"������� -������ 2 (δ,α(i))

(α(i))2
= 1� �����$ �����
 � � ��
��� &'�'�+�

� &'�(��/�� � ���	
 �������"������� ���
	�
 �
� �� ��  �� �
���� 0��
���� ���
����$ ����� � &'�/�+�� ��	
� �� $���$  ��� ������ � �����
 (λ)2 = (μ)2 � mi = 0�
��� �� ����� � μ = σ(λ)�

1��
���� ��� -� �2�$ Dδ+λ(θ)� "���  �$ � &'�/����� �����
���$
� ���� 	
 ����
 
 �� &'�/�+3�� ��� � ���"�
�
 �
 Xδ+λ(θ) ≡

(
χλ(θ)Dδ(θ)

)
.

∂2θ Dδ+λ(θ) = ∂θi ∂θi
∑

σ∈W ε(σ) exp(σ(δ + λ), θ) =

=
∑
σ∈W

ε(σ)
(
σ(δ + λ), σ(δ + λ)

)
exp(σ(δ + λ), θ) = (δ + λ, δ + λ)Dδ+λ(θ) .

&'�/�+4�

5��
 ��%�� ��� 	
 ��� � Dδ+λ(θ)� -� �2�$ Xδ+λ(θ) ∈ F , ��������
���
���$�
��� ��� � � $��$
��$ ���"�
�
 �
� ��������
���
���� -� �2�� Dδ(θ) � ����
��
��
���� -� �2�� χλ(θ)� 6�
 ��� ���"���
�  � ��� ��� -� �2�� Xδ+λ(θ) � Dδ+λ(θ)
��$"� � ��% � ��%��� �
������
�� �� ����
����� ��
���7

 ���
	�
 �
�

�
��
�� ����� ��� �����	
 Dδ(θ) 	 Dδ+λ(θ)� ������ � �������� 	 �������� 	����
����� ���������

Dδ(θ)χλ(θ) = Dδ+λ(θ) , &'�/�+��

���� �� !��	������� �� ���� "�
�� ������#� ��� � ���  χλ(θ)�

������	
��	��� ��� ��� �
��$ ����� &'�/�+�� , ��������
���
���$ -� �2�$ � F�
�� ��%��� � &'�/��/� �� ��

�

Dδ(θ)χλ(θ) =
∑
μ′∈Λ

b(μ′) A · e(μ′, θ) . &'�/�+8�

9� �2�$ Dδ(θ) $��$
��$ ������ ����� 
 � e(σ(δ), θ)� %�
 σ ∈ W � � -� �2�$ χλ(θ)
�
�������� � ���
 ����� ����� 
 � e(μ, θ)� %�
 μ , �
�� �
������
 �$ T (λ)� *������
� ����� ����� &'�/�+8� �������� �
 ��
� �� �
����� μ′ = μ+ σ(δ)� 1��
���� ���

��� ��������	�
�� ������������ ������ Sr� ������ ���
������������� ���

�������� � ������ 	�
�� ���������
���� �
���� ���������� ��� ���
	������� ������
�����
�������� �� ����� ��
�	��
���� ���� ����� �
� ���������
����� ���
�� �� H2(i) ⊂ C[Sn] � �����!
������� ������
����� ���" 
�� �� C[Sn]�

#
����$% �������� � �
���& �
'
& � �
�������� �&'
"% ����
 ������
 σi · v1 � v1 ≡ vΛ (
���"�� 	
������) σi · vΛ ∼ vΛ� * +��� �&'
� �	 ������,���" ������-� ���&��% '�� �
 �������
v1 ≡ vΛ ��
�	&���� ���������� ������
����� ���
�� �� H2(i))

yi vΛ = ai vΛ , yi+1 vΛ = ai+1 vΛ , σi vΛ = ±vΛ ⇒ ai+1 = ai ± 1 , ��������

�������� � ������ 	�
�� ���������
���� .
�����% '�� ������
����� �������� ��	���
�� �	 ���!
�������� �� �&'
� ai+1 = ai ± 1� ������
����� ρ̃ ��������% ��� ���
��
����� ���������
�����
�������� ( �����
���) vΛ′ = 0� /�
�% ��� ������������ ������
����� ���
�� �� H2(i) ⊂ C[Sn] (
+�� � � ��&������ ������
����� ��������% � � ���������� ������
����� ���������

#
� �������&0� ������������ ������
����� ρ ���
�� �� H2(i) ⊂ C[Sn]% ������� ������
� ������������ ������
����� ρ̄ 
�� �� C[Sn]� 1������������� ������
����� V ������
�����
ρ ������ � ������
����� V̄ ������
����� ρ̄% � � �
'����� ������
 v1 ∈ V % �	����� �
�� � �
!
��� �
'
�% �� ����� �� �
�� �� �������"% �� ���� +������� (y1..., yi, yi+1, ..., yn)% ������ �	
������
����
 V̄ ����������&02�" ���������& ������
����& �
 ��& Λ = (a1, ..., ai, ai+1, ..., an)3 ���
������-�� 1��
��� �������� �� �������� 	�
'���� ai � ai+1 ����
����� yi � yi+1 ������
���� & ���!
���
 vΛ′ �� ��
�����0 � �������� vΛ� 4�� � 5������ ���
����� Λ � Λ′ � ������-� � ������6�� �� ��
� �	�
'���" vΛ � vΛ′ % ������" �� ���
� � ������7��

8�
9�'����� ������
����� ��&�% ����������� ��,�% ������������ ������
����" ��������!

���� �������� � ��&������� ��������� ���
�� �� H2(i) ⊂ C[Sn] �
�� �
 :�����6� #
 ��
9
� ; � <

�	� �
���� �������������� ���������� �� �&'
� ai+1 = ai±1� � ��&������ �� �&'
� ai+1 = ai±1�

������
����� 
�� �� H2(i)� :
	�'��� �&��% ��&2�� �	 ������" ���,��� � ����00 ���,��&%

����������&0�  
	����� ������
�% �
 ������� ����
���� yi, yi+1 ��
���
�	&0���� �� �������!

���� �&'
� �:���=� +�� ������ vΛ = v1% 
 �� ��&������� �&'
� �:���<� +�� ������
 vΛ � vΛ′ %

������� ��������� � ������7�� /������ �
 �� �
� ��
9�� A � B �
��� �� �������� 	�
'�����

������2�� � �
 ��� Λ � Λ′� +������� yi, yi+1�

������� � �����	
� ������ ������	�� �� ��� ��� ��	�

{∅ 0→ • 1→ •• −1→ •••
0→ ••• •

2→ •• •• • } , ��������

��	����� ���	
�	�	
��	 	����� ����

Tλ5 =
1  2 ! 5 �
3 "! 4  

. ��������

#���� $	�% 	����& '��	�( )����% �����'��% 
��*�& ��	 �'������� ����

λ5 = • • •• • �+ � ���� �������� ���	�� 	����& Tλ5 ����,&
�-	+ 
 ����% �����'�"


�	������	 .���	�. • ��(
�(-	�( 
 
��*��/ �
 '�������/ ����� 
'��� ���"
���	�
������ ��	 �������� 
 ���)� ����� 0�'��1��� ���	�� 
 �������� ���	
�	"
�	
��	 �����'�
�	������	 (a1, ..., a5) = (0, 1,−1, 0, 2)  '��	�( �'����� �� �����/
��	� 2��� (a1, ..., a5) = (0, 1,−1, 0, 2) (
�(-	�( ����	
���&� ,�����(� $�����"
	�
 ����345�) (y1, y2, y3, y4, y5)+ ��������&� 
 ��,���	�	� '�%�	
( $�����	�

yi �� ���	
�&% '����	��	 e(Tλ5)+ ��	��&% ���	
�	�	
��	 	����� ���������

6��� ����,��+ �& �������
�� 
�� �	��'��	�&� 	����& ���� Tλn+ ��-7�
)���� '������& ���� λn � n ���	���+ 
�"���
&/+ � $�����	�� ���1��	
� 
��/
����	�����&/ ������
 Spec(y1, . . . , yn) �+ �	� 	�1� �����+ � ���	
�&� ��	���"
�����&� '����	��	�� 
 ������� C[Sn] �$	� �&�� �'����� 
 ���'&'�7�� ��,'����+
+ 
�"
	��&/+ � ��	(� 
 ���)� ���� '�( �����& Sn�



��� ��� ��������	�
�� ������������ ������ Sr� ������ ���
�������������

�������� yi� yi+1� σi ∈ C[Sn] 	
�� ���� ������������� i ≤ n − 1� 
��������� ���������
����������� ������������ 	��� 	������� 	���� � � 	����!��"

σ2
i = 1 , σi · yi+1 = yi · σi + 1 , yi · yi+1 = yi+1 · yi , 	���� #�

� ������� ��������� 
����$����H2(i) � ��$���� C[Sn]� %�
��������� 
������������ ��$���� C[Sn]
������� � ��&�� ������ 
���������� 
�������������� �� 
����$����H2(i) �� ��� 
������� � '� (�
)�� 
������������ �����$���� � 
���� ����� ��
��������* 
�����������+H2(i)� ,� ���-� 
����.
����� 
������������ 
����$���� H2(i) �����/���� %��� ������ 0 
���������- ��� ��
���������

������������ ρ 
����$��� H2(i) ⊂ C[Sn] 	∀i�� �� ������� ���������� ��
��������� 
�������.
����� ����+ ��$���� C[Sn]� 1������ ���/�� ��� ��$���� C[Si+1] 
���/������ ��$����+ C[Si] �
��$����+ H2(i)� 2�)���� ��/��+ ��$ �� i � (i+1) �������� � ������� 
�����������+ 
����$����
H2(i)�

3���� ������- ��
��������� 
������������ ρ 
����$���� H2(i) ��� /�� ��� �������� 
�������.
����� ��$��� 4� �� ������� ������ %����� � ��$�� ��� � 
����������� V 
������������ ρ ���$��
������� ����������+ ������ v1 ∈ V "

yi · v1 = ai v1 , yi+1 · v1 = ai+1 v1 , 	���� !�

$�� ai � ai+1 0 ����������� �������� �
�������� yi � yi+1� 2���+������ �� v1 )�������� σi �
���������� �����+� 
�� ������� ����+ ������ σi · v1 � ������ v1 0 ����+�� ����������� ,�$���
�������� 	���� #�� �� ������/������ ��� ��+����� 
����$���� H2(i) �� ������ v1 
���/���� ����.
�������� ��������� 
����������� V � ��������� �� v1 � v2 := σi · v1 ��� �� �����"

σi · (v1, v2) = (v2, v1) , yi · (v1, v2) = (ai v1, ai+1 v2 − v1) ,

yi+1 · (v1, v2) = (ai+1 v1, ai v2 + v1) .
	�����5�

6� )��* ������� 
��-����- ����������� ��$�������� 	7���8�� �� 
������� ��������� 
���������.
��� ρ ��� ������&�* ��$���� H2(i)"

ρ(σi) =

(
0 1
1 0

)
, ρ(yi) =

(
ai −1
0 ai+1

)
, ρ(yi+1) =

(
ai+1 1
0 ai

)
. 	�������

%�� ���������� �����+ ai = ai+1 	��� 9����/����� ������� : )��� ������ �����;� ρ(yi)� ρ(yi+1) ��
	������� ��$�� ���- ������������ ���$����������� � 
���&- 
������������� )��������������"
ρ(y)→ ρ̃(y) = A−1 · ρ(y) · A� $��

A =

(
1 bi
0 1

)
, bi := (ai − ai+1)

−1 .

: �����-���� �� 
������� ��������� 
������������ ρ̃ ��� ������&�* ��$���� H2(i)� )���������.
��� 	�������"

ρ̃(σi) =

( −bi (1− b2i )
1 bi

)
, ρ̃(yi) =

(
ai 0
0 ai+1

)
, ρ̃(yi+1) =

(
ai+1 0
0 ai

)
, 	�����7�

������� ��
����� � ����� ������

(vΛ, vΛ′ ) := (v1, v2) ·A =
(
v1, (ai − ai+1)

−1 v1 + v2

)
. 	�����<�

=� 
������ ����������� vΛ � vΛ′ ���- 
��/�� >���� bi = ∓1 ⇔ ai+1 = ai ± 1� �� ���������

������������ 	�����7� ��
�������� � ��� ��/�� ����������-�� ��� 
��
������������ � 
�������.
����� 
����$���� H2(i) ⊂ C[Si] � ��
��������� 
������������ ���+ ��$���� C[Si]� >��� bi = ∓1 ⇔
ai+1 = ai±1� �� ��������� 
������������ 	�����7� 
�������� 	�� �� �����/����� � � 
����������� V
)��$� 
������������ ������� ���������� ������������ 
��
����������� VΛ′ � ��������� �� ������

vΛ′ = (ai − ai+1)
−1 v1 + v2 = (σi ∓ 1) vΛ , 	�������

�� ������� ��$����� 	�����7� 
����$���� H2(i) ��+������ �����&�� �������"

yi vΛ′ = ai+1 vΛ′ , yi+1 vΛ′ = ai vΛ′ , σi vΛ′ = ∓vΛ′ , (ai+1 = ai ± 1) , 	����� �

��� ������� �	
�� ��� �����	��� ���

∂2θ
(
A · e(μ′, θ)) = (μ′, μ′) A · e(μ′, θ)� ����	
��� �� ����	�	
� � ����	�	
�� ��������� ��

���������� �� ����� �  ����! ���
 ������"� 
#�  � ����� μ′ = μ+σ(δ) ��
�� ��

(μ′, μ′) = (μ+ σ(δ), μ+ σ(δ)) = (δ + λ, δ + λ) .

��$���	� ����! ���
 %���� ����� #�		�� ����	��� ��&� ����
����'�� ��'��
� ������ μ = σ(λ)� (����� μ′ = σ(λ + δ) 
 �����  � μ′ � ������"�  �����)���� �
�����  � �����	�� σ ∈ W � * �����'�� +������ ������"�  ��� 
������� � �
#�

Dδ(θ)χλ(θ) =
∑
σ∈W

b(σ(λ + δ)) A · e(σ(λ+δ), θ) =
=
∑
σ∈W

b(σ(λ + δ))
∑
w∈W

det(w)e(w·σ(λ+δ), θ) = b̃(λ+ δ) Dδ+λ(θ) ,
��������

$#� b̃(λ+δ) =
∑

σ∈W b(σ(λ+δ)) det(σ)� ����	
��� ���++
,
�	�  �
 ���-
. ��� �/

	�	�. e(λ+δ, θ) � ����! 
  ����! ����. ���	�-�	
� ��������� ��  ������� b̃(λ+δ) = 1�
� ��' �������� ���
����		� ���������

����� ����	
���� ����� �	����� �� ��������	� � �������

�	���� ������������� ����� SU(r + 1)� SO(n) � USp(2r)

* �������  �
��&�	
� +������ *�!�� ��������  ����
� 
� 	�� +������ #�� ������/
	��
  ��#�����	
� T (λ) �� ���-
� ����� λ� 0�� ��$� ����
�� �� dim(T (λ)) =
χλ(0)� 1�� ��� �  ����! ���
 �������� �  ��#��� θ→ 0 �� �
�� �&#����

∑
σ∈W ε(σ) =

0�  �������� 	�� ��#���		��' 0/0� � ��  ��#�� 	��2.�#
�� ���
���' ������/
	�� (���&
� θ = tδ� * ��� �������  �
��	�� ����	��� ������3�� ��  ������� #��
�
��
��� � +������ *�!�� ����	��� Dδ+λ(tδ) = Dδ(t(λ+δ))�  ���� ��$�� 
� ��'���

 � �	���	���� 
 � �
��
��� +����
����		��  ��#�����	
� ��������� �� �� 
��/
���� .������ �������� � �
#�

χλ(tδ) =
Dδ+λ(tδ)

Dδ(tδ)
=
Dδ

(
t(λ+ δ)

)
Dδ(tδ)

=
∏
α>0

sh( t
2
(α, δ + λ))

sh( t
2
(α, δ))

,

$#� � ��' �����
� t→ 0� * �����'��  ������� +������ *�!�� #�� ������	��

 ��#�����	
� T (λ) �� ���-
� ����� λ4

dim(T (λ)) = lim
t→0

χλ(tδ) = lim
t→0

∏
α>0

sh( t
2
(α, δ + λ))

sh( t
2
(α, δ))

=
∏
α>0

(λ+ δ, α)

(δ, α)
. ��������

(����
� � ��'�  ��'����' �2)�! +������! *�!�� #�� .�������� ��������� ��/
	�� +������ #�� .�������� ��� ��	�. $��  SU(n)� SO(n) 
 USp(2r)�

������ 	� 0�� ��� ��	�! ��$�2�� %
 su(2) �
�
 �� ��� ����
+
��,

 s�(2,C)��

���)�! �#
	���		�!  ���&
��'	�! ����	'� ���	�! α = 1 � 	���
������ � ��/
���! ���-
� ���� λ ≡ j ,���� 
�
  ���,���� �
���� �� 
���� δ = 1/2 
 +������
*�!�� ��������� � ����� �$�� �� W = Z2 ���� (�
��� � � ���#��� ��
��  �
	
���
�
#

χλ(θ) =
Dδ+λ(θ)

Dδ(θ)
=
e(θ, δ+λ) − e−(θ, δ+λ)

e(θ, δ) − e−(θ, δ)
=
eiψ(1/2+λ) − e−iψ(1/2+λ)

eiψ/2 − e−iψ/2
, ��������



��� ��� ������� �	
�� ��� �����	���

��� �� �	
	��
� θ = iψ ψ ∈ R �
� �
���� SU(2)� �	���
� �������� �	������� �
�	���
	� � ����	� ����� ����� � ���� ��!��
 ������ "	�	��# �� �	
���
� �����
��
����� �	 ����� � �		��������� � 	�����
�$��� �����%��

��	
�� �� &����� '���"��� ������ SU(r + 1) �
� ��������
�$�� �� �
��(�� )�
su(r + 1) "	�	�	� $��������� ��������	� *$�� [λ1, . . . , λr]  |λ| � �		����������
��������
�$�# �
��(�� )� s�(r+1,C) �	 ����+�� ���	� λ(�n) �! ������%�� &��	�$��
��	 � "������� "	�$��	�	 ��	����$���� �
��(�� )� s�(r + 1,C) ��
� �� ��,�����$-
$	� �	��� su(r + 1)� �� ��(����� ������
	�"	��. Pu ⊂ Rr+1 �����$��"�
��$�#
��"�	�� u = (1, . . . , 1) ∈ Rr+1� /	�
��$	 �����%�� �� �����

δ =
r∑

f=1

λ(f) =
r+1∑
i=1

(r
2
− i+ 1

)
e(i) , ��������

��� λ(f) =
(∑f

i=1 e
(i) − f

r+1
u
)
0 ��$����$��
.$�� ���� �������� �
��(�� )� s�(r +

1,C) ��
� su(r+ 1)�� &��	�$�� ���� ��$"� �� �! �	"�!���
.���� 1�������$�� �����

� �	���!��
2 ������ ��	 ������ 3��
� W "	�$��	� ������� �
��(�� s�(r + 1,C)
��
��(�� su(r+1)� �!	�	��$� ������ �������$	�	" Sr+1 � �������� 
#(	�	 4
���$��
σ ∈ W = Sr+1 �	��� (��. ���
�!	��$	 "�" �������$	�"� θi → θσ(i) "		���$�� ��"�	��
θ = (θ1, . . . , θr+1) ∈ Cr+1� 5�� 4�	� ��$"6�� ε(σ) �! ������%� ���$����� ��� ε(σ) =
det(σ) = (−1)p(σ) ��� p(σ) 7 ���$	��. �������$	�"� σ ∈ Sr+1 = W � 8����. ���	
.!��
������$�� ������%� � �������� �
� λ(�n) � δ !���+�� ���
���
. ������%� ����	� �����

�	���
� 3��
� �������� � �
���� ��������
�$�� T (λ(n)) �
���#,�� 	(��!	�

Dδ+λ(n)(θ) =
∑

σ−1∈W
ε(σ−1) exp

(
λ(�n) + δ, σ(θ)

)
=
∑
σ∈W

(−1)p(σ) exp(λ(�n) + δ, σ(θ)
)
=

=
∑

σ∈Sr+1

(−1)p(σ) exp
(r+1∑
i=1

(λ
(�n)
i + δi) θ

σ(i)
)
=

=
∑

σ∈Sr+1

(−1)p(σ) exp
(r+1∑
i=1

(λi − |λ|
r+1

+ r
2
− i+ 1) θσ(i)

)
=

= c|λ|
∑

σ∈Sr+1

(−1)p(σ)
r+1∏
i=1

xλi+r−i+1
σ(i) = c|λ| det(x

λj+(r+1)−j
i ) ,

��������
��� xi = eθ

i
 |λ| =∑i λi � c|λ| 0 $	����	�	�$�� �$	����
.

c|λ| = exp
(
(− |λ|
r + 1

− r

2
)

r+1∑
i=1

θi
)
. ��������

9������ ��	 �$	����
. �������� ����$ ���$�6� �
� 4
���$�	� g ∈ SU(r + 1) ��"
"�" ��
	��� det(g) = 1 4"����
�$�$	

∑
i θ
i = (θ, u) = 0 �	 ���. ��"�	� (θ1, ..., θr+1)

���$��
���� "	�$��	�� ��	����$���� Pu �
��(�� su(r+1)� 8�� $� ��$�� !���. � ��-

�� �� ������������� 	(,�� �
��������

∑
i θ
i = 0 ��	 �	!�	
�� $�� $��� 	(	(,��.

�	���
� '���"���	� ������ SU(r+1) $� �
���� ������ U(r+1)� 3 �	�
��$�� ����$-
���� � �������� �� ���	
.!	��
� 	�����
�$�� �������$�$�� �����6� ||Aij||i,j=1,...,r+1

����� ���� ���	
� ����� (θ1, ..., θr+1) ����
������ �������� ������
����� 
������ u(r + 1)� ���
���� ��� � �
����� ������

��� ��������	�
�� ������������ ������ Sr� ������ ���
������������� ���

�����	�
 ����	���� ����������� ������ ������� ���� Tλn� ��	
� ����	�� �����
�� ����	�

�� ���� λn� ������� � ��������� ��	 ��� �!��" #�
 ��
�
 ����
!
�!�� �$ ��	 ��� ∅ � ��	 ��! λn ����$��%�� �������������� ������	���� �������
���� Tλn ∈ Tabn �� ����
 ����	����
� � � ������������ � 	�$!�&����
� �	����
�!���� 	�$���� ��
" ������ ���� �'"("�(� � #��	�
! ������� )��� �!�& ��	�������
�����	��&��� ����	 Λ = (a1, ..., an) ∈ Spec(y1, ..., yn) �����	 ����������* $��%�����
)��
����� �����+,-	��� � ����������!.��� ���
������ eΛ = e(Tλn)"

/��$��%�
 %�	�$ X(n) 
������� ���* ��$
���* �!��� ����� n� ����	�� ���
%���.��� � ��	 ��� ∅� ��!� ���$ � $����%���.��� ���������!�& ����	�

�� ����
� n ������
�" 0	!��
� �����
� X(n) 1 
������� �!���� ��������* �$ n 	���	�
�� 	���	� ����
 �	��� ���� ��� �	!��� Sn" #����� ��� ���$����� �� � 
���
�	��!

�	����& ����!.��
 ��	�$�
"

������	 ����
� ������� ��	
��������	���� ����������
� ���� ����������
Tabn ��	�	����� �	��
� ���	 � n �����	�
� � ������� ��	�	�� 
� �����	�
��
���������� Spec(y1, . . . , yn) 
 ���������� X(n) ���� ����� �
�� n � �	���	����
��� ��	�� ���	

Tabn # Spec(y1, . . . , yn) # X(n) . �'"("2��

�	��	��� 
� 3�� �!�� �� 	���	� ����
 �	��� ���� ��
" 4��" '"5�� ��������� �$
��!* 	���	 � ��!��� �$ ��	 ��� λi−1 �� !	���� (i−1) � ��	 ��! λi+1 �� !	���� (i+1)�
��	�$!.� ����	��� A � B� �$��	������ �� 4��" '"� �$��$��
� ���$��%��� ����	�
�

� �����" 6���� !�����&� %��� ���&$!��& 	����������� �������� � ����	���* A �
B �4��" '"�� � $��� 	���	���! ��������� �� 	��	�* �� ��	*��* ��!* !	����* �	���
���� �� 4��"'"5� 
� 
��
 ������������&�� �����������& 	���	���! ����� �	���
����" #���
 ��	�$�
� ����	���� �$��	������ �� 4��" '"�� ��	�����.� ��	!��!	!
����� 	���	� ������ �	��� ���� �	!��� Sn"

�

�

�

λi−1

λi+1

yi+1 = ai+1 = ai ± 1

yi = ai

4��"7

yi+1 =

yi =

ai+1

ai ai+1

ai

� �

�
�
�
��

�
�
��

�
�
��

�
�
��

�

λi−1

λi+1

(ai+1 = ai ± 1)

4��"8

4��" '"�9  	 !
�" # 
 $ 
����	���� ��������� ����	�� � ��	�� ���	 �	 !
�" %"&�
������'
� 
� ����� �
�� 2� 
�'
� 
� ����
��� ���������� 
	��	���� λi−1� �
����
��� ���������( 
	��	���� λi+1" )�� ������
 ������ ����� � ��	�� ���	�
�����������('
� ��
�
�
���� 
��������	�� �	 ������� ����	���� yi, yi+1


	���	�
��(��� *
����� �	 ����	� ��	��� A 
 B �	��� ����������� ��	���
��
+�������� yi, yi+1," -�� ��	�	 A +�� 
��������� eΛ� � �������� � ������	�.���
�	���� Λ ����������� ��	���
� ai, ai+1 +�������� yi, yi+1 ����������(� �������
���
�� ai+1 = ai±1" -�� ��	�	 B +�� �	 
��������	 eΛ 
 eΛ′ �� ������	�.���

�	���	�
 Λ 
 Λ′� ������� ���
�	(��� �
�. ������	������ ��� ����������� ��	�
���
� ai 
 ai+1 �	�
�� ��� ai+1 = ai ± 1"

�������� 	�
���  ����� ���� �� ������� �� 	�������� ��������� �� ������� 	���� �����

2� ����� ��� 	������������ �� ������ �



��� ��� ��������	�
�� ������������ ������ Sr� ������ ���
�������������

�
�
�
���
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���� ��	
 ����������	
 ���� ��� ��� S5� ����	
 ���� �� ������	 ∅ �� ������	
� ���������
 ��� λ  5 �� ��������� ����� ����� ������������� �����������
eΛ ��� ����������
 ������� ��� Tλ�  �����	 �� �����! ����� ���� ����	 ���"
������	� ���#����� ���������� yi$ �����	� ������	 ����� %��� ����� ����&�'($
� � ������������ ��� ������	 ����� ���� ��)� ����������	
 ����� Λ$ ��� �����"
����� ������ � ����������
 ������� Tλ�

���������� � ��������� λr−1 ��� ��������� ��������� λr ���� ������ �� ����� 
���� ��� λr/λr−1!� "��# $��� � �������������� �����%������ ai ������ �� ����
�������& �����������	����� '� ������� ��	 ����������� ������(���) ���# $���
��� ������ S5� *���& ������ � ���������+ $��� ��� ����������� �����%�,���
%������ ��������

- ������(����� ���#� $��� ��� ������ Sn ��%���� ����. ������) ��������
�� ����) ���+��) ���(��� ∅ � ������������� � ��������) ���(���. ���������) ��� 
������) $��� λn � n �������� � �������%����) �� ��%��� /���%�/ ���#�. ������� 
������ ���� ����������+ ����0. ���%����+ ���� � �����
 Tλ1 ⊂ Tλ2 ⊂ · · · ⊂ Tλn�
1���� ������! i. ����2�� � ������ λi/λi−1 ����0� $��� Tλn. ����� ������ ����
(��� �� ���#�. �� ������� ��� ������ ����������� 3� ���&. ���� ������ ����������
��� ����+��� �� ��������� λi−1 � (i− 1) �������� � ��������� λi � i ��������. ��
� ���) ������ �������� ����� ������! i � ��(���� �� �����%���� ai� 3���� ������.
��%���� ���� �� ���#� $��� ���%� ������������� ������������&����& �����%���)
(a1, a2, . . . , an). ������������+ ����� ����. � ��� ������������&����& ��������� �

���� � ���	��
���
� �	���������� Tn+1 ����	� An+1 ����
���
 	�� ����
 m ���� ��
������
�������� �	��
���� ��������� �	���������� Tn � �	���������� Tn+1 � � �	�� ��������� �
	��	�� �
��������� �	���������� Tn � Tn+1� ������� �� �	��
��� m� �	� ��������� �	�� 
�������� ����	 A1 ⊂ A2 ⊂ · · · ⊂ An � !������� �	��
����� � ����	�!	� ���� ������
���	��
� "	������ # �$�� ��!%� � ���! ����	
�����
��� �����	 
��	�
	
� &'��()*	��
yi +��� ,���	������ �����- ��� �	��
��� � �	�� ��������� +�	�� &��- 	��� 1�
����.��
���
 �� �������
� ��	��� ��
� 	��	$����� �	� ���
���
�� /�#�/�����'��� 0123�

��� ������� �	
�� ��� �����	��� ���

���� �	
�� ������� ������ �	��� �������

det(A) =
∑

σ∈Sr+1

(−1)p(σ)Aσ(1) 1 · · ·Aσ(r+1) r+1 .

�	������ �� ������� 
�	���	��� � �!����� ����"
�� ���#� ��� ���$���"�#%
������ � ���� �� �# �����

Dδ(θ) =
∏
i<j

(e(e
(i)−e(j),θ)/2 − e(e

(j)−e(i),θ)/2) =

= e−
∑

i<j(e
(i)+e(j),θ)/2 ∏

i<j

(
e(e

(i),θ) − e(e
(j),θ)
)
= exp

(
− r

2

r+1∑
i=1

θi
) ∏

i<j

(
xi − xj

)
,

� �!� &�

��� �# �	�$� ��� �	�������
∑

i<j(e
(i)+e(j), θ)/2 = (r/2)(u, θ) = (r/2)

∑r+1
i=1 θ

i� '�	�	�

�	��" � �!� &� � �������"( �� ���$���� c0 = exp
(− r

2
(θ, u)

)
�	��	 ���������(

)	��������	 ���� *	
�� ������� ������ �	��� ������∏
i<j

(
xi − xj

)
= det

(
xr+1−j
i

)
. � �!� +�

• ������ ��� �	
���� �	����� �������� � �	�	�� �	������� �������� �� �!�"
��!���� #�$� � ������ ��%�&�' u(r+1)( 
	�!��� �)����� 
	�	�	$ 	�)��!�
� ��!
�� ��� ������� ������

,	����� �����"� ��� ��������#� ������ det(x
λj+(r+1)−j
i ) � � �!� -� 	�����������.

��� ��������"�� ������	����� (/�� �	�# ��������#% xk � xj � '�0���� ��� xk = xj

������ det(x
λj+(r+1)−j
i ) � � �!� -�� �	� � ���������" )	��������	 � �!� +�� �	���

��( � �	��� �/�	
�� ��$�� ����"�� �	 �����	"�#� ������ � �!� +�� �/	�	.
(1�� ��	
	��#� ���������� *�
�"�	� ������ �	��� %	�	����� � �!���� ������	�.
���� �����# SU(r + 1) �� ��	�2�� ����� λ(�n)�

χλ(n)(θ) = e−
|λ|

∑
i θ

i

r+1 · det(x
λj+(r+1)−j
i )

det
(
x
(r+1)−j
i

) =
det(x

λj+(r+1)−j
i )

det
(
x
(r+1)−j
i

) . � �!� ��

,���" �� ������ �	������� �# ��� ��� ��� �� �����# SU(r+1) ���$���" e−
|λ|

∑
i θ

i

r+1 =
c|λ|/c0 �	��� ������� � ��� ������

∑
i θ
i = 0� 0����	������� �����(∏

i

xi = 1 . � �!� ��

) ������� � 
�	���	��� ��	��� �	��� � �!� �� ����� 	����������������� �� ����.
����#� xk ������#� ��0���� �% ����2���� ������� ��������#� ��������������
�������� �� ��������#� xk� �����#� 
	����� �� ��	��	��# 3��	 ��	
/������
[λ1, . . . , λr]  |λ| � �	
#�	���� �������������� 	
���
�
� ����

'��	$�� �����"� �	� ������ �	������� � � �!� �� ��$�� ��������" �� �#����.
��� %	�	������ � �!�&� ������������ �	��	 ������	����� �����# U(r+1)� 4��/�	
5� u(r+ 1) ������� �����	"�#� �	�2������� 	��/�# su(r+ 1) � ����	���� ��.
/	������ � su(r+ 1) �����	���	� �	����� ��������� �	����� Ir+1� 6��������������



��� ��� ������� �	
�� ��� �����	���

�����	�
�	� �����	����� ��������� Hi ∈ su(r+ 1)� ���		� � �������� ���	� 
���� 	� !
�	�� H ′

i ∈ u(r + 1) ���� ���"�"���#

Hi = eii − 1

r + 1
Ir+1 ⇒ H ′

i = eii , ���$�"��

�� eii % �����	�
�	� �����&	� ��	�'�� (�
� �)����� Hi ∈ su(r + 1) � �)� 
�
���� )������
	�� ��� ������		� �	�&	�� μi� �� ������		� �	�&	��
�)������ H ′

i ∈ u(r + 1) � �)��
���� )������
	��� ���
��	� ���$�"��� �����
���	� μ′i = μi + ui/(r + 1)� �� ui = 1 % ���)�		�� ������ u = (1, 1, ..., 1)� *
���� 
+���'�� ��, 	)��������, ��	&	���	�, )������
	�- �
���� u(r + 1) ��
�
��	� � )�	�� ��� ����
� ������ *
��� )������
	�- �
���� u(r + 1)� � �������
��� �&� ���� % !�� 	)�������� )������
	�� T (�n) �� ����.�� ���� λ(�n)� �� 
��		�� � ���"�"$�� �� �� +������� nr+1 = 0� /��� )������
	�� T (�n) 	��������
����������� 0	�� Λ = [λ1, ..., λr]� � ������, &��
� ����� 	 )����,���� r� � T (�n)

�������� ��� )��)������
	�� � �	���	�� )������	�� +�	���	��
�	�, )�� 
����
	�- T(f)� �� f = 1, . . . , r� ��� 1�����2 �� !��� �	���	�� )������	�� ����� 
������ 	������
�	� ��	���	� )������
	�� T(r+1)�� /� ��� �� ������������
�
��� )������
	�- T (�n) �
���� u(r+1)� ������ ��	��	�&	� ������������ )�� 
����
	��� �
���� su(r + 1)� 3 !��� �
�&� ����� �4�� �	�&	���� ���� ����
�������� ����	�.	�� μ′i = μi+ |λ| ui/(r+1)� �� |λ| = λ1 + ...+ λr� (�
� �&��� !��
����� �4�� ����� μ′i � μi )������
	�- u(r + 1) � su(r + 1) ��� )�
������ �)� 
�
	�� ���$�5�� 
��� )�
�&��� ����	�.	� �4�� ,��������� �
� �����		�,
)������
	�- ���)) U(r + 1) � SU(r + 1)#

χλ(n)′(θ) = Trλ

(
T (λ)(eθ

iH′
i)
)
=
∑

μ′ mult
λ
(μ′) · exp(θ, μ′) =

=
∑

μmult
λ
(μ) · exp(θ, μ+ |λ|u/(r + 1)

)
= exp

(
|λ|
r+1

(θ, u)
)
· χλ(n)(θ) ,

���$�"��

�� ,������� χλ(n)′(θ) 	)��������, )������
	�- ���))� U(r + 1) 	��������
����.��� ����� ���"�"$� � λr+1 = 0#

λ(�n)′ = λ(�n) +
|λ|
r + 1

u =

r∑
f=1

nf · λ(f) = (λ1, . . . , λr, 0) , nf ∈ Z≥0 . ���$�"6�

7��� �� ������ ���	��� �� ���)�
�����
��� +����
�- ���"��5� � +�	���	��
� 
	� ��� λ(f) �)��
	� � ���"�""�� 3�� ���$�"6�� ��� � ��� λ(�n)� ������������
���������� 0	�� [λ1, . . . , λr]  |λ|� 8�)�
���� � )���� ���	��� ���$���� ����� ,� 
������� ���$�"��� �� )�
�&��� &�� ,������ ���))� U(r + 1) � )������
	�� ��
����.�� ���� ���$�"6� ���4 ����� )�
�	���� 9���

χλ(n)′(θ) =
det(x

λj+(r+1)−j
i )

det
(
x
(r+1)−j
i

) , ���$�"��

�� xi = eθ
i
% ������		� �	�&	�� !
�	�� g ∈ U(r+1) � �)��
���� )������ 


	�� ���� +����
� ���$�$��� :�� !��� ����	�&	�- 	� xi 	� �� ��
�&� �� �
�&��
���))� SU(r + 1)� ����� ��)�
	���� ��
��� ���$����� !�����
	�	� ������	��
det(g) = 1�� ;����
� ,�������� ���$�"��� �)��
����� �������&��� )�
�	���
9���� 	�������� �������� �	�
�������

��� ��������	�
�� ������������ ������ Sr� ������ ���
������������� ���

������	� �
��������
������ ��� ��� ��� ��
�� ���������� e[2,1]1 � e[2,1]2 	��
�����	����� ���� � �� �� ������� [2, 1] 	 ��������� ���� �������� 	��
��� 	 ��
������ ��� ������� [2, 1] 	 �������� ���� 	���	������ ��� ��	������������	��
	��������� (0, 1,−1)� ��� � ��	������������	�� (0,−1, 1)�  �� ����� ���!� ��������
�
��������
������ 	������	����� ���	���� ��	�� "�����# � ������$ � �������
�$ "%�&���# ���� ���!� ��� ��
��	���� 	���� ������� � ������ 	����� � 	���$� ���

� ����� 	���!'�� �� �	�� ��	���� 	���������� ��!��'� (��� "	� )����������
����� � ��
���� �����#� * ��
������� ������� ������ 	���������� ��!��'� (��� 	
��������+

[3] = 1 0 2 1 3 2 , [13] =

1 0
2−1
3−2

, [2, 1]1 =
1 0 2 1
3−1 , [2, 1]2 =

1 0 3 1
2−1 , "%�&��&#

������� ��� �
��������
����� 	������	���,� ������ ���������� "%�&��%# � ���
���� -������ ����	��� ./01(y1, y2, y3)+

(a1, a2, a3) = (0, 1, 2) , (0,−1,−2) , (0, 1,−1) , (0,−1, 1) ,

������� ����	��� 
��	� 	����	�� ������ "%�&��2#�

����� ����	�
���� �	�� ���� � �	����� ��������� �	���

���������

3���	���� ������ ��
�������� ��	�,4��	� ������ ����	������� Sn � �
�������� �
�������4� �����
����� � ��	������ ����� �������	��� ����� 5 ������ ����	���
�� -�� ��
������� � ���� ����� (���6 	� 7�	�%�8� 3� ����������, ���� (���
������ Sn 9 -�� ����� � �������� ���:���� ����,�	� �	� ������� (��� 	
r ≤ n ������� "������� ��� ������� (��� 	 r ������� �		�'����,�	� 	
����������� ����	��������� ������ Sr#� � ��!���� 	������,4�� �������
� λr−1� ��,4�� (r− 1) ������� 	 �������� λr� ��,4�� r ������� ��� ��!��
���
���,� ������� ��������� ����������$ ����	�������� ����� Sr� 3��	��� ���
� ��� ����� ��� ��������� ����������$ ����	��������� ;���������� �����
	�������� ������ Sr ���!4� ������ ����,�	� ��������� ����	��������� ���
�� ��������� Sr−1 ⊂ Sr� 3�-���� ����������� ����	�������� T

(λr−1) ���������
Sr−1 ⊂ Sr� ������� �����,�	� �������� (��� λr−1  (r−1)� ���� 	��������	�
� ����������$ ����	��������$ T (λr) ������ Sr� ������� �����,�	� ��������
(��� λr  r� 3���	�������� T (λr−1) 	�������	� � ����	�������� T (λr)� �	�� �������
� λr ��������	� �
 ������� λr−1 ��!������� � ��� ����� ������ "��� ����
���
�� 7�	�%��#� � 	������	���,4�� 	��
� ������������ ����	�������� T (λr−1) � 	�����
��4�$ ��� ����	�������� T (λr) ��
�����	� ������	
�� ���������	
� T (λr−1)�

;� ��!��$ ����� (���� ������� ���� �� ������ (��� λr−1 � ������� (��
�� λr� � ���	�� "	� 7�	� %�8# 	��������� ar ��	������ r�� ������

����� �������

����� ����� ��	
�� ����� ����� An (n = 1, 2, . . . )� ���������� ��������� An ⊂ An+1� ������

�������
�� �������� C[Sn] ⊂ C[Sn+1]� ����������� ������������ Tn ��������� An ����� ����



��� ��� ��������	�
�� ������������ ������ Sr� ������ ���
�������������

���������� 	
�������� ������� �
���������� ����	������� eΛ ∈ C[Sn]� ���
��
�� ����
����� �	���
������� ����
��� Λ ∈ Spec(y1, . . . , yn)�

������	
��	��� �����	
� �������
�� ������ �� ����� ����
���
��
��
�� 	��
����	��� Tabn ↔ Contn� ���
� �������� �	�� �� !"# ��� ��	�� $����
��  �
����
	�� Tabn # Contn ��
� ��	�% $����
��  Spec(y1, . . . , yn)# ���%��  	��% %�������

�& Spec(y1, . . . , yn) ⊂ Contn '������ ����� �� (%��� ����� Spec(y1, . . . , yn) ↔ Contn#
���  	�� ������� 	 %����� Tabn ↔ Contn ���� ����
���
��
��
�� 	�����	���
Tabn ↔ Spec(y1, . . . , yn)�

)�		������ ��
����
�* ������# ������* (%��� ����	�������� 	��������	��
%������
�& +������ �������

����
�� ���������
�� ,������ � �� ������� �����"� )�		������ ��%��% S3 �����
	��
��� ���- $����
�� � �� ����(�% C[S3]� +�� ����
� ����%���%�.�- $����
��
/0�	�1�2�3� �	�� ���4��""# ������� �(���%�� �������(�% Y3 ⊂ C[S3]# ����� ��

y1 = 0 , y2 = σ1 , y3 = σ2 + σ2 σ1 σ2 .

,���*	�%�� $����
���� y1, y2, y3 	��� 
� �������
�� ��������
�� ��� �56"� 7���
�����	&# ��� ��� ��������

�� �
���
�� ��������� ε# � ���

� ��& ε = 1/2# 	�
��������
�� ��� �56" 	��
�&�	& 	�(	��

��� �������� ��������� yk8

(y1, y2, y3) · e[3] = (0, 1, 2) e[3] ,

(y1, y2, y3) · e[13] = (0, −1, −2) e[13] ,
(y1, y2, y3) · e[2,1]1 = (0, 1, −1) e[2,1]1 ,
(y1, y2, y3) · e[2,1]2 = (0, −1, 1) e[2,1]2 .

���4� 5"

9 ����- ��	�&- $��- 	���
�:�
�*  	��(��- ��
� 	�(	��

�� �
���
�& 	������
	�%�.�- ��������� yk# ������� 	��&�  ����- ��	�&-�

• ������ ���� 	
��
���� ��� ��������� �������� �
� ε = 1/2 ��
������� ��

 ��
���
� !"���#$%
&�'

e[3] =
1
6
(1 + y2) · (1 + y3) , e[13] =

1
6
(1− y2) · (1− y3) ,

e[2,1]1 =
1
6
(2− y3) · (1 + y2) , e[2,1]2 =

1
6
(1− y2) · (2 + y3) .

���4� �"

� ��%��* 	����
�# ��		������ ��� ���������

[3] = 0 1 2 , [13] =
0
−1
−2

, [2, 1] =
0 1
−1 , ���4�  "

	 %����

��  ������- 	������
���� 9��
�# ��� 	������
�� ������  $��- ��������
��-  ���
�	�� 	������� 	 
�(���� 	�(	��

�- �
���
�* ����%���%�.�- ������
���� yk 
� 	�����	�%�.�- ��������
��-# ������* ������
  3���%��- ���4� 5"#
�� �	�� 	� 	��������
�� 
�(���� $��- ��������
��� 7�
���# 	�����	��� ����
�% ����������� /
�� 	 %����

�� ��
��
��� ���4�  " � ��������
���� ��� �56" 
�

��� ������� �	
�� ��� �����	��� ���

� �����	
��
 ������ ����
�� ���
� ����� �� ������� �
��� �������� ��
����
�����
� �
�������� ��
�����
��� ���
!�� "� su(r+1) ������� SU(r+1)�
�� ����#�� �
��� λ(�n) �� ���$��%�& ������� �����
�����
� �������
'��� [λ1, ..., λr]  
|λ|� (��)����) ������ ����*
����� ��������& ���$��%� � �������� �� �
����� δ& ����+

#
�� �
�� λ(�n) � ����*��
�)�� ����
� α
(ij)
+ ���
!�� su(r + 1)& �� ��

�

(δ, α
(ij)
+ ) =

(r+1∑
k=1

(r/2− k + 1)e(k) , e(i) − e(j)
)
= j − i ,

(λ(�n), α
(ij)
+ ) =

(r+1∑
k=1

(λk − |λ|
r+1

)e(k) , e(i) − e(j)
)
= λi − λj .

�����$$�

(�������� ,�� ����*
��� � ������� �
��� ��������& �� ����	�
�

dim(T (λ(n))) =
∏

1≤i<j≤N

λi − λj + j − i

j − i
, �����$��

�
 N = r + 1�

� ��
��-� ����
�� �� ���

� ������� �� ����
�����
� �  �����
���
�
�������� ��
�����
��� ����� USp(2r) � SO(n) ��������	��� �����! ����	
+
��� ,�� ������ ����*
� � ./01��

������ �� 2����
����)��
 �
�� λ(f) ��
�����
��� ���
!�� "� usp(2r) ���

+
�
�� � ���$��%�� 3�� ��	���
��� ����
���
�� �
��� ������/� � ���	�
 ���
!�� "�
usp(2r) �
�! ���� ����� �����
������-�� �
���� δ4

δ =

r∑
i=1

λ(i) = (r, r − 1, . . . , 2, 1) =

r∑
i=1

(r + 1− i)e(i) , �����$%�

�
 �� ������)�������) �������� ���$�%��� 5����� �
��� W ���
!�� usp(2r) �
�+
����
��� ���� ����� �� �� ������
�)���� 6��
�*
��� ����� � �����
�7 ��	���
��� ���#��
��
 ������ Sr ��
 �
�
�������� �������� θi �
����� θ = (θ1, . . . , θr)&
�� �	
� �!���
��� � ,��� �����
 ��
��8��& �
���-� ����� � �������� θi� 9��
�������
�)��
 ��
��8�� ��*�� ��
������) � ��
 
������ θ → ε · θ �� �
����
θ �������)��� �����8� ε = diag(ε1, . . . , εr)& �
 εi = ±1� :
�
�) �� ����
���
��
�
��� ������/� � �	
��� �����$%� �� ��

�

Dδ(θ) =
∑
w∈W

det(w) exp
(
δ, w(θ)

)
=

=
∑
σ∈Sr

det(σ)
∑
ε

det(ε) exp
(∑

i(r + 1− i)εiθ
σ(i)
)
,

�����$0�

�
 det(ε) = ε1 · · · εr �
∑
ε

=
∑

ε1=±1
· · · ∑

εr=±1
� 3��

 ������)��
��� ��������

∑
ε

det(ε) exp
(∑

i

εiμi
)
=

r∏
i=1

∑
εi=±1

εi exp
(
εiμi
)
=

r∏
i=1

(
eμi − e−μi

)
, �����$;�

� �
�
��#
� ������ 	���) �����$0� � ��


Dδ(θ) =
∑
σ∈Sr

det(σ)
r∏
i=1

(
xr+1−i
σ(i) − x

−(r+1−i)
σ(i)

)
= det

(
xr+1−i
j − x

−(r+1−i)
j

)
, �����$��



��� ��� ������� �	
�� ��� �����	���

��� xj = eθ
j
� ��	
��� ����������� �� ����� ����
��� ��
������ ������� !�"���

#�	�� ��� �"��
�������	 ����$"� usp(2r) 
���%&�� �$"����

Dδ+λ(θ) = det
(
xλi+r+1−i
j − x

−(λi+r+1−i)
j

)
, ������' 

��� λi ( )��������� 
��"*��� ��
� ���+�� ,

λ =
r∑
i=1

ni λ(i) = (λ1, λ2, . . . , λr) ,

λk =
r∑
j=k

nj , nj ∈ Z≥0 , λ1 ≥ λ2 ≥ · · · ≥ λr .
������� 

-)���������� !�"��� #�	�� ������. ����

χλ(θ) =
∑
μ

mult
λ
(μ) · exp(θ, μ) = /01(xλi+r−i+1

j − x
−(λi+r−i+1)
j )

/01(xr−i+1
j − x

−(r−i+1)
j )

, ������� 

��� xi = eθ
i
� � 
��� ���� �� �
�� ��
�� μ �"��
�������� ����$"� usp(2r) 
� 
��"*��

��
�� λ�
2�����
� ������ ��"�������� �����+� � ���+��3 � ������� � ������3 ��� ��)��"�

δ� 
��"*��� ��
� λ � ������������4 )�"��	 ����$"� usp(2r)� �� �����

(δ, e(i) ± e(j)) =
( r∑
k=1

(r − k + 1)e(k) , e(i) ± e(j)
)
= (r − i+ 1)± (r − j + 1) ,

(λ, e(i) ± e(j)) =
(r+1∑
k=1

λke
(k) , e(i) ± e(j)

)
= λi ± λj .

������� 

2��
������ 5�� ��"������ � !�"�� #�	�� ������� � �� ������� !�"�� ���
"����"��
�� �"��
�������� T (λ),

dim(T (λ)) =
∏

1≤i<j≤r

λi − λj + j − i

j − i

∏
1≤i≤j≤r

λi + λj + 2r + 2− i− j

2r + 2− i− j
. ������+ 

������ 	� 6�

���"�� ����"� 
���	 �"��� SO(2r + 1)� 7������������� ��
�
λ(i) ��� ����$"� so(2r+1) ���� � ���+��� � 8 ����&�% !�"��� ���+��� �� ��4����
� "�

���"������� 
���� ��)��" δ,

δ =

r∑
i=1

λ(i) =
(
r − 1

2
, r − 3

2
, . . . ,

1

2

)
=

r∑
i=1

(r +
1

2
− i)e(i) . ������� 

9"��� #�	�� )�"����	 
�
���� ����$"� so(2r+1) �����"!�� �"��� #�	�� )�"��:
��	 
�
���� ����$"� usp(2r+1) �
�� ��)�� 
� � �� �� ��)�������
��� ;���"������
����� � ���"�����0 ����� � 2�5��� ����������� � ��
������ !�"��� #�	�� ���
4�"�)��"�� ����
��%�
� ����� ��) ��� )�) � � �"����&�� �"���"�� � �� �����

Dδ(θ) = det
(
x
r+1/2−i
j − x

−(r+1/2−i)
j

)
, ������� 

Dδ+λ(θ) = det
(
x
λi+r+1/2−i
j − x

−(λi+r+1/2−i)
j

)
, ������3 

��� ��������	�
�� ������������ ������ Sr� ������ ���
������������� ���

A.) B.) C.) D.)
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z
n+1

z
r z

n+1

z

r

z
n+1

z

r

z
n+1

z

���� ��	
 ����������	 
�� ��� ��� 	 ��� ��������	� ��������	� an+1 = z � ����
���� ��������	� (a1, . . . , an) ∈ Contn ����������� ����������� ����	 � Tλn �
������� ��� 	������ ������ r � ��� �� ��������	�� ar = z !�� r ≤ n "����
��#� �	�		 $����#���� !���	 � ����	 # Tλn�� %��&�� ������ ��� ������������
�� �������� "'� 	� ($�������	� ������ ����	����	� $�	 )��� ������ ��������
�	� (a1, . . . , an, an+1) ∈ Contn+1 ���������� ������������� ��������� �����������
����	 � Tλn+1�

�� ����� ��� ������ ����������� ������� Tλn ������������� ������ ���������� ��
�������� Contn�  �������� ����������������� ������������ Tλn ↔ Contn�

������	
�� !����� ��� ����������� "�������� "�������� ������� ����������
(a1, . . . , an, an+1) ∈ Contn+1 �� ������� ���������� (a1, . . . , an) ∈ Contn� ������#$���
����������� ������� Tλn ��"������ "������ �������� ������ � ����� (n + 1) �
���������� an+1 � "���� ����� � "��$����� � ���� �������� %��� Tλn � "������&
� � ���� ��� ���������� �� ���� ��'� (�� ���� �������� ������ � ���������� an+1

Tλ20 =
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�

���� ��'
 *�� ��� ��������	� "������ D �� +	�� ,�-� ��������	� a21 � ������� ������
���	� (a1, . . . , a20) ∈ Cont20 ����������� ��������� ����������� ����	 � Tλ20�
*�	 ����� $�� ���� ����� ����	���& ������ ��������	� (a1, . . . , a20, a21) ∈ Cont21
�������������	� ���� ��������� 	� ($�������	� ����� 	 ���������� ��������
������	� ��������� ����������� ����	 � Tλ21�

����� ������ ������)� ���) *������ A � C �� ������	+ ������ B ������ ���������&
� , � ������) ���-��� ���� ������ Tλn�

!��������)�� ��-� �������� ����������� ���� � �) �.����������� �����#&
$� ������


������ ������ .������ ���	�������������� ����������	� ����� ����������
Tabn ���������#/ ����	 0�!� � n �������	 ���������� Spec(y1, . . . , yn) 	



��� ��� ��������	�
�� ������������ ������ Sr� ������ ���
�������������

���� ���	
��� Cont1 ������� �� ������ 
����� ���
�	���� a1 = 0� ��� ����
�����

� ������
� �������
� �� ����� ��
���� �������� ������ ��� ��  !�
�
�
��� �����

"��	
��� Cont2 ������� ���#�� �� ��$ 
����� (a1, a2) = (0, 1) � (a1, a2) = (0,−1)�
�����%
 ����
����&� �������" �'�(�)(�*

(0, 1) ↔ T[2] =
1 0 2 1 , (0,−1) ↔ T[12] =

1 0
2�1

. �'�+�(��

,���# �
!
�# 
���� (a1, . . . , an) ∈ Contn ����
����
� �
������� ����������� ����
���
 Tλn �� Tabn� ���
�	���� ��
��� ������� ��!���&� � (a1, . . . , an)� -���"���
��" 
���� ���
�	���� (a1, . . . , an, an+1) ∈ Contn+1� �����%� !�����
��� �����
�
��
" 
�
 ����� ��"!��
��% an+1 � 
����� (a1, . . . , an) ∈ Contn  ����
����� ��
������"� ��� � �)� ��  !�
�
�
��� ������ ,���# "���"��#��
 � "����"��#��
 ���
�
�	���
 ��
���  ������
 Tλn ���� ����
���
��� z1 � z2 ��"� -��� '�(�� �� 
��#�

Tλn+1 =
Tλn

...

���

n+1
z

sz
1

rz
2

-��� '�(* ����������� ���	
�� Tλn+1 � ����	���� � ���������� ���	
�� Tλn
�	���� (n + 1) �
 �������
�� ai+1 = z� � �����
� ��	 �
������� λn� ����� z1

 z2 � �
�
��	��� 
 ����
��	��� �������
� �	��� ���	
�� Tλn�

z1 ≤ a1, ..., an ≤ z2� .����� �������� ������ ���   !�
�
�
��� ����� "% �"

"
(z1 − 1) ≤ an+1 ≤ (z2 + 1)� � "���"��#��
 � "����"��#��
 ��"�	��
 ����
��
 an+1

 
����
 ���
�	���� (a1, ..., an+1) ∈ Contn+1 ����
���
��� ���� an+1 = z1 − 1 �
an+1 = z2 + 1� /��� an+1 = z1 − 1� �� 
���� ���
�	���� (a1, ..., an+1) ∈ Contn+1 ���
�������� ��
��
� ����������� ������
 Tλn+1 � � ������� (n+ 1)�� ��
��� �����
��
��	
 ��
��� s � ���
�	���
" z1� � 
��� an+1 = z2 + 1� �� (a1, ..., an+1) ∈ Contn+1 ���
�������� ��
��
� ����������� ������
 Tλn+1 � � ������� (n+ 1)�� ��
��� �����
��
!��

 ��
��� r � ���
�	���
" z2 ��"� -��� '�(�� 0��

� �������� ������ �)� ��  !�
�
�
�
��� ����� ��� ��"!��
��% an+1  
����
 ���
�	���� (a1, ..., an+1) ∈ Contn+1

�"

" an+1 = z1 � an+1 = z2� ,���# �
!
�# z1 < an+1 < z2� ,���	
"� ��� ��"�
!��
��� an+1  
����
 ���
�	���� (a1, ..., an, an+1) ∈ Contn+1 �������� ������"
��� � �)� ��  !�
�
�
��� ����� "�	
� !����"��# ���#�� �
 ����
��� z� �����%

����
����&� �
1��" ����" ������% Tλn ��"� -��� '�(�� 0
�����
�#��� �������
(n + 1)�& ��
��� � ���
�	���
" an+1 = z� ��
 z1 < z < z2� "% "�	
" !������#
��"�	������ �����%
 ������	
�% �� -��� '�+ .��#�� ��"�	����# 2�� ����
���
��
� ������ �)� ��  !�
�
�
��� ������ 3������&��� !�� 4��" 
���� ���
�	����
(a1, . . . , an, an+1) ∈ Contn+1 ���������� ����
����
� ����������� ������
 Tλn+1� ���
����� !����
�� �����
��
" ��
��� (n + 1) � �
1��� ���� ����������� ������%
Tλn� .���" ������"� "% ��������� ��� ��	��"� 
����� ���
�	���� �� "��	
���
Contn ���������� ����
����
� ����������� ������� Tλn � ��
����
�#��� � ��
�

��� ������� �	
�� ��� �����	��� ���

��� xj = eθ
j
� λi � 	
��
��� �������
 ���� ��������

λ =
r∑
i=1

ni λ(i) = (λ1, λ2, . . . , λr) , λk =
r−1∑
j=k

nj +
nr

2
, nj ∈ Z≥0 ,

λ1 ≥ λ2 ≥ · · · ≥ λr ≥ 0 .

��������

�	
������
  
��!�� "�#�$ �������� ��$ ��!��� SO(2r + 1) %����������$ � ����

χλ(θ) =
det(x

λi+r−i+1/2
j − x

−(λi+r−i+1/2)
j )

det(x
r−i+1/2
j − x

−(r−i+1/2)
j )

. ��������

&
��%!$�� $���� ����'��$�� ��������( ��������( �������� � �����)�� ��$ ��	�
��
δ( �������
 ���� λ � �
�
'������* 	
��# ����+�� so(2r + 1,C)( �� �����

(δ, e(i) ± e(j)) =
( r∑
k=1

(r − k + 1
2
)e(k) , e(i) ± e(j)

)
= (r − i+ 1

2
)± (r − j + 1

2
) ,

(λ, e(i) ± e(j)) =
(r+1∑
k=1

λke
(k) , e(i) ± e(j)

)
= λi ± λj ,

(δ, e(i)) = (r − i+ 1
2
) , (λ, e(i)) = λi .

�����,-�

&
������$$ .�� ����'��$ �  
��!�! "�#�$ ��������( �� �
�!����  
��!�! ��$
��%���
��� �����������$ T (λ) ��!��� SO(2r + 1)�

dim(T (λ)) =
∏

1≤i<j≤r

(λi − λj + j − i)

(j − i)

(λi + λj + 2r + 1− i− j)

(2r + 1− i− j)

∏
1≤i≤r

(λi + r − i+ 1
2
)

(r − i+ 1
2
)

.

�����,��

������ �� /����
���� �	
�0 ��!��# ��!��� SO(2r)� 1!���������� ���� λ(i)
��$ ����+�� so(2r) ��� � ������2� � � �
�
3�4  
��!�� �����,�� �� �*
��� ��	�
�
δ�

δ =

r∑
i=1

λ(i) =
(
r − 1, r − 2, . . . , 1, 0

)
=

r∑
i=1

(r − i)e(i) . �����,)�

5�!��� "�#�$ 	
���
# ������� ����+�� so(2r) ������!���$ ���� �!	� 	� �% �
6
	�%��������� 7����'���$ ����� � �
���%���8 ��
��� ����� �������
�	��� σ ∈ Sr
	

����� θi ��	�
�� θ ∈ iVr( � 
����0�$�� �%����$ %�	
� ! ��
�%�
��
�
 ���6

�
 ����� 	

����� θi� 9�	
� �%����� %�	
� �
'
 
������ ��#������ θ → ε · θ
� ��	�
� θ �����0� ε = diag(ε1, . . . , εr)( ! 	
�
�
# εi = ±1 � ����
 
���0������*
����
����* .�����
� εi = −1 ���
� " .�
� ��!��� �����
  
��!�� �������� ��
����� �

�
����

∑
ε

(ε1 · · · εr) exp
(∑

i

εiμi
)
=

1

2

r∏
i=1

(
eμi + e−μi

)
+

1

2

r∏
i=1

(
eμi − e−μi

)
, �����,��

	
�
�
� ���	
 ��
���$���$( ���� ��%�
'��� ��
�%�����$ � ����
# ����� � �!��! �
�
+���� ��� �
�
+�� ����� �������( ��
 ��
�
� �������
� � ����
# ����� �����,��
���
 !�4( ���� ���� !�4 *
�$ +� 
�� �% 	
��
�� μi� &
��%!$��  
��!����



��� ��� ������� �	
�� ��� �����	���

�������	
 �������	
 �������	 � �������	
 �� ����������� � ��������� ������� �����
�������	 ��  �������

Dδ(θ) =
1
2
det
(
xr−ij + x

−(r−i)
j

)
,

Dδ+λ(θ) =
1
2
det
(
xλi+r−ij + x

−(λi+r−i)
j

)
+ 1

2
det
(
xλi+r−ij − x

−(λi+r−i)
j

)
,

�������	

!� xj = eθ
j
� λi " #�� ������ ����$�!� %��� ������	&

λ =
r∑
i=1

ni λ(i) = (λ1, λ2, . . . , λr) , λk =
r−2∑
j=k

nj +
nr−1+nr

2
, (1 ≤ k ≤ r − 1) ,

λr =
nr−1−nr

2
, nj ∈ Z≥0 , λ1 ≥ λ2 ≥ · · · ≥ λr .

�������	
'#�������(�� ������� ����� �������	 �� !��  � SO(2r)  �������� %�

χλ(θ) =
det
(
xλi+r−ij + x

−(λi+r−i)
j

)
+ det

(
xλi+r−ij − x

−(λi+r−i)
j

)
det
(
xr−ij + x

−(r−i)
j

) . �������	

)��(����( �%���� %���*������ �������	
 �������	
 �������	 � �������	 �� %�#����

δ
 ����$�!� %��� λ �  ���*����(��+ #����� α
(i,j)
± ��!�,�� so(2r,C)
 �� �����

(δ, e(i) ± e(j)) =
( r∑
k=1

(r − k)e(k) , e(i) ± e(j)
)
= (r − i)± (r − j) ,

(λ, e(i) ± e(j)) =
(r+1∑
k=1

λke
(k) , e(i) ± e(j)

)
= λi ± λj .

������-	

)����%��� .�� %���*���� % ������� ����� �������	
 ��  ������� ������� ��
�����������  �����%����� T (λ) !��  � SO(2r)&

dim(T (λ)) =
∏

1≤i<j≤r

(λi − λj + j − i)

(j − i)

(λi + λj + 2r − i− j)

(2r − i− j)
=

∏
1≤i<j≤r

(�2i − �2j)

(m2
i −m2

j )
,

�������	
!� �i = λi + r − i � mi = r − i�

��� ��������	�
�� ������������ ������ Sr� ������ ���
������������� ���

������	

�	 �
�	
�� z, (z − 1), z ����� � ���

�� ������	� ��� ���	� ��������	�
���� ��	������ ������� � �	��	�	 ������ �

�	 ���	� �	
�	 �� 	� ���� ����
�
�� �
���!��� 	��� �������������� ���"����� ��� � ��� �� �	��	�� ������  �� 	
��	�����	� �������� #� ������	� ����	�� ���	��� $�� ������	� 
� �������
�
���

�	 �����	������ �� ��
! � ��	���	 ��������	��
�%� ��� 
	
�� &��� ���
���	������ �	��	�� '�� � ()'*+�

,�������� �
� 	���� Tabn ��	- ��
���
�- ����! Tλn� ������	 ��	�� .����
��	- ��%��� /
% λn � n ��	�����

�����	
����� ����� �����	
 ���������������� 	������	���� ����� �������
��� �����	�� Contn � ��������� �����	�� Tabn�

��������������� 0���
��� ��� ��	��� ��
���
�" ����!� /
% Tλn �� ����
�����	� ���	� 
�� ai� ���	� 
�	 ��	��� ��
���
�" ����!� Tλn � ������
&
��	���+ i ��
� ai = (m − k)� %�	 (k,m) 1 ������
�� ��	��� � ����!	 Tλn � ��
��� ������� � ��" ��
���
�" ����!	 Tλn ��
��
�
� ���������	��� �	����
(a1, . . . , an)� ������"� �� �� �	"�� ��� 	�� ����	� ���"������ ���

��� �
2��	�	�	
�� ������ �� 	���� � ���� $�	�	
�� Tabn �����	�����	� 
	������" $�	�
�	
� Contn� �	"�����	��
�� ���"��� �	������ ���	� 
�� Λ� ���

�	 � 2��	�	�	�

�� ������ ��	�� ������	 %	��	����	���	 ����
��
�	 &��� ,��� )�)+ � ����� ��	
��
�����	������ ���	� ai ∈ Λ� %�	 Λ ∈ Contn� � ���	� 
�	� ��	��� ��
���
�- ����!
/
% Tλn � 3�	�� � 
��	��� r � ���	� 
�	� z = 0 �� 	� �-����� � ��
���
��
����!� Tλn� ������ 	���4 �+ � $��" ����!	 � 	 ��		��� ��	�� � 
��	��� s < r �
���	� 
�	� (z+1)� ������ 	

� ��5	 ��	��� r� ��� �+ � ����!	 Tλn � 	 ��		��
�� ��	�� � 
��	��� t < r � � ���	� 
�	� (z−1)� ������ 	

� ��	� �� ��	��� r�
�����	����	

�� 	��� ��	 ��	��� � 
��	��� i � j &j > i+ � ��
���
�" ����!	 Tλn

Tλn =

...

���

iz
jzkz

−

�z
+

sz
+

rz

rztz
−

,��� )�)4 ������	��� ���	������ 	���	�� ��� � ��� ��  !��������
 ����� ��
 ����
!����� ai �������� 	�������
 ������ ����"# Tλn� $��	% �	!��%����# ������
����
 z− = z − 1 � z+ = z + 1�

��	�� ���
����	 ���	� 
�	 z� �� �
� �����%���� 
 ��
�" ��%�
�� � �����
!	 Tλn � � $��" ����!	 ��	���� ��	���� ��	��� � ���	� 
�	� (z − 1) � (z + 1)
� ������ &
��	���+ k, � ������ ��� i < k, � < j &��� ,��� )�)+� 6��� �� ������
��� � ��" ��
���
�" ����!	 Tλn �����	�����	� 
	������" �	���� ���	� 
�"
(a1, . . . , an) ∈ Contn�
��� 	� �	�	��� ��� � ���� �	����� ���	� 
�" (a1, . . . , an) ∈ Contn �����	��

����	� 
	������ ��
���
� ����! Tλn � 7��� .�� ���	� �������� �� �
����



��� ��� ��������	�
�� ������������ ������ Sr� ������ ���
�������������

�����	
�� ������ �����	�
��������� (. . . , ai, ai+1, , ai+2, . . . ) = (. . . , a, a±1, a, . . . )
�� ����� 
������� 
 ����������� ������ ��������� ��� ��� �������� ��
���	��� 
��� !�����" ����� 
 #��� ���$�� �� �	��������� eΛ ������� ��% �	������"� ���	&
���
����% �����'�� #�������
 σi � σi+1( σi = ±1 � σi+1 = ∓1� $�� �����
���$�� ����&
��)��� ��� �����*��

����������� ����� �����	
�� ��	�����
����	
�� (a1, a2, . . . , an) ����� n� ���
�� ��	� ai ∈ [1 − i, i − 1] ������ ���� ��	� [1 − i, i − 1] �������� � ����������
����� !�� 	���	
��"�

(1) a1 = 0 ;
(2) ar = z ⇒ {z + 1, z − 1} ∩ {a1, . . . , ar−1} = ∅ ∀r > 1 , z = 0;
(3) ai = aj = z (i < j) ⇒ {z + 1, z − 1} ⊂ {ai+1, . . . , aj−1}

�����'*�

��#����
	$ ���	
���� 
����� ���
�	���� ����� n � ���#�����
	$ Contn�

������� ����� %��&
������ ����� Λ = (a1, . . . , an) ∈ Spec(y1, y2, . . . , yn)� '�����

���$�
 	���	
��" �����()�� *� �	
��

Spec(y1, y2, . . . , yn) ⊂ Contn .

������	����	
�� +������� ,�
���	��� ����� ���������"� ���$���% ai ��	��&
����% 
 �������
� -��". $���� [1− i, i− 1]� /������ 
"�������� ����
�0 �*�� ��� �
�1� �� �����'*� 	�% � ���� ������������ ������ Λ ∈ Spec(y1, . . . , yn)�
�� ,���
�� �*� ���	��� �� ����	�����% y1 = 02 ��� ��������
��� +������� ������ ��� !�����" ����� ���������"0 ����� �������� ����� �����&
3������
�� ���	� 4�� �������� 5��� ar = ar−1±1� �� ar � ar−1 ����� �������
��

 Λ � ����$�� ���
� ���������"0 �����

Λ′ = (a1, . . . , ar−2, ar, ar−1, . . . , an) ∈ Spec(y1, . . . , yn) .

/����� ���� ar = ar−2 ± 1� �� ar � ar−2 ����� �������
�� 
 Λ′ � ����$�� Λ′′ =
(. . . , ar−3, ar, ar−2, ar−1, . . . ) ∈ Spec(y1, . . . , yn)� !� ���� ���� ���	� �����
���". ���&
$���0 {a1, . . . , ar−1}� 
.�	%4�. 
 ���������"0 ����� Λ� �� ��	������% �����
���"�
���$���% (ar+1)� ��� (ar−1)� ��� �����%� 
")����������0 ���-�	���0� �����
��&
��� ���$���� ar = z = 0 ����� ���������� 
 ����������� ������ Λ �� ���
��
������ $�� �����
���$�� �
�0��
� �*� �� �����'*��
��� 6�� ������$���% ��4����� ����� �$����� $�� ���	� {ai+1, . . . , aj−1} ��� ���&
��
���". ���$���0� ��
�". z� 7�����	����� �������$��� �������
������ 
")� ���
	����������
� �
�0��
� ���� ���
�	�� ��� � ���� $���� � $�� �	�� �� �����
���".
���$���0 {z + 1, z − 1} ��%������� ��	������% ���	� {ai+1, . . . , aj−1}� ���$� aj = z
����� �"�� �" ���������� �� ����� ai+1� ����	��� � ai = z� � #�� �����
���$���
�" �
�0��
� �)�� ���������� 
 !������ ������ ���� (z − 1) ∈ {ai+1, . . . , aj−1} ����&
$�0� ���	� �" ���$��� ����� (z+1) ∈ {ai+1, . . . , aj−1} ���������
����% �������$����
!��	� ��� ����.�	��� 	������� $�� ���	� {ai+1, . . . , aj−1} ��%������� ��������
���
� �����
����� ���$���� (z +1)� 8	�% 	����������
� ������� 
 ���� $�� 
 �����
���
���$��� 	���% 	�������"� �� ��$�� �����% ��.������% �
�0��
� �������". 
 !��&
���� ������ ���������
�� 
 {z, ai+1, . . . , (z − 1), . . . , aj−1, z}� �" ������ ��������

����� �

���	
���	��	 ��	������	���

���	�� s�(N,C) � su(N ) � ����� SU(N )
� SL(N,C)

�� ��� ����	� 
�� ����������� ������ �����	 ������� ��� ��� ������������� ������
������� ����	������ ��������	���� �	���� �� s�(N,C) � su(N)� � �	�������	��� �
����������� !�� ��������	���� ������ SU(N)� ���������� � ��������" ����������
���" T⊗r �" ������	� !�" ��������	���# T  $��	�� ����" ��������	���# �������
����� � �������" ������ SL(N,C) %�� &���� ������� ����"����� �������� ��� ����
�����������# ���� �	��� ��������	���# ������ SL(N,C)� ������� �	����� � ����
������ ������������ �� ������	� !�" ��������	���# T � ��������� � �� ��	 ����
��������	����� ����������� �� ����	����� ����������" ��������	���# T ∗
' &��# (	��� �� ��������� ��� ��������������� ������������� ������������

��������	���� �	����)�*��� ��� + ����!� �����������" ��������	���# ������
������������ 
�������������# ������� Sr ' ��� �������� ������������ ���������
	���� ������ Sr ������ ��� � ����!� �������� ,���� �������� ����� ��������
����	��� ��� � ��� �	����)���*�� ���" ������������" �����������" ��������	��
��# ������ SU(N) � ������������� �	���� ����" ��������	���# ������ SL(N,C)
-�� ��� ������������� ������������ ��������	���� �	���� �� s�(N,C) � su(N)
������ ��� ����������� ,���� �� ��� ������	� � .�������� / � 0����	� �����
��������� ������������ ����� ������������� �������������� ��������	������
����� �� SU(N) 
� �	���� s�(N,C)� su(N)� � ������������� ��������	������ ����
����������# ������ ���������� ���	
���
� ��������	�

��� �����	�
������ �	���	�
�

(����� SL(N,C) ������	����� 
�� �����	� ����� � ����� � �����# ������ ��� ����
������ ����	�����" N ×N �����* � �������������� ������ �����*� 1���������
��������� SU(N) ⊂ SL(N,C) 2 &�� ������������ �����* U ∈ SL(N,C)� ����	�����
�� !�" ��	��� ����������� U † U = IN  $	����� �� A(SL(N,C)) ������ SL(N,C)
������	�	��� ���� ��� ������	���� ������������ 
� ��������� &	������� � �����
�� SL(N,C)� ��������������# ��� ��!��������� ������������ -���� �������� ��
��������� � A(SL(N,C)) 2 ��!��������� �	����� ��� ������� ��	����� ���!�����
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��� ��� ����������	
��� ��������

������ �������	��
 ������ �� s�(N,C) � �������	���� ���������� ���	����	���
�������	��� �		������� N ×N �������

������ �� su(N) ������	� ����	������
 �����
 ������ �� s�(N,C)� ������
�� � s�(N,C) �����	� � �	� ������
 ������������ ������	� � �	�� � ��� su(N)�
!�	"�� 	������� #�� �� ��$���� ����#��������� ����	�������" s�(N,C) 	������
	� ����	�������� � �	��� ��������� ������ su(N) � ��� 	���� 	�����	� ����#�
�������� �������	��� ����	�������� 	���
 su(N)� % �������� ��� $� 	��	���
&	 �����'" �������	��������( �� ����	�������" su(N) 	�����	� ����	��������
s�(N,C)� )���� ��� ��� �����	� � ��������� ��#��� 	������	���� ��$�� �	���
�������	���� ������������� ����#��������� ����	���������� ����� su(N) �
s�(N,C) &	�� �������#��� ��		�$����� �� ������ 	�� � ��$�� ����	���������� ���
��� su(2) � s�(2,C) � ��#��� �� ���� ���(� *����� ��� ��� �	� ����#�������� ������
������� ����	�������� su(N) 	����$��	� � ���������� ����	�������� su(N)� #��
	������ � +����$����� �������� �� �	� ����#�������� ������������ ����	��������
s�(N,C) 	����$��	�� � 	��� ��� ������ ��,� 	������	����� � ���������� ����	����
����� s�(N,C)�

����	�
��� -���� ���#������� #�� ���� �� ������	���	� �������� su(N)� s�(N,C)
� ������
 SU(N)� #�	�� ����� ��	�� ����� � �������� ������ SL(N,C)� .�� ����
�� ��		��������� ���'�� �� ����	�������� ������ SL(N,C)� ������� ��������$��
������		�� ���	������ ��� 	��#�� N = 2 � /���#���� � � ����� �� ���� ���� !��,��
���� ������		 ��� ���� ���'��� N � 0������� g ������ SL(N,C) ��� � �������
��$��  ���	��' � ���� g = IN + t · A + t2...� ��� A ∈ s�(N,C)� � t � ����
 ���
���������� )���� �"�� ����	�������� TSL ������ SL(N,C)( �� �����������	�
�


����� ����$����	� ����	��������� Ts� ������ s�(N,C) ��	���	���� 	�����,����
TSL(g) = IN + t · Ts�(A) + t2...� )���� ����	�������� ������ SL(N,C) �������	� ��
� �������� ��#��� 	������	���� 	 ����	���������� ������ s�(N,C) � ����� ��
���� �	���' ����' ���������� �� ��#���� ��� 	������	���"��� ����	�������

������ s�(N,C) � ������ SL(N,C)� )�� ��� �	� ����#�������� ������������ ����
����	��� ����	�������� ����� �� s�(N,C) 	����$��	� � ��� ����� ���� ��������
T⊗r �� ��������"��� ����	�������
 T � �� 	������	���"��
 ���		 ����#��������
������������ ����	�������
 ����� SL(N,C) 1 ��� ���'�� �� ����	��������� �����
��� ���$��� � ������ ���� ������� ��������"��� ����	�������
���� 2 ���� 	��#��
��		�������� ������ SL(N,C) ���	�� ������ s�(N,C) ������ ��� ��� �������� �
 �������� ��������" ���� �������

+����$����� &	�� �� ��� ����� �� � #�	���	��� +����$����� �����( � ���� #�� �	��

����������� ��� 	
������ g = IN + t · A + t2... � ��� ���������� ����� ����������� �
��
	��
�� �� SL(N,C) � s�(N,C)� ��� 	
������ ������ ����
���� ���	����
�� �
� ����������
�����  	����! "� SL(N,C)� 	
�
�	��
���! �
� ��#�������� ��� ���	
���� � �� ��#�������!

� ��	�! "� A(SL(N,C))� $
� �� ��� �����
��� ��������
� 
� ��	
 "� s�(N,C) �� ��������
%��#�������!& 
� ��	�! "� A(SL(N,C))  	���� "� SL(N,C)� 	
�
�	��
���! �
� ��#��������
��� ���	
����

���'���������� TSL(g) = IN + t · Ts�(A) + t2... �� ����������� �
�	���	� ��� �	���
������ T ∗

 	���� SL(N,C)� ��������� ��	������ � ��	�����(#��� �	���
�����( T %��������
� 
��
 ��	
 "� �� ����� ��������� ��	������) �	���
�����!&� *
��� ��	
���� � 	
�
�	��
���!
��
 �� �)���� ���	�������� �	���
������  	���� SL(N,C)� ���	�
#��� � �	���� �	������
����� T⊗r1 ⊗ (T ∗)⊗r2 �  �� r2 > 0� ��� ����� ���
���
��� ��� �� ����� ���� ����  � 	
��������
��
�� �	���
�����!  	���� SL(N,C)�

��� ��������	�
�� ������������ ������ Sr� ������ ���
������������� ���

������	 
�
������ ����	���
� ���������

�����	
�� �� ������
� ����	 ���
�	��� �������� ��� Ui � ��	���
����	 �
 ���
�����!"� � �����!#� ��� eΛ′ � eΛ$ %
��&	� �
�	����
 �����!�� ��	�'()�� � �
%��(

σi(ai − ai+1) + 1
)
· eΛ = eΛ′ ·

(
(ai − ai+1)σi − 1

)
,(

σi(ai+1 − ai) + 1
)
· eΛ′ = eΛ ·

(
(ai+1 − ai)σi − 1

)
.

��������

*����	����	���$ 	��� Λ′ /∈ Spec(y1, . . . , yn)$ � ��+���' ai+1 = ai ± 1$ �� eΛ′ = 0 �
������&	��� �������� �	�	�����
(��� � ���	 �����!��,

(σi ∓ 1) · eΛ = 0 , eΛ · (σi ∓ 1) = 0 . ������#�

��	�-��	 � �����	 %�
�� ����	�����
�� .� %�
�
�� � '������ ai+1 = ai ± 1��

/�
%��
	���$ ��� �
�	����� ai+1 = ai ± 1 �	 ������ �	� -����� ��� ������	0
��� ������&	��1 ������#� � '������ Λ′ /∈ Spec(y1, . . . , yn)$ �� � ����
����� ��� �-
������	����

	
�������� ����� ���� ��� ���	
������� ������ Λ ��� ��	�
���� ��	�����
������ i ≤ n − 1 ��������
�� ������� ai+1 = ai ± 1� 
� ������
��
 eΛ� ����
���
�����
 ���
�������� �������� ���� ��� � ��!��� "��	� 	������������� �
Λ′ /∈ Spec(y1, . . . , yn)�

2��
%
�	������ +��� '��	���	��� �	�����
���� ���� 3�"45 ��� �
��	 6
�	�
��	 � �
7
%�	�	 �������

/����
�	���� ��	 �	%'���
��$ ���'�	���	 ��&	$ ���(�
� ���	���	��� �����$
�����$ ����� � �����$ �� ����'����'	� � ���	 ��	�'()	1 �	��	���

������� ����� #��


Λ = (a1, . . . , ai, ai+1, . . . , an) ∈ Spec(y1, . . . , yn) ��������

$ ���	
�����% ����� ������
��
� eΛ� 
� ��
 ����� ����
����� "��&���%�
	�
���% ����&�� ��� ��%�
��� '�����
�� ()���*+,��� (y1, . . . , yn) �����"�-.� 
	����
�
����% ���������� Yn� �� ������
��
 eΛ ∈ C[Sn]� /����� �������� �����0��
�� ����� ai ∈ [1− j, j − 1] � �������-
�� �����-.�� ���%�
�� ��� Λ1
��	 ai = ai+1 ��� ��� i ≤ n− 1 ���� 2
���!����� ������3
�
	 ���� ai+1 = ai ± 1� 
� �����
����	� ����
����� "��&���% ai � ai+1 � ������4�

�	!� �������
 	 ���	
������� ������

Λ′ = (a1, . . . , ai+1, ai, . . . , an) ∈ Spec(y1, . . . , yn) , ��������

��� ������
��
� eΛ′� 	�
���% ���������
�� �� ������� ������5�3
��	 ���� ai+1 = ai ± 1� 
� eΛ′ = 0� � �� �������
��
� eΛ �����"��
�� ����������
�����
������� '�����
� σi ���� ���������1

σi · eΛ = ±eΛ , eΛ · σi = ±eΛ . �����"��



��� ��� ��������	�
�� ������������ ������ Sr� ������ ���
�������������

��������	 Ui · eΛ = 0
 ���� ������� ������ ����������� ����� �	����������
��������� eΛ′ = 0
 ������� ������������ ����� ����� !"� #����
 ����� ����$	%��
	������� ������� ���!� " � 	������� ����� �"
 � ��������� � ������&���� ������'"
�� ������

eΛ′ · Ui = eΛ′ · Ui ·
∑
α

eα = eΛ′ · Ui · eΛ . �������"

(�������% ������'" � �������"
 �� ���)��� � ������	 ��������	 �$ ����� �"� *�����
��������� � ����� �" �������% �������+��
 ��� ���	+����% �$ ������� ���	����
����$��,

Ui · eΛ = eΛ′ · Ui ⇒ U2
i · eΛ · Ui = Ui · eΛ′ · U2

i ⇒
(1− (ai+1 − ai)

2) · eΛ · Ui = Ui · eΛ′ · (1− (ai+1 − ai)
2) ⇒ eΛ · Ui = Ui · eΛ′ ,

�� �� ��������� �������� �����'!"
 � ����� 	+�� ��
 +�� (ai+1 − ai)
2 = 1�

��" -��� Λ′ = si ·Λ �� ���������� ./01(y1, . . . , yn)
 �� ���� ���� ������ �������
����������� ��� ���������� �� ������������ ������� Λ′
 �� �	����	% ���������
����� �" �� ���� ������� Λ′′ � ������$	% 	������ ������� ���!� "
 �� ���	+��� ������
�������� � ����� 2"� *����� �������� � ����� 2" ���$������% �������+��� #������
������
 +�� � 3��� ��	+�� |ai−ai+1| = 1� 4����&�� %��� ������ ������&���� � ����� 2",

0 = Ui · eΛ =
(
σi(yi − yi+1) + 1

)
· eΛ =

(
σi(ai − ai+1) + 1

)
· eΛ . ������ "

-��� |ai − ai+1| = 1
 �� ��������
(
σi(ai − ai+1) + 1

)
�������
 � ������ " ��� eΛ = 0


+�� ���������+�� ��+������	 �������������

�����	
�� �� 5������ ��� +���� ������� ��������� � ����� �" ������ �� Ui � ���6
����$	���% ���������� �����'!"� * ��$	������ ���	+���

Ui · eΛ · Ui = (1− (ai+1 − ai)
2) eΛ′ , �������"

�� �� 	+�� $��+���% ������� ����� !" �% ���������� yi, yi+1 �� ���������� eΛ′�
7���
 ���� |ai+1 − ai| = 1
 �� �$ �������" ���	�� %���% 8���	��,

eΛ′ =
1

(1− (ai+1 − ai)2)
Ui · eΛ · Ui ∈ C[Sn] , ������!"

��%$������% ���������� eΛ′ � eΛ
 ������������ ������ ������) 	��������%��
������&���� ����� !"�

• ������ ���� 	
������ � ��� �� ��� ������� eΛ′ � ��������� � ��������� �� 
!������ "������� �������� ���� �#���� ��!������ ��� eΛ�

�����	
�� � 9�������
 +�� � ���	 ������ " ���������� eΛ : 3������� ����	��6
������ ��������� ;���8���<=������ Yn
 �� ���� ��� ���������� � ��� ������6
��� �� ����$	���) (y2, ..., yn) ∈ Yn� ��������	 eΛ : ����������� ������� ����������
(y2, ..., yn)
 3�� �������� ����� 	��������%�� ���������

eΛ · (y2 − a2) = eΛ · (y3 − a3) = · · · = eΛ · (yn − an) = 0 ,

��� ����������	
��� �������� ���

��� �������	�
��� ���
����	�� �
���������� T (λ) �����
� sl(N,C) ���� su(N)�
����
�����  ����	������� �����
��	 �
��������� T⊗r ��
�������� �
������
����! T "��! �����
�# 	���� ���� �������� ��� ��
������ � ���
�� ���$ %��
�������� ������� 
���	��
���� 
�����
���� �
����������$

&�� 
�����
���� �
���������� �'$'$'�� �
���� SL(N,C)# �������� � �
��	�
�����	� �� �
����# 
���	��
�	 ���� �� "��	��� g = IN+ε+· · · ∈ SL(N,C)# ����
�!
������ � ��������	�(

[T̃ (R)(g)]α(h) = α(h · g) = α(h+ h ε+ . . . ) = α(h) + εijhki
∂

∂hkj
α(h) + . . . . �)$�$��

*���� h, g ∈ SL(N,C)# α(h) + ,���-�� �� �
����# "��	���� ���������! 	��
�-� ε
	���# � �����	� ���������� ����� ���������� ��
���� 	������ �� εij $ .�
	���

�)$�$�� ������ �
��� 
�����
��� �
���������� T̃ (R) �����
� s�(N,C) �� ,���-�� 
α(h) �� �
���� SL(N,C)(

T̃ (R) : A→ Aijhki
∂

∂hkj
, A ∈ s�(N,C) . �)$�$'�

• ������ ��� �	
��	��� ��
 ������� 
�	������� �	���������� �����	� s�(N,C)�
�
 ���� �	
��	��� ��
 
��	��
	�

Eij = hki ∂hkj −
δij
N
hk� ∂hk� , �)$�$/�

������ ∂hki =
∂

∂hki
�  �
 �
��
	��� �� ���!�� ��� �"  	
����� "�
#

�����
	��� 
�	������� �

��
$��� �����	� s�(N,C)%

[Eij , Ek�] = δjkEi� − δi�Ekj .

������	
�� &�� �������� ����� 0�
����� ������ ���
����	� �
���������!
�
���� SL(N,C)# �������� ��	������� ���
������� �
����������# ���� ����
	� 
���	��
��� ���������� 
�����
��� �
���������� T genR # ����
�� ��
������� ��
�
���
����� �������������� ,���-�! α(h, h∗) ��
����� � �'$'$'���(

[T genR (g) · α](h, h∗) = α(h · g, h∗ · g∗) g, h ∈ SL(N,C) . �)$�$)�

1�# ������# "��� ����! ����� ����� �� ��������	 � ����� 
���	��
���	 ������
��
��������! ����� ���
����	� �
���������! �
���� SL(N,C)# ����
�� ����
�������  �����
��� �
��������� �� ��
�������� �
���������! � ����������
�� 
�����
���� �
���������� �'$'$'��$

2���	��
�	  �
���
����� F �� ,���-�! α(h) �� �
���� SL(N,C) ��������
	�
��� ����
���
����� F (r) ����
���� ������	� ������� r �� ��
�	����	 hki$
3������# ���  ���� ����� ��� �
���������� �)$�$'�# ����
�� �� 
����� �������
������	� �� hki# ����� ����
���
����� ������� ���
������	� ������������ ��!�
���� �����
� s�(N,C)  
�����
��	 �
���������� T̃ (R)$ 3����� �������# ��� ����
��� �������	�
��� ���������	�� �
����������# ����
�� ����
�����  
�����
��	



��� ��� ����������	
��� ��������

�����	
������ ��
�����	�� 	����� 
 ������
� ���� ���������� �	���� ����
�����	��

�
��	�� 	������ �	� ��
��� ��������� �����	
����� ������� �����! SL(N,C)�
�
���
	���
���� 
 �������	�
�	�� F (1) ������!� �������� ������� �����	


�� ���	
���!� �� "����	�� k�� �	���� (hk1, hk2, . . . , hkN) �
	��#! h ∈ SL(N,C)�
"����
��	� ��������$%��� �����	
����$ T �����! SL(N,C)

[T̃ (R)(g)]hki = hkj gji (k = 1, . . . , N) ⇔ �&���' 

T (g) · �ei = �ej gji , �&���( 

��� (�e1, �e2, . . . , �eN) ) *
���!� ���	��
 � ����	�
�	�� V ��������$%��� �����	
��
����� +������ ����
��� ��������$%�� �����	
����� SL(N,C) ��
�����	�� �
�

��������	
����� � ��������� �����	
����� 
 ����	�
�	�
� F (1)
k ������!�

�������� ������� ������
 �� ������!� hkj �k ,�������
� � �! ����� F (1) =∑
k F (1)

k � -
������� ����	�
�	�� F (r) ������!� �������� �	���� r ��	� ����

�
 �������	�
�	� F (r)
k1,k2,...,kr

�k1 ≤ k2 ≤ · · · ≤ kr � *
���!�� "����	
�� ��	��!�
����$	�� ����!

hk1i1 hk2i2 · · · hkrir (k1 ≤ k2 ≤ · · · ≤ kr)

�k1, k2, . . . , kr ,�������
! � ����*�
��$%���� ��� ����	��� SL(N,C) � ���������
�����	
����� 	
� .�� �
� � *
���!� "����	!

(�ei1 ⊗ �ei2 ⊗ · · · ⊗ �eir) , �&���/ 

� ����	�
�	�� V⊗r �����	
����� T⊗r ������� ����������� r ��������$%�� �����
�	
����� �&���' 0

[T̃ (R)(g)] (hk1i1 · · · hkrir) = (hk1j1 · · · hkrjr) gj1i1 · · · gjrir ⇒
T⊗r(g) · (�ei1 ⊗ · · · ⊗ �eir) = (�ej1 ⊗ · · · ⊗ �ejr) gj1i1 · · · gjrir .

�&���� 

1� ����.���� ���� �	� ��� ���������!� ��������!� �����	
����� T (λ)


���*�! s�(N,C) �
 �� ��� �����.
	�� � ��
��� ��������� �����	
����� �&����  
���.! ��
�����
	��� 
 �������	�
�	�
� V(λ) � �����!� �!2� ����	�
�	�
�
������!� �������� F (r)

k1,k2,...,kr
⊂ F (r) ⊂ F � 3�������� �����	
������ ����	��$�

%�� 
 F (r)
k1,k2,...,kr

� "����
��	� T⊗r� � ������
	���� �
.��� ���������� �������

����� �����	
����� T (λ) 
���*�! s�(N,C) ���� �����! SU(N) �����.�	�� � �
����
�*��� 	������ ����������� T⊗r ��������$%�� �����	
����� T "	�� ������ 4
�
�! ���� �������� � ������	
	�� ��������� � �
����� ����� ���� 5	���.����
���� �

+
��� �����
�	 ���*���
 ) �
� �!����	� ���������!� �����	
����� T (λ) ���
���*%� ������� ��������!� �����	
����� T⊗r6 7�� �� �����*�� ��2��� "	�� ����
*���!� �
� �! ��
�!�
�� � ����!��%�� 8�
��� ���	��	 � �������� ��	��
 ���	���
��� �����	
����� �� �	
�2�� ������ 9 �
�� 8�
��� ��
��� �! ����.�� ������
�����* ��2��� "	�� ���*���!� - ����� �! ���
.��� �	� ���������!� �����	
��
���� SL(N,C) �� �
���
	���
����� �����
��
 ���� ���������!� �����	
�����
SU(N) � �����.
%���� � �����	
������ T⊗r� �!����$	�� � ����%�$ ���#�
��!�
�����	����� ��	��!� ���	��	�	��$	 ���������!� �����	
������ �����! �����	
�
���� ������	�������� �����! Sr�

��� ��������	�
�� ������������ ������ Sr� ������ ���
������������� ���

� ����	
 ��	�	�� �	����	 �������� � �������� �����

eΛ · Ui · eΛ = eΛ · (σi · yi − yi · σi) · eΛ = eΛ · (σi · ai − ai · σi) · eΛ = 0 .

�������� ��	 �������	 � ��������� �� ��� 	��� ! ��	���	��"�#�

$���% eΛ′ ∈ C[Sn] & �����	���� ���#'�
 ���!����%�
 �(	� Λ′ = (a′1, . . . , a
′
n)�

$	�%)���% �����*��� �	��"��� �k = 2, . . . , n�+

ak eΛ′ · Ui · eΛ = eΛ′ · Ui · yk · eΛ = eΛ′ · yσi(k) · Ui · eΛ = a′σi(k) eΛ′ · Ui · eΛ , ��������

��� σi = (i, i + 1) & �	����� �����	)�,��� �	 ���% σi(k) = k ��� ��� k = i, i + 1� �
σi(i+1) = i� σi(i) = i+1� $	��	��� ���� eΛ′ ·Ui ·eΛ = 0� �	 a′σi(k) = ak� "�	 �!�������	
��������

Λ′ ≡ si · Λ = (a1, . . . , ai+1, ai, . . . , an) ∈ Spec(y1, . . . , yn) . ������-�

.���% 	�����	� si ������������ � �(	�� Λ �	�%!	 �	(������ )�"��� ai � ai+1� �
	����%�� �	(������ )�"��� 	�������� � ��	� ����� � � ����	
 ��	�	�� �)
�������� �������� "�	

eΛ′′ · Ui · eΛ = 0 , ∀ Λ′′ = si · Λ . ��������

/��	���� "�	 !�0�	�� ���!����%	�� �(	�� Λ �		���������� ��������
 ���1
������
 �����	��� eΛ ∈ C[Sn]� "�	 ������� �) �����0���� 	 �	�	�� �(	��
!	�������#'� ������	� {y2, ..., yn} ���� 2����0���� �������

�����	
���� ����� ����� eΛ ∈ C[Sn] � ��	
���	�� �
	���� ��	��������
����

Λ = (a1, . . . , ai, ai+1, . . . , an) ∈ Spec(y1, . . . , yn) . ��������

��� ���� |ai+1 − ai| = 1� �� ���	����	� ��	
���	� eΛ′ ∈ C[Sn]� ��	��������
���� �������� ���	 ��� �!"�� � �����#���# ��$�	����

Ui · eΛ = eΛ′ · Ui , eΛ · Ui = Ui · eΛ′ . ��������

%�� ���� Λ′ = siΛ /∈ Spec(y1, . . . , yn)� �� ��	
���	� eΛ ∈ C[Sn] �����	����#	�
�����&	�#


Ui · eΛ = 0 , eΛ · Ui = 0 . ������3�

� |ai+1 − ai| = 1�

�������������� *�� $���% |ai+1−ai| = 1� 4	!�0�� ��'����	���� �����	���� eΛ′�
���#'��	 ���!����%�
 �(	� ������-�� 5����	���� ��	�)������

Ui · eΛ =
(
σi(yi − yi+1) + 1

)
· eΛ =

(
σi(ai − ai+1) + 1

)
· eΛ . ��������

6�! !�! 	�����	�
(
σi(ai − ai+1) + 1

)
	(����� � ���"�� |ai+1 − ai| = 1� �	 Ui · eΛ = 0�

$	�%)���% ���	���� �	�	�� ���-��� � �"������ ��������� �� �	��"���

Ui · eΛ =
∑
α

eα · Ui · eΛ = eΛ′ · Ui · eΛ . ������*�



��� ��� ��������	�
�� ������������ ������ Sr� ������ ���
�������������

�����	
��� ��� �� ��	���� �������� ������ ����	� �� ������� ��� � � �
�	� � �!
	"��	" yj ����	#"��� ��� $���� ����" �� ��	��
" [1− j, j − 1]� %" 	���	 � � �
�	�
� �	"��	" y2 �� ����	#���� ����������� ��"����� 0 ��� ������&� � ��	���� ������'�
��#��
������	
��	���(� ��
"#�� ��������  � ����
$��� )�  ��������� ������� � �����&�
������� ��� *������ y2 = σ1 ���������	��� +"	"
��	�������
��� ��#������,

(y2 − 1)(y2 + 1) = 0 . ������'�

-"
�� ��	"��� Spec(y2) = {−1,+1} � ������"���.�� � �
�	 � �	"��	" y2 ���������!
	��� ��������� /� ����� ��� � �
�	 yj−1 ���������	��� �������� ��� ��
���	��� j ≥ 3�
/�
"#�� ��� � *��� ����"� � �
�	 yj �"
#� ���������	��� ��������� 0"�����	��
+"	"
��	�������
�� �	"������ ��� *������" yj−1 ��	"����� � ������'��,∏

α

(yj−1 − a
(α)
j−1) = 0 , �����12�

��� a
(α)
j−1 ∈ Spec(yj−1)� 3����� �����"����� ��� ���
$�� ������4 � ����4 �"���

�����12�

f(yj−1) ≡
∏
α

(
yj−1 − a

(α)
j−1
)
.

)� ��.��� � ���"5��� � �	"��	� Uj−1 � �+ ���4���" �����&1� �����&6� �� �	"������
�����12� ��  ����"�� ��#������

0 = Uj−1 · f(yj−1) · Uj−1 = f(yj) · U2
j−1 = f(yj) · (1− (yj−1 − yj)

2) , �����1&�


���	�� ���"�"�� ���

Spec(yj) ⊂ Spec(yj−1) ∪
(
Spec(yj−1) + 1

)
∪
(
Spec(yj−1)− 1

)
,

� ������"���.�� ��
"���"�� ���������

����. Λ = (a1, . . . , ai, ai+1, . . . , an) 7 �"��	 ����������+ ��"����4 *�������� 8$�!
�"9(:	�� ���	"��5��+ (y1, . . . , yn) 
�����"�����4  ��"����	� Yn� 
���	�4 ���!
��
"��  	� ��4����� *��+ *�������� �"  	��������4 ���� ����� eΛ ∈ C[Sn] ����
������2��� 3 �"�.��4;�� ����� ����	��. ��� ���� ����� eΛ ����� � �
�	"�.��4 �"!
��	 Λ ∈ Spec(y1, . . . , yn)�

�	�
���
��
 ����� ���������	� 
������ ������� ���������� ��������� yi
 yi+1 �� �����  ��� �� ���������� eΛ �� ���������� �� ����� ����� Λ �� ���

��� ai = ai+1 �!� ���� i = 1, . . . , n− 1�

������	
��	��� <���� ��
"���"�. *�� ����	#����� ��  	��������� ����. ���
��
���	���  	���������� ���� �����" eΛ = 0 �� ����� ai = ai+1 �� ���.

yi · eΛ = ai eΛ = yi+1 · eΛ . �����1��

-���"  ��.����. � 	��������� �����&&� � ���"5���� � �	"��	" Ui ��  ����"��

eΛ · Ui · eΛ = eΛ ·
(
σi · (yi − yi+1) + 1

)
· eΛ = eΛ · eΛ = eΛ . �����11�

��� �������� �	
��� ��	�������� � �	���	����� �	���������� T⊗r ���

��� �����	
� ����� Sr 	 ����������	� ����������

���
�	����
� ����������
� �������	���
�

����� T � 	
��������� 
����������� ���

� SL(N,C)� ���������� � N�����	�
�	�
�����	� ����	��	� 
�	��������� V ≡ CN � ������� � V �� �� {�ei} (i = 1, . . . , N)
�  �
�!�� ������� "������� g = ||gij|| ���

� SL(N,C) � 	
��������� 
�������
����� � 
�	��������� V ���������� 	��� 	� �	�����	 #$���%&'

T (g) · �ei = �ek g
k
i . #$�(��&

)��� � ���� ��� �	��	 �� ������ *�+	����* #�		������������ ���	���& ������
� �����, ����+�� � *��+	����* #�		������������ ��	��,��& � ��� �� -		����������	

�� �		������+ ����	�� �ψ = ψi �ei ∈ V ������� #$�(��&  �
��������� � ���

ψi → ψ′i = [T (g) · �ψ]i = gij ψ
j . #$�(�(&

.����	���� ��
��� ��� 	��	� 
�	� ������ T⊗r := T ⊗ · · · ⊗ T ���	�	�	�	 /���� r
	
��������+ 
����������� T ���

� SL(N,C)� 0�	 
����������� �	�����	 	
���
������ ��� 	��	�	 
�	� ������ 
����������� #���	�� � �� ��� ������� 
���	�
/���� �����& �	
	�������� ��1	�� "������� g = ||gi j || ∈ SL(N,C) 	
����	�

T⊗r(g) := T (g)⊗ · · · ⊗ T (g)︸ ︷︷ ︸
r

, #$�(�2&

�	�	��� �������� � ��� 	��	� 
�	� ������ V⊗r N������+ ����	���+ 
�	��������
�������� 	��� 	�

(T⊗r(g)) · (�ei1 ⊗ · · · ⊗ �eir) = (�ej1 ⊗ · · · ⊗ �ejr) g
j1
i1
· · · gjrir ,

ψi1...ir → ψ ′ i1...ir = [(T⊗r(g)) ·Ψ]i1...ir = gi1j1 · · · girjr · ψj1...jr ,
#$�(�$&

�� Ψ = ψj1...jr(�ej1 ⊗ · · · ⊗ �ejr) ∈ V⊗r � ��� 	� r��	 ������ � ψj1...jr � ��	 �	�
	������
3���/��� 	
����	� I⊗rN � 
�	��������� V⊗r ����� ��

(I⊗rN ) · (�ei1 ⊗ · · · ⊗ �eir) = (�ej1 ⊗ · · · ⊗ �ejr) δ
j1
i1
· · · δjrir ,

ψi1...ir → ψ ′ i1...ir = [(I⊗rN ) ·Ψ]i1...ir = δi1j1 · · · δirjr ψj1...jr .
#$�(�4&

����� ��
��� ���	� 	
����	�	� s(σ)� �	�	��� 
�	� �	�� 
�������	��� 5���	�	�
�va ∈ V � "������� (�v1 ⊗ �v2 ⊗ · · · ⊗ �vr) ∈ V⊗r'

s(σ) · (�v1 ⊗ �v2 ⊗ · · · ⊗ �vr) = (�vσ−1(1) ⊗ �vσ−1(2) ⊗ · · · ⊗ �vσ−1(r)) , #$�(�%&

�� σ 	�	 ��/��� �		������������ 
�������	��� r "������	� (1, 2, . . . , r)'

σ =

(
1 2 . . . r

σ(1) σ(2) . . . σ(r)

)
∈ Sr , #$�(�6&

� σ−1 7 
�������	���� 	������� � σ� 8��

� 
�������	�	� #��������/����� ���

�&
���� 	
������� � 
	�	��	 	���1����� � �� ��� ������� 
���	� /���� ������



��� ��� �������� �	
��� ��	�������� � �	���	����� �	���������� T⊗r

������	� �
��	�� �
�	�����	� ���� ��
��������� μ, σ ∈ Sr� ����
�� �� �����
����������� �	��

μ · σ =

(
1 . . . r

μ(1) . . . μ(r)

)
·
(

1 . . . r
σ(1) . . . σ(r)

)
=

=

(
σ(1) . . . σ(r)

μ(σ(1)) . . . μ(σ(r))

)
·
(

1 . . . r
σ(1) . . . σ(r)

)
=

(
1 . . . r

μ(σ(1)) . . . μ(σ(r))

)
.

�������

 �!����� ��
������	" �����#� ���
	$��� �
���������	� ��� ���
���
�� s(σ) �
��	�� ���%�&�� 	���� �	� ��
���	�� � �����'��(

s(σ) · (�ei1 ⊗ �ei2 ⊗ · · · ⊗ �eir) = (�eiσ−1(1)
⊗ �eiσ−1(2)

⊗ · · · ⊗ �eiσ−1(r)
) =

= (�ej1 ⊗ �ej2 ⊗ · · · ⊗ �ejr) δ
jσ(1)

i1
· δjσ(2)

i2
· · · δjσ(r)

ir
≡ (�ej1 ⊗ · · · ⊗ �ejr) [s(σ)]

j1 ... jr
i1 ... ir

,
�����)�

ψi1...ir → ψ ′ i1...ir = [s(σ) ·Ψ]i1...ir = δ
iσ(1)

j1
· · · δiσ(r)

jr ψj1...jr = ψiσ(1)...iσ(r) . �����%��

�����	
���� ����� ������� �	
�
� ������ ����������� s �� ������ ��������
����� Sr � ��������� �������� ����������� ������� !�� � V⊗r
 "���������� s
#��#���# �������$����� �� ����� �������� �������#�� ������������� ������ Sr
� ������������ V⊗r

�������������� �������	�� �������� $�� s(μ)·s(σ) = s(μ·σ)� *����� ����
����	�
������� 	 +���$�	 
�������

s(μ) · s(σ) · (�v1 ⊗ · · · ⊗ �vr) = s(μ) · (�v ′1 ⊗ · · · ⊗ �v ′r) = (�v ′μ−1(1) ⊗ · · · ⊗ �v ′μ−1(r)) =

= (�vσ−1(μ−1(1)) ⊗ · · · ⊗ �vσ−1(μ−1(r))) = s(μ · σ) · (�v1 ⊗ · · · ⊗ �vr) ,

!�� �� �
	���	�	 �����#� 	 ����	 �����$��	� �v ′i = �vσ−1(i)�

• ������ ��� �	
��	�� ��
����
 �
�
�
	���� s(μ) · s(σ) = s(μ · σ)� ��
�����
���	��
� �	���������� �������� ����� !�� "���� �
�
	�� �	
��	�� ���
��
[s(μ) · [s(σ) ·Ψ]]i1...ir = Ψiμ(σ(1))...iμ(σ(r))�

������ �� , ��$����� 	��"��
�+		 � -���
����	" ����� 	 .���$� �� �
���
	�
�����	� !�����
/	�� s(μ) · s(σ) = s(μ · σ) ��� ���$�� ���� �
�����	+	0 σ = (13)
	 μ = (12)� 1
	����� �����%�� ���������������� ���$��� ��� μ = (12)� � ����� ���
σ = (13) �� 	����

[s(μ) · [s(σ) ·Ψ]]i1i2i3 = [s(σ) ·Ψ]]i2i1i3 = ψi3i1i2 . �����%%�

 �
�!�0 ���
���� ��!����� ��
������	" ������� �� ����$��� μ · σ =
(

1 2 3
3 1 2

)
�

��2���� [s(μ · σ) · Ψ]i1i2i3 = ψi3i1i2 � $�� ��������� � �����%%�� 3����	�� $�� � ��4��
���$�� 
������� ���������������!� ��0���	� �����%�� ���� ��
��������� σ, μ ∈ Sr
�� ����
 
��!� r �������$�� �
���� ������	� �
	����� !
�/	$����� �
���������	�
��
���������� ����
�� ����������� � 
����� ������� ��
��0 $���	 ��	!	�

5��	� ��
���� �
���������	� s ������� 2������� σ ∈ Sr ������������ �	��0��0
���
���
 s(σ)� ��0����"4	0 ��!����� �����#� 6 �����%�� � �
���
������ V⊗r ����
��

��!� r� , $�������	� /�
���� �����%�� ���������� $�� ���
���
 s(σ) ��
���������
	������ � ��������� ����
� Ψ ∈ V⊗r�

��� ��������	�
�� ������������ ������ Sr� ������ ���
������������� ���

�λ8 = [4, 3, 1]� � ��	
���	  ��
��� ���� ������� �� ���
�����
  ����
����� �
������	�� ������
 ���� ������� ��
�  ���	 ������	 ������
� �������

�

�

m

k

1 0 2 1 4 2 6 3

3−1 5 0 8 1

7−2
�!�"����

� ������� ���	���������#�� �$���� ����
����
�%����% #��
� (a1, a2, . . . , a8) =
(0, 1,−1, 2, 0, 3,−2, 1) ∈ Cont

(
λ8
)
�

&��
 	� �����
	 �� ��� ���
� ������	 �
���%����	 �����'� ����
���� #�� ���(
��	� ���	�����	� ��
	���
��� eα ∈ C[Sn]� ����
���$)*
	� �����$	 �!�"��+��
	���� ���	���������#�� ���������% 
�����
���) ����������) ������� Tλn ↔
eα ���� #�� ����
����
�%����% �����
���� ���#
��� �!�"��!� ������)*�� ,����-
./�0� �� 
����
 eα ���
� �������% � 
�����	 ���
������ �����
����
�%����%)
����
���� ��
���  ����������� ������
 Tλn 1

(a
(α)
1 , a

(α)
2 , . . . , a(α)n ) = (a1, a2, . . . , an) . �!�"��"�

2��
�����
 a1 �
��� ��
���  ����������� ������
 Tλn �
'�� ���� ���)� #��

��'����
��$ � �����
���	 ���#
��
	 a
(α)
1 = 0 ��
	
��� y1  ���� 
'� ���
�
�
��$

�!�"����
3�	
��	 ��
�%� #�� ��
	���
���� ����
���$)*�
 �!�"��+�� ���*
 '���$� �


������)� � ���	�������	� ��		
���������	� ,�'� �!�4��5�� ������
���	� ��
����������	 �������	 Tλn� &����	
�� ��
	���
��� �!���46�� ��$ �������  ���#�

ε = 1

2
�����$)��$ ��
���� �!�"��5�� �
 ���� ��		
���������	 ,�'� �!����5��

������)*�	 �� �!���46�  ���#�
 ε = 0�
7���� ���	�����
 ��
	���
��� eα ∈ C[Sn]� ���#��$)*�
�$ �!�"��+�� ���������(

)��$ � ����� ������� �� ����������	� �������	� ,�'� � n ��
���	� � ����
���(
�
�%����%) ����
��� (a1, . . . , an)� � � ���'�� �������� ��� 	� ���
	 ��	� �������
�
������� ������ ����� ��
	���
�� �������
�� ��� �
����� �� �
'� ��
� �������
�
� ��'
���� C[Sn]� �
������	�
 ��
�����
��
 ���� ��'
��� �'����� Sn��  
	
��	�	� �  �����	 ������
� ���������
��$ ����
����
 	
��� �
������	�	�
��
�����
��$	� ��'
��� C[Sn] �'����� Sn� � �������	� ,�'�� &��
 	� ����
	
��	� �������
� ������ ������������� ������ ������
��$ ��
	���
���� ����
��(

�$)*�� �!�"��+�� � ������	 �����
���� ���#
��� (a
(α)
1 , . . . , a

(α)
n )� ����
����)*��

���
�����) ��
��� ����������� ������ ,�'�� 8�	
#��
�%��� #�� ���� ������ ���
�
���	���#
��� ����% �����) ����
	� ���	�� ����'����%��� ��
	���
����

3�	
��	 ��
��
 �
'�� #��  ����� #���� �!�"��"� ����� ����
����
�%����%
�
��� #��
� ����
�������� �����	�  ��#
��
 �
��'� ��'� � �������
��) ����(

����$ �!�"��"� �����
	 ��
��)*

 ��
���
��
�

���	
��	�	 ����� ������ ���������	 
��������� yj ��� ������� C[Sn] ���
��	� ���

Spec(yj) ⊂ [1− j, j − 1] (∀j = 1, 2, . . . , n) , �!�"��6�

��� [1− j, j − 1] ���������� ����� ����� ����

[1− j, j − 1] = {1− j, . . . ,−2,−1, 0, 1, 2, . . . , j − 1} . �!�"����



��� ��� ��������	�
�� ������������ ������ Sr� ������ ���
�������������

�������� 	 ������
�� �	�������� ��������� ��������������	�� Yn 	� ���	� �������
����� !��	��!" ��� ������ � �#��$		 �� {ym}�

%���� !����!�� �������� ���� & 	!��� & �	�	�	'� & 	��������� eα (�����	)
�#��!" ������ !��!�'��� ( ���*��	&

Λ(α) = (a
(α)
1 , a

(α)
2 , . . . , a(α)n ) ∈ Spec(y1, y2, . . . , yn) . ��������

+��!� Spec(y1, y2, . . . , yn) ������*��� �����!�'� !�����' (a
(α)
1 , a

(α)
2 , . . . , a

(α)
n )� !���)

'��!�'#,-	( '!�� �	�	�	'� � '��	��� ���������� � 	����������� eα� ���)
�#,-	� ����#, !	!���#� .	 /���� ������# ����# Λ(α) !���'��!�'#�� ��	�!�'��)
� & �	�	�	'� & 	��������� eα ∈ C[Sn]� 	��*� ���� ����#�	#,-	( /�������'
{y2, ..., yn} �� � � � ���� � �!�� 0�'�����	� ������� 1����	� ������ *�� �!�	

(a
(α)
1 , . . . , a

(α)
n ) = (a

(β)
1 , . . . , a

(β)
n )� �� 	� #!��'	& �������� 	 �������� �'�����	*�!�	 !���#)

�� �����������!�� eα ·eβ = 0 !���'��!�'#,-	( 	����������'� *�� ����� !����!#��!"
! ��2	� 	���*���� � ����������	���

• ������ ���� 	
����� 
��
�
�����
��� �������
� eα  eβ� �
������� �
���

����� !"  �����  "� �� ���
� Λ(α) = Λ(β)�

3�!!���	� ����� !���#,-�� ����-��	� $�� ( *	!�� ' '�(��� ��'�� #��#
��!����*�����& ���	$ 

0 1 2 3 . . .

−1 0 1 2 . . .

−2 −1 0 1 . . .

−3 −2 −1 0 . . .

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

� . . .

4� �!��� �� ���'��& �	������	 !��"� �#�	� �� ��	��&2�& � ���'��& �	������	 !'�(#
!��"� +1� �� ��	��&2�& � ���'��& �	������	 !�	�# !��"� −1� �� !���#,-�& �	���)
���	 !'�(# !��"� +2� !�	�# 5 (−2)� 	 ��� ������ 6	!��� �	�	!����� ���	� ������
�����& ������� �#��� ��� '��� ����	
���� ����������� /��& �����	� %����
������ ! ����	�����	 (k,m)� ��� k � ���� !���	� � m � ���� !����$�� 	����
!������	� (m − k)� .���!�	� ����� ' /��� #��� !�������#, ����	$# 7��� Tλn�
	��,-#, ���# �	����� 7��� λn ! n �������	� 8 ��#������ ���#*��� !���)
����#, ����	$# 7���� ' �����& ������ ! ����	�����	 (k,m) (�����	�#��!"
��� 	��'2	�!" ' ����	$� 7��� *	!��� �������� i� ��� 	 !������	�� (m− k)� ��

�!�� ��� ' ��"�	� ��� i m�k � .�����" ai = (m−k)� � �����& !��������& ����	$�
Tλn� # �����& '!� �����	 	��,� 	 ����� 	 !������	�� �������*�� !���!��'�"��
��!����'�������!�� 	� n $�� ( *	!�� (a1, a2, . . . , an)� 9�	 ��!����'�������!�	 � 
�#��� ��� '��� �����	�� ����	
��� ��	� n� :����!�'� '�����' !�����)
�	& ��	� n� !���'��!�'#,-	( '!�� !������� � ����	$�� Tλ� 	��,-	� ���#
�	����� λ  n� �#��� ������*��� ��� Cont(λ)�

8 ��*�!�'� �	��� �!!���	� !�������#, ����	$#

Tλ8 =

1 2 4 6

3 5 8

7

��� �������� �	
��� ��	�������� � �	���	����� �	���������� T⊗r ���

������	� 	
����	�� ��
� ������� ������ ��� r = 2 ������ 	
����	� 
�������	���
P � ����������� 
	 
������ P (�v1 ⊗ �v2) = �v2 ⊗ �v1 

P (�ei1 ⊗ �ei2) = (�ej1 ⊗ �ej2)P
j1j2
i1i2

, P j1j2
i1i2

= δj1i2 δ
j2
i1
. �������

!"	"����� #�	$	 	
����	�� ��� r > 2 ������ 	
����	���� s(σa)� �����%	����&�� �
���������	� "�%��� ����'� �����(���

(s(σa))
j1...jr
k1...kr

= δj1k1 · δj2k2 · · · δ
ja−1

ka−1
· δjaka+1

δ
ja+1

ka
· δja+2

ka+2
· · · δjrkr , �����)�

$�� σa * �	������ �����
	%�(��� �	�	��� 
����������� � ������ �	�+�	 ����	�� �va �
�va+1� � 	����+�&� ����	�� 	�������� �� ��	�, �����,� !-�����	� -�	 �����(� �����)�
�		���������� 	
����	�� � V⊗r 

s(σa) = IN ⊗ · ⊗ IN︸ ︷︷ ︸
a−1

⊗P ⊗ IN ⊗ · ⊗ IN︸ ︷︷ ︸
r−a−1

. �������

$�� P * 	
����	� 
�������	��� ���, ����	�	��

.�	��� 
���+ T / 	
���������� 
������������ $��

& SL(N,C) � 
�	���������
V� 0���� $	�	���+� -�	 X �������� SL(N,C)1����������&� 	
����	�	� � V⊗r� ����
	� �	��������� � ��������� $��

& SL(N,C) � 
������������ T⊗r 

X ·
(
T⊗r(g)

)
=
(
T⊗r(g)

)
·X , ∀g ∈ SL(N,C) . �����2�

�����	
���� ����� ����� SL(N,C)� ��	
��
���� ����
��� X� �����	�����
	 V⊗r� ������
	������ 	 	��� �������� ������
��� ����
����	 �������� ����� !�"

X =
∑
σ∈Sr

xσ s(σ) , �������

#�� xσ $ ���������� ��%&&������� � ����
 ���� �� 	��� r! ������
��	�
�
σ ∈ Sr� ����� ����
��� ����� '� �	������ SL(N,C)���	
��
���� ����
������
�� ���( ���	���	����� ����	�� ����� )��

�������������� 3���������	��+ 	
����	�� �������� ���� ���$��� ��	����� �$	
�	���������	��+ �����2� � ��������� $��

& SL(N,C) � 
������������ T⊗r� �����1
�� �% ����������	��� ����	$	 �% ���$���&, � �������� �	 ���+ �% ����������	���
	
����	�	� s(σ) ��� ���, σ� 4�	"& �	��%��+ #�	� �����	���� ���	�1��"	 ��"	� 	
���1
�	�	� Ai (i = 1, ..., r) � V � 
	���	�� 	
����	� A1⊗· · ·⊗Ar� �	�	�&� ��������� � V⊗r�
5	$�� �% 	
��������� ������ ������� 
�����	 �	������	����� s(σ) � A1 ⊗ · · · ⊗ Ar 

(A1 ⊗A2 ⊗ · · · ⊗ Ar) · s(σ) = s(σ) · (Aσ(1) ⊗Aσ(2) ⊗ · · · ⊗ Aσ(r)) . �����'�


	��� -�$	 ����������	��+ 	
����	�	� s(σ) (∀σ ∈ Sr) ����	����� 	-�����	� 

s(σ) · (T (g)⊗ T (g)⊗ · · · ⊗ T (g)) = (T (g)⊗ T (g)⊗ · · · ⊗ T (g)) · s(σ) . �����6�

7	����� ��
��+� -�	 ��"	� 	
����	� X � ��	�����	������ �����2�� 
���������1
���� � ���� �������� 0�% 	$����-���� 	"��	��� 
�� �����	������ �����2� �& �	���



��� ��� �������� �	
��� ��	�������� � �	���	����� �	���������� T⊗r

������	
 g ∈ SL(N,C) �� g ∈ GL(N,C) �	�� ��� ���� ��	���� g ∈ GL(N,C) ���
����	�� �� ��	���� g ∈ SL(N,C) ���������� �� ������ ���
��� � �����	�� ���
���	� g � � ���!"� #��$���
��� ��	���� g = diag(a1, . . . , aN)% $#� ai & �������
���
���������� ������	��� '�$#� ���	��(���� � ���!"� �����������	�� � ��#�

(ai1 · ai2 · · ·air − ak1 · ak2 · · · akr)X i1...ir
k1...kr

= 0 , � ���!)�

������������� �� ���	����*���� ��#����� ��	�� '�� ��� ai �������
��% 	� ��
� ���!)� ��#��	% �	� ��*�� ��(���� #� ���++�����	�� �����	��� X ���������	��
� ��#� ����� �� ���� �����	������� σ ∈ Sr ���	��, ��(���-.

X i1...ir
k1...kr

= xk1...krσ δ
iσ(1)

k1
· · · δiσ(r)

kr
, � ������

$#� xk1...krσ ∈ C� /�#�	���� � ������ � � ���!"� � �� ��#�� �$��������	
�� #��$���
�
���� ��	������ gi k� � ����
	�	� ������� ���������

(xk1...krσ − x
iσ(1)...iσ(r)
σ ) g

iσ(1)

k1
· · · giσ(r)

kr
= 0 ,

��	���� #���� ������	
�� #� ���, �������- ��#����� is � kp� '�� ��� gi k ������

��
��% 	� �� ����� xk1...krσ = x
iσ(1)...iσ(r)
σ � /��$�� �#��
 ��� ��#���� i� = 1% �� ����

����% �	� ���++�����	� xk1...krσ � � ������ �� ������	 �	 ��#����� (k1 . . . kr) � �����
����	���- ����	��	� xσ = x1...1σ % � ��������� � � ������ �������	��	 ��# xσ ·s(σ)� 0���
����� ��� 	���� ���	��� ��(���� �� ������������ �����	������� σ% �� ���,�#��
� � ���!1��

• ������ ��� �	
���� ��������� ���	���� ��������� ������������� �������� �������
� ������ ��

2	��% �� 3	����#���� ����� ��#��	% �	� ����	�� ��	���� � ���!1�% �� �������
�����
��� �#������- � �����	����*�� �� ����� ��	������ ���#�	������ T⊗r

$����� SL(N,C)� /��	��� ���#�	������ T⊗r% ��$���� 4���� 5���% �����#��� �
� ��� ����� ��#��	
 �������#���� ���#�	�������

������ �� 6�����	��� 	�������� �������#���� #��, ����#���*�, ���#�	�����-
T ⊗ T $����� SL(N,C)% 	� ��	
 ������	��� ����- r = 2� 0�$���� 3	����#����
����� � ����	����	�� V ⊗ V ��*��	���	 ��	�����
��- �����	�� X % #� ��	���$�
����	 ���	� ���	��(����

X ·
(
T (g)⊗ T (g)

)
=
(
T (g)⊗ T (g)

)
·X , ∀g ∈ SL(N,C) , � ����!�

� ��	���- ��$���� � ���!1� ���#�	����	�� � ��#�

X = x0 IN ⊗ IN + x1 P , � ������

$#� x0, x1 ∈ C 7 �������
��� ����	��	�% IN ⊗ IN & �#������- �����	�� � P &
�����	�� �����	������ � V⊗2 = V ⊗ V� /��	���� #�� �����	���

P+ =
1

2
(IN ⊗ IN + P ) , P− =

1

2
(IN ⊗ IN − P ) , � ����8�

��� ��������	�
�� ������������ ������ Sr� ������ ���
������������� ���

������	
��	��������	
����� �������� ������������ ������� fs(y1, . . . , yn) 
��
���� �� �� �! ��� 
"#�" �	��" ������" ��$��! ����%&	' �	���" �������" (�
�&�� (�������%� yk � yk+1! �	(�	�� & &���

fs(y1, . . . , yk, yk+1, . . . , yn) = f̃(y1, . . . , yk−1, (yk · yk+1), (yk + yk+1), yk+2, . . . , yn) ,

(�
� �� � 
����� &�(�
���&	��' �����)���'�� 
��	
����� ������� � �	&���&	�
��

[σk, yk · yk+1] = 0 , [σk, yk + yk+1] = 0 ,

�����%� (��&��'"�' ��(�����&����  (���*�" �������&��� �����
% ������� �
�	&���& ��������
���
����
 �� �����	
��%� +
�����% zn ∈ C[Sn]! �(�
���&	��%� & ������� � �	&�%�
���� &�, ��	�(������! �	(�%&	"�' �	� (�����)�� ������������ �������

zm = y1 + y2 + · · ·+ yn .

����� ����	
���� � �	���� 
	����
�
� �����������

-���� ��(��� ������ (�
�%� �	#�� (������&�%, &�	���� ���� ��	
��%, �����
(������& eα ∈ C[Sn]! �
' �����%, &%(�
�'"�' �����)���' ���.���! ���.���� /��
+���! ����%&	' ��������	����� �, �(����
���'! (����#���! ���#% ����(�����% eα
'&
'
�� �#�&���%�� &�����	�� �(��	����& 0��	123��� & 
�&�� �� �
'����
(����	&
����4

yk · eα = a
(α)
k eα (a

(α)
k ∈ C) ∀k = 1, . . . , n . ������5�

6	��� &%#�� ����(������& �
' 	
 �#�% C[Sn] &� �	 &����$��� 7 �	�����! ����(��
����% ���.����! (�������%� �
' 	
 �#�% C[S2]! ���&
��&��'"� �����)���'� ���.����!
�����%�! ����%&	' σ1 = y2! �&(	�	"�  ������5��

• ������ ���� 	
��
���� ��� � ����
 C[S3] ��������� �������� �
� ������� 
��� ����
 ε = 1/2 !��!"��! ����������� ���� �����#$�%

(y1, y2, y3) · e[3] = (0, 1, 2) e[3], (y1, y2, y3) · e[13] = (0,−1,−2) e[13] ,
(y1, y2, y3)·e[2,1]1 = (0, 1,−1)e[2,1]1, (y1, y2, y3)·e[2,1]2 = (0,−1, 1)e[2,1]2.

��������

8� �����
% ������5� 
����� ������	��&���� ����(������& eα � �#�	��"*�,
0��	123��� {yk}� 9���&���
���! ����$�� �#� �	�� ������5� 
�&	 �	 eβ4

eβ · yk · eα = δαβ a
(α)
k eα ,

� (���������� (� &�� α� :���%&	' �
�&�� (�
���% ���.���! & ����
��	�� �����

eβ · yk = a
(β)
k eβ ∀β . ��������

;�	&��&	' +�� �����)���� (�� β = α  �
�&��� ������5�! �% (�
��	��

[yk, eα] = 0 , ∀k . ��������

6	� �	� +
�����% 0��	123��� {yk} �#�	��"� (�
�%� �	#�� ���������"*�,
�(��	����& & C[Sn] ��� :�&��$����� ������! �� ����(�����% eα! ���&
��&��'"*��



��� ��� ��������	�
�� ������������ ������ Sr� ������ ���
�������������

��������	 ������
�	 ��������� ��������� �� �������� ������ �!� ym �������"

Uk+1 · Uk · Uk+1 =
(
σk+1 · (yk+1 − yk+2) + 1

)
· Uk · Uk+1 =

= σk+1 · Uk · Uk+1 · (yk − yk+1) + Uk · Uk+1 =

= σk+1 · σk · σk+1 · (yk+1 − yk+2) · (yk − yk+2) · (yk − yk+1)+

+σk+1 · σk · (yk − yk+2) · (yk − yk+1) + (yk+1 − yk+2) · (yk − yk+1)+

+σk+1 · (yk − yk+2) + σkσk+1 · (yk+1 − yk+2) · (yk − yk+2)+

+σk · (yk − yk+2) + 1 ,

��������

#$� �� ��$������ ����%����

Uk · Uk+1 =
(
σk · (yk − yk+1) + 1

)
· Uk+1 = σk · Uk+1 · (yk − yk+2) + Uk+1 =

= σk · σk+1 · (yk+1 − yk+2) · (yk − yk+2) + σk · (yk − yk+2) + σk+1 · (yk+1 − yk+2) + 1

&���'(�� ���) %� !���(��)	 �����*������ ������
�	 � ��+%� ����$��� ���$���,
������ �' ��������	 �� ���(-��� $�� ����) -��� ��������"

(Uk · Uk+1) · Uk = σk · σk+1 · Uk · (yk − yk+2) · (yk+1 − yk+2)+

+σk · Uk · (yk+1 − yk+2) + σk+1 · Uk · (yk − yk+2) + Uk =

= σk · σk+1 · σk · (yk − yk+1) · (yk − yk+2) · (yk+1 − yk+2)+

+σk · σk+1 · (yk − yk+2) · (yk+1 − yk+2) + (yk − yk+1) · (yk+1 − yk+2)+

+σk · (yk − yk+2) + σk+1 · σk · (yk − yk+1) · (yk − yk+2)+

+σk+1 · (yk − yk+2) + 1 ,

������.�

/�������� ������ -��� � �������� � ������.�	 �� ���(-��� ���������

�����	
��� /�#���� ������
� ������� +���(��������� �����0��#� ��������� Uk 
�01�) !(�+���) f(y1, . . . , yn) ��$��� + ���������+� � f(y1, . . . , yn) $�(2 ���������
������ �!� yk � yk+1"

Uk · f(y1, . . . , yk, yk+1, . . . , yn) = f(y1, . . . , yk+1, yk, . . . , yn) · Uk . ��������

3�0$� ��$(�� ���12�$���� (����� ��#�	 -��1� !(�+��� f(y1, . . . , yn) �����$��%�,
�� �����( Zn ��#�1�� C[Sn]� 4 ������	 !(�+��� f(y1, . . . , yn) $��%�� 1��� �����,
��-��) �� ��� ���� ��#(������� 3+�'������	 -�� ��� (����� ������� �� ����+�
���12�$����	 �� � $�����-��� (������ ������������ $�� !(�+��� f(y1, . . . , yn)�

�	
������� ����� ����� ����	
���	��� ������ fs �
 �	�	�	���� {y1, ..., yn}
�������	��
 �	�
�� ��������� ���	��� C[Sn]�

[σk, fs(y1, . . . , yn)] = 0 , ∀k . ������5�

��� �������� �	
��� ��	�������� � �	���	����� �	���������� T⊗r ���

������	 
�	�������� ����� �����	 ����� �
	���� �������� � 
������ ��������
���� � �	�����	� ���

� SL(N,C)�  
	����� P+ � P− ���!��� 
����� ����	��
�!���� ��������"��# 
��	������

P+ P− = P− P+ = 0 , (P±)2 = P± , P+ + P− = IN ⊗ IN , ��������

�$ ������ SL(N,C)������������ �
	������$ ��� �!����� 
���������� V⊗2

�	�����	��� T⊗2 = T ⊗ T � �� �	������"��# ���������# 
��
���������

V(+) = P+ V⊗2 , V(−) = P− V⊗2 .

%��� ���!��$ 
�	�����	��	 T⊗2 
��������� &��������	 
��
��������� V(+)

� V(−) �������� 
��
����������� ����	������# � �������	������# �	�!���� �
V⊗2$ �� �� ������� �����'��$ �����'�� � �������� �� ��		�

[P± ·Ψ]i1i2 =
1

2

(
ψi1i2 ± ψi2i1

)
. ������(�

 ��!���� �����	������)�	 
��
�	�����	��� � T⊗2 �� T (+) � T (−)�

�����	
���� ����� ��������	�
�� T (+) � T (−) 
����������

�������������� *��+	� ��� ���	�+�	��	 �� 
���������� ,���"$ �
���	�$ 
�	��
����	��	 T (+) 
�������� �����+�	��	 ��� T (−) ���������$ �� 	��" � 	�� 
���
�������	 V(+) ��		��� �	������"��	 ���������	 
��
���������� V(+)′ ���	$
��� V(+)′ �	 ������� �! ������ ���	���� �	���� � V(+)′ = V(+)�  
�	�	��� �
	����
P+′$ �	������)�� � V⊗2 � 
��	������)�� � 
��
���������� V(+)′ ⊂ V(+)� %�
�� V(+)′ ���������$ �� �
	���� P+′ ���+	� �����������" � �	�����	� ���
�

� � 
�	�����	��� T⊗2$ �� 	��" �����	������" ������-	���� ������'�$ � � �� +	
��	�� �	�������" � 
��
���������	 V(+) �	������"��$ ����� �
��	�������" �
�	������"��	 
��
���������� V(+)′ ⊂ V(+)� . ���� /��	�+�	��� ����� �
	����
P+′ ���+	� ������"�� �! 	��������� �
	���� � �
	���� 
	�	�������$ �����
��� �
	����� �	������� � 
��
���������� V(+) ������"�� ���+�	���	���� � 
��
����� �	 ����� �������" �
	���� P+′�

,���	� ���	�	��� �	
��������# 
�	�����	��� T (+) � T (−) �! T⊗2 
����!���
	� ��)�� �	��� ���	�	��� �	
�������# 
�	�����	��� �! �	�!������ 
���!�	�	���
T⊗r �
�	�	���)�# 
�	�����	��� ���

� SL(N,C) ��� 
���!���"���� r� 0 ��	���$
��	�� �
	������ ��� �����'1�$ ����������)�# � T⊗r(g) (∀g ∈ SL(N,C))$ �	��#��
���� ���� 
��	����� Pα ����	�� α 
	�	�����	� ��� 
��	������� 2+��� �! ���#

��	������ ���+	� ���" �����	�
���$ �� 	��" ����$ ��� 	�� �	�"!� 
�	������"
� ���	 ����� �����# 
��	������ ��� �����'1�� %��� � 
���)"� �+���� 
��	����
Pα ���	��	��� �	
��������	 
�	�����	��	 T

(α) � T⊗r$ �	������)		 � 
���������	

V(α) = Pα · V⊗r . ������1�

,�����"�� 
��	���� Pα ���������	� � T
⊗r(g) ��� ��	# g ∈ SL(N,C)$ �����������"


��
��������� V(α) ��	��	� �! 3	
���� ��	����

T⊗r(g) · V(α) = T⊗r(g) · Pα · V⊗r = Pα · T⊗r(g) · V⊗r ⊂ V(α) , ������4�



��� ��� �������� �	
��� ��	�������� � �	���	����� �	���������� T⊗r

� ����	
������ T (α) ����������� �
�������� ������ SL(N,C) � ������ �����
�� �����
���� � V⊗r� ���������
	� ��� T (α)(g) = Pα · T⊗r(g) · Pα� ���� �
��!	
��

���" #
� T (α) ����������" ����� ������#� ���� �
��!	
�� ����������	
� �
$
�������� ����� � �	������
	� � 
��" #
� �����
�� Pα �����
��� � ����

��� �����%&��

'���� ���� ��" �����
���� �����
�� Pα  ����
 ����������� ����	
������
T (α)" ������� � T⊗r� (���� ����)�� ��" ��
� � 	�� ���  ���#� * �� ������

� ����� ���� ������ T⊗r � �����+ 	���� ����������� ����	
������� ,�-��
������ � �� ��.��+ 	�	
��
 � �������� ������ ����� �����
���� ��
����
��!�� �����
���� {Pα}" 
����" #
�

Pα Pβ = Pα δαβ ,
∑
α

Pα = I⊗rN . ������/�

'���� ���	
��	
�� V⊗r ��	��������
	� � �����+ 	���� ������
�� ���	
��	
�

V⊗r =
∑
α

V(α) ,

#
� � 
�����
	��

0 ���!��.�� �� ��		��
������ �
���+" ����� 	����+  ���#� �� ������ T⊗r

� �����+ 	���� ����������� ����	
������" ���� � ����" #
� �������
�#�� ���
 ��!
�
�� ��� ��.��� 1
��  ���#� ����
 �������� �����
���� �����
����" �
��� �
��!� 	�	
����+-�� ����+ ��
�����!�+ 	�	
���� 2����	� $
�������+
����� �����
��� s(σ)" ��������+-�� � �����%&� �  ����� � �����&�" ��������+

����	
������ s 	����
��#�	��� ������ Sr" ��
���� ���	
���
 � ���	
��	
�� V⊗r�
,
��
��" #
� �����
��� �����%&� ����+
	� ��������� �	�
������� ��
��) s(σ)"
������ � ��
���� �����
	� ����	
������� 1����
� σ 	����
��#�	��� ������
Sr� 3�1
���" 	
���� ������" �����
��� �����%&� � ������4� 	�����
 ��		��
����
! ���
����	
������ 1����
�� ��������� ������� C[Sr] ������ Sr� 3��
�� ��������� ���
����� ������ G ���� ��� � �� ���� ������� �	�� ,��������� �������� ������ #�	
�
����� 5������" #
� ��������� ������� C[G] ���#�� ������ G * 1
� ���
����
���	
��	
�� ������ ������)��

α =
∑
g∈G

αg g , αg ∈ C ,

	  ����� ������� 1����
�� α, β ∈ C[G]" ��
���� ���
��
	� ����� �)��� � �����
�� G6

α · β =
∑
g,h∈G

αgβh (g · h) =
∑
g∈G

γg g ,

��� γg =
∑

h∈G αg·h−1βh ∈ C� 3��#�����" #
� �+��� ����	
������ T ������ G
���� �	���� ��	���	
���
! � ��������+ ������� ��� ������ ��������� �

T (α) =
∑
g∈G

αg T (g) .

3�1
���" ��
	� ������������� ������ G 	��	�������	 	�������� � �������������

�� �����	�	� ����
�� C[G]� � ��	
	�	�� ��
	� ������������� �����	�	� ����
�� C[G]
������ ������������� ������ G�

��� ��������	�
�� ������������ ������ Sr� ������ ���
������������� ���

������	
� � 	����� C[Sn] ��������	� 
�����
�� Uk� ������� ����� �����
������ ���� �	� ����� �	�������� ���������
� 

Uk = σk · yk − yk · σk = yk+1 · σk − σk · yk+1 =

= (yk+1 − yk)σk − 1 = σk(yk − yk+1) + 1 ,

k = 1, . . . , n− 1 .

!"#$#��%

�����	
���� ���� ����������		
� ����	��	�� ����������� ��������� Uk
� ����������� σm � �����	���� ����������� ym ����� ����

Uk · σk = −σk · Uk , Uk · σm = σm · Uk (|k −m| > 1) . !"#$#��%

Uk · ym = ym · Uk (m = k, k + 1) ,

Uk · yk = yk+1 · Uk , Uk · yk+1 = yk · Uk .
!"#$#�&%

 ���	��	�� ��� Uk � σk±1 ��� 	�� 	� ������������ �	������! ������� �
 �" 	�

�
���
����# ����� ����! ���������� ��������
 Uk ������������� ����	��	�$

�� �����
 %���

Uk · Uk+1 · Uk = Uk+1 · Uk · Uk+1 , !"#$#�"%

� %������ ��������� Uk �
��&����� � ���� ��	%��� �� �����	��� yk � yk+1�

U2
k = (1 + yk+1 − yk)(1− yk+1 + yk) = 1− (yk+1 − yk)

2 , !"#$#�'%

�! ��%�� �������! ���	����&�� �������' ���������� Yn#

�������������� (����� ���������
� � !"#$#��% ��	������ � ����)�* σ2
k = 1 !��#

!"#$#�%% �	���*)
� ������

Uk · σk = (σk · yk − yk · σk)σk = −σk(σk · yk − yk · σk) = −σk · Uk .

+����� ���������
� � !"#$#��% 
 ������ � !"#$#�&% ��������������� �	���*� 
� !"#$#$%

 ���������
� 	��	�����
 !"#$#�%# ,����� ������ ���������
� � !"#$#�&% !������
���������
� � !"#$#�&% ���������� �	��
���%# +����	������� �	� -���� �������
	��
��
 !"#$#&%� !"#$#��% 
 ���������
 !"#$#'%� !"#$#.% 

yk+1 · Uk = yk+1 · (σk(yk − yk+1) + 1) = (σk · yk + 1)(yk − yk+1) + yk+1 =

= σk (yk − yk+1) yk + yk = Uk · yk .

/��������
� !"#$#�'% ��	������ �	���*)
� ������

Uk · Uk = (σk · (yk − yk+1) + 1) · Uk = σk · Uk · (yk+1 − yk) + Uk =

= (yk − yk+1) · (yk+1 − yk) + 1 = (1 + yk+1 − yk) · (1− yk+1 + yk) ,

��� �� �����	����	
�� ��������
 !"#$#�&% 
 ���	���
� �������	��
�� 
� !"#$#��%#
(������� ������ � ������	����� ���������
� ��� !"#$#�"%# (��������� ����

	 ����* ���� !"#$#�"% �	� ����� ��
���� ����� ������
� !"#$#��% 
 0����	�



��� ��� ��������	�
�� ������������ ������ Sr� ������ ���
�������������

������	�
�� ����� ����� ����	
�� ��� �����	� A ���������	
 ����������

{g1, g2, . . . , gn}� �	�� ����� ������� �� A ����	����
��	
 � ���� �������� �� ����

������ {g1, g2, . . . , gn}�
��������� �	 �� ���������	
 ����� �������� ��� ������� C[Sk] �∀k = 2, . . . , n� ���
��������� ��������
 ���������
 σk−1 	 ���� ���	!	 "��!����!	 {σ1, . . . , σk−2}�
#���� � $ �$�� ������% ��������� ���������� C[Sk−1] ⊂ C[Sk] &���% Zk ' (���
����%��� ���������� $ C[Sk] )����� ! 	!��! ������$����� $#�����	� ���� $ �����
������$ * ��������� C[Sk] ⊂ C[Sn]� � ����$����$���	� (������%� � ��������� Zk
$#��� $����� $ C[Sk]+

C[S2] ⊂ C[S3] ⊂ · · · ⊂ C[Sn−1] ⊂ C[Sn]
∪ ∪ · · · ∪ ∪
Z2 Z3 · · · Zn−1 Zn

���,�

-������	! ���������� GZn ⊂ C[Sn]� #������ ����������� "��!����!	 $��* (���
����%� * ��������� Z1, Z2, . . . , Zn� ��� Z1 �����	� 	� ������ ��	�	����� "��!����
e ∈ C[Sn] -��$	���� ��� GZn ' #�!!����	$�� 	 �� ������		 �� ������! �	��
� *
	 ���������%� * ������ .	 "�� ���������� ��� $����� ��������	�
 ���������

������� -�� ��!������%�� �� ���%#� ��!� ��� �$������ !�#�	!��%��
 �����$�

�#�!!����	$��
� ����������
 $ C[Sn]� �� ���% $��#	
 "��!��� z� #�!!��	����	
 ��
$��!	 "��!����!	 GZn� ��! ��	������	� GZn� �� 	 ��!� ��� GZ1 ⊂ · · · ⊂ GZn−1 ⊂
GZn �� ���������	� "��!����$ /(	���01�2	 ���3� �������� ���

ym = zm − zm−1 , ���4�

��� #��� 
 "��!��� zm =
∑

1≤i<j≤m
(i, j) ��$�� ��!!� $��* ��������	(	
 $ C[Sm] 	

���$	��� ��	������	� (������%��
 ���������� Zm ⊂ C[Sm] &�"��!� "��!��� 
/(	���01�2	 y2, ..., yn #�!!����	$� 	 ��	�������� ���������� 5��%2����67���
�	�� GZn 8���� ����� !���� ��#����% ��! 9�:;�� ��� �����$� ���������� Yn� ������
������ "��!����!	 /(	���01�2	 {y2, ..., yn}� ��$������ � ����������
 5��%2����6
7���	�� GZn ���#� ! ��	*��	! # ��������!� <�$������	�


��������� ����� ��������� ���	��� �!� {y2, . . . , yn} ������� ������ ���

��� "���������# ��������� � C[Sn]$

[yi, yj] = 0 , ∀i, j . ���=�

% ������ 	�&�� ������� ����&���� &�� ����� ������� y ∈ C[Sn]� "����������

	� �	��� ���������� yi� ����	����
��	
 � ���� �������� �� ��������� yi�

• ������ ���� 	
��
��� ����� ��� [yi, yj] = 0 (∀i, j)� ��������� ��� ����� ���
������ �
��������� �� ������ �

��������� �	 �!����� ���%��� �	��� ���	��!	��%� * ���������	
� �$�� $���	*
"��!��� /(	��601�2	 {y1, . . . , yn}� �� ���% "�	 "��!��� ��$	�	! $ �������	���
�#�! �! ���

• ������ ��!� "�������� ��
���� ������ � ��#����� ��$�����

(y2 + 1)(y3 + 1)(y3 − 2) = 0 , (y2 + 1)(y3 + 1)(y4 + 1)(y4 − 3) = 0 . ����>�

��� �������� �	
��� ��	�������� � �	���	����� �	���������� T⊗r ���

• ������ ��� �	
���� �	������� ������������ �	
����� ��	 ������������� s� ���
����	� �	������� ��������  �� ��� �	��!� �������������� "����	�	# ���
"�$�! C[Sr]�

�����	
� ������ ��������� Pα ������	� �������� Pα = s(eα) 
�������� �����
���
eα �� �����! ������� C[Sr] "�� ��� s # ��$
�� ���%	�����
��& �� � 	�� 	��!	��
����'� �����
�� eα %��(
�  %����������) 	���
�*�
���

eα eβ = δαβ eα , e =

s∑
α=1

eα , ����+�

�%� e , �%�
�$
�! �����
� � C[Sr]

������	�
�� ����� �������� eα � �	
�� ����������� ���
�� A � �������� e�
�����������	��� ����������	 e2α = eα ����	��� ���������������� �������
���� eα �������� �����	�
���� ���� ��� ������ �������� � ����� ����
�� ������������ �� A� ������������ �����������	��� ������� ����������	
� !"�#�#$%� ����	��� 
����� ��	������������  ���� ����������� ���&��
��	��� ������� ����������	� �� �������� &�� ��� �
���	� ������ ���	���

������	��	�
�

-�(�& � ���%��� ����& �� ����(��& $�� �	�� ��
�$
����
�� �		�.�����
�� �������
A �	 �%�
�$
�� �����
���� ����%��� ���
�! 	�	����! ��������
�� �%������
���&
�� ����� 	�	���� �%������
��� ����%����� 	�� �� � ������� A& � 	��� �%����/
��
�� eα ���������	� �	
��
��� ��0������ %�� ��	����
�� �	�� 
������%����
���%	�����
�! ���! �������

"���� �������& �����
�� eα ∈ C[Sr]& 	����

�� 	 ��������
��� �����������
Pα = s(eα) ����� �� ���
 � 	�	��� �����
� ������
��)
�� ������	�
���

������	��	�
 � ������� C[Sr] �& ����� �������& ����%����� ���
�	�)� 	�� �� � 
������� C[Sr] � �� 
������%���� ���%	�����
�� � %� ��! 	����
�& ��� �� ��������
��*�& ���%	�����
�� ���� �%������
��� Pα = s(eα) �	���)� ��	� %�� ��%���
�� ��
T⊗r ��
�$
����
�� 
������%���� ���%	�����
�! �� �� SL(N,C) � SU(N) 1���&
�	� 	����

�� ��*� �����%�� 
�	 � 2��� ������� 	��% �3���  ����(%�
��

��������
�� ����� '���� eα ( ����������� ���������� � ���
�� C[Sr] � V
( ����������� ��������	���� ������������ ������ SL(N,C) !� SU(N)%� )���
����*��� Pα = s(eα) �������� � ����������� V⊗r ���������� ��������������
������������� *���&��������� ������������� +��� ,������� eα �
���	� �����	
������� ������ ����������� ���������� ������������ � ���
�� C[Sr]� ��
�
�� ����*����� Pα ���������� ��������� ������������ T⊗r � ������������
������������ T (α)�

4�� ��
��� ��	����
�� �����
��� eα ∈ C[Sr] � 	������	�� �3�� ���������� Pα =
s(eα) 
�� ������ ��	� 
�������� %����
����)
�� 	��%�
�� � �� ��� ����	��
����
Sr ������
�$��)
�� �
2����.�� � �� ��� Sr ���� %�
� � ���%��� ����� � �����!
$�	�� �
����

��������� �����	
����� 	�
��
��� 
� �������� ��
� ���� ���
� �� ������ � � ������ ���	
�
 !
�����" #�
� ������  �� 	����
��� ������������ ���������
� $��������
� %���
� �&��'(���
)��*+�� � ����,-. ��	������ � /012! 3
��"
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����� 	� �����	 ������
���� ���	� ����
����� �
�	������� ���	�
�������� eα �� ����
� C[Sr]� ����
�� ��� 
��
������� ����	 � �
��������	 
!� ������	 "�	 ����� 
���� �����#� $�� �
�	������� ���	������� eα ��������
������% ���
�����	�� �
���������� �
���� Sr �� �� 
����
���� �
���������� 
&
�	� ����� �������% ���	�������� eα ∈ C[Sr] ��������� ��	� $�� �� ��	 "�	 
�
�����'�( 
����# ��
����� �
�����
� Pα = s(eα)� ��(�����'�� � �
���
������
V⊗r � ��������	�� �� �������� ���
�����	�� �
���������( �
��� SL(N,C) �
SU(N) �� �
���������� T⊗r 

����� ����	
� ���� �������
	� �	�����	������� ���

)
���� ����� ����	��	 "�	 
���� ������� � � $�������� *���
������ ������� �
��
��( $���� �����#� $�� ��� ����� ���
������� +�	����� � �
���� Sr ��	�
����
�� 
��������	� λ  r $��� r� ����
�� �
�,�$���� �
����������� � ���� ����
�		
���� � r �����	� "�	 ���� "- . /#0 �	 ����� 1�� . 2� ��� ����
����� ����
�	�
	� ���� Λ = [λ1, ...λr]  |λ| � r ��
���	� � |λ| = ∑r

k=1 λk �����	�# 3���� $���
������ ���
������� +�	����� � ����$��( �
���� ��������� � $���	 ��+���������
��� ���
�����	�� �
���������( +��( �
���� "�	 *���
������ �������# )�+��	�
����������� �
��������%� $�� �	����� ����	���������$��� ������������ � ������
	� ��+����������	� ���
�����	�	� �
���������� �
���� Sr �������$�� �����
��������� ��
�������( ���� ���
������� +�	������ �� ������
�� ����
�		�
���� λ � r �����	� � �����	 
����� 	� ������	� $�� +�� ��(������%�� ��� 
4 �	����� 	� ������	� $�� �����( ����
�		� ���� λ ������������� ������
�(
���5��%��( ����
 �
�	������� ���	�������� eα ∈ C[Sr]� ����
��� ��� 	� �����	�
��
������ �	
�
������� ���
�����	�� �
���������� �
���� Sr� � �����
���
�����	� �
�	������	� ���	������� eα� ������������� ��
�������� ����
�		�
���� λ� �
�$�	� ��� ����
�		� 6 
������ �� ������������'�� ���	������� ���

������ ���	
�
������� �
���������� Sr 

1���	��
�	 ����
�		� ���� λ = [λ1, . . . , λm]  r "� m ��
���	�# � 
�������	 ��
���� �� r ������ $��� (1, 2, . . . , r)� ��� �������� �� 
������7

a1 a2 a3 ... ... a
k1

a
k1+1

a
k1+2

... ... ak2

... ... ... ...

a
km−1+1

... akm

≡ Tλ , "- . /#

��� k1 = λ1� k2 = λ1+λ2� . . . � km = λ1+ ...+λm = r � (a1, . . . , ar) 6 ������
�� ��
�����
����� $��� (1, 2, . . . , r) 3���
�		� ���� λ � ����( 
����������( $��� � ������
���������� �������� 	
�� � ������$����� Tλ 8�� ����5� ���� Tλ ���$��� 
���
��������( $��� � ������ � ����
�		� λ� �� � ��%��(9�	 	� ����	 ����
��%� $��
����5� Tλ �	��� ,�
	� ����
�		� λ 

�	
������� ����� ������� 	
�� T̃λ̃ 
�������� �����
�� � ������� 	
�� Tλ�

���� ������ ������� Tλ �������� ��������� ������� T̃λ̃� � ������� Tλ �������

��� ��������	�
�� ������������ ������ Sr� ������ ���
������������� ���

������� 	
�������������� ���
� �
������� �����
�� �� �����
�� � ��������
��� �
��
� �� !" #� �$
� �����#����% ��
&����'� ���
����� ��
������� Uk (�)*
�+
,* -���
 �����
�
 �'�� ��
���+
�� � �����
 ��.!" � ������� )
��� 	
�����
��������� ��)
�%��% ��% ������
�% �
�����)'� ��
������
�� ���
�� /
��

A����" ��������� ���
��' C[Sr]*

����� �����	
����������� � ����
����� �����
��� � ���

����� C[Sn]

0' ���
) ����#������% ��% �����' �
�
�������� Sn ��
#
���&
� 1����
��" � �����
��� ����#���) %��%���% ���
��
 �������#& σk = (k, k+1) (k = 1, 2, . . . , n−1)"
�����
����%��
 �������
�%) (�*.*2.,* 3�% �������� )' �'��
) 4� �������
�
�% 
�
 ��#

σi σi+1 σi = σi+1 σi σi+1 , i = 1, 2, . . . , n− 2 , �������
�% ��� ;

[σi, σk] = 0 , |i− k| > 1 , �������
�% ���������� ;

σ2
i = e .

(�*5*2,

���
�
�) � ��������� ���
��
 C[Sn] �))
��$
���� �����' Sn ����� 4�
)
����
{ym} (m = 1, . . . , n)6

y1 = 0 , ym =
m−1∑
k=1

σk · · ·σm−2σm−1σm−2 · · ·σk =

=
m−1∑
k=1

σm−1 · · ·σk+1σkσk+1 · · ·σm−1 = (1, m) + (2, m) + · · ·+ (m− 1, m) ,

m = 2, . . . , n .

(�*5*�,

-������'� 4�
)
�� y1 = 0 ����$
� � 4��� ����� ��% ��������* ��
�����' ym
��#'�����% ���������� 	
��������  ����� ��+��� ���� �� ������
�
��)���'� �
)���
���� � ���
��
 C[Sn]" �
�����)'� ��% �
�� ��
������
��"
������% ���
� #�������% �+
* ��)
�)" $�� 4�
)
��'7&���08�9 (�*5*�, )�+��
#����� � ��)���� ��������� ���&
���'

y1 = 0 , ym+1 = σm + σm · ym · σm . (�*5*.,

3�% �������& �'��
) �
������� 4�
)
���� ym � �
�)��� ����#���� σi6

y2 = σ1 , y3 = σ2 + σ2σ1σ2 , y4 = σ3 + σ3σ2σ3 + σ3σ2σ1σ2σ3 , . . . . (�*5*�,

:# ���
�
�
�� (�*5*�," (�*5*.,  �������
�� (�*5*2, ��
��
�" $�� 4�
)
��' ym
�����
����%�� ���
�����) (�� �������%��% ��) � �����
��
),6

ym+1 · σm = σm · ym + 1 , σm · ym+1 = ym · σm + 1 , (�*5* ,

[ym, σi] = 0 , m = i, i+ 1 . (�*5*5,

;�
��  ���

 ��+�
���
���% �
�
�������� e ∈ Sn ���#��$�
��% ��� 1" �����
����
���
c · e" ��
 c < ���������" ���
� #���'�����% ��� c*
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������	
�� �����	
 ������ �����	��� ����		��������
�� �
�	������ ������ �
������ � �������� ����	���� ��
��
����� �
 	�! "�#
 � $��� �
�	������� %
�&
������� ��������� ������������ r ������
���� ������	��'�� ������
�	���( � ���&
����� ���	����
��	��� )����	� ������* � �+���� ������������ ����,�-

i1 ⊗ i2 ⊗ · · · ⊗ ir =
(

1
2
⊕ 1 2

)
⊗ 3 ⊗ · · · =

( 1
2
3
⊕ 1 3

2
⊕ 1 2

3
⊕ 1 2 3

)
⊗ 4 ⊗ . . . =

=
( 1

2
3
4

⊕ 1 4
2
3

⊕ 1 3
2
4

⊕ 1 2
3
4

⊕ 1 3 4
2

⊕ 1 2 4
3

⊕ 1 2 3
4

⊕ 1 3
2 4

⊕ 1 2
3 4

⊕ 1 2 3 4

)
⊗ . . . =

������

= · · · =
∑
λ�r

∑
Ta,λ

ψTa,λ
, ������

#�� �� ������ � �
	�� �
������
� �� ����	����
	� .�
�.�� � ���
+���� �	� �����&
�
��� .	���. k ≡ ik * 
 � ���	����� �
�������

∑
λ�r / ����
 �� ���� ��
#�
��
�

"�#
 λ �� r .	���.*
∑

Ta,λ
/ ����
 �� ���� ��
��
����� �
 	�!
� Ta,λ* ����'��

)���� λ � ψTa,λ
/ .��������� ��������* �����������
���� �� ��
��
����� �
 	�&

!
� Ta,λ �� ������������'��� ����#��
	����'��� )
.���
�� X̃a,λ� 0������* +��
)����	
 ������ � �
	���(1�� )����	�* � ���
+����� ��+.
��*  ���� ���
���	�&
�� 	�1� �� ��� ��� ��.
 �� �����.��� ��
#�
��� � +��	�� ����.* �����1
�'��
N  2�� � 3������ �
1� ��	���� N ≥ r � ������1����� ������ � ������ 0������
�
.��* +�� � )����	� ������ �� ����������  ���� ����	����� ��	�.� ��
��
�����
�
 	�!� "�#
 4+����
� $.���
	�������� ���� ������
�	���( SL(N,C)* �������&
�����'�� �
���� ��
��
����� �
 	�!
� Ta,λ* ����'�� ���� � �� �� )���� λ ���
4���������� ������* )����	� ������ ����� �������
�� � ����

T⊗r =
∑
λ�r

f(λ) T
(λ) . ����5�

6��+��.��� �'� �
� ��* +��  
������ $	������ �����������#� ������
�	���� λ
#����� Sr ���������� ��
��
������ �
 	�!
�� Ta,λ* ��$���� ����
 ������ ����&
��
�	��� �� �( ����	��
� �
�	������ ��
��� +
���( ������ � ������ ��  
������
��.���
� 0������* +�� � )����	� ������ $	������ X̃a,λ ���� �� ������������* �
.
.
. ��� �����
�� � ������	���� �������� ψTa,λ

∈ V(a,λ) ��� � ����� � $��� ������	�&

��� ������
����
 V(a,λ) � )����	� �������

��� �����	
����� ������ �����	
���� ���� ������

������
��������


7 $��� �
���	� �� �������� ��� ����������� ����#��
	���� ����������� 
	#� ��
C[Sr] � �������������� �������� ��� ������������ ������
�	���� ��������+��.�(
#����� Sr* ��	������ ��������* .�����( �
��
 
���
	�� 8"!����* 9:;�)� � ���&
#��� � � �.��+
��	���� ����  �	 �)����	����
� ��
�����	��� ���
��� 8 7��1�&
.�� � < 0.���.���� =��> ?
. �� ��� 
��������
	�* $��� ������  ���� ��� ���� ��
������
�.
* �����'�#� ������ "�#
@��� �����
 ��� �
���	 ���� A
1� ��	������

��� ��������	�
�� ������������ ������� ������������ �
�� ���

�� �������	 T̃λ̃
 ������������� �	������� ���� λ̃ ������ ����	�� T̃λ̃� �����
����� �������� � �	������ ���� λ ����� ����	�� Tλ�


�����	
�� �
 ������� Tλ � T̃λ̃�

Tλ =

5 8 10 7 4

2 9 3 6

11 1

, T̃λ̃ =

5 2 11

8 9 1

10 3

7 6

4

,

������� �������	� ���� ������ ����
�������
 ������		� ���� λ = [5, 4, 2] �
λ̃ = [3, 3, 2, 2, 1] �� !
 ������� ���� ������

"� ���
	 �������	��� ������� ���� Tλ  �
��� �#
�
��  � ������
 ���$��%
#
��
 ��� ��
�������& ���
'��&  �	������' �
�
������ (�� 
��� ��
�������&
)�
	
��� �������' ���
��� C[Sr]*� +�� )��	 ������		� ���� � r  �
� �	� ����%

������ ���#�� ������ Sr� ,�� ����� #���� ��������  � �� ���
'���  �	�������
�
�
������ ����
����
� �����' ������
 ����� ��	 ��
��
��� ���� ���	����
��%
��
 ���
�
�
����

+���� Tλ - ������� ����� ��
 λ = [λ1, . . . , λm] . ������		� ���� � m ���� �	�
� ����� H(Tλ) - 	��!
��� ����$��������& �
�
������ p ∈ Sr�  �����
 �
�
���%
���� #����� ��&�����
��   �!��' �$ ���� ������� Tλ� �� �
 �
�
������� 	
!��
����' #���� �$ ��$��& ���� � /#
����� #�� H(Tλ) - ���������  �����
 Sr� 0� 
 � �
�
����� � #��
�� ��&�����&��   � �'%�� ����' �$ ���� �����' λk� ����$���
������ Sλk � �� 	� �	

	

H(Tλ) = Sλ1 × Sλ2 × · · · × Sλm ⊂ Sr , ord(H(Tλ)) = λ1! · · ·λm! . (1�2��*

+�������� H(Tλ) ��$��
��� �������� ����	�	��������
3������#�� 	�!�� ���
�
���� ��������� V (Tλ) ⊂ Sr �
& 
��� �����& �
�
���%

��� � �� 
��� �� �& �
�
������ q ∈ Sr�  �����
 �
�
������� #����� ��&�����
��
  �!��	 ������
 ������� Tλ� �� �
 �
�
������� #���� �$ ��$��& �������� 0� �	
����$�	� 	� �	

	

V (Tλ) = Sλ′1 × Sλ′2 × · · · × Sλ′
m′
⊂ Sr , ord(V (Tλ)) = λ′1! · · ·λ′m′ ! , (1�2�2*

��
 [λ′1, . . . , λ
′
m′] - ����� �
& m′ ������� ������		� λ� +�������� V (Tλ) ��$��%


��� ���������� ����	�	��������
/���$�
	 �
�
�� �$ )�
	
��� p ��������� H(Tλ) � )�
	
��� q ��������� V (Tλ)

�� ��
������

P =
∑

p∈H(Tλ)

p ∈ C[H(Tλ)] , (1�2�1*

Q =
∑

q∈V (Tλ)

δq q ∈ C[V (Tλ)] , (1�2�4*

��
 δq . #
������ �
�
����� � q (δq = +1� 
��� �
�
����� � q #
����� � δq = −1�

��� �
�
����� � q �
#
����*� 5 (1�2�1* ��		� �
�
��� �� �
	 ����$��������	 �
%
�
����� �	 �$ H(Tλ)� �  (1�2�4* ��		� �
�
��� �� �
	 
��� �����	 �
�
�����%
 �	 �$ V (Tλ)� /�� ��
������ P � Q ������� )�
	
���	� �������' ���
��� C[Sr]



��� ��� ��������	�
�� ������������ ������� ������������ �
��

� ����	�
��� ����	����	����� �������������� ��������������� � 	�����������
�������������������� ����	����	�
��� ������� Tλ� ���	����� ��� ��������������
������������� P � 	����������� ����������������� Q� ��������  !�"�"# �  !�"��#�
$������	�
�� 	 	��� $����	������

P = P1 · P2 · · ·Pm , Q = Q1 ·Q2 · · ·Qm′ ,

��� Pi =
∑
p∈Sλi

p % ������������� �� i&� ������ Tλ� � Qk =
∑

q∈Sλ′
k

δq q % ������������&

����� �� k&�� ������� Tλ�
' ������	� $������ ���������� �$������� P � Q �� ������� (���

T[2,2] =
1 2

3 4  !�"�)#

*������������� P1 � P2 ��	��  e % ��������� +������ 	 S4#

P1 =

(
1 2 3 4
1 2 3 4

)
+

(
1 2 3 4
2 1 3 4

)
= e + (12) ,

P2 =

(
1 2 3 4
1 2 3 4

)
+

(
1 2 3 4
1 2 4 3

)
= e + (34) ,

� �$������ P % +�� �, $����	������-

P (T[2,2]) = (e+ (12)) · (e+ (34)) = e+ (12) + (34) + (12) · (34) .  !�"�.#

/���������

Q(T[2,2]) = (e− (13)) · (e− (24)) = e− (13)− (24) + (13) · (24) .  !�"��#

0� �������1��� $������ $����������� ��� ����� 	 $����	�����, ��$�����
� ����&
�� $��������	�� p � q� $���������� $� ��,����� ������� (��� Tλ  ����� ���	�������
����������� $� +���� $�	��� ��� $���� 2������  !�"�33##�

4� �$���������  !�"�!# �  !�"�5# �� �$�������	 P ∈ C[H(Tλ)] � Q ∈ C[V (Tλ)]
�����
� ������1���

p · P = P · p = P , q ·Q = Q · q = δq Q ,

∀p ∈ H(Tλ) , ∀q ∈ V (Tλ) .
 !�"�6#

7�� ������1��� ������
�� ��� �������������� �������������� P ��	$���
� ��
	��, ������ Tλ� ������� $�����
�� ���� �� ����� $��������	���� ������	 	 ������,
 ����� ��	��� �	���� ��������������� $��������	���� p#� �� ����	����	����� 	��&
��������� ������������������ Q ��	$���
� �� ������� ������� �	���� 	����&
�������� $��������	���� q  	 $�������� ������ �� ����� Q→ q ·Q·q−1 = δ2q Q = Q8
��� 2������  !�"�36# ��9�#�

• ������ ��� �	
����� �������� �	������� ��	 	�����	�� P � Q ��	�	���	��
���
�����	������ EP = α−1P � EQ = β−1Q� � �����	

P · P = α P , Q ·Q = β Q ⇒ E2
P = EP , E2

Q = EQ ,  !�"�3�#

��� α = ord(H(Tλ)) � β = ord(V (Tλ))�

��� ��������	�
�� ����� �������
���� ��� ������ �
�������
���� ���

������	
� ��� �������� � ����������� V⊗r ���������� ����������� ��������
����� T⊗r ��	� SL(N,C)� ����	���	
� � ��������� ��	� SL(N,C) � ����
��������� T⊗r � ������
� � V⊗r ������������ ������������� V(λ) ���������
��� ������������ T

(λ)
a ��	� SL(N,C)� ������������� T

(λ)
a ����������� ���

��� ��������� E(Ta,λ) � ��������� ���� ��������� �  ����!����
 �����"� #��

��� ����� ��������  ����!����
 ������ ������������ T
(λ)
a � ��� ���� a� �������
���

$������������� T
(λ)
a ≡ T (λ)� %�����&� ������������ T (λ) � T (λ′) ��	� SL(N,C)�

���������� � ��	� ��'��&�� Tλ � T′λ′� ���
(�� )���	 ������ �������� *���
λ = λ′� � +����� ������ �� ����,�
(�� (N − 1)� ��$����������� ����  ����!���
��� �����"� -���. ���'������ �����.� +�� �������� s(E(Ta,λ))� � ��	+�� ��������
λ / +����� ������ ����,�
(�� N � ����
��� �������.���� � ���'��!�
� V⊗r �
�	����� ������ ���� 0������ ����� � �����"�

1���� �� ������ +�� ������� ������������ ��!�	 ������������ ������������
��� ��������+����� ��	� Sr �����'�� C[Sr]" � ������������ ��������������
��	� SL(N,C) �SU(N)"� ������� ������
��� �� ���������� ����������� T⊗r

�� �������
(�� ������������� 2����� ������������ ���������� ���	
���
�

��������	�� 3 ��	+�� N ≥ r �	��.����. 4	���3���� ��!�	 ��������+�����
��	�� Sr � �����+��� ��	�� SL(N,C) ����!����� ���!� ����	
(�� �����!��
����

V⊗r = s(e) V⊗r =
∑
λ�r

f(λ)∑
a=1

s(E(Ta,λ) · X̃a,λ)V⊗r =
∑
λ�r

f(λ)∑
a=1

V(a,λ) , �5�6�7�"

��� V(a,λ) = s(E(Ta,λ) · X̃a,λ)V⊗r 8 ������������ ����������� ����������� ����
��������� T (λ) ��	� SL(N,C)� � �� �����.�������. ����� �����!����� �����
��� �����+���� $������� e ∈ Sr �� �5�6�79"� 0����!���� �5�6�7�" ��!�� ���������.
� ���� ����+����.��� )���	��

V⊗r =
∑
λ�r

Rλ ⊗ V(λ) , �5�6�7:"

��� �	��� '������ � ���� ���������� *��� λ � r �������� �� ���� ���'�����
�� λ  r"� V(λ) � ����������� �5�5��" ������������ ������������ T (λ) ��	�
SL(N,C)� ����������	
(�� ��������� *��� λ� � Rλ 8 ����������� ������������
������������ ρ(λ) ��	� Sr� ������� ����������	�� ��� !� ��������� λ� ��� ����
�� �5�6�7�" � )���� �5�6�7:" �� ����.������ ������)��� ���������� V(a,λ) ≡ V(λ)

��� ���� a = 1, . . . , f(λ)� ������� �+��'� ����+��. V(a,λ) ��� ������ a ��	� �� ��	��"
��!�� ���������. � ���� V(a,λ) = ea,λ⊗V(λ)� ��� ea,λ (a = 1, . . . , f(λ)) 8 '������� ����
���� � ����������� Rλ ������������ ρ

(λ)� ���+������ ���� -���+���� � �� 0������
�����"� +�� '������� ������� ea,λ � Rλ �	���	
��� ����������� ������������
E(Ta,λ) ��� ������������ ��'��&��� Ta,λ� ���
(��� )���	 λ� ;���� �'������ ���
������ �����!���
 �5�6�7:"� � ��	+�� N ≥ r � ����������� V⊗r ��!�� ��'���.
'����� ������� ������� ��� ����� ����������� '������� �������� ea,λ ��������
���� Rλ � '������� �������� � ����������� V(λ) ������������ ������������ T (λ)

��	� SL(N,C)� %������� +�� � ����������� V⊗r �������� ��	� Sr � ����
��������� �5���<" ����	���	�� � ��������� ��	� SL(N,C) � ������������ T⊗r�
3 ����� ��	+�� �������� +�� � ����������� V⊗r ��	� Sr ��������	
�� ��		
SL(N,C) � ���'����� ��	� SL(N,C) ��������	
�� ��		 Sr�



��� ��� ��������	�
�� ����� �������
���� ��� ������ �
�������
����

��� E(Ta,ν) = α−1
ν Y (Ta,ν) � ����	
� ����	��� ���	�� �� ��

�����	����� Y (Ta,λ) � λ = ν�

����	�� ����� ��������� 	������� ������������ Xa,λ� �����	� ���	 ������	 �� �� �����!
�����
 ���	�	 	 ��� �	��� "#�$�%%& ���
�����	
� E(Tb,ν) � b = 5, 4, 3, 2 � ������'���
�� ���
����
"#�$�%$& � ��
� ��� ��� ����� ����	���� ����	
� � "#�$�%%&� ����� �	����'�� � ���� ������	�'!
���� ��

�����	����� (�	� �����������)��� �	��
 ��	��	

	
 λ  5� * �����'�	�� �� "#�$�%%&

� ������
 ����� ��� E(Tb,ν) = Xb,ν ·E(Tb,ν) "b = 5, 4, 3, 2&� �� ������� �������� ���

Xb,ν = e , b = 5, 4, 3, 2 . ��������

+	����� �
���
 ��� �	��� "#�$�%%& ���	�	 	 ���
����� E(T1,ν) � ������'���
�� ���
����
"#�$�%$& ��� a = b = 1 � ����� ���
 "#�$�%,&� * �����'�	�� ������
 ������� E(T1,ν) = X1,ν ·
E(T1,ν) + (2, 4) · (3, 5) · E(T1,ν) �����	 �������� ���

X1,ν = (e− (2, 4) · (3, 5)) ∈ C[S5] . ��������

-	��
 ���	��
� ����	�� "#�$�%.& � "#�$�%/&� �����
	 ��	�
� ������	�'�� ���
������� "#�$�%0&�
��������� �� ��	�	���
 �	����	
 "#�$�%#& � ��������)��� ����� �	������� 1���	 � "#�2�$$&�
�
��� ���

E′(T1,ν) = (e− (2, 4) · (3, 5)) ·E(T1,ν) = α−1
ν (e− (2, 4) · (3, 5)) · Y (T1,ν) ,

E′(Tb,ν) = E(Tb,ν) = α−1
ν Y (Tb,ν) , b = 2, . . . , 5 .

������	�

• ������ ���� �	
��	�� 	�����	�� �������� ���	 �	 ������� �� � �����!��  ��	����� ���
�" ���	����� #
�	�$E′(Ta,ν)·E′(Tb,ν) = δabE

′(Ta,ν) (a, b = 1, . . . , 5) 
 �	�	%�& ����"
���
���$�

3��
 
� �	��� 	�
 ������	�� ������	 �������� ����� �����
� ���
������� ��	�
� ��!
����	�'�� ���
������� ��� C[Sr]� ����
������	��� � 	�	�� ����� �	����	 ������ 4�)����

� �
 �������� ��������� ������ � ��	���� �	������� 1���	 ��� �������� ���
��	 e ∈ Sr �
���
�	� ��

�����	����� (�	� �����������)��� ��	�	���
 �	����	
 (�	 Ta,λ5

e =
∑
λ�r

f(λ)∑
a=1

Xa,λ · E(Ta,λ) =
∑
λ�r

f(λ)∑
a=1

E(Ta,λ) · X̃a,λ , ������
�

� ��������� �	������Xa,λ, X̃a,λ ∈ C[Sr]� 4	� 
� ��
��	��� �������
���' ��������� ���������

�������� �����	���
 
����	� 3��� �����	��� ����	����� � �����
 �������� �������
 � �	�����

#�,�

����� ����	
��	 ����������

�����	
� ��� ������ ������� ��� ����������	
� s ������� C[Sr]� ����		�� � ������
������� ������ �� � �������	���� V⊗r� ��� V ! "�����"�	�� N#���	�� ��"���	��
�������	���� �������$%&��� ����������	
$ T �� ��� SL(N,C) ' ��( λ  r ! ���#
�
�	
� �
��� r ��
������� )	�� � r "���"��
� *�+��� ��"�� �
������� )	�� λ
���������� �� 	���� ���	����	�, ����
- )	�� Ta,λ� (a = 1, . . . , f(λ))� ��� �
��� f(λ)
�����$ .��� ���
 ��/0��� ��/0�� '� "�+��� ���	����	�� ����
-� ����
��$ �
�#
����
����� )	�� Y (Ta,λ) ∈ C[Sr]� "������ ����+���� �������	���� 	���
���
����

�������������	
$ ρ
(λ)
a ������� C[Sr] � �� ��� �$�	�� ����������	

 1�� ��������#

��	
$ ρ
(λ)
a (a = 1, . . . , f(λ)) ! 2"�
����	�	� �� � �� � ��� 3����+��	
� ������ 
 ��

����	��
� 
, "�" ρ(λ) 4 �� ��� �����	� ��� ������ ����� ���������

s
(
E(Ta,λ)

)
=

1

αλ
s
(
Y (Ta,λ)

)
,

��� ��������	�
�� ������������ ������� ������������ �
�� ���

������	
�� �
��������� ���
�	�
�� ������� � �������� ����������� ��� ����� �
	�� �� 	� ��!� Tλ�

Y (Tλ) = Q(Tλ) · P (Tλ) =
∑

q∈V (Tλ)

∑
p∈H(Tλ)

δq q · p . �����""�

#��
�	�
 Y (Tλ) ∈ C[Sr] ������	�� �����������	�	� 
��� 	� ��!� Tλ� $����
%&
��� �'� 
�� �	� � �
���� ���	� �����""� (�)*
�
*+	 �
��������� ��
��	�����%
q � p� ���	
������ �� �������� 	� ��!� ,�)���� Tλ� -��
���
� �����	
��	�
��
,�)� 	� ��!� �����.� ��*��	 �
��������� ���
�	�
�� �����/� � �����0�� 1�����	2
�����	
��	�
�� ,�)� �%�+���	�� � 	��� �	�� %�% �� ��%���� ����� 3	� �����	&

��	�
� �
���
!�����2�� �
���	����� ������	��	�� � C[Sr]� #	��	��� �	� �
(�
�*� ������� ��	�%�+	 
�����	��

q · Y (Tλ) = Y (Tλ) δq , Y (Tλ) · p = Y (Tλ) ,

∀q ∈ V (Tλ), ∀p ∈ H(Tλ) ,
�����"��

%�	�
�� ������ �	�� ��� �����

������� -����� ����� ���� ��
������� � 	�
����� � 
�*+'�� 4�%�	�
� σi =
(i, i+ 1) ∈ Sr ��������� 	
������!���� �����	
��	�
�� Y (Tλ) ��� ����*+'�� 	� &
��! ,�)�5

T[2] = 1 2 , T[12] =
1

2 , (r = 2) ,

T[3] = 1 2 3 , T[13] =

1

2

3

, T[2,1]1 =
2 1

3
, T[2,1]2 =

2 3

1
, (r = 3) .

-�������� �	� ��
�����+'�� ���	��6���� ��� )
*��� Sr� ��������� � 	�
�����
� 
�*+'�� 4�%�	�
�� ���+	 ��� ���� ���	��6���� ���"�.�� � 
����� ��	���5

σi · σi+1 · σi = σi+1 · σi · σi+1 , (i = 1, . . . , r − 2) ,

σi · σj = σj · σi , (|i− j| > 1) , σ2
i = e , (i = 1, . . . , r − 1) ,

�����"��

)�� e 7 	�����	������ ��
��	����%�� $��2*��2 (�
�*��� �����""�� ���*����

Y (T[2]) = (1 + σ1) , Y (T[12]) = (1− σ1) , �����"��

Y (T[3]) = (1 + σ2 + σ1 σ2)(1 + σ1) , Y (T[13]) = (1− σ2 + σ1 σ2)(1− σ1) ,

Y (T[2,1]1) = (1− σ2)(1 + σ1) , Y (T[2,1]2) = (1− σ1)(1 + σ2) .
�����"��

8���2 � ����� ��� �
��	�	� ����	� ��������)� 3�����	� e �� ��6�� 1� 1 ��
���
�	
��%� � �����"�� �� ������2������2 �����	��2��� (�%	�
�������� (�
�*���

EP [r] = 1
r!
(1 + σr−1 + σr−2σr−1 + σr−3σr−2σr−1 + · · ·+ σ1 . . . σr−1) ·

(1 + σr−2 + σr−3σr−2 + · · ·+ σ1 . . . σr−2) · · · (1 + σ1) =
1
r!
Y (T[r]) ,

�����".�

������ ������	
� ����	� � ���� ��� �������	���� p � ���
�����	

 q · p 
 �����������		� � ���
����	

 �������� ���	� �����
	
���� 
 ��� ������
� 	�� �� !
��" Tλ� ��� 	
��� # $��� �!����
���	
���� �� !��	 ��������
���� �������	���� q ��� ����
��!�	�� �������	����� �������������
%�� �� !
�� p · Tλ� � 	� Tλ� ��� 	����	�& ����
��!�	�� �������	���
� ������������%
� �� !
��
p · Tλ� � 
�!�'����� �������	

 	� ����������



��� ��� ��������	�
�� ������������ ������� ������������ �
��

��� ���	�
� ������������ EP [r]� ��������������
� ����	���� E2
P [r] = EP [r] � �����

����������
� ������� �	
�� ��������� �� ��	�� ������ ���	�� r

T[r] = 1 2 . . . r .

• ������ ��� � �	
���� �	������	 �������� ��� �	��	�	 �����������	���

������ ��� Y (T[13]) � � !"!�#$ ������� �� %����& ��� Y (T[3])� ���� ������'�����'�
�� ��� (�� �&��)�	�� ��� ���	�
� �	�������������� EQ[1r] = 1

r!
Y (T[1r])� �����

����������
� ������� �	
�� ��������� �� ��	�
� ������� �&����� r� ����(����� ��
�&��)�	�� � !"!�*$ ��� EP [r] � ����'� ������%��� σi → −σi � ��
���� C[Sr] ��!
	�)�$! +����� (�� ,���	� Y (T[r]) � � !"!�*$� ����� �����&��� ������� ����	 ���
���- ,���	��� 
����& Sr� ���� ���
�� ������� ����	 ��� ���- r! �������	����
	����� (1, 2, . . . , r) � ������ T[r]!

• ������ � � � �	
����! ��	 �	��"# ���������������	� EQ[1r] �	�$������ ��
�	��	�	 �����������	�� EP [r] �����	# σi → −σi� %�	�����! ��	 Y (T[r])
� �������� &�	 �$��� ���' r! &������	� �� ��$��" ��������	�	
 Sr�

�������� ��� ��	
� ������� ����� 
���� ��������������� �
��� ���� ������� �� � ����
���������
�� Ỹ (Tλ) = P ·Q �����
��� � ����������  �!�� ������ �������
�" ������ �#� ����$� ����%
�"� ! ����� ����� ��������
#� ��������
��� � C[Sr]� &����� ��
�!� ��������� ��� ���
"���

��� �������
�� 
����� ��������
��� �������� �� ����
��'�� ���������
�� (��� ��������
���� ��%

�$���� ��� ����
�
�� ��	�� �#�� �#���
�
� � ��" 
����� Ỹ (Tλ)� )��� � ���� ��� ������������%

�# ��" ����
#� �����* �
�� T̃λ̃ ��"��
# � ���������������� �������� � ����$�+ �������,����
φ � ������� C[Sr]� ��� !������ �+��" �������
��!� σ ∈ Sr ����
"���" 
� (� 	� �������
��!�
�
�	�

+ 
� �� ���
����- σ → σ δσ� )�" �����+$�� .�!����� ������
�� ���
�����*��� (���
�������,��� �����#�����" � ���� φ(σi) = −σi � ������
� �����
"�� �������"+$�� ����
�'�
�"
�������� ��" ����# Sr� )�

#� �������,��� φ ��������� �������������� P ��" �����*# Tλ � �
%

��������������� Q̃ ��" ����
�� �����*# T̃λ̃� � �
���������������� Q ��" Tλ / � �������������

P̃ ��" T̃λ̃� &����������

� ��" ��������������� �
�� �# �������

φ(P ·Q) = Q̃ · P̃ ⇒ φ(Ỹ (Tλ)) = Y (T̃λ̃) .

0��!� ���������
�� �
�	����� ��������������� �
�� ���� Ỹ (Tλ) 
���� 
� ���������" �� ���%

������
�" 
����� ��������������� ��������� 1 ����
��'�� �# ���� ������ ����!� 
���� ���%

������������ ���������

.���	� ������ � ��������	�� �������� 
����& �������	���� 	� �������- �	�

�! /������� 	�)����� Mλ ���- ������ Tλ� ��������������- ��	�� � ��� )�
���
��� �	
� λ = [λ1, . . . , λm]  r� �� ���' �����- ��	� � �� )� %��� λ ������
(����� ����- ������ ���	� r!� ������'�� ������ r! �������� ����������	�� r (����
(1, 2, . . . , r) � ������- ���
��& λ$ � �������� 	� 	� �������� 
����& ��������
	���� Sr �������� ������! 0������	���� σ ∈ Sr� ����		�� � � !�!1$� ���������
	� ������� Tλ ���� (�� ������ � ������� � ������� 	�-������ (���� i ∈ {1, . . . , r}�
	���� (���� σ(i)� �! /��!  !�! 0�� ,�� ������� Tλ ����-���� � 	���� �������
σ · Tλ = T′λ ∈Mλ!
0��(���	�� (�� ��� �����& ��� �������� 
����&� ����)�		&� � ������� �������

������ (���� �	�
�� � ��		� ���(�� �&���	�	&! 0�,��� � ������� σ1 ·σ2 ·Tλ� � ���

��� ��������	�
�� ����� �������
���� ��� ������ �
�������
���� ���

�� �������	 
����
�� E(Tf,λ) = Xf,λ ·E(Tf,λ) � ������
����� � ���������� �������	 � � ��������
��� �������	 ����� �����
��
�� E′(Tf(λ),λ) �� ����� ������
� Xf(λ),λ = e �� ���� �������
λ  r� ������ 
����� � ���������� �������	 
��� � 
� !����"  �
���� ���
��
�
�#$
 �� �
���%
�������� &��� λ  r

e = · · ·+
f−1∑
a=1

Xa,λ · E(Ta,λ) + E(Tf,λ) + . . . , Xa,λ ∈ C[Sr] , ��������

�� f = f(λ)" � ���%�
�#�� �� �'� !��
� �������	" ������(	 ������ ���#$)�� �� �����������$
�����
��
�� E(Tf−1,λ)� ��� ���������" �'����!����� 
�! ��� � ������(	" � 
� �� ��������� Xa,λ ·
E(Ta,λ) �� a < (f −1) ��!���#
 � ���# ��
����������
� �����
��
�� &��� �� ������ �������
&��� � � ���# ������������ �
����
��% 
�'��*� Tf−1,λ �� 
�'��*��� Ta,λ" �� a < (f − 1)�
+�� ,
�� ���$
�� �� ���������
� ���� -���!���� . ��/�	0 ��'� E(Tf,λ) · E(Tf−1,λ) = 0 � 
���
Xf−1,λ = e" ��'� �#)��
�#$
 �� �����
���� � p ∈ H(Tf−1,λ) � q ∈ V (Tf−1,λ) 
� ��" !
� Tf,λ =
p · q · Tf−1,λ � 
���" �������� �������	" �� ����� 
����
��

E(Tf,λ) · E(Tf−1,λ) = δq q
−1 · p−1 ·E(Tf−1,λ) . ��������

� ,
�� ��#!�� �� ���#!��� #��������

E(Tf−1,λ) = Xf−1,λ · E(Tf−1,λ) + δq q
−1 · p−1 ·E(Tf−1,λ) , ������	�

 �
���� 1� ���#�
  �,11�*���
 Xf−1,λ = e− δq q−1 · p−1� 2����" ���%�
�#�� �� �'� !��
� ������
����� ������(	 ������ �����
��
�� E(Tf−2,λ)� 3���#��� 
� ��"  � � ��/�" � ���� ����#)��
 �,11�*���
� Xf,λ = e � Xf−1,λ" �� ������ � �������	 ���#$)�%  �,11�*���
 Xf−2,λ� 4� ��
�'�����" �������� ,
# ���*�#�#" �� ��  ���� /���" #������ ������(	 ������ �� E(Ta,λ)" ���
������  �,11�*���
 Xa,λ !���� ����#)�� Xb,λ (b > a) � ������
����� �����  ���
�# 
����%
�����'"  �
���% ��������
 �������
� ���� ��� Xa,λ � ��� �����
��� �������	" �'���#$)�� ����#$
���
��# ������� ��
���������� �����
��
���

������� �  �!��
�� ������� ���
������ �����% ���
��� ������� ��
���������� �����
��
��
������
��� ��#!�% ����'�� C[S5]� 5�����!���� �'�#������ 
��� � 
�� �����
����
���� &���"
 �
���� ���
��
�
�#$
 �������� &��� ν = [3, 2]� 6#)��
�#�
 ��
� �
����
��� 
�'��*" ���$)��
1���# �������� ν = [3, 2]0

T1,ν =
1 2 3

4 5
, T2,ν =

1 2 4

3 5
, T3,ν =

1 2 5

3 4
, T4,ν =

1 3 4

2 5
, T5,ν =

1 3 5

2 4
.

��������
-��� 
�'��*�" ���������$)���� ������" ������#$
 �� 
�'��*���" ���������$)����� ������
7�� � �������
�" !
� 8
�������� ����� ������#�
�� � ���� �� ������������" ����
��������
� �������	� 9�������"�� !���� 1 � 2 �����
�� � ���% �
�� � 
�'��*� T1,ν � � ���� �
��'*�

�'��* T4,ν � T5,ν"  �
���� ������#$
 �� T1,ν � -���
��" !
� ��!
� �� ���� ��� 
�'��*" #�����
�!����� � �������	" ����
�� �'��
��� ��
#�*��" � ������" ���� Tb,ν ������#�
 �� Ta,ν �b > a	" 
�
�#)��
�#�
 ���� !����"  �
���� �����
�� � ���% �
�� � 
�'��*� Tb,ν � � ���� �
��'*� 
�'��*�
Ta,ν � :� �$!���� ��
�� ���� -���!���� (  8
�������$ ����� ��/�	 ��/� ����%" ���
��)�% ��

�'��* T1,ν � T5,ν " ����
�������� �� �������	� 2�%�
��
�����" �� �#)��
�#�
 �#� !����"  �
����
�����
�� � ���� �
��'*� 
�'��*� T1,ν � � ���% �
�� � 
�'��*� T5,ν � +�,
��# 
����
��

Y (Ta,ν) · Y (Tb,ν) = αν Y (Tb,ν) δab . ��������

���'������ �� ������� ��
���������% ���
��� �����
��
��" �������$
�� �� ���� a, b =
1, ..., 5"  ���� ����
������� ��#!�� (a = 5, b = 1)� 2�� ��#!�� (a = 5, b = 1) �� ����� ������
�
�� ������;	

Y (T5,ν) · Y (T1,ν) = αν (2, 4) · (3, 5) · Y (T1,ν) = 0 , ������
�

�� αν = α[3,2] = 24�
3�����
��� 
����� ���������� �������	 ����!���� ,�����
� e ∈ S5 � # ���� � ,
�� ����������


��� � � �� �
 �����
����
���� &���" ���
������� �� 
�'��*�� �������	

e = · · ·+
5∑

a=1

Xa,ν ·E(Ta,ν) + . . . , Xa,λ ∈ C[S5] , ��������



��� ��� ��������	�
�� ����� �������
���� ��� ������ �
�������
����

�� ���� ��������	
���� T ′
λ � Tλ � 	
���� �������
����� ���� �
����
 T ′

λ � ������� ��� ������

����� ������
���� p′ ∈ H(T ′

λ) � q ∈ V (Tλ) ���� ������ !! ���������"  ��
��
����� �
����� Tλ�
# $��� ���%
� ��������	
���� &��
� ����������� �� ��
��
����� �
����
� Tλ � T ′

λ� ����
���
��
��� ���'�((!� �"	
�� ������)���"�� ������*! � ��" ��� ����� ����� �
����� �����+,!� �������
������ � ���� %�� ������ �������
������� ��" Y (T ′

λ) � Y (Tλ) �
��)
���"�
#������" ������ � ����-����� ������� ��������	
���� &��
� ����������� �� ��
��
�����

�
����
��

���������	� ����� ����� Ta,λ (a = 1, . . . , f(λ)) � ��	
� ��� ����������� ��	���� ������

�
��� ��������� ���� λ  r� ��� ��	�� Xa ∈ C[Sr] (a = 1, . . . , f(λ)) ������ X ′
a ≡ Xa · Y (Ta,λ)

�������� �����
 � ����������

����	�
���
��� .��
-�� $��� /
�� �� ���������� 0���� �%��
��� %�� �
��� Ta,λ ����"��%��
�
�� %�� Tb,λ ���������� �
� Ta,λ� ���� b > a� 1���� ��������� �����
��� αa� �� �� �
��� �����
�
���� %��

α1 X
′
1 + α2 X

′
2 + · · ·+ αf X

′
f = 0 , ��������

��� ��" ��
������ �� ����-��� f(λ) = f � 1���2����� ���

 �
 ��� %
��� �
����
 �����+ !
������������ ��������	
���� Y (Tf,λ) � ������	����" ���'�'�! � �����+�!� # ��	����
�� ����%���
%�� αf X

′
f = 0� �� ����� αf = 0 � ��
�
���� αf X

′
f �� �����-���"  �����+ !� 1���2����� �
��� �


��� %
��� �
���� �����+ ! ��������	
����� Y (Tf−1,λ) � ������	����" �����+�! � ���� %�� αf = 0�
# ��	����
�� ����%�� αf−1 = 0 � �
� �
���� 1�����-
" $�� ���������� �� ����%��� %�� ��
��$/������� αa  �����+ ! �
�� ����� � �����
������ $������� X ′

a ≡ Xa · Y (Ta,λ) "�"���"
����2�� ��	
��������

3	 4���-����" ����� �������� %�� ���� ���
�� LTa,λ
� LTb,λ

�� �������
���"� ���� a = b�
0���� ����� �	 	
����2 �������
������� ���'�(*! ��������	
����&��
� ����������� �� �
����
�
Tλ � Tλ ′ � �
	��2 /����2 λ = λ ′� �������� %�� LTa,λ

∩LTb,λ ′ = ∅ ��" ��� a, b� 4%���
" �� ��
	
����
�)�� 
 �
�-� ��� %�� %���� f(λ) ��
��
����� �
���� Ta,λ� ������� /���� λ  r� ���
�
��
� �
	��������� ����� ���
�
 LTa,λ

�$�� ������� �	 ��
����" ��-���� ���'�+'! � ���'�+�!!� ��
	
���%
��� %�� ����������� &��


E(Ta,λ) = α−1
λ Y (Ta,λ) , ��������

����������� �� ��� ��
��
����� �
����
� Ta,λ� ��� λ ������
�� �� ��
��
��� &��
 λ  r
� a = 1, . . . , f(λ)� ���
	��� ������ ������� ����������� �	���� ������
 �����
���" ������ 
��� ������� �
� $�� �	��-���  5
��%
��� �� �
	���
 �����!  
������ C[Sr]� 6
��� ���
	���
����� �
	��-���� ��� ���� ���
�
�!  ���'���! "�"���" ���
������� 7��
�������� ������
�
	��-���" ��� ��
�� ���
�
�!  ���'���! ��������������" 
�
����%��� # �
����2)�� �� �����
����-�
�� ������ �
	��-���"  ���'���! �� ���� ���
�
�� #�� ����� ������� ����� ���
���"
��-� ��" $���� �
	��-���"� ����� �������"��" �
 ���%
2 �
	��-���" �� ��
�� ���
�
��

1������ ������� ����������� �����+8!� ��-�� ��
	���� ����	�"�� ���'���!�  ��� /������
�
	��-���" �����%���� $������
 e �� $������
� ���� ���
��� ����-������ E(Ta,λ) ���
����
� �����'9!!:

e =
∑
λ�r

f(λ)∑
a=1

Xa,λ ·E(Ta,λ) , Xa,λ ∈ C[Sr] . ������	�

;
� ��
	�
���� �)�  5
��%
��"� 9 � '� �� �� ����������� E(Ta,λ) "�"���" 	
���� �������
�
������� <��
��� ����
��� �����+*! ����  �"	� � $��� ��� ������)���2 ������! �	 �
	��-���"
�����'!! ������� �������
��� ����/��
��� �����+'!

E(Ta,λ)→ E′(Ta,λ) = Xa,λ ·E(Ta,λ) , ������
�

�����
" �
�� 	
���� �������
����� ������� ������������ 1�"����� �
��� ���
	�� ��" �
��2
����/��
��� ��-�� "�� �%���"�� ��$//������� Xa,λ�

#�	���� ��" ��������2 ����
���&��
 λ  r ������������ ��
��
����� �
����� Tf,λ �	����
f = f(λ)! � ����2����� ���

 �
 ��� %
��� �
	��-���" �����+*! ������������ E(Tf,λ)� # ����
�������
������� $���� ����������
 � ��� ����������� E(Ta,λ′)� ��" λ′ = λ� 
 �
�-�  ���� ���
����)���2 E(Ta,λ) · E(Tf,λ) = 0 (∀a < f)� ������� ������� �	 ��������
��" Tf,λ� �� ����%
��

��� ��������	�
�� ������������ ������� ������������ �
�� ���

Tλ =

...

�

�

�

i

k

σ−→
...

�

�

�

σ(i)

σ(k)

= T ′λ

���� ���� �������� ��	���
���� σ �
 �
����� ���
� Tλ → σ · Tλ�

	
��	� ��
��� Tλ� ��� �����
��� ���
� i� ����� ���
� σ1(σ2(i))� ��� ���� �
�����
�������� ��� �
������ σ ∈ Sr �������
 !� ���
 � ��
��� "���  �� �� 	
��	��

� �������� 	

�����		 ���
������ �������	�� ������ ������	� ���	������	� q · p �� ���
	�
T[2,1]2 =

2 3

1
� ����� p = σ2 	 q = σ1 � �������������� ���	�����
���� 	 ����	��
���� ��������

����	 ���
	� T[2,1]2 � � ����
����� �� 	����

p · 2 3

1
=

3 2

1
=⇒ q · p · 2 3

1
= σ1 ·

3 2

1
=

3 1

2
. ��������

 � ���� ����	��
���� ������������ q �� ����� ������������ (13) � ����	��
���� �������������

������������!�� ���
	�� ����	�"�� � ������ ����	 ������� ��������� � #$�%�&'(�

#���� ��� ����$���
���� ���������	� p ∈ H(Tλ)� ����������� �� ��
��� "��
Tλ � ��%����!&�� � Tλ� �������
 !� ���
 � ����	� ���% ��
����  �����	
�'
��� ���������	� q ∈ V (Tλ) ( � ���
��� ��
��� Tλ� )�
� ��
�� T′λ ��
����� 
�$ ��
��� Tλ � ����&�! ���������	� σ ∈ Sr� T

′
λ = σ · Tλ� �� �
������ p ∈ H(Tλ)

� q ∈ V (Tλ) �� $�� � ����������!&��� �
������� p′ ∈ H(T′λ) � q
′ ∈ V (T′λ) ����'

�����

p = σ−1 · p′ ·σ ⇒ p′ = σ · p ·σ−1 ⇒ H(T′λ) = H(σ ·Tλ) = σ ·H(Tλ) ·σ−1 , *��+��,-
q = σ−1 · q′ · σ ⇒ q′ = σ · q · σ−1 ⇒ V (T′λ) = V (σ ·Tλ) = σ · V (Tλ) · σ−1 . *��+��.-
�� ���� ������/���� *��+��,- �
 ��������� H(Tλ) *�
 ��������� ����
�$���-�
0�$���� 
!��!� ������� k'�!� ����	� � ��
��� Tλ� � 	�����% ����
�!�� ���

(i1, i2, . . . , iλk)� ���
� ��������� ���������	� σ ∈ Sr 	 ��
��� Tλ �� ��
����
��
��� T′λ = σ · Tλ� � k'% ����	� 	�����% ����� ��� �� ���
 (σ(i1), . . . , σ(iλk))�
���������	 p ∈ H(Tλ) ��%������ � k'�! ����	� ��
��� Tλ �
���!&�� ���$��

(i1, . . . , iλk) → (ip(1)), . . . , ip(λk)) , p =

(
i1 i2 . . . iλk

ip(1) ip(2) . . . ip(λk)

)
. *��+��1-

2����������!&�% �
����� p′ ∈ H(T′λ) �������
 �� ���
 (σ(i1), . . . , σ(iλk)) � �����
���

p′ =
(

σ(i1) σ(i2) . . . σ(iλk
)

σ(ip(1)) σ(ip(2)) . . . σ(ip(λk))

)
. *��+���-

��
�$� �� *��+��1-� *��+���- � ����
�� ����3��� *����,-� ������

σ−1 · p′ · σ =

(
σ(i1) . . . σ(iλk

)
i1 . . . iλk

)
·
(

σ(i1) . . . σ(iλk
)

σ(ip(1)) . . . σ(ip(λk))

)
·
(

i1 . . . iλk

σ(i1) . . . σ(iλk
)

)
=

=

(
i1 . . . iλk

ip(1) . . . ip(λk)

)
= p .



��� ��� ��������	�
�� ������������ ������� ������������ �
��

��� ��� � ����	
�� k�� 	
��� ���� ������ ����� �� m 	
�� 
������ Tλ� � ���
�	
������ � ����� 	
���� ������	���� 
� �� ��������� �
� ����� ���	
������
p ∈ H(Tλ) 	������ 	 	��
��
	
������ ���	
������� p′ ∈ H(T′λ)� ��� T′λ = σ · Tλ� 	
����� � 	��
��!���� p = σ−1 · p′ · σ� 
� �	
 �� ����� H(T′λ) = σ ·H(Tλ) · σ−1"

• ������ ��� ��	
��� �	������� P 
 Q ��� ����
�� ���� T′[2,2] =
1 3

2 4 =

(23) · T[2,2]� ������
�� ��� ���� ������ !� �������!!

P (T′[2,2]) = (23) · P (T[2,2]) · (23)−1 , Q(T′[2,2]) = (23) ·Q(T[2,2]) · (23)−1 .
��� ��� ����� 
������ Tλ � T′λ� ������� ���� � 
� #� $��� λ� 	������ ��� 	

����� ����
��� ���	
������� σ ��	�� � ���
���% T′λ = σ·Tλ� 
� � 	��� 	��
��!����
&'"("�)*� &'"("�+* 	��
��
	
������ 	����
���
�� ,��� ���#��
	� ��� ����
���� 	 ����� � ������������ -��������
��	
�

Y (T′λ) = σ · Y (Tλ) · σ−1 . &'"("��*

• ������ �""� ���#$�� �	�������
�� �������!� 	�%�#��� ��� 	� ��$� ����
���

T[2,1] =
1 2
3

= σ1 · T[2,1]1 , T′[2,1] =
1 3
2

= σ1 · T[2,1]2 ,

�������� �
�����
#���������� ���#����� � Y (T[2,1]1) 
 Y (T[2,1]2) 
# ������&!�
'���$���
 ������
�� � �����((!!

Y (T[2,1]) = σ1 · Y (T[2,1]1) · σ1 = (1− (13))(1 + (12)) ,

Y (T′[2,1]) = σ1 · Y (T[2,1]2) · σ1 = (1− (12))(1 + (13)) ,
&'"("�(*

��� � 	����) �����) �� 
�	��#����
 ����������� ���#�����
� (ij) ���
�����	�#
�
*+ σ1 = (12) 
 σ1σ2σ1 = (13)�

�����	
���� ����� ����� Tλ � T ′λ′ � �	
 ������ ����� ����	
���	����
 ����
������� λ  r � λ′  r� ����
� ��
���� �	� ���� �� ������ (1, 2, . . . , r)� ������

��������� 	 ���� �����
 T ′λ′ � 	 ����� �����
 Tλ! "������ #$!%!&&' ����(
�

Y (Tλ) = Q · P , Y (T ′λ′) = Q ′ · P ′ . &'"("�'*

)����
P ′ ·Q = 0 , Q · P ′ = 0 , &'"("�.*

�
Y (T ′λ′) · Y (Tλ) = 0 . &'"("�/*

�������������� 0 
������� T ′λ′ � Tλ ����
	� ��� �������� ��	��� 	��#�� s �
k� ��
��� ������
	� � ����� 	
��� T ′λ′ � � ����� 	
����� Tλ" 1�-
��� 
��	�����
��� (s, k) �������#�
 ����������� � H(T ′λ′) � V (Tλ)" ������ ���
���� 
�#��	
��
(s, k)2 = e � 	��
��!���� &'"("+*� � 
��#� ��
��	
 δ(s,k) = −1� �� ��������

P ′ ·Q = P ′ · (s, k)2 ·Q = [P ′ · (s, k)] [(s, k) ·Q] = −P ′ ·Q , &'"("�2*

�
���� 	�����
 ����� ����	
�� � &'"("�.*� �� ��
���� 	 ���
�� ���	
�������
&'"("�'*� 	��� #� ��
����
 �	����� &'"("�/*" 0
��� ����	
�� � &'"("�.* ���������
	�
	 ����� � ��������� ����������� &'"("�2*"

��� ��������	�
�� ����� �������
���� ��� ������ �
�������
���� ���

����� ����	
�� ������������ P � P ′ ������ Tλ � Tλ′ �����
� ����
���
��� P = P ′ ·P � � ���
���������� �
��������������� Q � Q′ � ��� Q = Q′ · Qk+1 · · ·Qn� ��� Qi � �
���������
����� 	���� � i�� ������� ������� Tλ� ��� ��� 	���� � �������� ������� Tλ � 
����� � > k 
�
���������� � ������� Tλ′ � �� � ��� P ′ ·Q� = Q� · P ′� �� ��!

Y (Tλ) = Q · P = Q′ ·Qk+1 · · ·Qn · P ′ · P = Q′ · P ′ ·Qk+1 · · ·Qn · P =

= Y (Tλ′) ·Qk+1 · · ·Qn · P = (αλ′ )−1 Y (Tλ′) · Y (Tλ′) ·Qk+1 · · ·Qn · P = (αλ′)−1 Y (Tλ′) · Y (Tλ) ,

	�� � ���������� "#�$�%#&�

���������	� ����� ����� ��� ��	
�	��
�� �	���� Tλ � T ′
λ ����� ��
� � �� �� �����

λ� � ����� �	���	 T ′
λ ����
����� 
	� �	����� Tλ� ����	 ���������� ��	 ����	� �������


	��� �� � ��
�� ������ �	���� Tλ � � ��
�� ������ T ′
λ�

������	
��	��� '������� ���!���(� ����� )�� ����
�
�� 	���� � �������� Tλ � T ′
λ � �����*

������ ����� 
�)����� 
�	�
�� � )����*� )����� �����	�(+���� 	���� ���
����� � i�* ������� �
������ (i, j)� � �
� ���
� k ��� ������� Tλ � ���
� k′ ��� ������� T ′

λ� ,��� ���
����
�� �������
T ′
λ ���
��!�� 
�� ���
����
�* �������* Tλ� �� � ��� k′ > k� ��� ��� ��� 	���� � )�����!+��

� (i, j) ������� � ������� � )����* )� i�!( ! ������ Tλ � T ′
λ ���)����� � k′ > k� �� 	���� k �

���
����
�* ������� T ′
λ 
� ���� ����+����� � ������ i� � ����
� 
��������� � ��
�* �� )�����

�!(+�� ����� � 
���� i′ > i� 
�)���� � ������ (i′, j′)� )��	� ����
� ��)��
����� 
�����
����
j′ < j "�� '��� #�-&� ����
�  �� )�����
�� 
�����
����� .�*��������
�� ���� �� � ���� j′ ≥ j
"�� ����� ������� j′ ���)��������� ���� )����� 	� ������� j� ���� ���)����� �� ������� j&� ��
����� ��� ��	
�	��
�� ������� T ′

λ ��)��
����� �� 
�����
���� k′ ≤ s < k� ��� s / 	���� � ������
� ������
���� (i, j′) � 	�� )��������	�� ��
�	���
�! )���)�����
�( k′ > k� .����� � ���! �����
	�� ��� )�����!+�� 	���� � ������� � )����* )� i�!( "�� ������ (i, j)& ���)����� ! ������ Tλ �
T ′
λ� � ������ i � ������ (i, j′) � ����� �������� ���)��������� ��
� � �� �� 	���� s "1 ≤ s < k&0 ��

'��� #�-� ���� ������� � )��!	��� 	�� ��� 	���� s � k ���)�����(��� � ��
�* ������ �������
Tλ � � ��
� ������� ������� T ′

λ� 1�� � ����������� ���������

Tλ =

...

�

�

�

j′ j

i

1

s k

T ′λ =

...

�

�

�

j′ j

i

i′

1

s

k

k ′

���� ���	 ���������� 	
���	  ��
��� k� k′ � s � ���������� ���
���� ���� Tλ
� T ′λ�

��
�	��
 ������ ,��� ���
����
�� ������� T ′
λ ���
��!�� 
�� ���
����
�* �������* Tλ� ��

������
� 2�������
�� ����� � ����� � ���

Y (Tλ) · Y (T ′
λ) = 0 . ��������

���
����
 �� �!��� �
��� ���
����
�� ������� T ′
λ ���
��!�� 
�� ���
����
�* �������* Tλ�

3 ���! 4�������� 5 � 6�� ������ ���� ������ ��� 	����� ������� 
�������� � ��
�* ������
������� T ′

λ � � ��
� ������� Tλ � ����� ������
� 2�������
�( ����� � ��)��
�
�� � "#�$�%$& �
���

Y (T ′
λ) · Y (Tλ) = 0 , ��������



��� ��� ��������	�
�� ����� �������
���� ��� ������ �
�������
����

������	
 �� ������� � ��� ��������
 � ��� ������� � ����� ����� �� ����� ����
���� �	�����������

������	
� �� � ������� � 	����� ������ ��� �
 !���� ������	�����	� "���
Y (Tλ) � !���� x ∈ C[Sr] � ������ ������#���� $��� $%�&�%&'' Y (Tλ) · x · Y (Tλ) =
αλ(x) Y (Tλ)� ��� αλ(x) ( )����)���� ����� *���� ������ x ��)��� ��� )��������
αλ(x) = 0� +����� ����,�
 ��� ����� ������� ������#���
 ��	��� $�� ����' �� x�
� �������� ��� ������ 

Y ′(Tλ) = x · Y (Tλ) , Y ′′(Tλ) = Y (Tλ) · x , $%�-�.&'

��) ,�� )�) � ������	�����	 "��� Y (Tλ)� �	���	/������ ������������� *	�
��)�� ����0�)�/�� �� � ���� � ��	�,���� � ������	�����	��� Y (Tλ) � Y

′(Tλ)
$��������������� �	�� � ���� � ��	�,���� � ������	�����	��� Y (Tλ) � Y

′′(Tλ)'�
�������!� �� ��)�� ��	����� ��	��� $�� �� � ������' 	���,���� � $%�-�-' ��
���
���
� ��� � ������ ����������� E(Y (Tλ)) = α−1λ Y (Tλ) ����� �����������
���������� αλ(x)

−1 Y ′(Tλ)� � ���	�� $�� �	�� � ������' 	���,���� � $%�-�-' ��
���
���
� ��� ������ E(Y (Tλ)) ����������� ���������� αλ(x)

−1 Y ′′(Tλ)� 1����

����0�)�/�
 �����
�� $��� ��,�' ������ ������	�����	 "���� ����	���� � ��
������	�� � ����/��� ������� �	�������� ���

��� ������	
��� �� ����������� ����������� ������������ ����������� ������� ��������
��� ������ ����������� ������� Tλ � T ′

λ� ������ ���� � ��  � !��� λ� "����� ����� �
#���#�� $��� ���� ������� %�# � � � �#�������� #� ��� #���#� ������� &��� λ � ��
������ � ������ ���� #�������� (i, j)� ��� i ' ���� ����#�� � j ' ���� ������� � λ� (���� 1 �
����������� �������� Tλ � T ′

λ ������ ������������� � #���#� (1, 1)� �� ���� � �����	 #���#� �����	
����#��

����������� ����� ����� ���	��
�� ��	���
� �
�� 	 ���������� ����
��� Tλ 
 T ′
λ 	 ����

��� ����� ��	� �����	�� ���
���  ���	��� ���� ���	�� ����
��� ��� �
�� 	���
���� 	 i��
������ 	 ������ (i, j)� 
 ��� ��	�� k ��� ����
�� Tλ 
 ��	�� k

′ ��� ����
�� T ′
λ� !�
 k′ > k� ��

����� "�	��
��� ��� ���������� ����
�� T ′
λ ���������	 ��� ���������� ����
��� Tλ�

)�� ����������� ������� Tλ� ������ �����#���� !��� λ� ���� ���� ���������� �����������
�� ����
���� # ��#�� ������������� �����	 ������# ��������� ������� ���������#� ����
� ��������� ��$��� $��� ������# ������ �������� 
�������� *���� ��� � ����������	 �������
T ′
λ� ����������	 ��� ���� ������ �������� Tλ� ����� ����� ����������� �� �������� �� ����
������� ����� ����������� ����� (1, 2, ...,m1) � ����� ������� ������� λ� ����� ������ m1�
���� ����� (m1 + 1,m1 + 2, ...,m1 + m2) ����� ����������� �� ����� ������� � ������	 m2 �
��# ������ "������������� � ����������	 ������� Tλ� ��� #�����	 ����� ����������� ��� ������
������� T ′

λ� ����� ����� ����������� �� ����#�� +�����#�� ��� ���� ��� ������# ������������
��������������� ����#� ��� ����������� ������� ������ ���� � ��  � !����

����	�
�� �� ,� �� � ������� ���� ��� ��#����������� -���� ����� ��� � �� �����������
��������	 !�#�� +���� � ����������	 ������� Tλ ����� ����������� �� �������� � ������� λ  
r ���� n ��������� �������� ����������� ������� Tλ′ � #������ ���������� �� Tλ ������������
���� �������� ������ � ������ k + 1, k + 2, ..., n� .�#� ������� ������� Tλ′ ������� �� k < n
������ �������� ������� Tλ� �� ���� Tλ′ �#������ � ������� Tλ /������� λ′  r′ �#������
� ������� λ  r � r′ < r0� +������ �� ������� Tλ � Tλ′ ������������ &��� Y (Tλ) ∈
C[Sr] � Y (Tλ′) ∈ C[Sr′ ]� ��� ��������� Sr′ ��� ��� � Sr ����������� ������� .����� �����������
�� ������

Y (Tλ) = (αλ′ )−1 Y (Tλ′) · Y (Tλ) . ��������

��#� � $�� �� ������� "������� ����������� /1�2�330 � ���

Y (Tλ′) = Q′ · P ′ , Y (Tλ) = Q · P .

��� ��������	�
�� ������������ ������� ������������ �
�� ���

• ������ ���� �	
 ������������� ����� ��������������� ���	���

T[2,1] =
1 2
3

, T[2,1]2 =
2 3
1

,

��������� ���������������� ���

Y (T[2,1]) · Y (T[2,1]2) = 0 , Y (T[2,1]2) · Y (T[2,1]) = 0 .

����� λ = [λ1, . . . , λm] 	 μ = [μ1, . . . , μk] 
 �� �	������� ���� λ  r 	 μ  r�
��������	� ���������������� �	�� (μ1 − λ1, μ2 − λ2, . . . )� ���� �	���� μ > λ�
��	 ����� � ������ ���� �������� μh− λh ���� 	������ ���� ��!  �����	���
��� �	������� λ �!����� � �	������� μ 	 �	���� λ ⊂ μ� ��	 λ ��������� 	� μ
��"�������	� �!�����# !���!� $���	�� ��� μ > λ � �������� ��� �	������� λ
�� � "��� �!����� � �	������� μ� %���	��� ����� μ = (3, 1) 	 λ = (2, 2)� �����
μ > λ� �� λ ⊂/ μ�
&'�����	��� ���� �������� !��"	�������� (����

����� ����� ����� Tλ � T ′λ′ � �	
 ������ ����� ��
���
 ����	
���	
���
�����

λ = [λ1, . . . , λm]  r , λ′ = [λ′1, . . . , λ
′
k]  r ,

� ����� λ′ > λ �� λ′ = λ �������	�
� λ′ ≥ λ�� ����� 	���� 
�� ���� �� �
���!
��" �	�" ��	
�#�
��$%
&�� '��
��	��� �	� ����(��" (���� )�����
 ��"�� �� 	 ����$ ����)
 T ′λ′ � 	
����� �����
 Tλ�
*�� λ = λ′ � ���
��	��� +
�
��� p ∈ H(Tλ) � q ∈ V (Tλ)� � )�����"���

T ′λ′ ≡ T ′λ = (q · p) · Tλ . )*����+,

������	
��	��� ������� 	�� ��� ���� ��	 ��, � ����������� -���� ��
�	���� ��#���.	�� � !��!�# ����/ ����!	 ��"�	0� T ′λ′� ��� �� ������������� �
�����# ����"0�# ��"�	0� Tλ� ��1���� ��.����� 1���� q1 ∈ V (Tλ) ��!�/� ��� 1�	
�	��� "���� ������������� � ����/ ����! ��"�	0� q1 · Tλ 	 ����������� λ1 ≥ λ′1�
-�! !�! λ′ ≥ λ )�� ��� λ′1 ≥ λ1,� �� λ

′
1 = λ1� 2	���� ��#���.	�� � !��!�# �����/

����!	 ��"�	0� T ′λ′ ��� �� ����� ������������� � �����# ����"0�# ��"�	0� Tλ
	 ������������ � �����# ����"0�# ��"�	0� q1 · Tλ� ��1���� ��.����� 1����
q2 ∈ V (q1 ·Tλ) = V (Tλ)� !�����/ � ������ �	��� � ����/ ����! q1 ·Tλ 	 ����������
�� �	��� �����/ ����!	 T ′λ′ �� �����/ ����! ��"�	0� q2 · q1 ·Tλ� -�!	� �"������ ��
	�� λ2 ≥ λ′2� $����  � 	� �����	� λ

′ ≥ λ )� ����� λ′1 = λ1, �� ������� λ
′
2 = λ2�

������ �� 1�� ���0���� �� ������/ ����!	 λ′� �� ��#��	� 1���� qk · · · q2 · q1
��!�/� ��� �	��� ������/ k3/ ����!	 ��"�	0� T ′λ′ "���� ������������� � k3/ ����!
��"�	0� qk · · · q1 · Tλ 	 λ′k = λk� 4�� �������� ����!� ��"�	0� Tλ� 	��� λ > λ′� ���
����	����	� λ′ ≥ λ� -�!	� �"������ m = k 	 �� 	�� �������� λ = λ′� !�����
��������� ��� ! ������ �� 5��!� k 
 �	��� ����! � �	������ λ = λ′ 	 �����
q = qk · · · q2 · q1� ����� ��"�	0� q · Tλ 	 T ′λ′ ≡ T ′λ 	��� �   �	��� � !� ��/ ����!

������������	 �
� ��� ��� ����� ������������ ������������ q ����������� V (Tλ) �� ���� �����
�������� �� ������� Tλ � �� �	��� �������� ��������� � ������������	 ���������	�	 �� �������

p · Tλ�



��� ��� ��������	�
�� ������������ ������� ������������ �
��

� ����	
�����	 ������� ������� p′ ∈ H(T ′λ) ���	�� ��	 p′ · T ′λ = q · Tλ� ��������
����� � ������� T ′λ = (p′)−1 · (q · Tλ) �	����� ������ !� "�� �	�	#�� σ = (p′)−1 · q�
$	"����	 ��	� �	������ ��%���
��� ������� p−1 ∈ H(Tλ) ���	�� ��	

p′ = ((p′)−1 · q) · p−1((p′)−1 · q)−1 ⇒ p′ = q · p−1 · q−1 .
&���� 	���'	�� �( �	������ T ′λ = (p′)−1 · q · Tλ = q · p · Tλ�
�����	
�� �� )��� λ′  r� λ  r * �
� ���"����( +�"� � λ′ = λ� �	

Y (T ′λ′) · Y (Tλ) = 0 . ������,!

-�� �	��'������
� �����	���� ������ λ′ > λ� &	"�� ��%���
�.� �
� ������ �	�	/
�(� ��0	����� 
 	��	� ���	�� ������( T ′λ′ � 
 	��	� ��	���� ������( Tλ� �� �	"����	
1�
��#����. ������ �( ����� ������,!� -	��#�� ������ ��	 
 ���������
���	� ���/
��� (λ′ > λ) ���#� ����
����
	 �	#����
	 Y (Tλ)·Y (T ′λ′) = 0 ���	 ����� ��
�
������	
��
����
� ������,! � 
 ������ λ > λ′!� -����
�����	� �( ����� 
�	�	� �	#����
	

 ������2!� �	�	�	� ����
����
	 ��� �.�	� ������( T ′λ′� ���.%�� �	��� λ′ > λ� 

�	� ����� � ��� σ ·T ′λ′ �∀σ ∈ Sr!� 3 ���� ������ ! "	��'	�����(� ��������'��	� ���
σ · T ′λ′ ��
�� σ · P ′ · σ−1� � �	��	�� 
(�	������� ��
����
	

Q · σ · P ′ · σ−1 = 0 =⇒ Q · σ · P ′ = 0 (∀σ ∈ Sr) , ������4!

"�� Q � P ′ 	��������( 
 �������!� 1��	#�� 	�� ����� 
�	�	"	 ��
����
� 
 ������4! ��
��	�'
	���. ������. a(σ) ∈ C� � �������� �	 
��� σ ∈ Sr� �( �	������

Q · a · P ′ = 0 , ∀a =
∑
σ

a(σ) σ ∈ C[Sr] . �������!

5��.��� 
 �����	���� ������� �	#����
	 Y (Tλ) · Y (T ′λ′) = Q · (P ·Q ′) · P ′ = 0 ��	"��
λ′ > λ!� ��	 ��
�
������	 ������,! 
 ������ λ > λ′�

• ������ ���� 	
�
��� ��������� ��������� �� ���� ��������� ��� ��� λ′ = λ� ��
∀a ∈ C[Sr] �� ����

Y (T ′λ′) · a · Y (Tλ) = 0 . �������!

����� �! ��"���� ��������� �������� � ��� Y (T ′λ′) · σ · Y (Tλ) · σ−1 = 0� #��
σ $ "%������ �& '���� � Sr�

�����	
�� � ���� Tλ � T ′λ 6 �
� ��'�(� ������(� ���.%�� 	��� � �� #� �	���
λ � �
�'���(� ���" � ���"	� ���	�	�	� ��������	
�	� g ∈ Sr7 T

′
λ = g · Tλ� &	"��

�	"����	 8���� ����� ���	 ������� g ∈ Sr �������
�� 
 
��� g = q · p� "�� q ∈ V (Tλ)
� p ∈ H(Tλ)� ���	 
 �������0 Tλ � T ′λ ���.��� �
� ������ �	�	�(� ��0	����� 

	��	� ���	�� T ′λ � 
 	��	� ��	���� Tλ� 3 �	������� ������� 
 ���� 1�
��#�����
������ 
(�	������� �	#����
	 Y (T ′λ)·Y (Tλ) = 0� 9���	"���	 �	#�	 �	��'��� �����
������� 
 �����#����� ���	�� � ��	���(� ��	 ���	 g �	#�� �(� �������
��� 


��� g = p · q� ���	 ��%���
�.� �
� ��'����(0 ������ �	�	�(� ��0	����� 
 	��	�
��	���� T ′λ � 
 	��	� ���	�� Tλ �� �		�
����
���	� 
 �	������� ������ �( �����
Y (Tλ) · Y (T ′λ) = 0�

• ������ ���� (�"��%������  � )
�����* � ���� ��� ��� ��
�+� T ′λ "��)�����*
� ��
�+� Tλ ��&����� "�%���� ��� q · p = p′ · q� ��� )���� � � ������,��
�� ��� ���� � �� �#� ����
+� � Tλ  � ��#)� "�"���� � �� ) ��%��) T ′λ�

��� ��������	�
�� ����� �������
���� ��� ������ �
�������
���� ���

i ����� 	�
���� ��	 ����� {a(1,k), . . . , a(i,k)} � k��	 ������� Tλ� ��
���� � ������� j
������� Tλ ������ ������� 	���� ���� 	�
��� ��	 {a(1,k), . . . , a(i,k)}� � ���� ��� � !"�
	���� ���#��������$ ������ ���� ������ � �����	 a(i,j)� � � ���������� ���
� (i−1)�
%���	 ����&�	� 	� #����� � #����������'� � �����������
� #������

�$ � #�	��
(�' �#������
�) #������
���� q ·p′ ������� Tλ * ���
����
�$� %�� ��� #������
����
p = q · p′ · q−1 #��
����+�� H(Tλ)� ������� �& ���,��!"�

�����	
�� ������ -�� 	
�+����� ������ T ′λ� �	�'(� .��	� λ  r� ��&�������$ 
�
������ M(Tλ) ������ T ′λ ∈M(Tλ)� ������� ������
� #�������� ��� � �" � #�	�(�'
��� �#������
� #������
���� p′ ∈ H(T ′λ) � q ∈ V (Tλ) #������$��$ � ���
�����

�' ������� Tλ� - /��	 ������ ��		����&����� 0
��� #������

�� #� ���
����
�)
������� Tλ � #� �'��) ������� T ′λ ∈ M(Tλ)� � ���� #������ ���,���"� ��$&�
� �����

���
�$	�

Y (T ′λ) = q−1 · p−1 · Y (Tλ) · p · q = q−1 · p−1 · Y (Tλ) · q , ��� � 1"

�&���� p ∈ H(Tλ) � q ∈ V (Tλ)" � ��$ ���� ��		����&������ ����	�������� 
������
���$ ������� ������
���
����� ��� ��� 	� �	��	

Y (T ′λ) · Y (Tλ) = q−1 · p−1 · Y (Tλ) · q · Y (Tλ) = δq αλ q
−1 · p−1 · Y (Tλ) = 0 . ��� �23"

������� �� 4����� M(Tλ) 
� $��$'��$ ������	� /�������
�
����� - ����
�����
��$ 
������� ������		 0
�� λ  r ��(�����'� ��� ����������� ������� Tλ �
T ′λ ������ ��� T ′λ ∈ M(Tλ)� 
� Tλ /∈ M(T ′λ)� 5���	����	 #��	�� ��� ���
����
�
������� �	�'(� .��	� λ = [3, 2]6

Tλ =
1 2 3

4 5 , T ′λ =
1 3 5

2 4 , ��� �2�"

������� ��$&�
� ����
���
�$	� ��� � �"� ��� q = (2, 5)� p′ = (2, 4) · (3, 5) � p = q · p′ ·
q−1 = (2, 3)·(4, 5) � #�/��	� T ′λ ∈ M(Tλ)� %�	 
� 	�
��� Tλ /∈M(T ′λ)� ��� ��� �	�'��$
��� ����� � � �� ������� ���#�����'��$ � ��
�) ������ Tλ � � ��
�	 ������� T ′λ7 �
��$&� � ��	 ������
� 
� ��(������� ��� #������������
� #������
���� p ∈ H(Tλ) �
q′ ∈ V (T ′λ) ����� ��� T ′λ = q′ · p ·Tλ� 8�����
� 8�������' � � 9�		� ����� 	� �	��	
Y (Tλ) · Y (T ′λ) = 0� ��
���� ��		����&����� 0
��� #������

�� #� ���
����
�	
�������	 ��� �2�"� 
� ������
���
�� ��� ��� �	
�+�$ � � �����	 #��$���� �#$��
+� � ���� 8�������$ � � 9�		� ������ 	� �	��	 ����
���
�$ ��� � �"� ��� � 1" �
��� �23"� �& ������ �������

Y (T ′λ)·Y (Tλ) = −α[3,2] (2, 5)·(4, 5)·(2, 3)·Y (Tλ) = α[3,2] (2, 4)·(3, 5)·Y (Tλ) = 0 , ��� �2�"

��� ��
���
�� α[3,2] = 5!/5 = 24 �#�����$���$ #� .��	��� ���,�,2"� - ��� �2�" � #������

�	 ����
���� 	� #��
���� ���
�#�&���' (2, 5) 
�#���� � ���#���&������� #����	
��+������	 �& ���,���"� ������� � ��

�	 ������ #��
�	��� ���6 (2, 5) · Y (Tλ) =
−Y (Tλ)�

• ������ ���� 	
��
��� ��������� ��������� ��������� � ��� ���� ��
� !�
�!� �����
�"���
�� Y (Tλ) � Y (T ′λ)� ��#���� �� ��$!�%�� ���������

:���� �����	� ��		����&������ 0
��� #������

� #� ���	
���	� ������

�� �	��� #����
���� 
� ��� ����� ���� #��
�) �����	�) ���	#���
���� ��
����



��� ��� ��������	�
�� ����� �������
���� ��� ������ �
�������
����

��� p � ��	
��������� ��	��������� ���	�� 	�������� �
��� � �	���� ���
�
�� Tμ �� ���	����
� ����� ���	���� � q′ � ��	
������� ��	��������� ���	��
	�������� �
��� � ������� ���
�� p · Tμ �� ���	����
� ���	�� ��
��  �������
!"�#�$%&� '� ����
 ���������
� q = p−1 ·q′ ·p ��� ��	
������( ��	�������
� ���	��
��	������� �
��� � ������� ���
�� Tμ�

• ������ ���� �	
����� ��	 �����
����� ��������	�
� q = p−1 · q′ · p ∈ V (Tμ)�
��� p � q′ ������ � ��������� ����� ���

q =
(

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18
4 2 9 18 14 6 13 15 17 10 5 7 12 11 8 16 3 1

)
.

)������ �� ���
 ���
�� Tλ � �����	��� � ����� ��	
��������� p 
�
 ��	�

������� q ��	�������� ��	����� �� � �������	��� ���
�� p · Tλ 
�
 q · Tλ�
*��
' ��	���'� ����	 �
''�	
���	�� +���� ���	������ ����� �� �����	��'
���
��'� �	
���
 � �����
� �
,�
� 
��'������� ��������� �	�� � �	���'
�����,��
�'
 !"�-�-"& 
 �	
����.
' �������� !"�-�--& � ���
' 
 �' /� ����' !
�

�	���'& 
�����' � C[Sr]�

0������� 
'���� ���
�� +��� !
 ��
� ���
� ����,
����&� ���	�� �� �	
�
������ � �����	��'� �
�� ����� ��	
��������'
� 
�
 ����� ��	
������'

��	��������'
 !�	
'�	1 ����� ���
�� � !"�-�-2&&� 3����
' 4� ��.
( �����( �����
���	�����

�����	
���� ����� ����� �����	� T ′λ 
���������  ����������� �����	� Tλ�

������� �� �� ����� λ� ���� 
��������������� 
������������ p′ � q� ���

p′ � �������������� 
����������� ������� ���������� �����  ������� ����� 

	� T ′λ 
� ���������� ���� ��
���� � q � ����������� 
����������� �������

���������� �����  �����	�� �����	� p′ · T ′λ 
� ���������� ����� ���! "����

�������� ����� ����� �������

Tλ = q · p′ · T ′λ ⇒ T ′λ = (p′)−1 · q−1 · Tλ = q−1 · p−1 · Tλ , !"�-�-�&

��� Tλ � ����������� �����	�� � p = q · p′ · q−1 � �������������� 
�����������

������� 
���������� �����  ������� �����	� Tλ!

�������������� 5���/�' 4� ���	/���
� � �	�
������ 3������
' �
���� ���
�.
� � ������ (i, j) ���
�� Tλ� ��� i � ��'�	 �	��
� � j � ��'�	 ������� ��� a(i,j)�
)��� ����� ��	�(� ��	
������(� ��	�������
 q� ���	�� ���	����
��� �
��� �
������� ���
�� p′ · T ′λ �� ���	����
� ���	�� ��
�� �����
�,���� � 	�������
���
�� Tλ �� �����	��� 6� �������� �� � Tλ ��(���� �	��� i� � ���	�( �����
,�� �
��� a(i,j) ���� 	����������� � ����� (i, j) ∈ Tλ ����� '���,��� �
��� a(i,k)�
�����,��� � ����� (i, k) ∈ Tλ !� ���� k > j& � �( /� �	��� i� 7�'�
' ���	��
�� � 	������� ��(��
� ��	�( ��	�������
 q 
 � �
�� ���� �� a(i,k) < a(i,j)�
��� i �
��� {a(1,k), . . . , a(i,k)} � k��' ������ Tλ� ���/�� ��� '���,�� ��' �
���
{a(i,j), a(i+1,j), . . . } � j��' ������ Tλ1

a(1,k) < a(2,k) < · · · < a(i,k) < a(i,j) < a(i+1,j), . . . . !"�-�-8&

*�� ��� ��	��� ��	�������� p′ 	��������� �
��� � �	���� ���
�� T ′λ �� ���	����
�
� ����� ���	���� � � j��' ������ ���
�� Tλ ���/�� ����	/���� ��� '
�
'�'

��� ��������	�
�� ������������ ������� ������������ �
�� ���

����� �����	
���	
� ���� � �����	��	�� ���
�������

�
���	������� �
���� Sr � �� 
����
��	�

������ 	�
 ������ � ���
�������� ���������� ����������� ���������� ��
�

��� ����� !�"� � ��"�#�� C[Sr]� �
��
 ��������� $#���� �����#�� ��� %�
#��� � ��"���� � �� ���� �����&' (�#�� ����)������� ��"�#�� A ������� �� ���
#� $��� �� �������� ����������& ���*
� � ����*
� �
�������
�' +� ��������
��� %�
 ������������ ��"�#�* A �� *����� ����������� ������ � ��	����
��
�������' ���� A , ����	��
����� ��"�#�� $��
 ����#���� ����� %� ����
	��& � �����	�*
 %��
���
 e � ���� � ��"�#�� A 
���� �*����� ������ ����
�
���
������ {eα}� �
' -���������� ����� � ���)� �� ���� ���' ���� ���� �������
�
 �����* ��� ���
������ eα $����� ���������� � $.'�'�/&&� ��"�#�� A 
����
�� ����� � ��

� �� ���*� Lα $��� ����*� Rα& ������������

A =
s⊕

α=1

A · eα =
s⊕

α=1

Lα , A =
s⊕

α=1

eα · A =
s⊕

α=1

Rα . $.'0'00&

1����� ������������� Lα = A · eα $��� Rα = eα · A& �#�� �� ����������� ����
���������� � A �� �������� � ����
� $���� ������������ �����
�& �������
��"�#�* A' 2� ���� ��� ��#�"� v ∈ Lα � ��#�"� v′ ∈ Rα � ��� ���� a ∈ A 
* �
��


a · v ∈ Lα , v′ · a ∈ Rα , $.'0'0.&

���	�
 ������������� Lα � Lβ $Rα � Rβ&� ���������*� � ��
�� ���"������*
�
���
�����
� eα � eβ (α = β)� �� ����������� $�������� a·eα = b·eβ ��������	���
��� α = β� �� ��� a ·eα ·eα = a ·eα � b ·eβ ·eα = 0&' 3��������*� ������������� Lα
$Rα& �#�� �� �����"�#�* � A �� #���� �"�� ������� ���*
� $����*
�& ������
�
� ��"�#�� A $%� �*���� � $.'0'0.&&' 1��
� �"�� ������������� Lα $Rα&� #���	�
���������*
�� ��� *����� ����������
� ���*� $����*�& ��������������� �
������������ ��"�����*� ������������� ��"�#�* A� � ���
��* $.'0'00& �����
 *���� ��� ��"�#�� A� ��� �������� ����������� �� ��"���� � ���
�� ��

�
��������� ����� ���*� � ����*� ��"�����*� ���������������'

��	
��
��
 ����� ���������	��� �
	 ��������� ��������� �� �	����� Tλ�
�������  ���� λ  r� ���������	�� �!�������� � 	�
���� C[Sr]� "� ���#� !��
Y (Tλ) ∈ C[Sr] ���	��!���� �����$���

Y (Tλ) · Y (Tλ) = αλ Y (Tλ) , $.'0'0�&


!� αλ % &���	�	� &����	� �	�	

αλ =
r!

f(λ)
, $.'0'04&

� f(λ) % �	�������# ����
� �!�	�	 ��	�������# ��	��	��
� ��!������	���	
� ��
������ ���!��	����� 
����� Sr�� ����'!��
� (������� Y (Tλ)�



��� ��� ��������	�
�� ������������ ������� ������������ �
��

���������	
���� �������� ��	 �
 ������ �������� �	������	 q·Y (Tλ)·p = Y (Tλ) δq
��� ���� p ∈ H(Tλ) � q ∈ V (Tλ) ������	� � ��! ������� "������ a ∈ C[Sr] ���	#�
��	

q · a · p δq = a , ����$�

��� ���� p ∈ H(Tλ) � q ∈ V (Tλ) %	������ ��	 � "�	� �� ��� a = αY (Tλ)� &�� α '
���	�	��� �	������� ()�	# "������ a ∈ C[Sr] 
����������� � ����

a =
∑
g∈Sr

a(g) g , a(g) ∈ C , ����*�

� ���� ��� ��&	 ���	���)��� �		��	+���� ����$�� �	 �� �����,

a =
∑
g∈Sr

δq a(g) q · g · p =
∑
g∈Sr

δq a(q
−1 · g · p−1) g . ����-�

.�������� �	"//�0����� ��� g � ������ ������ ����*� � ����-�� �� �	� ����
�		��	+����

a(g) = a(q−1 · g · p−1) δq , ����1�

����������	� ��� ���� p ∈ H(Tλ)� q ∈ V (Tλ) � g ∈ Sr 2 �����	� �� ���� �	��&��
g = q · p� �� �	� ����

a(q · p) = a(e) δq , ������

� ��� �	"//�0����� a(g)� �	
����)3�� � � ��� ����*�� ��� �	�	��� g = q · p�
�	�����)� �� & � �� &	� � �	��	��!) �	 
���� δq % ��! g �� ����������	 � ����
q · p� �	������ ��	 � "�	� �� ��� a(g) = 0 4����	���� �����0� Tλ � g · Tλ 5�� ���
g = q · p� �	 �	&����	 .�������) � � (���� ����� ���)��� ��� ����� j � k� �	�	���
����	��&�)��� � 	��	# ���	�� g ·Tλ � � 	��	� ��	��0� Tλ� �	"�	� ��� ������	
�0��
t = (j, k) �� ����� t ∈ H(g ·Tλ) � t ∈ V (Tλ)� � �
 �		��	+���# ����*� �� �	� ����
g−1 · t · g ∈ H(Tλ) %	�	��� q0 = t� p−10 = g−1 · t · g� ��� "�	� q−10 · g · p−10 = g� �  ����

��� δq0 = δt = −1 � /	�� �� ����1�,

a(g) = a(q−10 · g · p−10 ) δq0 = −a(g) .

���)�� � ���� ��� ��	 ���� g = q ·p� �	 a(g) = 0 .  ���	� "�	&	 /���� � �		��	+����
������� /	�� �� ����*� �������������� � ����

a =
∑
g∈Sr

a(g) g =
∑

q∈V (Tλ)

∑
p∈H(Tλ)

δq a(e) q · p = α Y (Tλ) , ������

&�� α = a(e)
6�� �)�	&	 "������� x ∈ C[Sr] �����	���� ��	�
������� a = Y (Tλ) · x · Y (Tλ)

6�� "�	&	 ��	�
������� � ��� �		��	+���# ������ ���	�������  ��	��� ����$��
�	"�	� a ��	�	�0�	���!�	 Y (Tλ) � �� �����

Y (Tλ) · x · Y (Tλ) = αλ(x) Y (Tλ) . ������

&�� αλ(x) ' ���	�	��� ����#��� ����	��� / ��0�� �� C[Sr]� 
�����3�� 	� ���&�����
λ  r 2 �����	��� ��� x = e �� �	� ���� ����7�� &�� αλ = αλ(e)� � ����	�����!�	
"������ E(Tλ) = α−1λ Y (Tλ) �������� �����	����	� E(Tλ)

2 = E(Tλ)

��� ��������	�
�� ����� �������
���� ��� ������ �
�������
���� ���

������ 	
	��� ��

�
���� ������������� 
���������� e(Ta,λ) ∈ C[Sr] �������
������� ���
���� �� 
���������� ���������� � �� ��  ������� �	� �!�
�� ������"
������� 
��������� e(Ta,λ) �#�#� 	���
��	� ����!����� �� 	��������� ����
$�
%��� ���! �������
�	�
 
� ������
������� ��
&
 �$

 	 �����' #��(��
�
�� &� ���� Xa,λ, X̃a,λ�� )	���
� ������� 
 �!�
��� ������������	�� ��� 
����"
������ e(Ta,λ) � ���� ������� �#�#� ���������	� ������
��	 
�

*�� � � ����� �����!���� � ������(
 ��	�����
�� ������� � ��!���� ���� 

�� �(�  � 
! �	��� ������ 	
���
!������ %��� Y (Tλ) �(�� �����
�� �� 	
"
���
!�����%����  ������ ����!#'� ����#' 	
	��# 
���������� � ������� C[Sr]�
+��� ����� � ��	#�
 ������# �!�
��� ������������	�
 �� 
� 
�����������

,��(�� �	��� �������
� ����
��� ��� ����� �������� 
������ ����(�����
	
���
!�����
 Y (Tλ) 
 Y (T

′
λ)�  ������ ��	������ �� ��!��� �� 
�'�
 ���#


 �# (� &��# λ� ����
$� Tλ 
 T ′λ� ��#� 	��������� -���
��� ���
��� � ���.����
���
!�������#' ����	����� # σ = p ∈ H(Tλ)� 
�
 ����
 ����#' ����	����� # σ =
q ∈ V (Tλ)� � ���#���

Y (p·Tλ) = p·Y (Tλ)·p−1 = p·Y (Tλ) , Y (q·Tλ) = q·Y (Tλ)·q−1 = δq Y (Tλ)·q−1 , ��������
��� 	���#�� 
! �����	�� ���.�/��� 0 	������	��

 	 �������� ����� 
������ ����("
������ 
���������
 Y (p · Tλ)� ��� �	�� p ∈ H(Tλ) 	������'� 	 ���� 
������
����(����� 
��������� Y (Tλ)� � ������ 
������ ����(������ 
���������

Y (q · Tλ)� 	������'� ��� �	�� q ∈ V (Tλ) 	 ����� 
������ ����(����� Y (Tλ)�

C[Sr] · Y (p · Tλ) = C[Sr] · Y (Tλ) , Y (q · Tλ) · C[Sr] = Y (Tλ) · C[Sr] . ��������

,�1��# 	
���
!����� %��� Y (Tλ)� Y (p · Tλ) 
 Y (q · Tλ) �� 
��� 	�	�� ����"
������� � �'���� � ����#' 	
	��# ��!��
	
�� ��

�
���� 
����������� ��
 ����� 	�����	� ��!��(��
� ���.�..�� �������� +� � #�
�
 �
(�� ��
� 
! 	��"
	���� 
	 �'���
� �� 
� �
2�
� 
���������� !� �'����	� � ��� ��� ���
��'�	�
	
���
!����� %��� Y (Tλ)�  ������ 	�����	� ���� � �� ����������� ��	
��

�� %��� Tλ� 	� 3��������
� ������
,����� ��� ��� ������� 	
	��� 
���������� α−1λ Y (Tλ) ����������	� !��	��

 � ������� 	
	��� 
������� ����(������ Y (Tλ) �	� 4�����
� �� � �����!����
������� 5� �	��� � �� ����#�� ����� 	
	��� 
���������� α−1λ Y (Tλ) #������������
	�����2��
� �����.�� �������� -� ��	�������� ����� 1�
 
��������� ����(���

������	� �'�
�	� 
����� � C[Sr] 
 �� �����
 �	' ������# C[Sr]� �� �	�� �����

��!��(��
� �����.6� 
 �����./��

3�	#�
 	������	��
� �(�# ��	���������
 
 	���������
 ����
$�
 %����
	������ �� ��
��� ����
$ ���.����7

Tμ =

5 17 18 13 15 10

6 16 2 12 8

14 3 1 7

11 9 4

p→
5 10 13 15 17 18

2 6 8 12 16

1 3 7 14

4 9 11

q′→
1 3 7 12 16 18

2 6 8 14 17

4 9 11 15

5 10 13

= T ′μ . ��������

,����� ��� ����
$� �� 	���������� � ��	������ T ′μ 8 	��������� 
 ���#���� 
!
������ ���	��
�  ���!
$

 ��#� ����	������ q′ · p = p · q

T ′μ = q′ · p · Tμ = p · q · Tμ ,
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 "	� .��������
� ����� � ���������� �����#( $�� ����
!� ���� Tλ(
� ������� $
	�� � ������� �����	��&� � ��,��� 	����� 	���� ������� 
 � ��,��
	����!� 	����� ��
�( ��������	* 	���������� ����
!��� +�
��� �� 	����������

 	���������� ����
! ���� � "/�0�1/#� 2�� � ����
	*( ���
$�	��� 	����������
����
! ���� %��� λ ����� �������	�
 f(λ) ����
���
��� ����	������
* ������
����	������� Sr( ������� 	������	����� �
����� ���� λ� 3�� �������	�� ����	*
%������ ��&��� "/�0�1�#( 
�
 %������ ������
�	� "/�0�14#5 	� ��������� ������

6����� � �,� 	%����
������ ��!��� ��	�����
* "�� �	���� 	
���
�����
��� ����# ������ 	
	��� ��

�
���� 
 ���
�� ������������� 
����������
��* C[Sr]7
��� �����	
�	 �� �������	 λ  r ����� r� ���� �
� 
� � ����� �
��	
�	 ��
��������� ���� � r ��
����� � ��� ��	 ������ ��������� λ �
��	
�	 ��
�
�����
�� 
������ ���� Ta,λ (a = 1, ..., f(λ))�
��� �� ������ �
�����
��� 
����� Ta,λ ������	 
�	 �������
��!��� ����
"
����
�� P � ��
����!��� ��
�����
����
�� Q� � ��
� �
���
�	 ����
��"
��
�� ���� Y (Ta,λ) = Q · P #��� $������� �������
%�� �� ����
����
���� ���� Y (Ta,λ) �
���
�	 ���
�� ���$�
�
�� ����
E(Ta,λ) = α−1λ Y (Ta,λ)� �� αλ = r!/f(λ)� ��� #&�%�%'�� (
� ���
�� � 	��	
�	 ��"

������!����
&�� )�
�����������	 $��������
�	 $*
� $��
����	 ����� ���$�
�
�� ����

E ′(Ta,λ) = Xa,λ · E(Ta,λ) , E ′′(Ta,λ) = E(Ta,λ) · X̃a,λ , "/�1�1�#

�� Xa,λ � X̃a,λ + �$����!�� ,���
� ������ C[Sr]- ��� .������ & � $����*"
/� $������� ������ �����*�� ��������	 0��
���� Xa,λ � X̃a,λ �$����� ��� �
,
�� $������� #��� 0���*�� #&�1�2�� + #&�1�2��� � �������� �� ������ *$��	��"
���	 #�������
���
�� �� �����
� �
�����
��� 
������ �� /�� ���* � 
*
� 0���* λ� 3�� �
��	
�	 �� $���� ���
�� #&�1�1�� ������� ��
������!���
���$�
�
��

E ′(Ta,λ) · E ′(Tb,μ) = E ′(Tb,λ) δab δλμ , E ′′(Ta,λ) · E ′′(Tb,μ) = E ′′(Tb,λ) δab δλμ ,

λ  r , μ  r , a = 1, . . . , f(λ) , b = 1, . . . , f(μ) ,
"/�1�10#
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8 ��$�	��� ����	����� 
���,������ ��9� ����� ��	�����
* ��

�
���� �����
��������� 
���������� ��* ������� C[Sr] 	������ ����
�� �������
�	�� ��$
	�
���
* %������� Xa,λ, X̃a,λ ∈ C[Sr] ��* ���������
* ��
%
!
�������� 
��������
��� ���� "/�1�1�#� -
,�( � ������� ���( � ��		���
 ������ ���� ��	�����
*

����������� �	
 ���������� � �	
������� ���������� �	�� �	� �����	!� "���� " ��#��$ 
�%&&�
����'����	�� (�#�
 '�#)�	�%� ���������� � 	���*��� ���������+ ��"���	!� �"#��� �#���,�	�-
.�� " ��#��� /���&�� ����0 �%	�*��+ ��#���  ���� � ��#��� 
�%&&�

��� ��������	�
�� ������������ ������� ������������ �
�� ���

�������	 
������� ��� ��������� αλ � �������� �����	 �������� ������ �� !��"�
#���� LTλ

��$�%�" C[Sr]� �����"� 
���&�����	 #���
������� E(Tλ) �#�#� ��� ��&�
������ �
�������� Y (Tλ)�� �����#� # ���' (�������� C[Sr] �#��

x · Y (Tλ) , ∀x ∈ C[Sr] . ��������

�%����#� ���������� LTλ
��� f(λ)� )"%���� 
���"� ��%�� %�#��"' �������� ε�

(� = 1, . . . , r!) � C[Sr] ���� ���%" 
���"� f(λ) �������� �%����"���# %�#� � LTλ
�

� �������"� ������� εm (m > f(λ)) �� 
�#�����&��# LTλ
� !*%"� ������� � LTλ

� �
��� �#��� # %�#��"� ������ εa (a ≤ f(λ))� ���&�" 
��������	���	 ��� 
��#�����#	
��������� 
�(���� ��+�����*� (������" xa ∈ C[Sr] (a ≤ f(λ)) ���#�� ���

εa = xa · Y (Tλ) , 1 ≤ a ≤ f(λ) . ��������

,�
��� 
���
#-�� 
��#�����#� ε� · Y (Tλ) ����	 �
���%��#� . ����� ������"� ���/
�����#� 
��#�����#� ε� · Y (Tλ) ��� ������#� (������� Y (Tλ) �
���� �� %�#��"�
(������ ε� ∈ C[Sr] ������#�� � ���"� ������#�� ������� �� %�#��"� �������0

ε� · Y (Tλ) =
r!∑
�′=1

D��′(Y (Tλ)) ε�′ , ������ �

$�� ||D��′(Y (Tλ))|| 1 ����#2� (������� Y (Tλ) � 
����� ��$��	���� 
����������##
C[Sr]� 3����#�� ��� �#�����#���� 4�$� �������� ����$����	 �����*+#� �%����

Y (Tλ) =
∑
g∈Sr

a(g) g = e +
∑
g �=e

a(g) g ,

�� ���� ��(��#2#��� a(e) 
�# ��#�#���� (������� e ����� 1� ��� ������� # �
��/
�����#	 �������� ��	 �#�����#����� Y (Tλ)� 5�(����� ��
��#��	 ���� ����� �������


����� ����# ��#$#� ������" χ
R
(e) = ord(G) # χ

R
(g) = 0 (∀g ∈ G, g = e) ��	

'�������� ��$��	���$� 
����������#	 �������� $��

" G� �" 
�������

Tr
(
D(Y (Tλ))

)
= Tr

(
D(e)

)
= r! , ��������

$�� ���� %�����	 
� r!/������� 
����������� ��$��	���$� 
����������#	� . ���$��
������"� ��� ��� ε� ·Y (Tλ) ∈ LTλ

� �� ����#�����#� � 
����� ����# ������ � �����&#�
������ ����" � � ′ ≤ f(λ)� 
�(����

D��′(Y (Tλ)) = 0 , ∀ �′ > f(λ) . ������6�

7�
����	 ������� ��������� ��	 � ≤ f(λ) �" #����

ε� · Y (Tλ) = x� · Y (Tλ) · Y (Tλ) = αλ x� · Y (Tλ) = αλ ε� . ������8�

,��#� �%����� # �������#	 ������-��#� ������ � # ������8� ������� ���������
D��′(Y (Tλ)) = αλ δ��′ ��	 ���' � ≤ f(λ)� ��� � ������ ������6� ����

Tr
(
D(Y (Tλ))

)
= αλ f(λ) . ������9�

.����#��	 �������� # ������9�� �" 
������� ������ ��



��� ��� ��������	�
�� ������������ ������� ������������ �
��

�����	
��� �����	
��

E(Tλ) = α−1λ Y (Tλ) �������

� �����
����� �	����� �
	 	
 ��	
���	�	� ���
� �����	
��
 E(Tλ) �� �����
�����
 	��� ��!��
��"
 �����	
��
# e1, e2 ∈ C[Sr] 
����$ %
	 E(Tλ) = e1 + e2 �

e21 = e1 , e22 = e2 , e1 · e2 = 0 = e2 · e1 .

&
�"�� �'���"
 ������
��

E(Tλ) · e1 = e1 · E(Tλ) = e1 ⇒ E(Tλ) · e1 · E(Tλ) = e1 .

( ����	) �
	�	�#$ �	�'���	 ������$ �# ����� E(Tλ) · e1 · E(Tλ) = β E(Tλ)$ ��� β *
���	
	��+ �	��
��
�� �	�
	�� e1 = β E(Tλ) �$ �	,�	�+ 	-� %��
� �
	�	 
	����
�� �
������
$ �# �	'�%��� β = β2�  ���� 	-��,	�$ '�-	 β = 1$ '�-	 β = 0$ 
	 ��
�$ '�-	
e2 = 0$ '�-	 e1 = 0$ � �'��	��
�'��	 �����	
��
 E(Tλ) * �����
�����

• ������ ���� 	
��
��� ����� ���������� ��� �����
�����
� ����� ���
��
���� � �������� ��� C[S2] � � ������ � ��� C[S3] �
���
!�������� ����
������� � ����"��� ������� �
������������� #$�����% ���������������

&��� ����� ��� ���

�	
������� ����� ����� ������	�
���	 ���� Y (Tλ)� Y (T
′
λ) ∈ C[Sr] ����	��

�� �� 	�
�� �������� Tλ � T′λ� ����	� ����� ���� � �� �� ��	�� λ  r� �����
���� 	�����	�� �	����������� �����	 C[Sr] � �	���	������ �� ��� ��������

��	������ ���	���	��� Y (Tλ) � Y (T
′
λ)� !����������� "������#��� ����	����

��� ����� ����� � ��� �	�� 	�����	� �	����������$�

������	����	
�� �	��,�
�'��
�	 ������'��
�	�
� �'+ ����#. ����'+��#. ����/
�
��'���) 
��	� ��$ ��� � �'+ '��#. ����'+��#. �����
��'���)� �	�
	�� ,���� �#
�������� 
	'��	 �	��,�
�'��
�	 ������'��
�	�
� '��#. ����'+��#. �����
��'���)�
0����	
��� ��	�
����
�	 '��	�	 ����'� LTλ

= C[Sr] · Y (Tλ)$ � ���
� �'����
# εa
(a = 1, . . . , f(λ)) 	-��,�"
 -�,�� � ��	�
����
�� LTλ

�  �� ��� 
�-'�1# Tλ � T′λ ���"

	��� � 
� �� 2	��� λ$ 
	 ��!��
���
 �����
��	��� σ ∈ Sr 
���+$ %
	 T′λ = σ ·Tλ � �	/
	
��
�
��"!�� �����
��,�
	�# 3��� ��+,��# �		
�	4����� ��������  	��� '"-	)
�'����
 � ��	�
����
��

LT′
λ
= C[Sr] · Y (T′λ) = C[Sr] · Y (Tλ) · σ−1 ,

'��	�	 ����'�$ �	�	�����	�	 	����
	�	� Y (T′λ)$ �����
��'+�
�+ � ���� '���)�	)
�	�-���1�� �'����
	� ε′a = εa · σ−1$ �	
	�#� 
���� 	-��,	� 	-��,�"
 -�,�� � ��	/
�
����
�� LT′

λ
� 5���)��+ ��,������	�
� ���
	�	� {ε′a} �'����
 �, '���)�	) ��,�����/

�	�
� ���
	�	� {εa}� 0����	
��� '��	� ����'+��	� �����
��'���� ρ � ��	�
����
��
LTλ

� 6�
��1� �'����
� x ∈ C[Sr] � �����
��'���� ρ -���
$ �	�'���	 �
�����
�	)
��	1����� �����7�$ 	�����'+
��+ �'���"!�� 	-��,	� x · εa = εb ρba(x)� 8��'	��%�	
	�����'+�
�+ ��
��1� �'����
� x ∈ C[Sr] � '��	� ����'+��	� �����
��'���� ρ′ �
��	�
����
�� LT′

λ
9 x · ε′a = ε′b ρ

′
ba(x)� ( ����	) �
	�	�# �# �����

x · ε′a = x · εa · σ−1 = (εb ρba(x)) · σ−1 = ε′b ρba(x) ⇒ ρ′ba(x) = ρba(x) .

��� ��������	�
�� ����� �������
���� ��� ������ �
�������
���� ���

�����������		� 
����	�
 �������
 Mat1(C)� Mat1(C)  Mat2(C)� �� ���� �������
C[S3] ����������  � ������ � �����
�� ���������	� ����� 
� 
��


C[S3] = Mat1(C)⊕Mat1(C)⊕Mat2(C) . ������ !

������	
� �� � ��"���� ��� 
� ��#�"��� ��� 	������
�� ����������	$ T [3]�
T [13]  T [2,1]1 ∼ T [2,1]2 ������� C[S3] ���%	� �����$���$ " �����$�	��� ��������&
��	$ �

���"�����
 '	��� #������ ����$��$ �� ����(�
� 
�)*
 +��
�
�����

 '	��

[3] = , [13] = , [2, 1] = .

,���	��$ $�	�� +��
��� �����-�! ��$ �"�
	� ������	���	�. ��
����	��� e[3]�
e[13]� e[2,1]1� e[2,1]2� ����"�)*. ���	�) ����
��  ����%�	$ ���-�/�! ��$ �

���&
"������ '	�� ������� C[S3]� 
� �������
 ����	�0�	$

e[3] =
1
6
Y (T[3]) , e[13] =

1
6
Y (T[13]) ,

e[2,1]1
∣∣
ε=0

= 1
3
Y (T[2,1]1) , e[2,1]2

∣∣
ε=0

= 1
3
Y (T[2,1]2) .

������/!

������	
� �� 1� ��� ���� � ������	�
 ��
��� 
� ��0�� �� %� "������ ���  �
��	#�� 2 ��"���� ������ ������ ���� #	�� 2 
�		�� 
� ���#������� �����$�&
	�� ����������	� ������ S3 	� �� 	������
�� ����������	$� 1� 3��
 "���� 
�
��
�	� 
����� ����	�� �� ��$
��� 
������ #������ �����"�����$ � ������ ��&
�� #	�� 4����� "��%�		�� � 1�
��� - ��$ �����$ ������ S3  ��	���		�� 	�
������	 ��
��	�. ������	���	�. ��
����	���� �#�"������$ �	�������	�

 ��
�	
� #�# 
� ���
 � ��"���� ���� ��$ ����� Sr � �)��
 r�

������	
� �� 5"�
��+"
� �#�"�		�� � ������ !� $��$���$ ����	�
 ������
 ��*���
�����%��	$� #������ 
� ���
 "���� ��" ��#�"���������� 	� #������ ����#��� "
������ ��� "��%�	� ��0� � �����"���� �����  ��		�
 �����"���� ������

��������	
� ����� ��������� �	
���� C[Sr] �	� ���� r ≥ 2� ��	������� � ����
������ ��������� �	
����

C[Sr] =
⊕
λ�r

Matf(λ)(C) ,


�� f(λ) � ����������� ������������ ��������	���� �	
���� C[Sr] ��� �����	�
���� !� � ���� "��# $������ �����������%� ���
������ &�
� λ  r�
� �����)*�
 �����"���� ����� "��%�	� �����	����	�� ����
�	��� #������ ��#&
%� ������������)� � ����"� 3���� 6����%��	$�

����� ����	
�� �����
���
���� � ���
��� ��		���������

�
��

� 3��
 �����"����� �����"�$ +�#��� "��%�		�� � ��"���� ���� 
� ����
���

��	 " 
������ ��0�	$ ������
� � �������	 �	� ��	��� �

���"������ '	��!



��� ��� ��������	�
�� ����� �������
���� ��� ������ �
�������
����

�������	
� ����	 ���	�� ����� 
���� L[2,1]2 ⊂ C[S3]� ����	�� ��	�������� 
����
�������� e[2,1]2 
� ������� � !�� �	������ �����
� ε = 0� "��� ����� 
���� �����
��#��	�� 
 � ��� ����� ��$	�� $��
�� ������%
� 
� ��#& '��������

ε3 =
1

3
(1− σ1)(1 + σ2) , ε4 =

1

3
(1− σ2) σ1 (1 + σ2) , ������� 

����	�� #��������	�(� ������)��
��

σ1 · ε3 = −ε3 , σ1 · ε4 = ε3 + ε4 , σ2 · ε3 = ε3 + ε4 , σ2 · ε4 = −ε4 , ������� 

ε3 · ε3 = ε3 , ε4 · ε4 = 0 , ε3 · ε4 = 0 , ε4 · ε3 = ε4 . ������� 

*�+�� ��#���	���
� 
���� L[2,1] �
���	
������ �����+�$	� � C[S3] � ����	�� ��	���
������ ,���	����� 
����������� ������- � . /���	�&��	��� � �+� $��
���� '������
�� εi ∈ L[2,1] (i = 1, ..., 4) ���/
��(��� ��	#��#	��� ������)��
�� ������� � ������� 
��� ��#& �����+�$	 L[2,1]1� L[2,1]2 
 ��	��	������ 0�	�#���

ε1 · ε3 = ε3 · ε1 = 0 , ε2 · ε3 = ε4 · ε1 = 0 ,

ε3 · ε2 = ε2 , ε1 · ε4 = ε4 , ε4 · ε2 = ε1 , ε2 · ε4 = ε3 .
������1 

2�� 0�	�#�� ������� � ������� 
 ������1 ����� ���
��� ��
��� �$	����� ��� �����
��)��
� ��� ���	
/��& ��
�
,

eij · ek� = δjk ei� , ������- 

���
 �����
� ε1 ≡ e11� ε2 ≡ e21� ε3 ≡ e22 
 ε4 ≡ e12� 3� ������)��
� ������- ����#�
��� /�� ��#���	���
� 
���� L[2,1] ⊂ C[S3] 
����	0�� ��+�$	� Mat2(C)� �� ����	�
�
���	
�
����& 
���	
�����& �����+�$	 ���#���	���
& 
������ 
 ��'���# ��������
�	����� ��+�$	���

• ������ ���� � 	
������ �
 ����� ����� L[2,1]2 �������� � � ��� �� ������
ε = 0� �
��
 ������ �������� ������� � �!� !�� 	
������ �
 �� ���"
���� ��
����
�#$ �

�
%���#� � �!� &�� � �!� '� � � �!� (�� )�������
����������
�� *������������ ������
�����+ �� �

�����$,�+ ����+
������+ L[2,1]1 � L[2,1]2�

4�����
�� /�� ε1 = e[2,1]1 |ε=0 
 ε3 = e[2,1]2|ε=0 . �	
�
�
���� 
���������� � C[S3]�
5��	
/��� ��'00
,
���� �����6� ��#���	����+� 	�������
� 7
	�� ������ ��� '���
������ σ1, σ2 	����(

ε1σ1ε1 ε1σ1ε3
ε3σ1ε1 ε3σ1ε3

)
=

(
ε1 0
ε2 −ε3

)
=

(
e11 0
e21 −e22

)
⇒ T (σ1) =

(
1 0
1 −1

)
,(

ε1σ2ε1 ε1σ2ε3
ε3σ2ε1 ε3σ2ε3

)
=

( −ε1 ε4
0 ε3

)
=

( −e11 e12
0 e22

)
⇒ T (σ2) =

( −1 1
0 1

)
.

+�� ���	
���
��� �	���������
� T +	#��� S3 ���#/��� � ����������

 � �	��
���
�����6- 
 ��������� ���� 8���/��
� � ��)� � �	���������
�� ������� �

3� ���+� ��������+� � '��� 7	
��	� � ����#�� ������ /�� )���
��	��� ��+�$	�
C[S3]� $��
� ����	�� �����
� 
� '�������� {e[3], e[13], ε1, ε2, ε3, ε4}� 	����+����� � �	��
�#( �#��# �	�& 
���	
�����& �	����& �����+�$	 L[3]� L[13] 
 L[2,1]� 
����	0��&

��� ��������	�
�� ������������ ������� ������������ �
�� ���

����� 	
���	� � ��	��������� LT′
λ

���������� ����������� 
���� (ε′a = εa · σ−1)
���	� ��	 ������� ρ′(x) ������������� ��
	�	  ������� x ∈ C[Sr] �  �	� 
���!
�� �	������� � �������� ρ(x) � ������������� ρ" #���	�������	 ����� ����������
������������� ρ � ρ′ �	�	$������ �����������	���� %��� Y (Tλ) � Y (T′λ) &�	�	���
�	���	��� �	 ��
����� ������� 	��� � �� $� '	��� λ( ��������  �����������!
��"

)� �	���	 ��	 �	������	�	 �����$����� ������� ��	 ������	����� �	�����������!
��� ��������	�	 ������������� ������������	� ������ Sr ������	������ � ��	!
���������* ����* �����	� LTλ

= C[Sr] · Y (Tλ)  ����������� ��� ���* ��
��� %���
Tλ ������* 	��� � �� $� '	��� λ  r" +� ������������ ������������� Sr �	���

��� �	���	��� �	���	 �	 ��
����� Tλ �	�	��� ����� '	��� �����* ����������
%��� λ  r"

�����	
���� ����� ����� ������	�
���	 ���� Y (Tλ) � Y (T′λ) ����	��� ��

�������� Tλ � T′λ′� ����	� ����� 	�
��� ��	�� λ = λ′ (λ, λ′  r)� ����� ����

	�����	�� �	����������� �����	 C[Sr] � �	���	������� ���� �������� ��	�� 

����� ������	�
���	��� Y (Tλ) � Y (T′λ′)� ��!����������� "������#��� ����	 

������ ����� ����� � ��� �	��� 	�����	�� �	����������$�

�������������� ,����� 	
	�������� T (λ) � T (λ′) ��� ����* ���������* ��������!
����� ����
�� C[Sr] �	�	$�����* �����������	���� %��� Y (Tλ) � Y (T′λ′) � ���!
�������* � ��	���������* LTλ

� LT′
λ′
 �		����������	" -	��$�� ��.� �����$�����

	� ��	����	�	" /���� λ = λ′ � ����� ������������� T (λ) � T (λ′)  �����������" �	���
���������� 	
������� 	�����	� U ���	� ��	 U · LTλ

= LT′
λ′

� ��� ��
	�	 a ∈ C[Sr]
�� �����

U−1 · T (λ′)(a) · U = T (λ)(a) .

0����	���� �������� 	�����	�� T (λ)(Y (Tλ)) � ��	��������� LTλ
� ����� &1"2"12(

T (λ)(Y (Tλ)) · LTλ
= Y (Tλ) · LTλ

= C · Y (Tλ) , &1"2"3�(

��� �������� C ������� 	� ��
	��  ������� � LTλ
� �		
�� �	�	�� �� ����� ����"

4 ����	� ��	�	�� ����� ����� &1"2"3�( �	$�	 ���������� � ����

U−1 ·T (λ′)(Y (Tλ)) ·U · LTλ
= U−1 ·T (λ′)(Y (Tλ)) · LT′

λ′
= U−1 ·Y (Tλ) · LT′

λ′
= 0 , &1"2"32(

��� �� �	��	���	������ &1"2"2�(" 4�������� &1"2"3�( � &1"2"32( �� ����� ��	 ���!
.�� � ��	���	�����" /	 �	�� ������������� T (λ) � T (λ′) ��� λ = λ′ �� �	��� 
���
 �������������" -	�����������	 �� ����������	��� ��� �����* ���������* ����!
��������� ��	�	����� ����	����	"

-���� ��� �	���
����� ��������� 	���������� ��
��� %��� ���������	�	 ����
�	�	��� ������ �������� �	�� � ��	��� ������������� ������ Sr &����
�� C[Sr]("

����
������ ����� ������ ���� Tλ� � ����	� #���� � ������� ��
	������ �

�����$ ��	��� ����� ���	��� � � ������ ������� ���	�� ���
� ��
������ ���� 

��	���� ����������



��� ��� ��������	�
�� ������������ ������� ������������ �
��

�������	
� � ������� �	
��	� �	
 ����
�� ����� 
����
� ���� 
 �� �� ��	��
[6, 5, 4, 3]  18�

5 17 18 13 15 10

6 16 2 12 8

14 3 1 7

11 9 4

,

5 10 13 15 17 18

2 6 8 12 16

1 3 7 14

4 9 11

,

1 3 7 12 16 18

2 6 8 14 17

4 9 11 15

5 10 13

. � !"!# $

%�	��� ��� ����
�� �� ������	���� � �������&& ' ������	���!

(�����
�� �� 
��� ��)��
��������* ���	
���
��* �	���������
+ �	���� Sr
	���� 
��� ������� ���	&�����* )�������� � Sr ���! ,���	����
� ������� � ��-.
���� ������� ��	��+ ���
 ��
�
$ 
 �������������� 	���� 
��� 	�-�
��* �
��	���
���� λ  r! %�)���� ��)��
��������� ���	
���
��� �	���������
& C[Sr]� ����	��
����	����& � ����� ��	����$ 	����&	��� �	���������

 C[Sr] 
 ��	�������& �
�.
���	
-���	��
 ���� Y (Tλ) ��& 	�-��* �
��	��� λ  r ���! ,���	����
� �����$

��	������ ��� ���	
���
��� ��)��
��������� �	���������
& C[Sr]! /��
� ��	�.
-��� ����� �������
��� �	����$ 	����&	��� �	���������
� �����	� C[Sr] 	�-�������&
�� ��)��
��������� �	���������
& T (λ)� ����	�� *�	����	
-����& 	�-�
���
 �
�.
�	�����
 ���� λ  r! 0�� ���� ����-��� � 	�-���� ������� ��	��+ ���
 ��
�
�
�	������1 �*�����
& ������� ��)��
���������� �	���������
& T (λ) � 	����&	���
�	���������
� 	���&���& 	�-��	����
 f(λ) )���� �	���������
&! 2 �	���+ ���	����
�	��������& ������� �
����� �
����	
-���	�� ���� �)�� �	���������
� �����.
�&���&� ��! ���	�-��� �����$ 
 �����
��& 	�-�����
� � !"!""$� �� -�������� ��
������ ��)��
��������� �	���������
�� ��������������� �
��	���� ���� λ  r�
�*��
� � 	����&	��� �	���������
� ����1�� 	�-� ����1�� 
�����& ����
� Tλ� 
��.
��
* ��	�� λ  r 
 ��	����&��
* �
����	
-���	� Y (Tλ)� ����	�� ��	������
�	
��������	 ����� ��	����$ 
����� � C[Sr]! 3�
 �
����	
-���	� *�	����	
.
-����& �� ����
 r! ����
���
� 
����
�
 ��	�� λ  r� � ���1�� 
�����������

����
���
 Ta,λ (a = 1, ..., f(λ)) ���! ��	������
� �����$� 
 
��� ���
* ������	���*
����
� 	���� 	�-��	����
 �	���������
& f(λ)! /��
� ��	�-��� ����� 
 �	���� 	�-.
�����
& � !"!""$ ��& �����	� A = C[Sr]� ����	������ � �����1� 
������������
�	���	�
����1��* �
����	
-���	�� ����� -��
�������& �������
� ��	�-��

A =
∑
λ�r

f(λ)∑
a=1

A · Y (Ta,λ) ≡
∑
λ,a

LTa,λ
, A =

∑
λ�r

f(λ)∑
a=1

Y (Ta,λ) · A ≡
∑
λ,a

RTa,λ
, � !"!##$

���
∑

λ�r 4 ���-����� ����� �� ���� ��-������ 	�-�
��
&� 
��� r ��� ���� �
�.

�	����� ���� � r �������
$� �
∑f(λ)

a=1 4 ����� �� ���� ������	���� ����
���! 2�	�.
����
����1 	�-�����
+ � !"!##$ �-����� ������� �
����� �
����	
-���	�� �����
����	�����* �� ������	���� ����
���! 5� ����� ��������1 ������	���� ����
��
���� Ta,λ (a = 1, ..., f(λ))� ������� �
����� �������������
* �
����	
-���	�� ����

 ���+���� 	�-�����
+ � !"!##$ ����� ���	���� �
��� � 	�-���� �����!

6 -������
� )���� 	�-���� �	
����� ��� ����-��� ��	���� ��& ��
����
&
	�-��	����
 f(λ) ���! ��	���� � !"!"7$$ ���	
���
���� �	���������
& T (λ) �	����
��	��������� Sr� ���������������� �
��	�������� λ  r 
 	���
-�������� �� �����

������ ��	�������� �
����	
-���	�� Y (Tλ)!

��� ��������	�
�� ����� �������
���� ��� ������ �
�������
���� ���

�����	
���� ���������� e[3]  e[13] �	�	�� ���������� ����������� ��	
� �
C[S3]� ���������� e[3] ������
��� ���	
���� ���������� ������	�
��� T ([3])(σ) =

+1 (∀σ ∈ S3)� 	 ��������� e[13] ������
��� ���������� ������	�
���� T ([13])(σ) = +1

�
� ������ σ ∈ S3  T ([13])((σ) = −1 �
� �������� σ ∈ S3� �� �	�
����� �����

e = e[3] + e[13] + e[2,1]1 + e[2,1]2 ,

�����	�� ��� ���������� e[3]  e[13] �����	
���� ��	�� �
������ ��� ����	  ��	�!
��� �  "���#�$$

e[2,1]1 + e[2,1]2 =
1

3

(
2− σ1 σ2 − σ2 σ1

)
=: e[2,1] ,  "���%&$

�	'�� ��
����� �����	
���� �����������  ��������� e = e[3] + e[13] + e[2,1] �	��
�����	
���� �	�
����� ������ (������ ��� �����	
���) ��������� e[2,1] '	'
 ���	
��� �� �	��� �� ������
���*� �	�	����	 ε� �� ���� �����	
���� ���!
������� ������
����� ������	����

+	������� ������ �
� �����	 
���) ��	
 L[2,1]1� '�����) ������	���� �����!
��	
���� ����������� e[2,1]1� ,�����	�� -��� ��������� � ���

e[2,1]1 = (ε1 + ε ε2) ,  "���".$

*�� ��	 -
�����	

ε1 =
1
3
(1− σ2)(1 + σ1) , ε2 =

1
3
(1− σ1) σ2 (1 + σ1) ,  "���"#$

����� ��/�	�� � '	������ /	��	 � L[2,1]1� ,�'	��� -��� �
� ��*� ����)������ �	
-
������  "���"#$ �
��	 �/�	���0� σ1, σ2 ∈ S3  ��	���� �  "����1$$

σ1 · ε1 = ε1 + ε2 , σ1 · ε2 = −ε2 , σ2 · ε1 = −ε1 , σ2 · ε2 = ε1 + ε2 .  "���"�$

(����	 �
������ ��� 
�/�) -
����� x ∈ L[2,1]1 = C[S3] · e[2,1]1 �	����	���� '	' 
!
��)�	� '��/�	�� x = x1 ε1 + x2 ε2� (x1, x2 ∈ C)� 	 -
������ ε1  ε2 ��)�����
���
�/�	���� /	�� � L[2,1]1  �� ���� 
���) ��	
 L[2,1]1 2 ��������$  ����
��������
����'������ ������3����

ε1 · ε1 = ε1 , ε2 · ε2 = 0 , ε1 · ε2 = 0 , ε2 · ε1 = ε2 .  "���"%$

�� ������3��)  "���"�$ �
�����  ��*
	��� ��	�
�  "����1$$ ��������� ����������
������	�
��� *����� S3�

T ([2,1])(σ1) =

(
1 0
1 −1

)
, T ([2,1])(σ2) =

( −1 1
0 1

)
.  "���""$

• ������ ���� 	
��
��� �������� ��
����
��� ���������� �������� ��� �
� 
�������� ���!���� "
���� S3�

• ������ ��#� 	������� ��
����
�� ���������� ���!���� ��� �$
�%�&'�� ε1, ε2
�����"$
� ����"� ������ L[2,1]1� (��%���) �������%������� *�
+���+�
���!����, � ���- ��-�����+ (e[2,1]1)

2 = e[2,1]1 , "� .�+�� e[2,1]1 ��
���
�$'� *�
+���� ���!��/� � �
��%������+ ��
�+�
�+ ε�



��� ��� ��������	�
�� ����� �������
���� ��� ������ �
�������
����

L[2] � L[12] � ����	
�����	 ��������	� �������
����� ������� C[S2] ����������� 
���
�	 ��� �� �
� �����
	����� 	��	������ �������
������ �	�	��� 	����������� �	
�	������ �� ! "�#$

1.) T [2](e) = 1 , T [2](σ1) = 1 ; 2.) T [12](e) = 1 , T [12](σ1) = −1 .

%����	����� e[2] � e[12]� �	�	��� �	�	&���� �������
����� T [2] � T [12]� � �	'�	���
�	 ����	�� 1/2 ��
�� �
�� 
	��	&��� �����������	��� (��� �� " )�# ��� C[S2]�
�	�	��� 
 �
	� 	'���� ���	���� �	 �
�� �����*�� (���

T [2] ↔ T[2] = 1 2 , T [12] ↔ T[12] =
1
2

. �� ! "!#

+������� '�	 �����	����� �� ! ""# 
 �����'�	� �������
����� s� �	�����	 �� � ,# �
�� � )-#� ���� ��	���	�� �� � �"# 

������ 	� .����	���� ��������'����� ������ S3 � �� ��������*�� �� " )"# 
 ����
����� �
�� 	������/�� 0	������ σ1, σ2 1 2�	3 ��������*�� ���� 2������	
 ������
S3 ����� 
��

e , σ1 = (1, 2) , σ2 = (2, 3) , σ1σ2 , σ2σ1 , σ1σ2σ1 = σ2σ1σ2 . �� ! "�#

1 ��'���
� �	��	�	 ���	�� 
�����	 	��	�	������ �������
��� �����	����	
 ���
C[S3] �	&�	 
����� ������/�� 2�������

e[3] =
1
6
(1 + σ2 + σ1 σ2)(1 + σ1) ,

e[13] =
1
6
(1− σ2 + σ1 σ2)(1− σ1) ,

e[2,1]1 =
1
3

(
1− σ2 + ε(1− σ1) σ2

)
(1 + σ1) ,

e[2,1]2 =
1
3
(1− σ1)

(
1 + σ2 − ε σ2 (1 + σ1)

)
,

�� ! "4#

��� ε 5 ��	��
	���3 ��������� � ��� ��	��	�� �� �������� �����'��3 2������ e
��� 1 6�3��
�� 	������/�� σi =

(
σ1, σ2

)
�� �����	����� e[3] � e[13] ���
� � ����
�

����$

σi · e[3] = e[3] · σi = e[3] , σi · e[13] = e[13] · σi = −e[13] , �� ! "7#

�	2�	�� �����	����� e[3] � e[13] �
������ *���������� � ����
����� �		�
����
���
�	 �����������	�	� � �
�������������	�	� 
 C[S3] ����
���� ���
�� �
� �	��
���� 
 �� ! "4# � 	����������� �� " )�#8 �� ���&� ������� 9���' ��� ��# %����	�
����� e[2,1]1 � e[2,1]2 : ��*�������� � �� ��
����	�� 	� ��	��
	��	�	 ���������
ε �	����
���� '�	 
��	� ��*��������� �������
��� �����	����	
 
		�/� �	
	��
��	��	���'�� ��� 
��� 9���'���� 
# 

• ������ ���� 	
������ 
������������ �

��
������� ��������� ��
 ������ ��

!������" ���#���� 
$����� �
���� �������  ����
 
��
%
�����"& ����'
�
����
 ��� C[S3]� �
 ���� ��
 �����  "�
������ �� ���� ���#��� � ���#����
	�
 ����� (
����" ���#��)�� *+�����,  
��
��
 ����� ��
�+�
��"�� � 
-'
�� ��� 
�����
�
 P±i = (1± σi), P

+
i P

−
i = 0� P±i σi = ±P±i �

��� ��������	�
�� ������������ ������� ������������ �
�� ���

������ 	
���� �� f(λ)� �
�
��� �� ����
���� ��� �
����� ����������

������
� � ���� �
�� � !"#�$%��  !"&
����
� � &"'�
 (��)*� � ��+������� 	
�,
��
% ����
�" -���
� ����� (i, j) � ��������� λ ���� i . �
��� ���
�� � j . �
���
��
�/�* ��+������� ���
� ���
� � λ� ����

!����0 ������ ����� (i, j) � ���
�� i
� ��!� ����� (i, j) � ��
�/� j� ������ ���� ����� (i, j)" #
���� ����
� �����
���1

f(λ) =
r!∏

(i,j)∈λ
h(i,j)

. ��"2"�3*

4���� � +��������� ��
�� ��
�+������� �
 ���� ������ (i, j) ��������� λ� � h(i,j)
. ���� ����� � ��������� λ �� ����� (i, j)� �
 ���� ���
 ���
� � ����� �����
(i, j)" 5�
��� 	
���� ��� �
����� ����� #�
������
� � ����� ���

f(λ) =
r!

(h1! . . . hm!)

∏
i<j

(hi − hj) , ��"2"�6*

��� m . ���
 ���
� � ��������� λ� hi = h(i,1) (i = 1, . . . , m) ���� ����
� �� ��,

�
� � ����
� ��
�/� λ � r = (
∑

i hi− (m−1)m
2

) 7 ���
 ���
� � ��������� λ" 5 ����,
���� ������� ��������� ��� ����
� �����
���� ��������� μ = [6, 5, 3, 3]  17 �
�
������ � ��!�
% �� ����� �����
 ����������0 ���� (1, 2, ..., 17) �

���������8��
���� ����
�� � ��+������ �
���� ����/� μ̃1

μ =
6 • • •
•
•

⇒ μ̃ =

9 8 7 4 3 1

7 6 5 2 1

4 3 2

3 2 1

. ��"2"�9*

�����	
���� ����� ������� ��	��
 ������ � ������� ���������� ������ ���

�
�������

�������������� 5������ ��
�+������� ��� ����
� ����
% ���
�� ���������
λ = [λ1, . . . , λm]  r" �
�����

h1,1 · h1,2 · · ·h1,λ1 = (λ1+m−1)!
(λ1−λm+m−1)(λ1−λm−1+m−2)···(λ1−λ2+1)

. ��"2"��*

 �%��������
� ���� ����� ����
% ����� ����� (λ1+m−1)� ��
�
% ����� �����
(λ1 +m − 2) � ��� ���� �
 ����� λm� �
�
��� ����� ���� ���� (λ1 − λm +m)"
:����8�� ����� ����� ���� ���� (λ1 − λm + m − 2)� ��� λm < λm−1; 
�����
� �
+������ 
���������8�% ��
!���� (λ1 − λm +m− 1)� �
�
��% ��
�� ������ �
+��������� � ����!���� ��"2"��*" <�� !� �� ����� λm = λm−1 = · · · = λm−k <
λm−k−1� �
 ���� ����� �����8�% ����� ����� (λ1−λm+m−k−2)� ��
 ����
���
� �
������� � +��������� ��"2"��* ��
!����%

(λ1 − λm +m− 1) · (λ1 − λm−1 +m− 2) · · · (λ1 − λm−k +m− k − 1) .

= ��� ��
� ���% ����
% ���
��� ��� $�
� ��
!���� � +��������� ��"2"��* �
��,
����� �
���� �
��� �����>����� ���
�� ��
�/�� � �
�
�
�� �������!�� ����,
�8�� ����� ����
% ���
�� ��������� λ" ?��
����
 ���������� ��
�+�������



��� ��� ��������	�
�� ������������ ������� ������������ �
��

���� ���	 
��
� ��� ���� ���
� ��������� λ � ��
 ����� � �������� m��
���
�� �
�������� ��� ����������� ���� ���	 
��
� ��������� λ �� �����

∏
(k,i)∈λ

hk,i =
m∏
k=1

(λk +m− k)!

(
m∏
i=1

m∏
j=i+1

1

(λi − λj + i− j)

)
. ������ !

"������# �� (λk +m − k) = hk $ ����� 
��
� ��� 
���
 (k, 1) ����� ���%&�
� ��������� λ� '��� (λi − λj + i− j) = hi − hj � (��)�� ������ ! �������������� �
���� ∏

(k,i)∈λ
h(k,i) =

m∏
i=1

hi!
∏
i<j

1

(hi − hj)
, ������*!

�� � �
������� +
������������ �������� �����,�! � �����,-!�

.��
# � ���) /����0����� ����� ������� �
����� ���
 ��) �� (��)�
�����,�! � �����,-!� 1
�0�� (��)�) 2�%���)�� �����,-! ��
���������� (��)�
�����,�! � �����,-! �0� ��
0� ����� � 
����	 3��4# 3� 4! � %��� 3��4!�

�����	
���� ����� ����� ����	�
���� ������ ������� ��
�� 	������� ���
�� λ � r ��������� 	����� ��
����� �
������� ��� �!"#�

�������������� 5)��� �
������� (��)�) �����,-! � ���)
&��� 6��
 �����
����# �� �������� �����,-! ���������� ��� ���	 �������� 7��� � ����� � ���
������ 
���
���� 1���� 
��
� hi ��� 
���
 ����� ���%&� ��������� 7���
λ � ���� 
���
 λi � i�� ���
� ������� ���8������ hi = λi +m − i# �+��)
��������� 7��� λ ������� ����������� ������� 
��
� {h1, . . . , hm}� �%����
��� ()�
&�� f(λ)# 
���� ��������� ���� ����������	 ��%��&# ����9�	 (��)
��������� λ# 
�
 F (h1, . . . , hm)� :)��� ��������� 7��� λ′ � (r − 1)�� 
���
� ��
�)������ �� ��������� 7��� λ = [λ1, . . . , λm] )�������� 
���
�# ���������9���� �
��%� ��)������� )��� ��������� λ� ;���������� ��%��&� � r 
���
���# ����9��
(��) ��������� 7��� λ ��)������ �� ����������	 ��%��& � (r−1) 
���
�# ����
�9�	 (��) �������� 7��� λ′ �%�������� 
���
� � ����� r � ��������)�9��
���8��� )�� ��������� λ′� ������ ����)��# �� ()�
&�� F (h1, . . . , hm)# ��������
�9�� ���� ����������	 ��%��&# ����9�	 (��) λ# ��� λ1 > · · · > λm# ��0��
)���������� ��������)

F (h1, . . . , hm) =

m∑
i=1

F (h1, . . . , hi − 1, . . . , hm) , �������!

��� �)��� ���� � ���� ���
�� ��������� λ� :)��� ()�
&��# 
���� ���� �
����� ����� �����,-!# ���� ��������� ���� ����������	 ��%��& ��� ���	 ����
����� 7��� � (r − 1)�� 
���
�� '��� ���8���� �������! %)��� ����������
�� ���
 ��� ��)��� λ1 > · · · > λm# � � ��� �������� λ � r 
���
���# ) 
�
���	 ������� ���
� � ����
�� ������ 1�����������# �)��� λi+1 = λi� <
+�� ��)��� )������� 
���
� � i�� ���
� ������� 
 =�����������= ���������
7��� λ′ ���
 
�
 λ′i+1 > λ′i! � � �)��� �������! �������� � ����� i ��0� ��
�)��������� 1�����������# � +�� ��)��� ����� hi+1 = hi − 1# �+��) ()�
&��
F (h1, . . . , hi−1, hi+1, . . . , hm)# ��������)�9�� =�����������= ��������� λ′ � (r−1)�
� 
���
� � ����9��# ������ ������0���� ���)
&��# ��� �����,-!# ����� �)��

��� ��������	�
�� ����� �������
���� ��� ������ �
�������
���� ���

����� 	
	��� ����� �	�����
�� ����	 ��� 	������ A�

A =

s∑
α=1

A · e′α =

s∑
α=1

L′α . ��������

����	 ��� ���
��
���  ����
�	 e ∈ A !��"�	�� �	�����
��  ��� ���	
��� �
��������

e =

s∑
α=1

xα · e′α , xα ∈ A . ������#�

$�
���� ��� �	��� �	�
��	 ������#� ���	 
	  ����
� e′β� % ���"�&�	�� �� !��"�	��
����  ���� �  ��� ��� ����
�'�
�( ������� �� �	�����
�� �������� ����)�

��
"����� ������
	�&
���� � ����!���
�
���� ���	
��� � ���������

e′β · xα · e′α = δαβ e
′
β . ��������

�� ���& ���  ����
�� e′α 
	�"'�
� ��	
�	��
�� "����� ������
	�&
���� e′α · e′β = 0
(α = β)� *�
	+�, ��	
�	� -���"�� ������#�, �������� � -���"�	�� �������, �������
� "����	�, ��� �	�
�� ���	�� L′α 
� !�����+	.���, ���+� !��"���& ��  ����
��
e′α !��
". ������" �	��
� ������
	�&
�/ ����!���
�� ������� � �������, !�����
eα = xα · e′α, ∀α� 0
	�����
	� !��
	� ������	 ����!���
�� eα = e′α · x̃α ��������
� ��� !�	��� �	�����
�� ����	, ���� ���
��
�(  ����
� �	��	�	����  ��� e =∑s

α=1 e
′
α · x̃α, ��� x̃α ∈ A� ���
	� ������	 ����)�

�/ ����!���
�� e′α, ��� +�����/

�!�	����� �	�����
�� ��������,������#� � "����� ��������, 	�
	 ��� 
	�, �	+ +	+
���������	���� 1
�	, +	+ �� "���� 
���  !���	����� �����, �	.� ���

� �	+".
������" ����!���
�������

����	� �� 2	�������� ��"!!" !�����	
��+ ������������+". ��"!!"� S2, ������3
)". �� �"/  ����
�� {e, σ1}, ��� e 4 ���
��
�(  ����
� � σ1 4 �����
�� ��	
�3
!���5��� σ1 = (1, 2)� %�	��
� ������
	�&
�� !������
�� ����!���
�� ��� C[S2]
���.� ��

e[2] =
1
2
(e+ σ1) , e[12] =

1
2
(e− σ1) ,

e[2] · e[12] = 0 , (e[2])
2 = e[2] , (e[12])

2 = e[12] , e[2] + e[12] = e .
��������

6���!���
�� e[2] � e[12] ���.��� 5�
��	�&
���, �	+ +	+ �����
� +���"���".� �
���
���

�( ���	�".)�( σ1� ������	
�+	 σ1 = (1, 2) ��(��"�� 
	 ����!���
�� e[2]
� e[12] ����".)�� ���	����

σ1 · e[2] = e[2] , σ1 · e[12] = −e[12] , ��������

�� ���& 
� ��
��� �
	+ " e[2] � ��
��� �
	+ " e[12]� �� ���", 	 �	+�� ����	�
� �!��3
����
��� ������� � �������, e[2] � e[12] 
	��	.��� ���������

� �����������	�	�

� �
�������������	�	�  C[S2] ���	
��� -���"�" ��� e[2] ∈ C[S2]  �������� � ��3
)�( -���"��( ���������	���	 �����#�� ��� 	������ C[Sr]�� % ���������� � ��������
	�����	 C[S2] �	��	�	����  !���". �"��" �"/ ��
����
�/ �"�����

�/ ���	��

������� ��� � � 	
�
�
 ���	�
��� �	�������� ������� �	���������� ��
���
��� � C[Sr]�
���	����	������� � ��
����
� ���	���
�
 ������



��� ��� ��������	�
�� ����� �������
���� ��� ������ �
�������
����

�����	
���� ����� � ������ �	���
	��	� 	���	��
�	� �����
� A� ���	� ��

���
��	���	� Nν���
�	� �
����������� T (ν) ��	��� � 
�����
�	� �
�����������

T (R) 
	��	 Nν 
���

�� �����	
 ����� � ���������� ����� ������ ��������

dim(A) =

s′∑
i=1

n2
i =

s′∑
i=1

ni dim(T (Ai)) ��������

�������� ������ �������� � �������� � ���	��� ���!��!��" #�� T (Ai) $ ������������"
������
� � �����%&��

�������� �� '�����	 ���������� ����� (���� �����(��� ) *���
	 ���
	 ����+
��	 Lα = A · eα ������#�,�� � *���
	 ����
	 ������	 Rα = eα · A�" ���������
	
���	����
	 ���	�����	 eα" ������� ���������	�� ������������ ��#�(�
 A�
-� �����.��" �
(���	 (�����
� /��	��
 ε� �#�� � = 1, 2, . . . , dim(Lα)� � ���� ��	
���������� Lα" �#�� ����� �� ���� ��(�#� /��	��� a ∈ A �� Lα �����
����� �
����

a · ε� = ε�′ T
(α)
�′� (a) , ������0�

#�� ��(������� T (α) �� ��#�(�
 A � 	���1
 ||T (α)
�′� (a)|| ��������� ������������

��� A� 2� ������������ ���������	��" �* *�* ���
 ����� Lα $ ����� � -��
���	�
���� ��#�(�
 A" ��� *���� ��� ������������� Aα,β ����	���
" ����+
�������� T (α) ��� α ∈ Ai" #�� Ai ���	������� � {1, . . . , s}" ���������3�� 1��+
���.��	� ���	����� eAi

" /*��������
 ������������ T (Ai)" �������	� � �����%&��
-� �����.��" ��� ��������� ��#�(�
 A � *�,���� (����� � Lα" #�� α ∈ Ai" 	��+
�� �
(��. ni /��	���� εβ ≡ eβ,α ∈ Aβ,α �α $ ��*��������" � β ���(�#�� ���
���	������� Ai�� ��#�� dim(Lα) = ni" � �� �����#�� � �������� �	��	

a · εβ =
( s′∑
i=1

∑
γ,δ∈Ai

eγ · a · eδ
)
· eβ,α =

∑
γ,δ∈Ai

〈γ| a |δ〉eγ,δ · eβ,α =

=
∑
γ∈Ai

〈γ| a |β〉eγ,α =
∑
γ∈Ai

εγ T
(Ai)
γβ (a) .

������&�

)�������� /� �����4���� � ������0�" 	
 ����,��	" ,� ��� ���5 α ∈ Ai �������+
����� T (α)" ,���� *���
5 ����� ni = card(Ai) = dim(Lα)" /*��������
 ���������+
��� T (Ai) ���	������ 1�����.�
	 ���	�����	 eAi

�� '��,��*��	 ����.��� ���.
���	����� eα � ��������� *�����*1��� ) ���� �����
" ���	���� eα �����+
��� ���������	�� ������������ T (α)" � � ���#� �����
" � /�	 ���	�����	 ��+
��1������� (�����
� /��	��
 εα � *����	 �� ��������� ����������� T (β)" #��
β ���������� �	� �� ���	������� Ai" ,� � α� ��*�	 �(����	" �	���� ����	��+
�������,��� ��������� 	���� (�����
	� /��	���	� εα ���������� �������+
����� T (β) � ����������	� /*���������
5 ����������� T (α)� 2� ��#������� �
����������	 ������

6 *�,���� �������1�� * 7�	�,����	 � � � ���� ��	� '��	�� �� (��� ����.��
����	���� ���,� ��#�(�
 C[S3]�

�������� �� '��. �	���� ����	� /��	���� e′α ∈ A (α = 1, . . . , s)" ������ � �	
�	
���" ,� ��� �������� ��������*��3���� ���
� �����
 L′α = A·e′α ⊂ A" � �	��

��� ��������	�
�� ������������ ������� ������������ �
�� ���

� �� ���� 	
���� 	 ��� 	 ���	�� ����� ��������� ��
�� �������� ���������� ��
��
����� ��� ��
 �! 	 ���	�� ����� �����"#� ��	���	��!�� ������$���% ��������� ��&��
��&����� ��������'���% ���
 �� (�� ���� ��
���������	�� �����) *��������
�����"#�� +��	��
 ��'����	� �������� ��! ��
 �� �����"#� �) ����	�!�� �������%
��! �������!������&� ���'����!�

• ������ ���� � 	
����� 
�����
 �������� ��� ������ ������!��

, ������� ������� ���	�� ����� 
��&� ��! �%��� 
������� &���) G �)�� ��
��
���� ������������� ������$���� �
������ 	 ��������� ���&�� ���)	�%� ������

����	 
�������

N =
h∑
ρ=1

N2
ρ , ��������

&�� N = ord(G) � Nρ - ����������� 	��. �����	����). ��(
	�	������). �������	�
����� T (ρ) �ρ = 1, . . . , h� &���) G� /�����$���� �������� ��������� � ��! �%���
���� ����	��� ������� � ����������� 
������������ ��&���) A ���� ���������
����	 ��'��� , (��� ����� N 	 ��	�� ����� �������� ���������� ����������� ��&���
�) A� 0�������� ��! ����! &����	�� ��&���) C[Sr] ���! ����! 
������� &���)
Sr�� 	 ��� 	��&� �
������&� 	)$�� ��	����	� �������� �����)	����! 	 	��� ����������
�����	������&� 
�����������&� ��'����	�

r! =
∑
λ�r

(
f(λ)
)2

, ��������

����� ���� �� 	��� ���&������ λ� ���%1�� r 
����
�� 2) �� ���� ����� ���	��!��
��'����	� �������� 	 ��1�� ����� ���� 3���� �����

• ������ ���� � "��� p(r) # ����
 $���%& ���'$�(( )�'� λ  r� 	
�����*
�
 +$
���
��,�� ������� ��� ����� p(r) ����� �
$(��
 - ��$� ��(�*
��+$�(�$ .��/�

∞∑
r=0

p(r) xr =

∞∏
k=1

1

1− xk
.

• ������ ��!� 0%������ +
 �
$(���( �������� � ������!� $��(�$�
�� f(μ) �����

�����$�%& �1���* �(�2,�& �
$(� μ� +$���������� '$�++% S17* �

��3
���2,�'
 ���'$�((� μ* ��
1$�����
 � ������4��

• ������ ��4� "
�����* �� ��+
����� �������� � ������!�* �
$(��� f(μ) =
(λ1−λ2+1)
(λ1+1)

·
C λ2
λ1+λ2

* ��� ����� �����$�%& �1��� )�'� ���� $��(�$�
�� �

�����3
2,�'
 +$���������� '$�++% Sr�* �(�2,�& �
$(� ���&$���
 ���'$�((%
)�'� μ = [λ1, λ2]  r� "$
��$�� 5� �
$(��� � +
(
,�2 �������� � ������!��

• ������ ��6� 7 +
(
,�2 �������� � ������!� +$
��$�� 
�����
 �������� ���
r = 4, 5�



��� ��� ������������� ��	�
���
��� 	���������
� SU 
 SL

��� ���������	�
� ���	�����
� �	����������

�	��� SU � SL

������ �	�
� �������� ��� ������������� �������	��� ����	������� 
�����
SU(N) � �
��� s�(N,C) � su(N) ������	� �� ��������������� 	������	���� 	
����	��������� 
����� SL(N,C) �� �����		� ���	���
� � ������� � � ���
���� ��� � � ������� � ������ ���� ������� �	� �� � ���!���� ��	�������
������������� �������	��� ������������ ����	������" SL(N,C) �� ������
�
�����		� ������# �� ���� �		������$ � ������ ��� � ������ ����� ����

�$	� � ���� ������� �������	�� ��� ��������" ������	��	� � � 	���" ��	�����
��� ������������� ������������ �������	��� ����	������" ��������" 
�����
SU(N) ⊂ SL(N,C)� %������ ���� &��� � ��$��"'�� �� ����� �������$ ���$�
�� 
����� SL(N,C)� (	�� ����� �������$ �������� �� ��� ����� �
������$	�
	��!��$���

) ��$��"'�� � ���" *��� �� ����� � �	������ �		������$ ��� ��	�� 	�����
��� ����� 	���" ����� ����� �� ��� + ������	����� �	�� �������	��� ��������
������ ������������ ����	������" 
���� SU(N) ,� ������	����� �
��������
�
��		 	������	���# �� ����	������" 
���� SL(N,C)- �� �������	������" �
��������� ������������ r ��������# �� ����	������" T⊗r � &���������� ����
	���������
� ����� ��������� ���� ������������ ����	������" �� T⊗r� )����
��� + ����� ��������� � ������������ ����	������� ��������
� ����������
��� T⊗r� ����� ��� ����� ���$ ��'�� ��	������ ��	��� � �� ��'���� �����
��� � ���!� ����� ������ .�!��� ��'���� �����" ���� &����������	� ���	��� ��
���	������ ���
� ��!��� �������� ���� � 
������ ��	������� �����$�� 
���������
���	����!�"� ������� �� ����� ��	����$ � ������ ���� � ����

����� �������	�
��� ���
���	�� �
���������� SL(N,C)

 SU(N) � �
���
������� �		��
�������� �����
��

��	�$ V ≡ CN / ���	���	��� ��������# �
� ����	������� T 
����� SL(N,C)�
0������� ��� � ���	���	��� V⊗r ������������ ��"	���#� 
���� SL(N,C) � �����
	������� T⊗r � 
������� �
��� C[Sr] � ����	������� s� ������� ���������� �
,����1-� ,����23-� 4���� ��	�$ λ  r + ��
��� 5�
 	 r ������� ,��������
��	� r-� 6���" ���" ��
���� 5�
 λ 	������	����� ���� ����! 5�
 Tλ�
6� ���� ������ � ������ ���� �� ����" ����!� 	�����	� 	����������� 5�

Y (Tλ) ∈ C[Sr]� ������" �������� ����" ,����"- ���� � �
���� C[Sr]� ���� ���
��
�� 	������ �������� ������	���	��� �����������
� ����	������� ρTλ

�
����
C[Sr] � ���	���	��� �� ����
� ,����
�- ��
������
� ����	�������� )	� ����	���
����� ρTλ

� 	������	���# �� ������ �� ���# �� ���� � �� �� &���� λ� ����!�
Tλ� ����������� ���
 ���
� ,	�� %���������� �����-� ������� ���� �� ����� �	�
���$����$ ���������� ρλ ��� �	�� ����	������" ρTλ

� ∀Tλ� �
���� C[Sr]� 7 ����

�" 	������� 	�
�	�� %���������# ������ ������������ 	������������ 5�

� ����	������� s8

s
(
E(Tλ)

)
=

1

αλ
s
(
Y (Tλ)

)
, ,����2-

��� ��������	�
�� ����� �������
���� ��� ������ �
�������
���� ���

�����	 �
����� ��� ������	�
���� 	
����� Matn(C) ����������� �� ���� ������	��
���	� Li = Cn �����	
����� ������
������ ������	�
���� Matn(C) � ������� ���
���	
����� ���� ����� �
� ���� i ∈ (1, . . . , n) !	��� ���	"�� 
���� ����
����� �����
��	�
���� 	
����� Matn(C) �	��	�	���� � ������ ����� n �����	
������ ������
��
���� ������	�
���� ������� �	"�������# n $
� 
����� a =

∑
i,j aijeij ∈ Matn(C)

�� �����

ei · a · ej = aijeij , %& ' �'(

%��������	��� �� i, j � ��	��� �	��� ���( ������� ���������	�� ������������� �	"�

�)���� *���	 %& ' �'( �
� 	
����� Matn(C) ��
����� ���������� ��������� ����
���	����	 �	������� �	 �
������ eij +" ��	������ %& ' �'( � %& ' �&( �����	��
��� ������	�
���� T %������� ������
����� � %& ' �&( �� ������������� �	"
�)��
��� *���	( �����	
����� ������
������ ������	�
���� � �
� 
����� �
�����	
a ∈ Matn(C) "	�	���� �	���,	�� Tij(a) = aij ������� ��� � ������
����� �����
��	�
���� �
� �
������� eij ∈ Matn(C) ������� ��	
�"	,�� %& ' ��(-

eij = |i〉 〈j| = �εi ⊗�ε T

j , %& ' ��(

��� �εi . �	"����� ������	 � �������	�	�� (�εi)k = δik /���� � 	
����� Matn(C)
�����	
�� � ������� �" �
������� ������,���	
#��� ���������� �
������ e �"
%& ' ��( ������� 	
����	 Matn(C) �� ����� �������	
#��� ������������ ���	
�� �
�
����	��
#�� ��	 �����	 

• ������ ���� 	
����� � ������� B+ ���������������
� ����� � ������ {eij}�
��� i ≤ j� ����
� ����� ������
� �����������  �������� ��������
���� !� ���
� "����
�# ����
� $�%������ ��� ������� B+ �� ������  ��
�����������

������	
� �� $
� ��
�������� 	���,�	������ ������������� 	
���� A ���	����

��	 ������	 0������1��	 �����	� �����	�� �" ����� ��2���	"	����� � �������
�� �������� "���# ��" ���	"	��
#���	 

������ ����� ���������	
 	�����	���	
 �����������	
 	�����	 A �	� ����� C

��������	 ��
��� ����� �	������� 	����� Matn1(C)⊕Matn2(C)⊕ · · ·⊕Matns′
(C)�

��� s′ � ����� ���������� �����	����� ����������� eAi
∈ A� 	 ni = card(Ai)

� ����� ���������� ����������� eα ∈ A� ���
���  �	��������  !"#"$%& ���'
��	������ ����������	 eAi

"

$
� �	������� 	
����� Matn1(C)⊕· · ·⊕Matns′
(C) ��	���	
#��� �	������� ������

,� e
(i)
jj |j=1,ni

∈ Matni
(C) � ��������� �
������ e(i) =

∑ni

j=1 e
(i)
jj ∈ Matni

(C) ��
�����
�������������� ������������ eα (α ∈ Ai) � ,����	
#���� eAi

����������	�� %�� 
*����� � ��2�( 3���� ���� �
� �	������� 	
����� Matn1(C) ⊕ · · · ⊕ Matns′

(C)
��� �
	�	���� eα · A · eβ ≡ Aα,β � ������������ �	"
�)���� *���	 %& ' 4( . �����
����� ������� � ��
� �"����5�"�	 ��	"	����� � !������ ����� ��� ��
��������
������������� 	
����� A ����	�
�)	� ���� ���� ���,�	
#��� 	
���� �
� �����
��� �	"����� �
������ eα,β ∈ Aα,β � ����������� ����������� eα ������	�
�����
� ���� %& ' ��( +" !������ ����� �	�)� �����	�� �
������� ��"�
#�	� %��	����� �
6	"��
�� �������( 
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����� 	
���	� � �		��������� � �������� ������������� T � ����	���	 � �����������
� ���� ! � �� ������������" T (Ai) ��#�	� �� �	�	�$% ���	���� �	 &������'�	� 
�����	���� eAi

� (������	��' ni ������������� T
(Ai) ����� )��� card(Ai) *������	�

� �	���	#����� Ai ⊂ {1, . . . , s} �� ���� ��	���� 	�� ����� )��� ��&������'�$%
���������$% �����	����	� eα �%	��+�% � � �� �������� ��� A = Ai�

������	
� �� ,������ ���������$% ��&������'�$% �����	����	� �����-� � �������
	����������� ��	��	���)�	� .������� �$ �	#�� ������' ���	
���	�����

eα → e′α = S · eα · S−1 , ∀α , ��������

��� S / �!
	" 	
�����$" *������ � A ��� *�	� �	������� �	��� ������� 	��	�	0
���'�$% ���������$% �����	����	� e′α� 1������ )�	 ��� ���	
���	�����% ��������
&������'�$� �����	����$ �� ����!����

�
�� �� (����	���� �	��)�	���� ! �����)� ! ����
� Matn(C)� 2���� �
Matn(C) �	��	�� �� �����)�$% �����& eij (i, j = 1, . . . , n)  �	�����	��!+�% ��� �0
� ��$� �		��	3�����4

eij · ekm = δjk eim , ��������

5 )����	��� eii � ����	���'�$� �����&$  �	�	�$% �� ����	���� �� i0� ����� ��	��
�����&$ � ��� 	����'�$� *������$ / � ��� 1������ )�	 �� ����
� Matn(C) �	#�	
��	����' ��� �� �
������� ! ����
� � 
�����$�� *��������� eij   �	�����	��!+�0
�� ��� �� ��$� �		��	3����� ��������� �	��� �����)�$� �����&$ *�	 *������$ eij
� 	�������!+�� ������������� ����
�$ Matn(C)�

5 ��)����� ���������$% �����	����	� � ����
��Matn(C) �	#�	 �$
���' *�����0
�$ ei := eii (i = 1, . . . , n)� 6�"�������'�	 � ��� �������� *������$ ei  �	�����	��!�
 ��	���� �����-� � �������4

n∑
i=1

ei = e , ei · ek = δik ei , ��������

��� e � �����)�$" *������ � Matn(C) �	 ���' � 	�������!+�� ������������� *�	
�����&� e = In�

7	 	��	3���! � ����	" ������� ���������$% �����	����	� ���	� ����	#����

7���� ��	���	�'�	�	 *������� a =
n∑

i,j=1

aij eij ∈ Matn(C) ��� aij ∈ C ����� ���4

a = a ·
n∑
i=1

ei =

n∑
i=1

ai . ������-�

8���' ai =
∑n

k=1(aki eki) � *������ i0�	 ���	�	 ������ Li� 9� *�	�	 ������������� ���

ai ∈ Li ���� �� )�	 
���� � Li 	
���	��� ����	���� ε
(i)
k ≡ eki �k = 1, . . . , n� *������

ai � �		�������	" ������ �		������� �� i0� ��	�
& �����&$ ||akj|| � ��	���������
Li ��� ���% i ∈ (1, . . . , n) ��	�	�:�$ Cn� ,  )��	� �������� ��"����� ����� �!
	�	
*������� a =

∑
j,� aj�ej� ∈ Matn(C) �� Li 	����������� �����������

ε
(i)
k → a · ε(i)k =

∑
j,�

aj�ej� · ε(i)k =
∑
j

ε
(i)
j ajk ∈ Li . ��������
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��� αλ = r!/f(λ)� ��	�
��� ���������� � ����������� V⊗r �������	���� T⊗r ����
� SL(N,C)� ��� �������� ����	�
� ���� ����� �����	� ���� � ����������� V⊗r
������������ �������������

V(λ) = s
(
E(Tλ)

)
· V⊗r ∼ s

(
Y (Tλ)

)
· V⊗r ⊂ V⊗r , �������

����������� �������	��� T (Tλ) ���� SL(N,C)� !�� �������	���� T (Tλ) �����
������� ��� ��� ���������� E(Tλ) ��������� ���� "	������� � #����$����

������� %������� &	������� g ∈ SL(N,C) � ����������� �������	���� T (Tλ) ���
�����
��� � ���� ��������� � ������'��

T (Tλ)(g) = α−1λ s(Y (Tλ)) · T⊗r(g) = α−1λ T⊗r(g) · s(Y (Tλ)) , �����(�

��� ��	����� ��������� �	����� �� ��������������� ��������� T⊗r(g) � s(a) �	�
���� g ∈ SL(N,C) � ���� a ∈ C[Sr] ���� #����$����� ������� %������� s(Y (Tλ)) �
V⊗r(g)� ��� $� ��� � &	������ Y (Tλ) ∈ C[Sr]� �� )���� �������* �����	
���	�


��� �����

• ������ ���� �	
����� ���� ��	 	�����	� s(Y (Tλ)) �	������� � 
���� �
��
����	� g ∈ SL(N,C) � ��������
���� T⊗r� ��	������ ��	����	  	�	�	��
!���� �
� 	�	���"���� #$�$�%&�

%����������� +�� �������	���� T (Tλ)� �	� ���� ��)	�� Tλ� ���
,�� ���� � �� $�
-���� λ� . &�����	����� �� ����� � &��� ������ )�	�� ������ �)����+���� T (λ) ≡
T (Tλ)�� � �������	���� T (λ) � T (λ′) �	� ��)	��� ���
,�� �����
 -���� λ = λ′� .
��&�����	������ /���$�� &�� -�����

�����	
���� ����� ��� �����	
����� T (λ) � T (λ)′ ������ SL(N,C)� ���	�����
�� ���� �
��� 	
����
� Tλ � T′λ� ������� ���
����� ����� λ  r� �����
��	�
��  �� �����	
����� T (λ) � T (λ′) ������ SL(N,C)� ���	����� �� ���� 	
����
�
Tλ � Tλ′� ������� �
��� ����� λ  r � λ′  r !� ���
����� "���� ���	���� ����
���
��	��

�������������� 0�� 1�)	��� Tλ ������ ��$�� �������� � ��)	��� T′λ � ���,*

�������� ����������� σ ∈ Sr2 T′λ = σ · Tλ� 1����� ���	���� ���(���� �� �����
Y (T′λ) = σ · Y (Tλ) · σ−1 �� �+������ �����	���� �����(�� �	�+���

T (λ)′(g) = A · T (λ)(g) · A−1 , ∀g ∈ SL(N,C) , �������

��� A = s(σ) . �)������ ��������
��� /�������	*���� ����� +���� #����$����� �� ������ �������� ��������	*�

���� #����$����� ������ "��	���� 	����3��� ���� �����	 ������� ���� +���� ����
��� �������	���� T (λ) � T (λ′) ��&�����	������ ��	� 	
)� ������� A2 V(λ′) → V(λ)�
�������
,� ����������� V(λ) � V(λ′) �������	��� T (λ) � T (λ′) � �	���
,� ���
�������� &��� �������	��� (

T⊗r(g) · s(Y (Tλ))
)
· A = A ·

(
T⊗r(g) · s(Y (Tλ′))

)
, ∀ g ∈ SL(N,C) , �������

����� ��	
2 A = 0� #+������ ��� +�� �������������� 4��� ���������
� � T⊗r(g)
� ���������	*�� ��������� ���� ���(�(���� ����5�� ��	���� ������� � ����

T⊗r(g) · Ã = Ã · T⊗r(g) , �����6�
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��� Ã ≡ s(Y (Tλ)) ·A · s(Y (Tλ′)) � ��	
� �
� ��������� ������� ������
� ��������
���� V(λ′) � V(λ)� ���
� �������� �������
�� �������� ��������� Ã = 0� ��������
����� ���
! ����� �!��� ������� Ã� "���������#!	
� $%�%��&� ��������#���#
��� s(a)� ��� a ∈ C[Sr]� '�(���" �� 
����

Ã =
1

α2
λ

s(Y (Tλ)) · Ã · s(Y (Tλ′)) =
1

α2
λ

s
(
Y (Tλ) · a · Y (Tλ′)

)
= 0 , $%�%�)&

��� � ����� ��������� �� ����� �����������
�� $%�*�*+&� � �������� ���������
�������� 
� $%�*�*�&�

,� (���� "���� ���
# ����"�� �� ��� ����� � ���� -�� ���
���
��� 
 ��(��
�
��������� ����������
# ��"� SL(N,C) 
� ��������
������� �������� $���  �
��� 
 ���
���
��� 
 ��(��
��������� ����������
# ��"� Sr. ��� ����/ 0������
�����& ��� �� �"���������# �� ������
 ����
/��
 1���� � ������
 �
��������

1���� 2��� ����� �"��� ����� �������� ���" �����# -"�� �
 � $��� ����� ���
�
�����&�

3���#��� ����� �� ���
���
��� ����������
# T (λ)� ��� ����� � T⊗r� � ��������
�� 
��� ��-�
 ����
#� '����������
� T⊗r ��"� SL(N,C)� ������"�� � �����������
V⊗r �������� ����� r

ψ = ψi1i2...ir �ei1 ⊗ �ei2 ⊗ · · · ⊗ �eir ∈ V⊗r . $%�%�4&

5� ��� ����
/� 1��� Tλ� 
��!	�� 6���" �
������� 1��� λ  r� ��������#���#
�������� $%�%��& ������������� s(Y (Tλ))V⊗r �������� ψTλ

����� r� ������� ��"-��
!��# ����/
�� 
� ��
�������� �������� $%�%�4& � ���	�! �
�����
������� 1���
Y (Tλ)7

ψi1i2...ir
Tλ

≡ [s(Y (Tλ)) · ψ
]i1i2...ir = [s(Q) · s(P ) · ψ]i1i2...ir =

=
( ∑
q∈V (Tλ)

δq s(q)
) ∑

p∈H(Tλ)

ψp(i1i2...ir) =
∑

q∈V (Tλ)

∑
p∈H(Tλ)

δq ψ
q·p(i1i2...ir) .

$%�%�8&

9���� ��# �
�����
������ 1��� Y (Tλ) ∈ C[Sr] 
���������� 6���"�� $%�*�::&� �
p(i1 . . . ir) 
 q · p(i1 . . . ir) ������-�!� ����� ��#��� 
������� (i1, i2, . . . , ir)� ��"-���
��� � ���"������ �
�����
# ����������� p ∈ Sr 
 q · p ∈ Sr7

p(i1 . . . ir) = ip(1) . . . ip(r) , q · p(i1 . . . ir) = iq·p(1) . . . iq·p(r) ,

��� q ; ����
������# ������������ � p ; ���
���������# ������������ ����������
� ����
/� Tλ $��� ��������
# ���
� ����������� � ������� �����&� 5�� ���� ����
���� ��<�� ������� � �
�����
��������
 ����������
 $%�%�8& �����"!� 
����
�
������ ������������� � V⊗r ���
���
���� ����������
# T (λ) ��"� SL(N,C)�
�������������� (������� g ∈ SL(N,C) � ���
���
��� ����������

 T (λ)� �������
������"!� �� ��������� $%�%�8&� ��
����!��# � �
�� ��������� $%�%�*&� 0�����
����
/�� 1��� Tλ 
 T′λ� ������� 
��!� ��
�����"! 6���" �
������� λ� � ���
	�� ��"-�� ����������"!� ������ �
�����
������ 1���� ������� �������� $%�%�8&
������#!� ������ ������� ψTλ


 ψT′
λ
� =������ � �
�" ����� ���
# ������ ��������

���"!	
� ����������
# ��"� SL(N,C) �������!��# (��
���������
� '�(���"�

��� ��������	�
�� ����� �������
���� ��� ������ �
�������
���� ���

������	 ���������	
 
��������� ����
������� ��� ������� �� �	������� �	�
��� 	������ � 
����� ����� �� 
������ ��	��	��� 
��	����� � �	���������
		���� �� ���� ������� �� ��
��!���	�� ��� 
��� ��� "����� #$����% & #$���$%
� ��� 	� �	������� 	������ 
� �� ����� ���	�	�� '	������� #$���(�% 		���� �
�	������� 
���
������ 	������ )� � 
����� ����� 
������ 	����� )�� �������
�	���	����	���! 	�� � �	����� ����� 
�����  	��� �����

*	��� �� ���+���������� 	 �	��������� 
���
������ 	����� A #������ ����
 	� ����� ����	���	�!�� �
�+�	�!�%� *�� +���	�!�� ����
������ {eA} 
����

������ 	������ ���� 
������! ����� #��� 
�	���% �	������� ,���	 #$����% �
�	������! eA 
� 
��������� ����
����	� {eα}-

eA =
∑
α∈A

eα , #$���(.%

��� A / 
���������� ������� � 	���� {1, 2, . . . , s}0 �� ���! +���	�!�� ��	���
������	�!�� ����
����� {eA}� ���	���1�� 
���� �������� ����� ������	�!
�
������	�1����� 
���������	�� A ⊂ {1, 2, . . . , s}� ������� 
�����	�� ���! 	�
��� ������� {1, 2, . . . , s}�

• ������ ���� 	
������ �
 ���
� �� ����
�� ����
����� ����� ������� ��� ����
����� ! ���"�
��
� {eA} �"�� ��� ������#�� $�������% �
������ ��
�
���
���
� ����
����� eA =

∑
α∈A CAαeα � �

�
&���� eAeB = δABeA�

,���! Ai (i = 1, . . . , s′) / 	��� �
������	�1���� 
��������� � {1, 2, . . . , s} #
��
����	�1�� ��� 2�� ��������%� ������� ������������� +���	�!�� ����
�����
eAi

� ,���! α ∈ Ai� β ∈ Aj � i = j� ����	 ��� ������ 2�����	 a ∈ A � ���� �����
��	�!���� eAi

· eAj
= 0 ��2""�+��� aα,β = eα · a · eβ ����������� �	�������

,���	 �	�� ���-

eα · a · eβ = eα · eAi
· a · eAj

· eβ = eα · a · eAi
· eAj

· eβ = 0 .

��� ����	������ � #$���(�% � ��	 	���  �� � ���������� �	������� ,���	 #$���3%

���
������ 	������ A ����������� ��	�	���� Aα,β� ���� α ∈ Ai� β ∈ Aj � i = j� ��
���! �� �����

A =

s′⊕
i=1

⊕
α,β∈Ai

eαA eβ =

s′⊕
i=1

⊕
α,β∈Ai

Aα,β , #$���(3%

���� 	
����� s′ /  ���� 
��������� +���	�!�� ����
������ eAi
��� 
����


������ 	������ A� 4������������ �	���+� T (a) = ||Tαβ(a)|| 2������� a ∈ A �

�����	����� T � ������� �
���������� 
� ��2""�+���	� ����������� �	������
�� ,���	 � #$���($%� ����� ��� ����	��	�!�� ���

T (a) =

s′⊕
i=1

T (Ai)(a) , #$���(5%

��� �	���+� T (Ai)(a) = ||T (Ai)
αβ (a)|| �
���������� 
� ��2""�+���	� �����������

�	������� ,���	 ��� ���	�	 AAi
⊂ A #��	���� � #$���($%%-

eα · a · eβ = T
(Ai)
αβ (a) eα,β , α, β ∈ Ai . #$���(�%



��� ��� ��������	�
�� ����� �������
���� ��� ������ �
�������
����

� ���� ���	
�� ����������� aαβ = eα · a · eβ ������������� �
�������� ����

�������
 a� ������������ � ������� ��� �!"� 
 �
�� ������#���� ��� �$%"� &���'
��
������� � ����

eα · a · eβ = |α〉〈α| a |β〉〈β| = 〈α| a |β〉 eα,β , ��� �$("

〈α| a · b |β〉 =
∑
γ

〈α| a |γ〉〈γ| b |β〉 .

)�� ������#���� &�
���
��� 	�� ��������� 〈α| a |β〉 ∈ C � ����������
* ��� �$("
������������� �
�������� ����
 �&�������� �
����� &�����
������ T ���������
a ∈ A+

eβ · a · eα = 〈β| a |α〉 eβ,α ⇒ Tβα(a) := 〈β| a |α〉 . ��� �$�"

� �,��� ���	
� �
���� &�����
������ T &��������� -� �,����� ���� �
�� 
 �
��
�&���, ��������� ��&��������* &��&�����
�����. �� T 	��/ �����

0���� �
�
����� &��������� � ������ &�����
�����.� ������������ �
�����'
��� ����
 ��&��/������ � � ��� ���	
�� ���
 ���,*����� &���	��/ ,���� ���
�/���
������
��� � �������� �
��. 
���,�� A� �
&������ � �
���	��. �������� �� ��'
��������� &�����
������ ���� 1
��	
��� 2 ����"� 0�������� ���	
� �������������
�
�������� ����
 �
��������� �
���� � ������
* $� 2 � (�

������	�
�� ����� ������ ����	
��� ������������ ����� � ������� ���������

� ������������ ��� ����� �������� ����� ���������� ��� �� ����� �� ������

�������� �������� ��� �������� � ��� ��������� ������� A ��������� �������

��� ��� �� ����� ������������� �������� ������� A ��������� �����������

��� ��� ��������� ������ ���� ������ ��������

3	������� 	�� ���
� �������� &��
���,��. � A� ����
� �
���
���� ����	���
�

���
3������� 	�� � 
���,�� A ����� ������
�/�� ��
 �
���* �
,��
 ����&��������

��������������* ��� �(" � ��� ��"+ $�" &���������� ����&������ {eα}� � �����*
��	/ #�
 ��#�4 2�" &���������� ���
	������ ����&������ {eA} 5 ��� ����&�'
������ ������ &���
����
� ������ 
���,�� A � �� �
��
�
���� � ����� �����*
���
	������ ����&�������� 6�� �
,��
 2�" �� �����

eAA eB = δA,B eAA = δA,BA eA .

�������� ������ &�
���� 
 �
�� ������������ �
�������� ����
 ��� �����
�/��*
����&������� ���&
�
�� � �� &���	
��

A =

s′⊕
A=1

eAA =

s′⊕
A=1

A eA =

s′⊕
A=1

AA , AA ≡ eAA eA , ��� �$ "

��� AA 5 ������������ ���
�� ������������� &��
���,�� � A"� 
 s′ 5 	���� ���'
��
�/��* ����&������� � A� 7
�� �,�
���� ���� 
���,�
 A ����� �������
�/���
�����
�/��� ����&������ �����	��� �� �����	���� �������
"� �� ������
 ��� �$ "
�
�� �
�������� 
���,�� A � &����� ����� �� ���
��
����* &��
���,�� � ��
 
�'
��,�
 �� &����
� 3������� 	�� � &���&�����. 
���,�� A �����
 ���������� &���
�

��� ������������� ��	�
���
��� 	���������
� SU 
 SL ���

������	
���� T⊗r ������ SL(N,C) �	��	�	���� �	 �����������	�
� ����
��
���� ������	
���� T (λ)� ��� ������� ���������� �	���� �	��	��	� ���	
λ  r� 	 �� �	���	� Tλ� ��	������ 
�� ���� ������	
���� �	����� ��	 !���
��
����
��"��� �	���# �	��	��� ���	$ 
 ��������� ����
����� T⊗r� 
���"�
��
���� ����%� ������

&����� ������	
���� ������� � ���������	� !'�'�($ 
 
�� ����
����
��"�#
�	���� ���	 Tλ� 
 �	 ��# ������ ������# � ������� k �����	
��� ��������#
����� ik� )	������ ����	����� ���	��� ��������
	���# ������ ψ

i1...i11
Tλ

�	��	
r = 11  ����
����
��"	� ��� �	���	 Tλ ������	
������ 
 
��

i1 i3 i4 i5 i10

i2 i6 i8 i9

i7 i11

↔ Tλ =

1 3 4 5 10

2 6 8 9

7 11

. !'�'�*+$

,����� ����� ���	���� �	��� ������	
���� �	 �����	� �������
 ψTλ
!�	��	

r = 1, 2, 3$� ����������� �� �	���	� Tλ � ����#� �
���  ����� �����	�� -�
������ ���	������� �	� 
 �	����#%���

������ �� .	���	 � ����# ������# i1 ������	
������ 
������ �ψ = ψi1 �ei1 

������	���
� V = CN ���������"��� ������	
���� ������ SL(N,C)� )	������
/�� ��#��
� ������ 
 0��� ������	
��� ������������ 1������# !'����$2

ψi → ψ ′ i = gijψ
j , g ∈ SL(N,C) . !'�'�**$

������ 	� 3
�� �	���	� ���	 � �
��� �����	� T[2] = i1 i2  T[12] =
i1

i2 �

���"� 1���� �	��	�� ���	 [2]  [12]� ������	
������ ������/��# ψi1i2s  	��
�������/��# ψi1i2a ������� 
������ �	��	� 3�#��
������� �	���	� ���	 T[2] 
T[12] ����
����
��� �������	���� ���	 !'�4�*'$� ������� 
 ������	
��� !'���*'$
�	���
	���� 
 
�� !'����4$2

s(Y (T[2])) =
1

2
(IN ⊗ IN + P ) , s(Y (T[12])) =

1

2
(IN ⊗ IN − P ) , !'�'�*�$

 ��#��
��� 
 ������	���
� V ⊗ V !��� 5���� � 
 �	����� ��	$� 5����	��
�	 0��
�������	����
 
 !'�'�($ ���������� ������/��#  	��������/��# �������

������ �	��	 � ���������	� !'����6$2

ψijs =
1

2
(ψij + ψji) , ψija =

1

2
(ψij − ψji) . !'�'�*4$

3�#��
� ������ SL(N,C) �	 0� ������� ������������ ��	
��� !'���'$  ����

�2

ψijs → gik g
j
m ψ

km
s , ψija → gik g

j
m ψ

km
a , ∀g ∈ SL(N,C) .

������ 
� 3
�� �	���� �	���	� ���	

T1 ≡ T[2,1] =
i1 i2

i3
, T2 ≡ T′[2,1] =

i1 i3

i2
, !'�'�*'$

!���"� ���	��
�� 1���� λ = [2, 1]$ ����	��� !'�4��4$ ������	
������ ������
��	���� ���	

s(Y (T1)) = (1− s(1, 3))(1 + s(1, 2)) , s(Y (T2)) = (1− s(1, 2))(1 + s(1, 3)) , !'�'�*6$
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���
��� 	���������
� SU 
 SL

��� (j, k) ����	
�
� �
	�������� � ������ �����
	����� � ��� [s(j, k) ·ψ]...ij ...ik... =
ψ...ik...ij ...� ����
	���
 ��������
���� �������� � ����� � ������!"� ����������
	#
	$� �	���$ ������ �
	�
 � �����	�	
��

ψi1i2i3
T1

=
[
s(Y (T1)) · ψ

]i1i2i3
= ψi1i2i3 − ψi3i2i1 + ψi2i1i3 − ψi2i3i1 ,

ψi1i2i3
T2

=
[
s(Y (T2)) · ψ

]i1i2i3 = ψi1i2i3 − ψi2i1i3 + ψi3i2i1 − ψi3i1i2 .
������%�

• ������ ���� ��	
���� �	����� ���������

�����
	��
 �	����� ψT1 � ψT2 ���
��� �	�
��
		$� ��� �	�&�	�� � ��'#
���� �����$ SL(N,C)� ��������
	��
 � V⊗3� � � ��������� � (����!
��
�����)� 	
 *�+ ��������
	��
+ ������!�	$ 	���������$� �����
�!�	�" T (T1) �
T (T2)� ,
�!��$ T1 � T2 � �������� ���� ���	
����� (���� λ = [2, 1]� ��*��� ���!
�#
	� -���.��	�� ����� ������		$� �� *�� 
�!��
� �����
�!�	�" T (T1) � T (T2) /
*����
!�		$� 0� ��	
�
�� �� ��1����� ���
��$' ����
�� A� ����$' ��
#
	
�!��
� ��
��	���	��	
�	�� ��������� ��.�� �����
	��
�� �	����� ψT1 �
ψT2 � ������� *� ����
�� "�	�� ,
� �
� 
�!��$ T1 � T2 ���� ���	
����� (��#
��� � �	� ��!.	$ �$� ��"�
	$ ���	�&�	��� T2 = σ · T1� ��� σ ∈ S3� 0!���	 σ �
�
���
���
���� �!��
� �
��	 �
	�������� (2, 3)� ,���
 ���������1�� �����#
���
��$2	�
 ��"�
	$ �
��	���� ���)����� ������ � �����
�!�	�� s �
���$�
��"
� ����

s(Y (T2)) = s(2, 3) · s(Y (T1)) · s(2, 3) .
��!���"�� *�� �
��	����� 
 
�.� ������!�	��� ����� �� �$ ��!��
��

ψi1i2i3
T2

=
[
s(Y (T2)) · ψ

]i1i2i3 = [s(2, 3) · s(Y (T1)) · s(2, 3) · ψ
]i1i2i3 =

=
[
s(2, 3) · s(Y (T1)) · ψ̃

]i1i2i3 = [s(2, 3) · ψ̃T1

]i1i2i3 = ψ̃ i1i3i2
T1

,
������3�

��� �$ ��!�.�!� ψ̃ = (s(2, 3) · ψ)� � ��� ψ̃ j1j2j3 = ψ j1j3j2� � � ��!� �����' (����!$
�� ������%� �$ �����

ψ̃j1j2j3
T1

= ψ̃j1j2j3 − ψ̃j3j2j1 + ψ̃j2j1j3 − ψ̃j2j3j1 = ψj1j3j2 − ψj3j1j2 + ψj2j3j1 − ψj2j1j3 .
��������

4� ���	�&�	�' ������3� �!����� �� �	���$ ������%�� ��!
�
�1�� ��������' ��#
�������1�+ 
�!�� ��������� ��"�
	$ ���� � ������ ���
��$� !�	�'	$� �����#
�
���
	��� A5

ψi1i2i3
T2

= (A · ψT1)
i1i2i3 = ψ̃ i1i3i2

T1
, ������ �

�� � ����	������ *����
!�		��� �����
�!�	�' T (T1) � T (T2)� 6����� ��
�������		�� �$&� �
���.��	��� �
� � (����!$ ������ �� ������	$� ���
��� ����#
	����" 	
 ��!�� �!�.	$� �!��
�� ���������1�� 
�!��
� 2	�
 � ���!�� �!���
r > 3�

• ������ ���� ������� � �	�	��� 	���������� �������  	��	���� ��!	�� ψi1i2i3i4
Tλ

����!  	��	���� ��!	�� 	"��#	 
��� ψi1i2i3i4 ��� �
�$ �"��% &�#�

T =
1 2
3 4 , T′ = 1 3

2 4 .

'�(� 	"�����( 	����	� A � 	() �	 ψi1i2i3i4
T′ = (A · ψT)

i1i2i3i4 �

��� ��������	�
�� ����� �������
���� ��� ������ �
�������
���� ���

����� ��	�
 	

��
����� ���
�������� 	

��
���� �� ���
���� ���������
������

Aα,β · Aγ,κ = δβ,γ Aα,κ . �������

 
��!	�"��� ��
�#"
�$��� %������
� a ∈ A 	��"� �� �����
���� eβ � �������� &
��
�#"������ a · eβ ���"
� ��#�
�����  ��	�� ' ��#��$���� �
����� (
�����

a · eβ =
∑
α

eα aαβ , �����)�

*�� aαβ = eα · a · eβ ∈ Aα,β ⊂ A + &
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 � ��(���!� �����$� ���� �&	 )��!�& ���	���� +���	��
 �	�
�&��, %����!	 � Lα ��#!� )����	���	� � ���� a · eα
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����� Lα )���#���	� %����!	�� eα� Lα = A · eα
 �!��� ����, ����� Lα ��� �� !�
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�� ������� ����
����� �����

 ���� A ! ����"�������� �����
� ��� 	���� C � ��������� #�������� e� $ #���
	��
������ �� 	������� ��� 	����� ������� ������� �
���������� 	
��������
����	������� eα ��
����� ��� ���������� ��%�
���� 	�������� ���� �����
� &��
���������
�� �����
 A ����� s 	
�������� ����	������� ��������
'���� ����
���� ������� 	��
������ � ��������� ���� (�
�� �������� � �����

)�*+�
,-��� ����"�������� �����
� A ��������� �� ���� .�� ���� �����
��� 	
���
���

����/ ������ .	
�����/ ������������ $������-0�� 	
� #��� 	
����������� ���
���
� A ������-��� ������ ��	
����� 	����	����� 1���� 	�������� ��� A
! ���������	�
� �����
� � �� ����� .	
����/ 
�����
��� 	
����������� ������
�	�������� �� ���� 	
���
������ ������ .	
�����/ 
�����
���� 	
����������� ���
���
� A .�����
��� 	
���
������ �����
� A/ 
���������� � 	
���- ����� �� ��	
��
������ 	
����������� T (λ) .������ λ 	�
�������� #�� 	
�����������/� $ ��������
	
���
� ����� �����
� A 	
������ �
�		���- �����
� C[G] �-��� �������� �
�	�
	� G� 2�� �����
� ����"�������� ���������
�� � 	� �	
�������- ����� ���������
#������� $�� ��	
�������� ��#������������ 	
����������� T (λ) ���������
��� ���
��"�������� �����
� C[G] ����
����� � �� 
�����
��� 	
����������� � �
�������
�������� T (λ) � 
�����
��� 	
����������� 
���� 
����
����� T (λ) .��� 
����� ��

����� � 	�
��� ����� �����3 ��� ����� (�
���� .4�5�*5//�
6������
�� ������ ������ 
�����
���� 	
����������� �����
� A � ����������

��%� ����������3 
������
���� 	
����� 
�����
���� 	
����������� 	
�������� ����
�������� 7�� ��� 
�����
��� 	
����������� �����
� A �	���� 	
�������� �� �����
�
A� ��� �����
��� 	
���
������� 
���������� � 	
���- ����� ���� �	����� ����
�������

A =

s⊕
α=1

Lα , .4����/

�� ���� � 	
���- ����� ����
������ 	��	
���
����� Lα ����� ��� A · Lα ⊂ Lα�
,���� ������ Lα ������-��� �	������� ���� ��� �� ����
��� ���
��������
���� ����
������ 	��	
���
����� .���� �������/3 �
����� ������� Lα ! 	
��
��
������ ��	
������� 	
����������� �����
� A� 8� (�
���� .4����/ �������� ���
�-��� #������ a ∈ A 	
������������ � ���� ����� a =

∑
α aα� ��� aα ∈ Lα� $

��������� ��� ���������� #������� e ∈ A �� ����� 
��������� .4���9:/;

e =
s∑

α=1

eα , eα ∈ Lα . .4���5/

7�� ��� eβ ∈ Lβ� �� 	
���������� eα · eβ � ���� ����� ����
��������� Lβ �����
������ 	
���������� Lβ� � �� ������%����

eα = eα · e =
∑
β

eα · eβ ∈ Lα ,



��� ��� ��������	�
�� ����� �������
���� ��� ������ �
�������
����

�����	 s�(N,C) 
�� su(N) � ���� �	����������� �	���� SL(N,C) �� 	������	����
����� ���������� ��� ����	����������� � �	���� �	���������� T⊗r ��	����� !��
�	����������� T " �� ����� 	����#���� �	����������� T⊗r �� ���	�������� ����$�
����	��� �	����������� T (α)% &�	�� ����$� �� �#� 	�'���( ��� ���	��������
�	����������� ��	����� � ����!) ������	�����	�� *��� ����������	 �����
�������� eα ∈ C[Sr]� � � �$���� +�������������� �	����������� ��������������$�
�� ��	�$���� ��� ����	������ *���, ����	�� � ���� #� �� � �����	��������
������ ����	����� �	���	����� �	����������� ��� �	���	����� �����	�� � ��	����
������� ���������� ������	��, ��% 	����� ����� �	���� �����, ��������� � ���
��	������ �	����������� �� ���	'�� �����, ��� ����#�� � 	������ ����% -��	��
����$� ����	�� �	���������� ����� ���)�� $������ ���$�� ����$� � 	����#����
.���'�/0�	���� ��� �	����������� �	��� SL(N,C) � SU(N)� ����� 	�'���, ����
�� ����� ���#����� �	��������� ������������ eα ∈ C[Sr] ������	�����	�� *���,
����������� !�� 	����� �����1�� *����, ����� ������� �
���� ����	 �����


��
�
������	 �	��������� ������������%

2���, ���, $�� ���� ������� ��'� ��% 	������ ���� ������ �	������ ��� � ���
��$� � ����	����� ����	� ������������ eα (α = 1, . . . , s) � �	������� �����	� C[Sr],
������ !�� ���������� �%�%�3�, ����	�� �� ����'�� ����) �����(

eα eβ = δαβ eα , ��������������) � �	�������)����) , �%�%4
�

e =
s∑

α=1

eα , ������� , �%�%45�

��� e 6 �����$��� +������ � C[Sr]% 7�� ��� 	�$) ���� � ������
����	 �	�������
������ �	���� SL(N,C), �� ������� ����������� eα ∈ C[Sr] ���#�� ���) ����
���������, �� ���) ��	����#����� ����� � ����� ����� #� ������������ ��%
8�	�������� ������% 9��� �������� ����	 �	��������� ������������ {eα} ∈ C[Sr],
���������	� !�� �%�%4�, ��, �����)��� �	����������� s �����	� C[Sr] � �	���	���
���� V⊗r, �������� :�	����� �%�%;�, �� ��	��� ������ ����	 ������� �	�������)�
��� �	�����	�� s(eα), ������� !�� � V⊗r% < ����!) +���� ����	� �	���	������
V⊗r �����	���� �	���������� r ��	����� !�� �	����������� T �	���� SL(N,C)
	������������� � �	��� �����

V⊗r =
⊕
α

Vα ,

��� Vα = s(eα) · V⊗r 6 ����	������� �� ����'��� � ������� �	����������� T⊗r�
����	���	������ ���	�������� ����$����	��� �	����������� T (α), ���#����� �
T⊗r% 7���� ��	����, ����$� 	����#���� �����	���� �	���������� T⊗r ��	����� �
!�� �	����������� �	���� SL(N,C) �� ���	�������� �	����������� T (α) �	���
+��� ���	�������� �	����������� ����� ���	�$��)�� +������������� �������� � ���
��$� � ����#����� ������� �	��������� ������������ � �	������� �����	� C[Sr]
�� ���������� �%�%45�%

8������, $�� ����$�� ������ ������� �	��������� ������� �	�������)���
������������ �� ���) ���1�:��� ���)�� �	������� �����	� C[Sr]% - ����� !�� ����
	������ �� ������� �������$�� ��'�	��� ����� ����1�������� ����$����	��� ���
���	A ��� ����� C � �����$��� +�������� e, � ����	�� �����#�� ��������� ������

��� ������������� ��	�
���
��� 	���������
� SU 
 SL ���

����� �����	
��� 
��	�������� �	�������
�� �	���

SL(N,C) � SU(N)

����� T (λ) 	 
���������� ��
��
���
�� ���������
�� ����� SL(N,C) ����
SU(N)�� ��������������� �������� λ  r � ����������� � �����
���� V(λ)�  !
�!�������� ���������� ����!���� �������� ��� �!��
���� dim(V(λ)) 
�����"
������ ���������
�# T (λ)� ������ �� $���� ���%� �$�!
����� dim(T (λ))� ��
�
����� 
�!�������& �����
�
� �������

�� �$�!�� �������!���

��� ��
!��
ψTλ

�
�� r ���� '����� �(�(�)��� *�� ����� ������
� +���%��
�� ����� ���%
�
������#���# '���� �������� ,
�� λ� � 
� ��$��-�� Tλ� ������� ����!
��
�$��� '����� ��# .��� �!��
����

dim(T (λ)) ≡ dim(V(λ)) =
∏

(k,i)∈λ

(N + i− k)

h(k,i)
, �(�(����

��� � ����� ����� ���!����
�� $����# �� ���� ������� � �������� λ � ���"
��
����� (k, i) �k " 
��� ������ i / 
��� ����$-�� � h(k,i) / ���
� ����� ����"
������������ ������ (k, i) ��������
�� ���
� ���� ��
� � ��
-� �!���� �������
0����� ��# �!��
����� �(�(���� 
�!������# �����	�
 ������  ! .��� '�"
���� � ����
���� �������� ��� ��# ����� SL(N,C) 
� ���������� ���������
���
������ ������������� ��������� λ � ������ ���� $���1� N � ��� ��� ��# ����&
������� �� ����� dim(V(λ)) = 0� *�� ����
� ����������# � ��������� �!��%�

���
� 2�����
�� � �!���� ������

���	
��	�	����� ������� �	
	
�� �������� ���������� ������� ����� ��
�
	�


�������	������� 3�# ����� ���$� ������� '����� �(�(���� �! ���
���� ���4�(4�
�������� ������ �������� ,
�� λ = [λ1, . . . , λm]� ������� m ���� ��� ����
λj = 0� ∀j > m�� 5���� ���4�(4� ������������# � ����

dim(T (λ(n))) =
∏

1≤i<j≤N
λi−λj+j−i

j−i =
m∏
i=1

N∏
j=i+1

λi−λj+j−i
j−i =

=
m∏
i=1

(
m∏

j=i+1

λi−λj+j−i
j−i

N∏
j=m+1

λi+j−i
j−i

)
=
( m∏
i=1

m∏
j=i+1

(λi − λj + j − i)
) m∏
i=1

(λi+N−i)!
(λi+m−i)!(N−i)! .

�(�(����
6������!����# ����� '������ �(���78� ��# ���!����
�# ���
 ���& ����� ���"
����� λ� �����# $��� ������
� �� ����!��������� +���%��
�# ����� � 9�!����
������ ��������## .�� '����� �(���78� � ����� ����� �(�(����� �� ��������

dim(T (λ(n))) =

⎛⎝ ∏
(k,i)∈λ

1

h(k,i)

⎞⎠ m∏
i=1

(λi +N − i)!

(N − i)!
. �(�(����

:������� ������� ��%������

m∏
i=1

(λi +N − i)!

(N − i)!
=
∏

(k,i)∈λ
(N + i− k) ,

��� ����� �������#� ���� �������� ����� ����� .���� ��%������ � ���� ���!����"

�# �� ������ �������� λ�



��� ��� ������������� ��	�
���
��� 	���������
� SU 
 SL

• ������ ���� �	
����� �	��
	� �������� ��	������� ��	 �
� ����� SL(N,C)
 � �!������ ��������
� ��� "	�	��� �		�������#� ���������� λ � ���
	�
���	" (N+1) � $	
�� ��	 ����� ��	 �
� ��"�% �������� �� ����� dim(V(λ)) =
0�� ���� ������ ��	
$�& � ��������� ' �� λ ����� ���	� N � (	"������
��	 �	��
� �������� �	�
������ � �		� 	)� ��� ���� ������ �� � *����
�
������ dim(V(λ)) = dim(V(λ′))� ��� ��������� λ′ �	
������ �� λ ��
� ���
��  �� ����	�	 ��	
$&� � ���	�	� N �

• ������ ���� +������ �� �	��
� "�#"	� �������� �	��
 �
� ������ 	����
 �����	����% ��������
� �� ����� SU(3)� "	�	��� �		�������#� ��%,
��� 	� ��������� ' �� λ = [λ1, λ2] (λ1 ≥ λ2 ≥ 0)-

dim(V([λ1,λ2])) =
1

2
(λ2 + 1)(λ1 − λ2 + 1)(λ1 + 2) .

��� ���	
	�� ���������� �����
������� ������ SL(N,C) � �������	�
� �	�
��
 ��
� ��������� ��� 	�������� � �	�����  ����! ��� �	����� ��"�	�# $�����
���! ������ �������	�
� �	��	�
�" ��
������
����	�	 �����
�������! 	
����"���
�	 ��������� %���

λ = [1r] = �

�

�

⎫⎬⎭ r . &'#'#�'(

)�	�
����
�	 *
	�	 �����
�������! �	�����	 &'#'#+(! �	�
	�
 �� �	��	�
�" ��
��
�����
����� 
���	�	� ����� r! ���"�� �	��	���
� ψi1...ira # ,������	�
� 
��	�	
��	�
����
�� ����� ����� ���������� �������� �	��	���
 
���	�� ψi1...ira # -��
�	! �
	 ��� ������� (i1, . . . , ir) �� ����� ���� ����� � �	��
 ��
� ��	���	����!
i1 < i2 < · · · < ir# .�	�� �� *
	�	 �������	�
� ��	�
����
�� 
���	�	� ψ

i1...ir
a ����	

�������
�! � 	�� �����

dim

(
�

�

�

}
r

)
=
N(N − 1) · · · (N − r + 1)

r!
=

N !

r! (N − r)!
= Cr

N , &'#'#�/(

��� � ���	� ���
�! ��� �������	�
�! �� ����
	 V([1r ]) �	��
����� �		
��
�
��"��"
���������# 0
��
��! �
	 ��� r = N − 1 �	����� &'#'#�/( ���
 dim([1N−1]) = N !

	 ��
� �������	�
� �����
������� T ([1N−1]) �	������
 � �������	�
�" 	�������"�
���	 �����
������� T ([1])# 1
	 �	�������� �� �������	# $�2� &��# ������ �����( ��
�	��2��! �
	 T ([1N−1]) 3 �����
�������! �	�
���������
	� � 	�������"���� �����
�
������" T ([1])#

4���	����	 ��������
�� �������	�
� �	��	�
�" �����
����	�	 �����
�������
������ SL(N,C)! ��	�
����
�	 �	
	�	�	 �	�
	�
 �� �����
����� 
���	�	� �����
r! �����
����� � ���� 
������

ψi1...irs = i1 i2 . . . ir . &'#'#�5(

 ���� �����
��� ��� ��2�	�	 ���	�� i1 ≤ i2 ≤ · · · ≤ ir �� ����� �����
�����"
�	��	���
�# 6	���

i1 < i2 + 1 < i3 + 2 < · · · < ir + r − 1 ⇒ a1 < a2 < a3 < · · · < ar , &'#'#�7(

��� ��������	�
�� ����� �������
���� ��� ������ �
�������
���� ���

������	 
��������� � ��	� �����	� �������� ������ ���� 	��� ������
��� 
 ��
����	���	�����	  ��	�� ���� �����! �	�"��	��#

mΔ ≈ 1232 $�% , mΣ∗ ≈ 1385 $�% , mΞ∗ ≈ 1530 $�% , mΩ ≈ 1672 $�% .
�&'&'()�

*���	��	�� ��� Ω−+,���� ,�� �,��"-	 ����	 �	��	���	���.� ��	���� ��� ���
����.� /���� 	.� �"0	��
�
���� ��� ����	�	.� ��	� �	�"��	��� ��� � 	.� �����
� ���
��� �&'&'(��' 1�� ,��� 
����0���� "��	��� �
����
�� ���	�� �����
'

• ������ ���� 	
������ �
 �������� ��
����� I � ����������� Y = B + S ���

��� ����
�
� ������

p, n : I = 1/2 , Y = 1 ; Λ : I = 0 , Y = 0 ;
Σ : I = 1 , Y = 0 ; Ξ : I = 1/2 , Y = −1 ;

�&'&'(2�

� ��� �������� ����
�
� ������

Δ : I = 3/2 , Y = 1 ; Σ∗ : I = 1 , Y = 0 ;
Ξ∗ : I = 1/2 , Y = −1 ; Ω : I = 0 , Y = −2 . �&'&'(3�

	�
������ �
 ����� ����
�
� � � �!�" � � � �!#" � 
���� $
�
%�& 
��
��'
��'�� ����
�
& (
����
& )���


m = mλ + h1 Y + h2

(
I(I+ 1)− 1

4
Y 2
)
, �&'&'((�

��� h1 ≈ −196.3 $�%� h2 ≈ 38.5 $�%� � ������� mλ ������ 
 �������*
������ 
 ��� ��� 
��� mλ = m8 � �������� mλ = m10 �� �����

m8 ≈ 1116 $�% , m10 ≈ 1308 $�% . �&'&'�44�

%  �����	�	 ���.� �� �	�� ���	���� ��� ������� 
������� 
 ��������	"�
��	�" ��-	��	 �
���� c, b, t 	 "
	������ "��	���' 1�� �
� �� � �	�� ��� ���+
�� c, b, t ��	
����� 	 ������ ����� u, d, s� � � ������ ������, ���� �������
mρ = 770 $�%� � .�
����� � ���,��-	�� SU(6)f ����	���� 
 /� ��	 �����

	����	���' 5	� 	 �			� ��	����
�	�	 � ���� ��� ��,�	 �
���+����
����
�	
���� �,�� "�� �	 ��� � ��,�	 ��� �
���� 6 ,����� ���	���� 

��" 
��	��	
�
���� � ����
������ 	 ���
	�.�	��� ���	��' 7�	�� ��	�"	� ���	����� ��� �	 �+
� � ,������ ���	�-�0�	 ����� ��-	��� t+�
���� 	 �	��� "���� 
 ������	' 1��
���������� � + � ��.�� ��� t+�
��� �������	��� ,����		� �	� "��	
��� �,�� �
���+
�� �	 �� � ,������ ���	�-�0�	 t �
��� �
�	�� ����� �!�� t �
���� ��	
���	�

�	�� 	.� -� ��'

��� �����	
����� ������ �����	
���� ��� ������

��
���������


8������� ��� ���� 9��
� � ���
�0	� �	�	�� �
"�  ����# ��� ������	�� 
�	�
��	���	��� 	���
������ �����	���� ��	����
�	�� T (α) .�"��� SU(N) �
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� ���� �	
	� ��	 ���	�� �������� �����	����� ����	��� ���� � ���	��	�
��
�������� ������ �	 ������ � ����� ���

−LB, 8 = mB, 8 B̄
k
jB

j
k + α B̄k

3B
3
k + β B̄3

kB
k
3 . ������ !

"���# ������ ���� SU(3)f $������������ ��	�	� � ����#� ���
���	� � �������% ���$
�	�	� �����&� '���'	� ������������ �		� ��(�������� ���������� C1)*(B̄mB) �
C2)*(B̄Bm)� �		����������	� +�� ����� �����,,! -�� ���������� ��������� ��� ��	$
�	
	 � ����#�
	 ����	� � ������ !� '	�	��� ����.��� SU(3)f $��������� �	 �(	�	��$
���'	� SU(2)I � +	�������� �����//! � �����/�! � ����	��� ���� ������ !� �� �	������

mp = mn = mB, 8 + β ,

mΣ± = mΣ0 = mB, 8 , mΛ = mB, 8 +
2
3
(α + β) ,

mΞ− = mΞ0 = mB, 8 + α ,

������0!

	�'���� ��'����� ��������� α � β� �� ���	��� �		��	.���� ��� ���� ���	�	�

3mΛ +mΣ = 2mN + 2mΞ (N = p, n) , �������!

'	�	�	� ��(������� �������� ����	
�� ��

��������	��� 1	����� �������! ���	�$
������ � %	�	.�� �	��	��#�� ��	 �	��	 ��	�����#� �	������� ���� (�������

mN ≈ 939 2-� , mΛ ≈ 1116 2-� , mΣ ≈ 1193 2-� , mΞ ≈ 1319 2-� , ������3!

������ ���% �����& Σ0� Σ± ����� � ��������� 1189.3 − 1197.5 2-�� � ����� ���%
�����& Ξ−� Ξ0 4 � ��������� 1314.9− 1321.7 2-�!�

5�� �	������� ����	��% �	���� ��� ��'������ ���	�	� (���.�� �6� ��( ��$
������� ��� '	��	���� ����������	
	 ���(	�� D(ijk) � �������% ���	���% ����$
�����%� ��� �����/0! 7 �����/�! �&���	��� � ����	��� ����'�� �� ����������!8

D(111) = Δ++ , D(112) = 1√
3
Δ+ , D(122) = 1√

3
Δ0 , D(222) = Δ− ,

D(113) = 1√
3
Σ∗+ , D(223) = 1√

3
Σ∗− , D(123) = 1√

6
Σ∗+ ,

D(133) = 1√
3
Ξ∗ 0 , D(233) = 1√

3
Ξ∗− , D(333) = Ω− .

�������!

9�' � ���#.�� ��������� '	-���&����� (���# ������ ��'� ��	� ������������
'��������'�� ���� iD̄(ijk)γ

μ∂μD
(ijk) �� ����� ����� ����������% �'��	�����'�%!

'��������'�% ����	� ��� '���	
	 �( ���	�	� Δ++, . . . ,Ω−�
: ����	� �	��	� ��������� ���(	�� D(ijk)� ������������ ������������ ����	$

��� ����	�� ����.��6�� SU(3)f $���������� ������ ;<=>? · (mj
i D̄(jkl)D

(ikl))� +	$
-�	�� ����	��� ���� � ��
�������� ��'������ ����� ���

−LB, 10 = mB, 10 D̄(ijk)D
(ijk) + h0m

j
i D̄(jkl)D

(ikl) = mB, 10 D̄(ijk)D
(ijk) + δ10 D̄(3kl)D

(3kl) ,


�� � ����	� ����� ����	� ���
���	� ����������	 	��	�����#�	 SU(3)f � � ��	�	� 7
����.��� ��������� SU(3)f �	 ��������� 	��	�����#�	 �(	�	�����'	� �	�
�����
SU(2)I � @����� � �( �������! ������� ��	���� ����	��� �	�����

mΣ∗ −mΔ = mΞ∗ −mΣ∗ = mΩ −mΞ∗ , �������!
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��� ak = ik+k−1� �� �	
�� ��������� 	����	� �������� ���������
� ��	�� ak� ��
��
��� ������� �
 ����� (1, 2, . . . , N + r− 1)� !
	"��� �������� #������ ������$��
�� ��������

dim
(

i1 . . . ir
)
= Cr

N+r−1 =
(N + r − 1) · · · (N + 1)N

r!
. ������%�

• ������ ���� � 	
�
�� �
����� ����
� �������� 	
����� �������
��� 	��� 
��������!" �

�����������# ���$������ [1r] � [r] ��
 ��� ���$������ ��������
� ������%��" � ������� �������� � �������� � ������&��

&���� '
��� ���"
	� �(� 	��	��� (���	���� ��)����	
�* ����	
�(���* �����
�� SL(N,C)� ��
���� 	��
(�
	
(�"
 ����� ��+�� ���������� ,���

������ 	
�	��� -
�
 	��	�� 	(�)� 	 (�� ����� ����	
�(���* ������ SL(N −
1,C) ( ����	
�(���� ������ SL(N,C)� .�		��
��� ����	
�(���� SL(N,C)� ������
)�(��� � 
�)����� 	����
��*�� 	(�*	
(� ��
���� 	��
(�
	
(�"
 
����/� λ0

ψi1...ir ⇐⇒ λ =

i1 im+1 ... ... ... ir

i2 im+2 ... ... ir−1

�

�

�

�

�

�

�

�

�

im ...

. ������1�

2 ���� 	����� 
�)�� ψi1...ir 	�����
 (�	������
� ��� 	���	
��
����* ��3��
�
������"+�* 	(�*	
(�� s(Y (Tλ)) · ψ = αλ ψ ���'##�/��
 αλ �������� ( ������4�� �
���"+�* ��	�� �)�(�	���� ������
� ��(�� dim(T (λ))�
.�		��
��� ��������� SL(N − 1,C) ⊂ SL(N,C)� ��
���� (�� �� ( SL(N,C)

	����"+�� ����)��0 ⎛⎜⎝ 0
U

���
0

0 ... 0 1

⎞⎟⎠ , U ∈ SL(N − 1,C) .

-
� )���
� �
� ��*	
(�� '����
�( 
���* ��������� � 
�)�� ������1� � ����

)�
����(�
� 
� ����	� ik � ������
 ψ

i1...ir � ��
���� ��(� N � 5�������� �	��
ir = N � 
� ������
� ψa1...ar−1N � ��� ai = 1, . . . , N − 1 �∀i < r�� ����
 ����)�(��
(�
�� �
�	�
���� �������)�(��* ��������� SL(N − 1,C)� 
�)�� (r− 1)��� �����
������
� ψa1...ar−2,N,N � ����
 ����)�(�(�
� 
�)�� (r−2)��� ����� � 
�� ������ .��
)����
	�� ����	�� ������"+�� )����� N � ����
 �����
�	� ( �"��� ��	
� 	����
����	�( i1, . . . , ir� � � 
����� ( ��/� '
��� ������ ��� ( ���(����� ���������
6) �)�� ��� 	����� ��*� ( ��	
�	
�� 	�����
� �
� ����(������ ����	
�(����
T

(λ)
SL(N,C) ������ SL(N,C)� �����
���)����� ���������* λ  r� ���������
 ���(��

����� ����	
�(���� ������ SL(N − 1,C)� ��
���� ��)�����
	� ( �����" 	����

����(������ ����	
�(���* T
(λa)
SL(N−1,C) ������ SL(N − 1,C)0

T
(λ)
SL(N,C) = ⊕b T

(λb)
SL(N−1,C) . ������7�
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�����	
 ψ̃a1...ap �� �	��	����� �	���������� T
(λb)
SL(N−1,C) ��������� �� �����	�

ψi1...ir ���� ��� (r − p) ������� � ψi1...ir �������
 	���
�� N � � ������
� �	��
������ �������� 1, . . . , N − 1� �	� ���� �
������� ����	�� �������� ����	
� �	��
�������� �������� N � ������ �������   ����� �����	�!�
" ��!�� �����	�
ψ� #��	���	� � � ��� �����	����$� �����	� ψijs = ψjis ���������
 ψaNs � ψNas 	���
�
 �	 $ �	 $ � ������ ���� �����	 � �	��	����� ��	������%�$� �	����������
SL(N − 1,C)� ������ ��	������%�� �	���������� SL(N − 1,C) �"���� � ������
	����� �	���������� SL(N,C) ��$� ���� 	���

����� ��	����� ��� �
������ ��$�� ����� �	���������� �"���� � �	�� � ����
&�����'(� ��� ����"����� ������ �� ��������������
� ����
 �	������� ������
��� N ����� ��� ��������� ������� � ψi1...ir � )��  ����� ������ �� ��
�� ����
��* +�$�� #� ���� ��
�� �	������� ����� ��� ����� ik �������� N ��������
���
����� ������ N � � ����� �"����! �����*
 λ� $�� ���� ���� ����� ik�
�	���� ��$�� � �� ���������	�� �� ����*��� � ������ ����*� ��� �����!
����� ��	���� �����*
 ����� N ����� �	� �������� �� ����� ����$� 	���� ,�
�� �� ��� � ������ ����*�� �� ��� �$	�������� ��%���� ����� ������� ��� ��
	�������� � �����! ������- ����! �	 $�! �
��	 ��������� ������ N � ������
����*� ������������ ���� � ���������� � �� ���������	�� �� ����*��� .�����
��� ������ �������� ����*�� ���������! ����
� �� � �� �����	�� �� �	��
��� ����� ��	����� �� ����� N � �����! �	��� ���" ����*�� � ���� �	�!���
�	��� ���������� ����� ������ ��������� ����! ��$�	��� �	������� ������� N
������� ���$	���
 +�$� � �	������ � ��	�������� ��" �������������
" ���
���� �	������� �������� N ������� � ψi1...ir � � ��� ��
� � ��	�������� ��"
���	������
" �	���������! $	 ��
 SL(N − 1,C)� /�$ 	�	 �%�" � �	���! ����
&�����'(� �	������ �	���	 ��" ��������������
" ������ 	���������� �������
N � ������" ���$	���
 +�$�0

=⇒ ,
N

, N ,
N N

, N

N
, N

N N
,

$�� ������ � ��� � ��� � � �
" ������" � ����! ���� ���� �����
� �	������%��
�� �������� 1, . . . , N � � � �	���! ���� 1 �	������%�� �������� 1, . . . , (N − 1)�

2 ���������� � ��� ������
� �
3�� �	���������� $	 ��
 SL(N−1,C)� /��
$ 	�	 �%�� � �	���! ���� &�����'(� ��� ����� �
��	�������� ������  �������
N � ������ � ��3�� �	���	� 	��������� &�����'( �	���� ���

= + + + + + ,

$�� ���$	���
 � ����! � �	���! ���� ���
���� �	���������� $	 �� SL(N,C) �
SL(N − 1,C)� �������������

.���
! ���"�� ���� ����	 �����
! ���� ��"������� 	��������! ���	������
�
" �	���������! $	 ��
 SL(N,C) �� ���	������
� �	���������� $	 ��
 SL(N−
1,C)� 2 �������� �� ��$� ��� �� ���� ���� 	����	������ �	���������! ���"
$	 ��� .�!���������� �$���� /�	� �� &�����'( �
 ��� ����

dim(T
(λ)
SL(N,C)) = ⊕b dim(T

(λb)
SL(N−1,C)) . &�����4(
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�������	 
�� ��������� Λ0 � ������������
�� ������������ ����������� u↔ d �
������ �������� ��������� � ���������� ������ SU(2)I ⊂ SU(3)f 	 � �� �����
��� ��������� Σ0 ���������
��� ������������ ������ u ↔ d� ������ � ������� 
���� Σ+ � Σ− �!������ ���������"

#�����$	 ���%��	 
�� ������ !�������� ����� � ����� 
���� �&"&"'(�	 �������
������������� ������� �������������� �����������) ���� SU(3)f 	 �������) 
*��� � ����������� �������� ψT2 �&"&"�+�	 �� ����� ���� ������
�� !���������
������ �&"&"(��" ,������������	 � �������- ��������- ��������- �&"&"'.� ���� 
����� �������- /���$�� ������� ������ ���)� ���

B̃i1i2i3
αβγ = εABC (ψi1i2i3

T2
)ABCαβγ = 2εABC (ψi1A[α ψi2Bβ] ψ

i3C
γ + ψi3Aα ψi2B[β ψi1Cγ] ) . �&"&"('�

0�������� ��������� �&"&"(�� � �&"&"('� �� ���
��� Bi1i2i3
αβγ = B̃i1i3i2

αγβ 	 �� ���� �� 
��������)*�� ����� �������� /���$�� !������� �������� ���� � ����� ����!� 
���
����� ��������" 1���� �!�����	 ��� !�������- ������ � ����� 
���� �&"&"'(�	
������� �����������)� ����������� ��!��$�� 2���

T1 =
i1 i2
i3

, T2 =
i1 i3
i2

,

�� ����� ���� �������
��� � ������ ���������� ������� � ���� ��������	 
��
������������ ���� SU(3)f 	 ���������� � ��!��$�� T1 � T2 ����)��� ������ 
��������3 ��" 4����%����� ������" 5�� ����������� � ���	 
�� � ������ ��*�������
������ ���� ����� �����- !�������"

,�� !�������	 ������*�- �� ������� u, d � s	 ���%� ��%�� ���
��� ��������
/������	 �������
��� �������� �������� /�������" 4
������ ��� /���	 
�� ��� 
��� �&"&"(�� ������������
�� � �������� i1, i3	 ������ ������������� ������������
��� ������

Bk
j = εjlmB

lkm .

6 �������- ����������- !�������- ��������- ��� �����$� ����� ���

Bk
j =

⎛⎜⎜⎝
Σ0√
2
+ Λ√

6
Σ+ p

Σ− −Σ0√
2
+ Λ√

6
n

Ξ− Ξ0 − 2Λ√
6

⎞⎟⎟⎠ , Bk
k = 0 . �&"&"((�

6 ����
�� �� �����$� ������� �&"&"+��	 ������� �������� ��������%�����	 ���� 
���� ����%���� �&"&"((� ���� ����) �����$�	 �������)*�) ����� ����!�������

B̄k
j =

⎛⎜⎜⎝
Σ̄0√
2
+ Λ̄√

6
Σ̄− Ξ̄+

Σ̄+ − Σ̄0√
2
+ Λ̄√

6
Ξ̄0

p̄ n̄ − 2Λ̄√
6

⎞⎟⎟⎠ , B̄k
k = 0 . �&"&"(.�
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����� ��������� ��������� ������ �� ��
������
�	 ���������� ���� ��! "�������#� ����� B̄j

k iγ
μ∂μB

k
j � ���$�� "	�

��
�� ��%%� ����������& �����
 ��$��#� �� "������
� p̄ iγμ∂μp + · · · +
Ξ̄0 iγμ∂μΞ

0�
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�� �����	
����� �� �	�
��	�� s = −3 �	���� s���
��
��� � �������� I = 0�

Ω− = D333 = sss . ��������

�	��	���  	� !
��� Ω− � "�
�
#� � �������� ��
����#� ���	
��� !#� !# �
����
$�� ���� !# ��
��� �%�����#� � ����� &��	
� '�(�	��	����� ��� �	�"	�	��� &���
	��#) �	����( ���!��# �����
� %"�&�� sα ·sβ ·sγ ���  
�	�& � *������	
	��	���(
�����	�� 
	������	�� 
 �� �����	
���
� ������� α, β, γ� ��������" �����#(
����� �����
�	 	����� ��
 �
 ���� 	� � ���
��� �� ��
(�( ���� " ��") s�
��
�����  	� �
�	 sα · sβ · sγ = 0� +��� �"$��	���
�� 	
��) ��,��) !
�����
� �����	�� �( �� 
���
	
� ������( %"�&��( �!
����� Δ++� Δ− � Ω−� �	
��
����
��� ��� ������� -�,���!��#�� .	�"������ � /
�)������ � ��
������
0
�� � 1
�!" ������	����,� ��
	���,�  ���
 2 &��	
 ��
�����

�!�"��� 	����� ��
 !
���#) ��	�	
 � ��
��(  
�	� �����3��� ��	��#� �����

�	
����	�� ��"� 4����
��	#� �����	
������ ,�"��# SU(3)f � ����	�
�	�


4	�) ��") �����	
����( 2 4	� ����	�
�	�
 ���&�
��#� �!�
��� �����	�����
�
#) 	������ 	��	��,� �
,
� ��	��#� �	���	�� � ����$�� ��") �����	���
	����
5,
 �� ��"� 	
!��&
� 5,
 T1 � T2� ���!�
6�#� � �����7��� 8�#� %���"�
�# ��� ������	 ���	��	�	�"�$�) �����	�����
#) 	������ !#�� ���" �# �
�����79�� :�����	# 	����
 ψT1 �����79� � 	����
) ��
����#) �	����( ���!��#
�����3;� ����	 ��� ��# ��
�" 6� �
���
	���
�� ��,��	�� ���	���� �� &��	" �
" �	#�
�� *������	
	��	��" ��� ��
�����

Bi1i2i3
αβγ = εABC (ψi1i2i3

T1
)ABCαβγ = εABC (ψi1i2i3 − ψi3i2i1 + ψi2i1i3 − ψi2i3i1)ABCαβγ =

= εABC (ψi1Aα ψi2Bβ ψi3Cγ − ψi3Aα ψi2Bβ ψi1Cγ + ψi2Aα ψi1Bβ ψi3Cγ − ψi2Aα ψi3Bβ ψi1Cγ ) =

= 2εABC (ψi2Aβ ψi1B[α ψi3Cγ] + ψi2Aα ψi1B[β ψi3Cγ] ) ��������

,�� ��
��
	#� ���!�� �!��
 
�	 
	������	���
&�� �� �����#� �����
�� /
�
�
� 
	������	�� #� �� �����#� �����
� ���	���� ψ[αβ] ���	��	�	�"�	 	���
��
����" �����	
����� ,�"��# SU(2) �� ����� j = 0� 	� �
6�
� !
���
�
������	
 Bi1i2i3 � �������� ���	��	�	�"�	 ���������$��" �����	
����� ������(
,�"��# SU(2) �� ����� j = 1/2 ���� <
�
 " ���� +	
�� ��������� �	
�
 ����
 ���
1/2� � �������
� ���	�� ������� ��������� �
����� 
��� 	���	��� � �����
1/2  ����������
�� �������
 SU(3)f ��	
�
� =#��>�� �� 	� ��	�� �� ��4%�
%�&��	
 �� ��	��#( ����� � ���������� " �	#�
� 
	������	��� Bi1i2i3

αβγ = −Bi3i2i1
αβγ �

��
����#( ���	
� !
����,� ��	�	
 ��������

p = B112
αβγ = εABC (uAβu

B
[αd

C
γ] + uAαu

B
[βd

C
γ]) , n = B122

αβγ = εABC (dAβ u
B
[αd

C
γ] + dAαu

B
[βd

C
γ]) ,

Σ+ = B113
αβγ = εABC (uAβ u

B
[αs

C
γ] + uAαu

B
[βs

C
γ]) , Σ− = B223

αβγ = εABC (dAβ d
B
[αs

C
γ] + dAαd

B
[βs

C
γ]) ,

Σ0 = B123
αβγ +B213

αβγ = εABC (dAβu
B
[αs

C
γ] + dAαu

B
[βs

C
γ]) + (u↔ d) ,

Λ0 = B132
αβγ = (B123

αβγ − B213
αβγ) = εABC (sAβ u

B
[αd

C
γ] + sAαu

B
[βd

C
γ]) ,

Ξ0 = B133
αβγ = εABC (sAβ u

B
[αs

C
γ] + sAαu

B
[βs

C
γ]) , Ξ− = B233

αβγ = εABC (sAβ d
B
[αs

C
γ] + sAαd

B
[βs

C
γ]) .

������9�

��� ������������� ��	�
���
��� 	���������
� SU 
 SL ���

������	 
�� ��
���� ����
����� ��
������
�� T
(λb)
SL(N−1,C) ��	��� SL(N − 1,C)

��� ��
� λb � ��������� �� ��  ���	�
 �������� �� ��!���
� ����
�����" ��
�����#

�
�� T
(λ)
SL(N,C) ��	��� SL(N,C)�

$ %�!
���
 ���
�� ���
�
�� ����� �
���� ��������� �������"& ���
��!#
��
 ��
������
�
 ������'� ��	��� SL(N,C)� (���	�� �������� � ���� ��	!�
 ��
�

dim
SL(N,C)

(
i1 i2 . . . ir

)
= 1 +

r∑
k=1

dim
SL(N−1,C)

(
i1 . . . ik

)
, ��������

��
 ��)�*� � �
��� !��� �)����!�
� ��
������
�
 ��	��� SL(N,C)� � ��)�*� �
������ !��� + ��
������
�� ��	��� SL(N − 1,C)� ,����
��
 1 � ������ !��� -
����
�����" �����"���� ��
������
�� T (∅) ��	��� SL(N − 1,C)�

• ������ ���� �	
��	�� �
	���� ��������� �
������ � ��� 	����	�
�� ��������
�������� �
��
���
�����! ����"�#�� $
������� ��
 �
%�����
 �������� ��!
�
��
���& ��������	��
'
 �	���������! �������� ���� ��

dim
SL(N,C)

([1r]) = dim
SL(N−1,C)

(
[1(r−1)]

)
+ dim

SL(N−1,C)
([1r]) .

�	
��	�� (�� �
	����� �
������ � ��� 	����	�
�� ������)�� ������� �
%*
�����
 �������� ��! �����! ��'	���+ λ = [2, 1(r−2)]�

������ �	���
� �
�
��
� % �)�	.�
�& 
/
 ������ �����)� ��!��
�� ����
�#
����
� ��
������
�� ��	��� SL(N,C)� 0�������� �
������
 �����
�
�
 ��	�
��
������
�� - ��
������
��� �����
����	&/
�� �������"��� �������
 1���
λn  n� ��)��.
���� 0�� ����  ���
�
��&/
�� ��
������
��� �� 
��" ��
�����#
�
��� �����
����	&/
�� �������
 1��� [1] = � � ,������� �����	 �
���
��

. . .

. . .

n+1

(nj−1+1,λ(j)+1)

λ
(1)

n1

nj−nj−1

nk−nk−1

n1 ,λ(1)

n
j−1

,λ
(j−1)

nj ,λ(j)

n
k
,λ

(k)

0�� ���2 ��������� ���� λn = [λn1

(1), λ
n2−n1

(2) , . . . , λ
nk−nk−1

(k) ] 	 
��������� (n + 1)��

�������� ������� ����
����� (nj−1 + 1, λ(j) + 1)�

��
������
��� %�����
 )	�
� �)�	.���"�� � ����
�
 ����� ���� 0�� ��3�� �� ���	#
!�
� ��� ��%��� �����
�
�� ��
������
�� �����.
�
���

λn ⊗ [1] = ⊕k+1
j=1 λn+1(j) , ��������

�������� �� �	���
������ ��
 ����
 nk ��	
� � ���	���� λn �� �	��
��
��� (N − 1)�
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��� ��� 	
��	��� ����
������ ���� λ �������� ������������� �
�����������
T (λ)� � λn+1(j) � �������� ����
����� 	�
�� ��������� �� λn ���������� ���
	���	� � ������� ���� λn � 	
�������� (nj−1+1, λ(j)+1)� �� !�� " � #��
���
�

⊗ = ⊕ ⊕ ⊕ .

$�������� 
����
���� �
����������� �
���� SL(N,C) � �
��� � ���� �����%
�������� &" " ��'� �� ������� �(�����

N · dim(λn) =
k+1∑
j=1

dim(λn+1(j)) . &" " �"'

) 	������� �
���
� �
�������� *
���� &" " �"' �������� 
����
���+ �
��,
��������� �
���� SL(N,C)� 	�
� ����������� ����
���� ���� [2, 1(r−2)] $�+,
����+ ��������� &" " ��'� �� �������

(r − 1)

⎧⎨⎩ �

�

�

⊗ = (r − 1)

⎧⎨⎩ �

�

�

⊕ r

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
�

�

� . &" " �-'

.�� ������������% 
����
����� *
���� &" " �-' ����

N · dim([1r−1]) = dim([2, 1r−2]) + dim([1r]) .

/������ ���� 
����
���� &" " �-' ����������
����% �
������������ �� �����

dim([2, 1r−2]) = N dim([1r−1])− dim([1r]) = N Cr−1
N − Cr

N =
(N + 1)!(r − 1)

(N − r + 1)!r!
. &" " ��'

) �������� ��� r = N �� ������� 
����
���+ dim([2, 1N−2]) = N2 − 1� 	�,

�� 
���� 
����
���� �
���������� �
����������� SL(N,C) &��� �� � (�
����� 
����
���� �����
� 0� s�(N,C)' ) ��������� ��
������ �� �	�(���
�� �
��
����� �
���������� �
����������� �
��� SU(N) � SL(N,C) �������,
���+� �
����� ����
���� ������
�� 	�
�% ����������� ����
���� ����
[2, 1N−2] 

• ������ ���� �	
��	�� ��	����� �������� � �
�
��� �
	����  	� 
� !�"�#
�����$���

����� ������	
	���		 � �����	
��	���	 ��	
�����	���

����� SL(N,C) � SU(N)

.����� 	�	 � � �
�������% 
������%� �� ����+���� ��������� V ��� N,��
��
�
��
������ CN �
��������� �
����������� �
��� SL(N,C) � SU(N) !�����,

�� ����
 (N−1),� 
���� ψ ∈ V⊗(N−1)� 	�
�� �������� 1������� � �
��
������

��� ������������� ��	�
���
��� 	���������
� SU 
 SL ���

�����	
 ψi Aα (�r1) · ψj Bβ (�r2) · ψk Cγ (�r3) �������� �	�����	��� �� ���� �������������
�������� �r1� �r2 	 �r3� ��	�	��
 �� ��	���	� ��� �������������� ����������	� �

SU(3)f ��	� ���� � !��	��� � "����#$% ���	�������
 � ����	��& ���' ψi Aα ������
(	� �!�����

Sαβγ = εijk εABC ψ
i A
α ψj Bβ ψk Cγ .

)���� ������� � ���	�	�����	���� �������� εABC ���!&��	�� �
 �� �� ���!� ����
������� Sαβγ !�	 �	� ����	 �� SU(3)c� *��� 	���� ������� � εijk �!�����	����
��� ��� Sαβγ 
�
���
 �	� ���� 	 ��  ����� SU(3)f � + ���������� � �	� ���	�
������	�������	 ���' ψi Aα ��� � ��� �� ",���	����	��	��%� ������ Sαβγ ��-��
!��� ���	�	�����	��� �� ���� ������������� 	������� α, β 	 γ� .� /�	 	������
�� �� ��	�	���� ����� ��� ������	
 (1, 2)� ��/���� Sαβγ = 0� 0�� 	 ��������� ���
�	� ����' !��	�� �� ���	�����
 � ��	�����

1�������	� ������ ����������	� �
 ��
 !��	���� � �������� � "����#$%� ���
����� ������������� ��!	�� 2� � i1 i2 i3 � 3� ���� �!(�' ������ "�����% ��

SU(3)f ��������� ���	�������
 � ����	��& ψi Aα �����(	� �!�����

D
(i1i2i3)
αβγ =

1

3!
εABC

∑
σ∈S3

ψ
iσ(1) A
α ψ

iσ(2) B

β ψ
iσ(3) C
γ , "����$4%

 ��
∑

σ∈S3
�!�������� ����� �� ���� ������������� σ ���& 	������� (i1, i2, i3)� 3

������ ,���	�����	��	�	 ������ � �����������	 "����$4% �������� �	�����	���
�� 	������� (α, β, γ)� 5������ ���� � �	�� �!������ "��� ����� �����% ��������
�	�����	���� ����	���	��� ����������	� T (3/2) ��	����'  ����� SU(2)� ��-�����

� ��
��� ���	������	� (T ( 1
2
))⊗3� ����������	� T (3/2)  ����� SU(2) �������������

��!	�� α β γ 	 &�������	�����
 ��	��� j = 3/2� 6���� ������ ����	
� �	 ��
	�
��� 	������� SU(3)�������� � 
�	�	�	�� ����	
� SU(3)��������� �	��� �����
�	���	 ��
 ����

7��������� ������� "����$4% ��������
���
 !��	������ �������� �����(	�
�!������
�� ����������	� � �����' ����������� s = 0 "!�� s�������% 	 	����	��� I = 3/2�
0�� ������������� ������ �� �� ��� 	������ i, j, k � "����$4% ��	�	���� ����� ���
������	
 1, 2 "	����	����
 ��� ����� SU(2)I ����������
 � SU(3)f ���� ��� ���
������ � "����#�%%� 8�����
 �������� 	 ��	����� 	������� � ���-� ����	��������
���-	��	� ���	���

Δ++ = D(111) = uuu , Δ− = D(222) = ddd , Δ+ = D(112) = uud , Δ0 = D(122) = udd ,
"����$9%

 �� 	���������
 ����������� �!�������	
 �
 ����	� Δ+,Δ−,Δ0,Δ++� � ������&
� �������� ���&�	& 	������� ������� 	& /����	����	� ���
�� "������	�� ��� ���
�
�� u�� d� 	 s�������� ����� +2/3� −1/3 	 −1/3� ��������������%�
�� ����������	� �� ����������� s = −1 "� ���	� s��������� ��� "����:#%% 	 	����	�
��� I = 1� 0�� ������������� ������ �� �� ��	� 	� 	������� i, j, k � "����$4% ����� 3�
� �������� ��	�	���� ����� ��� ������	
 1, 2;

Σ∗+ = D(113) = uus , Σ∗− = D(223) = dds , Σ∗0 = D(123) = uds . "����$�%

�� ����������	� �� ����������� s = −2 "����
 s��������	% 	 	����	��� I = 1/2;

Ξ∗0 = D(133) = uss , Ξ∗− = D(233) = dss "����$<%
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• ������ ���� ��	
� �� ������������ ����
������� T (λ) ������ SU(3)f � ��
��
��� ����� �� ��
��

����
� ���
�������� � �������� �
������ ������
��
������� � ��
��� �������

⊗ ⊗ ⊗ ⊗ =
∑
λ�6

T (λ) .

!�����
� �� "������ ��#��� $%�%���& ��������
� '
� ����
������	 T (λ)�

� ����	
�	�����	� �� 
�� ������������� 
 �������� 
��������	� ��������	�� 
 ����
���� ���  ������
� !�������" ��#$�#� ���#��	��#�  ������ �� ��%��	
��	� &	� �
��
���� � '������	�	��	�$�� $
��$�
 � �������� � ��( ����� � )
�	��

*������  ���� ����� ��" ������ �	��	�	
��	 ���#��	���  ������ � ������	��

��	�$�� $
��$�
�� ������ ������� � $
��$�
 ����� � )
�	� ���	�
��	�� 	��" �	�
$
��$� ������+� �
���	�� �����	�
������  ���� ,���$�� #����� SU(3)f ⊗ SU(3)c ⊗
SU(2)" #�� SU(2) - #����� �����" � SU(3)c - #����� )
�	� �c - ���
��  �$
� 
 ���
�
./01023.4 5	�	 ����$� ��������	�� ��� 	�#�" �	� � �	����	 )
�	�
�� #����� SU(3)c
�	 #����� �����	�
 SU(3)f�� *��	 Vf " Vc � V2 - ���	
�	�	
���� ����	����	
� �����

�����%�( �����	�
����� Tf " Tc � T ( 1
2
) #���� SU(3)f " SU(3)c � SU(2)" � ���	 �ei

(i = 1, 2, 3) -  ���� 
 Vf " �eA (A = 1, 2, 3) -  ���� 
 Vc � �e α (α = 1, 2) -  ���� 
 V2�
6
��$�
�� ���� ψ ��������	 �������� 
 ����	����	
� Vf × Vc × V27

ψ = ψi Aα �ei ⊗ �eA ⊗ �e α ∈ Vf × Vc × V2 , (ψ1A
α , ψ2A

α , ψ3A
α ) = (uAα , d

A
α , s

A
α ) . ������8�

9�$�� � �����" $����� ���	 $
��$� u" d � s ����	 �%� )
�	�
�� (A = 1, 2, 3) �
�����
�� (α = 1, 2) �	����� �
� ��� � ���� �����	�� �� ���������%��� �����	�
���
��� )
�	�
�� #����� SU(3)c � ���������%��� �����	�
����� #����� ����� SU(2)�
*�������� �������	" �	� $
��$� ����	 ���� :;� � �
���	�� <����������

������ <������$�� 	�� �
����� �
���	�� 	�" �	� �� �������� ���	�)� �����
��  �	 ���#��	��� �	��
������� �����	�
�������� )
�	�
�� #����� SU(3)c� &	�
�
���	
� = ��
���	���� )
�	� �$��<������	� = �� ��( ��� �� ����	 �������#� 	���
��	����$�#� � >�������" �� ��
����� 
�������	�� 
 �������� ?�	�$
��$� ���� ���
���	�� �� �����	�
����� SU(3)c" $��	��#������	���� $ ���������%���" ��5	���
$
��$���	�$
��$�
�� ���� ����	 ��(���	�� 
 ���#��	��� �� )
�	�" @ ��)
�	���.
���	����� ψi Aψ̄j A� A����� 	�$ ��	����� ������� 9�	 <�$	" �	� 
 ���	�
  ������


(���	 	�� $
��$�" � �� $�$���	� ���� �( $������	
�" �������� �
���� � 	��" �	�
)
�	�
�� #����� SU(N)c ����	 N = 37 	�������� �����
������ 	��( ���������%�(
�����	�
����� #����� SU(3)c �������	 )
�	�
�� ���#��	 = ������	� ��	������	�
������ 	����� 	��	�#� ���#�� A���� #�
���" )
�	�
�� �	��$	��� 
����
�� <��$)��
 ������ 
��#�� ����	 <�$����
����� 
�� ψi A · ψj B · ψk C ∼ εABC �

6���� 	�#�" '������	�	��	�$� $
��$�
 �������	" �	� ���� $
��$�
 ψi Aα ��	�$���
��	����	 ���# � ���#��7 ψi Aα ψk Bβ = −ψk Bβ ψi Aα � *�5	��� ����  ������
 ��
������(
���	����� 	��( $
��$�
� �����	�
���	�� 
 
��� �������( $�� ���)�� �����
������
ψi Aα · ψj Bβ · ψk Cγ " $�	���� ��	������	����
��� �� 
��� �����	���
$�� 	���$ ����$�
��
 (i, A, α)" (j, B, β) � (k, C, γ)� B��� �� �� ���	�
��� ��
������	 $
��$�
�(
����� ψi Aα �	 ����	����	
����( $�������	 �r = (x1, x2, x3)" 	�$ $�$ $
��$�" ���	�
���
�%�� ���,�� �� ������  ������" ����	 ����
�� �� �	����� �#��
�� �����	 �����
���	��
��	�� ������ 5	�	 �������" � �� ����� ���	�	" �	�  �������� 
����
��

��� ������������� ��	�
���
��� 	���������
� SU 
 SL ���

�����	
���

 �������	����� SL(N,C)� �

�	����	����
 ��������

λ = [1(N−1)] = �

�

�

⎫⎬⎭ (N − 1) .

�
����
 ������� ��
� ����
� 
������� �
��
 ������������� � �
 !
��
����"
ψi1i2...iN−1 �
#�
 �	�����$ % !
��
������� �
��
��$� ������������&�

 ε'����
��
N'
 ����

ψ̄i = εi i1i2...iN−1
ψi1i2...iN−1 . ��������

(� ��	�� ����" SL(N,C) �� ψ̄ �������� )
������� ������� � ����� 	��

ψ̄i → ψ̄′i = εi i1i2...iN−1
gi1k1 · · · g

iN−1

kN−1
ψk1k2...kN−1 =

= εk i1i2...iN−1
ψi1i2...iN−1(g−1)ki = ψ̄k (g

−1)ki ,
������*�

�� �" 	
��
�$�
	����$ 
����������� ������������ ���� ������ ������� ������ ��	
�
�����

εi1i2...in g
i1
j1
gi2j2 · · · ginjn = det(g) εj1j2...jn , ��������

� ����	
��� det(g) = 1 ��� ��
��� g ∈ SL(N,C)� ����� �������� ψ̄i ����������
	�
��� ������
 ���
���� �� ���	
��	
�� V̄ ����	
������ SL(N,C)� ��
�������!
�
��� � ���������"��� �	�� ���
 � ������� ������� � ������ ��	
� �����

ψ̄ → ψ̄ ′ = (g−1)T · ψ̄ . ������#�

$
��
��� �
� ���	
��� ������ %� s�(N,C) � ψ̄ ��&� ������
' �� ������� ��!
��	
� ������(�� �	�� ���	
���
' � ������(� )����
 g ∈ SL(N,C)� ������� � �����!
�� ��
���� g(t) = IN + t A + . . . � ��� A ∈ s�(N,C) � ������
� t ���� * �����'
�
�
� ��������

[A · ψ̄]i = εi i1i2...iN−1

(
T
⊗(N−1)
(1) (A)

)i1...iN−1

k1...kN−1
ψk1k2...kN−1 =

= −εk i1i2...iN−1
ψi1i2...iN−1 Aki = −ψ̄k Aki .

������+�

,��	' � ��	���'������	' -������� �����.�� ��� 
������� ����������� T
⊗(N−1)
(1)

���������"�/ ����	
������ T(1) ������ s�(N,C)� � 
��&� �-��
������' �
������� 
�&��	
�� ��������

εi1j2...jn A
i1
j1
+ εj1i2...jn A

i2
j2
+ · · ·+ εj1...jn−1in A

in
jn = Tr(A) εj1j2...jn . ������.�

0������� �
� Tr(A) = 0 ��� �	�/ A ∈ s�(N,C)�
1
��� 	����	� ������(� � ������+�� �
�	����
��� � 
���� ψ ∈ V⊗(N−1)� 	��
��
!

	
���"�� ��������� [1N−1]� 	 ����"'� -����� ������2� �
����&��
	� � ��!���
��
ψ̄ ∈ V̄� 3��� �
����&��� ����
���4

1

(N − 1)!
ψ̄k ε

k i1i2...iN−1 = ψi1i2...iN−1 , ��������

� ��)
��� �������������� 5������
��'�� ��� ����� SL(N,C) �� 	��
��
	
��!
� � ��� �� ��"�	
���� -��� SU(N)� ����	
������ [1N−1] � ��!���������"��
���
��������
�� � ���������"���� ����	
������ 6 )�������
 �



��� ��� ������������� ��	�
���
��� 	���������
� SU 
 SL

• ������ ���� �	
����� ��	 ���N > 2 	����������� � 
	�������������	� 
 ����

������������� T � T̄ ������ SL(N,C) ���
����������� �
������ �������

!���
���� χT (g) = Tr(g) � χT̄ (g) = Tr((g−1)T) ��� ���! ������������"�

���� g ∈ SU(N) ⊂ SL(N,C)� 	
� ���	��� ���
��� ���	���
�	� g−1 = g†� �
�	��
��������	�
� ���
����
����� ��������  
!�
 ������	" � ����

ψ̄ → ψ̄′ = (g−1)T · ψ̄ = g∗ · ψ̄ .

#
 ��	"� �
�
�������$%�� � �
���!���
� � 
�������$%� � �����	������� �����
SU(N) &��������	�� � �
&	
 � ��� SU(N) 
�����$	�� &��������	� � �����	���
����� [1N−1] � �����	�������� �
���!���
� 
�������$%� � ���� ����� SL(N,C)
&	
 �� 	����

'��	" φi � ψ̄i ( �
 �
���	 ���	
�
� �� ��
�	����	� V � V̄ 
�������$%��
 �
�
�
�������$%��
 �����	������) SL(N,C)� �

	��	�	����
� #
���� �
�����
 �����**�
� ��������� ����	�� (ψ̄i φ

i) ��������	�� 
	�
��	��"�
 ��)�	��� ����� SL(N,C) ��
	��� 
����
 � ��������	 &�� ��	 � ��
�	����	�� 	������"�
�
 �����	�������
SL(N,C)� #
 !� �� 
� � ��	  ��	
 � ��� ����� SU(N)� +��� 
	�� 	����" 	���
��
�
� ��
��������� �
�
�������$%��
 �����	������� ����� SL(N,C) ���� SU(N)��
�

	��	�	��$%��
 ������  � [1(N−1)]� � 
�������$%��
 �����	�������� 
	����$%��

������  � [1]� ,	
 ��
��������� �����	������) ��)�	���	 � ��
�	����	�� 	���
�
�
ψ-

ψ = ψjk �ej ⊗ �e k , �e k :=
1

(N − 1)!
εk i1i2...iN−1�ei1 ⊗ �ei2 ⊗ · · · ⊗ �eiN−1

, ��������

��� �ej ( ������� ���	
�� � ��
�	����	�� V 
�������$%��
 �����	�������� � �e k ���
��$	� �
�����
 ��������� ������� ���	
�� � ��
�	����	�� �
�	���������	�
�
 �����
�	������� [1(N−1)]� '�
��������� �����	������) [1(N−1)]⊗ [1] ����
�� 
 �   � �� 
��� ���
 ����
!���� ������.� ���� ��
�/
�� 
 �
�
!�	" r = N� �� ��� ������
�� /
�����	������� [1N ] � [2, 1(N−2)]� 0

	��	�	����
� ��
�	����	�
 	���
�
� ��������� ���
��
�	����	�
 �����	������� [1(N−1)]⊗ [1]� ��������	�� �� ��� ��������	�/ �
���
�
�	����	�� �����	������) [1N ] � [2, 1(N−2)]� 1 	�� ���/ �
 �
���	 	���
�
� ��������
	��
� ����
!���� �� ��� ��������	�/ �
���
�	����	�� ��������	�� � ����

ψjk =
1

N
δjk(ψ

i
i) +

(
ψjk −

1

N
δjk(ψ

i
i)

)
, ������.�

��� ��������	��� ����	�� (ψii) 2 &�� ��	 ��
�	����	�� 	������"�
�
 �����	�������
[1N ] = ∅� � �������
�) 	���
� �	
�
�
 ����� Xj

k =
(
ψjk − 1

N
δjk(ψ

i
i)
)
�����	�� &�� ���

	
 ��
�	����	�� ������
�� 
�
 �����	������� [2, 1(N−2)]� 3������
� �

	��	�	���
 �!�� ����
!���� � ������.� � ������.� �	����	 �� ���� ��
������
�
 � �
 
%"$
��������� ��)�	��� ����� SL(N,C) ���� SU(N)� �� ����	�� (ψii) � ��  �	��4� ||Xj

k||-

(ψii) → (ψii) , X → g ·X · g−1 .

5 ���
 �
&	
 � ��������	�) ���	
� (ψii) ���
4�����	�� � �����	������� [1N ] = ∅�
� 	���
� ||Xj

k||� �
	
�) ���
������	�� ��� ���	
� � ��
�	����	�� ����
�������
�

�����	�������� ���
4�����	�� � ������  
) [2, 1(N−2)]�

��� ������������� ��	�
���
��� 	���������
� SU 
 SL ���

������	 
���� �	������� �	����� �������� �� 
���� �
	���
������� �	�����
�������� �������	�
 � ��� ��� ��

� ω0!�	���� ������" η!�	���� � ��������� ������!
�	
�� 
������	� 
 ��

�# ρ!�	���� ������" π!�	���� � ���������� $�� ��� �����%� �
��

�� ������� ��� �
����	��	� �
	���
������"� η′!�	����� �&�
����	�� ������	�
� �� ��������� 
�
���	 &��		 �'	��"� s!������ �� �� ���	�
��� mω0 ≈ mρ � ��
��!

��� s!������ � 
�
���	 ρ!�	���� 
�	��	� ��
��
���	 s!������ � 
�
���	 ω0!�	���� 
��� (�� � ���	�� � )������� �������� � ������*��

+�&	�	� ��

���# ��	� � ��"���'���	 �
	����	������� �	����� � ���	����

−LV =
m2
v

2
V j

k V
k
j +ΔV k

3 V
3
k ��������

= m2
v ρ

+ρ− +
m2
v

2
((ρ0)2 + ω2) + (m2

v +Δ)
(
K∗+K∗− +K∗0K̄∗0)+ (m2

v

2
+ Δ

)
φ2 .

,�	
- m2
v . ��

���# �����	�� �	 ����/��0�# SU(3)f !
���	���� Δ 1 �����	��

����/	�� SU(3)f !
���	����2 �� ��
���-������
- �	� ��� 	���
��	���� ����!
�������� ��

���� ��	��� � ())	������� ��"���'���	 �	������� �	����� ���
����- 
����	� �����%� ��

 ������� /��������� � ���	���� ���"	 ����/��0��
SU(3)f !
���	���� 
��'�� 34567 · 89(V mV )� + ��/	� ���&��'	��� �� ��		�

mi
j = :;<=(0, 0, ms) ∝ :;<=(0, 0,Δ) , ��������

��� � ��	� ��������� + �	���-���	 �� ������	� 
�	���0�	 
�����/	�� �� ���������
��

 �
	����	������� �	�����>

m2
ρ0 = m2

ρ± = m2
v , m2

ω0 = m2
v , m2

K∗0 = m2
K∗± = m2

v +Δ , m2
φ = m2

v + 2Δ ,

�� ������� 
�	��	� ��

���	 
�����/	��	

Δ = m2
K∗ −m2

ρ = m2
φ −m2

K∗ .

? ��	��� ����	��# �������� (�� 
�����/	��	 ����/� ������	�
�

������	�

@���	 �	����� ������A� �� ������� ��"�� &��- 
�
����	�� &������� + �	�	�����
�!

��# ��������# ���	�� &������ 1 (�� 
������	 
�
���� ��	� ������� � ���	
&������ 
�����
 ��� ������	�	��	 ���	# ��	� �������� $���� �&����� ��� &���!
���� ��	�&������
 �� �	���������� ��	�
����	��� ��������0�� ��� �����
������	�	��� ��	� ��������� ��	�
����	��# ���	� ���	�	��0�� ��	�
����	��# Tf
"����� SU(3)f �� B� (��"� ������	�	�� �� ��		�

⊗ ⊗ =
(

⊕
)
⊗ = ⊕ 2 ⊕ , ������C�

"�	 � �����# ��
�� �	��� ���"����� 
����	�
���	� 
��"�	�� ����� . ���� ���	���
�����	���
�- ��'��"� �� (��� ���� ��	�
����	��# ��� &��� �������� ��/	 �����
8� � ��
�	�� . �	����	�� �� 
����	�
���� 
 ������C� 
 N = 3 � r = 3 ����	���
�-
(��"� ��	�
����	�� ����� 10 ��� 
�"��
�	�
 
 �	� ��� ����	���
�- ��	�
����	��
� �	��# ��
�� ������C� ����� 33 = 27 � � �����# �� ��		� 1 + 2× 8 + 10��

��������� ������	
�
���� ��� � �����	� ���
�������� SU(3)f ����������� Δ → 0� �
��� �����
 �
����	��
 �
���� �
��� ������	������ ���������
��� ��	�������� ���� ����	��
�
�� �	 �
��
�������� 
 �
��� ������� ���	��
�
��� ���������
� ��� ��
����� ����
� !"�"�#$%�



��� ��� ������������� ��	�
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��� 	���������
� SU 
 SL

������	�
�� �������� SU(2)I � ������� 
����
����� 
 SU(3)f �������� �������
�
 ����
����
�� � �������	��� �������� ���������� ������ SU(2)I�(

g 0
0 1

)
∈ SU(3)f , g ∈ SU(2)I . ����� ��

! "��� ������#�	�� ����� ���	�
 
 �	�� ������	�
�� ���$������� ��
	� ��#�
����%& ������� �
��$ � ��#� ���������� 
������%��
�% ���	�
� ������
��		��
�������'����% ���������%� !�� "�� �
�%�
� �%��
����$	� 
����	����� � ����(�%
��'	���$�� 
 ����'�� �� ����	�(�	�% 	�	���(�		�% SU(3)f � ������� 
����	�����
� ��(�% ��'	���$��

)������� '�� ����� 	�%����$	�� � ����#�		�� ���	�
 ��
	� ��� ���� 
 ���*
��� �����$	�% ������� ��� ���
�� +������ ������,�� ����� -�� .��� "�� ��
�	��
�
������
��	� ���'�%	��� ���'�	���� �	� ������
���� '�� ����� ���	�
 	� 	���(�*
�� �������'����� ��������� SU(2)I � )������ ���� '�� �������'����� ���������
	���(����� 	� ���$�� ������� u* � d*�
����
� ������� 	� ��
	� ��� ����� 	� �
"���������	��	��� 
������%��
����� /�"���� ���'�	�� "++����
� �
���		�� �
	���(�	��� �������'����% ���������� ������
���� ����% 
��$�� ���#	�� ���'��
0� 
 ��$	�%(�� ���� �'����$ �������'����� ��������� ��'	�%� ! '���	����� ��
���� �'����$� '�� �����
�% '��	 �
����
� 	���(����% SU(3)f *���������� �����

� �������� 1

mi
j = 2345(0, 0, ms) .

������	
� ����	
�

!��	���� � ���������	�� �
���		�� ������	�% �
���� � �	���
���� V k
j = ψk ψ̄j � 	�

�����$ ���������� 	� ���
�������	��� ��� ��	$(�� � 
�����	�� ����	�� ! "���
���'�� �����	� �'����$� '�� Tr(V ) = V k

k = 0� 6��� 
 �������	��
� ��	����
 � ��*
���	����� ������7� ����������� ���
����� ������
��	�� SU(3)f � � �����8� V k

j

��#	� �
����$ � �
����% �	�	����� 
�����	�� ����	�
����

V k
j =

⎛⎜⎜⎝
ρ0√
2
+ ω√

2
ρ+ K∗+

ρ− − ρ0√
2
+ ω√

2
K∗0

K∗− K̄∗0 φ

⎞⎟⎟⎠ , ����� 9�

� ������� �
 ��	�8�� 0"!�

mρ± = 766± 2 , mρ0 = 770± 1 , mω0 = 782, 7± 0, 3 ,

mK∗± = 892, 2± 0, 5 , mK∗0 = 896, 1± 0, 3 , mφ0 = 1019, 7± 0, 3 ,
����� ��

� �
����
�� �����
��

ρ+ = u d̄ , ρ− = d ū , ρ0 = 1√
2
(u ū− d d̄) , ω = 1√

2
(u ū+ d d̄) ,

K∗+ = u s̄ , K∗− = s ū , K∗0 = d s̄ , K̄∗0 = s d̄ , φ = s s̄ .
����� ��

������ ����� ���	
���� 3 × 3̄ = 8 + 1� ��� ��������� ����� ������ ���� ����
� ��	 � �����	�
����������
� SU(3)f ������� 
����  �� 	�� ��!� ������ 	 
"��# $	��� ������ %
 ��
�������� SU(3)f ���
�� � �������! �� 	���  &�� �
��
����� 
������  �� ������	#�
�
������� �� ���� �����'(��

��� ������������� ��	�
���
��� 	���������
� SU 
 SL ���

�������	�� �������	 
�� ������������ [2, 1(N−2)]	 ��������� � T⊗N 	 ��� T � ����
�������� ������������ ����� SL(N,C)	 �� ���������� ������������ � �� ��
����	 � ���� 
���� ����� �� ��������� ����!� "� A(G) ��!� ����� "�
G	 ��� ������������ ����������	 ��#���� ������������� ������������ �����
"� G	 �� �������� � ���������� �� ����!� "� A(G)	 !��� ��������� ����
��� ������������ ������������ $��� �%��� 
���� ���� 
���� �����&� � ���%�
� #���	 ����������� ��'� ������������ [2, 1(N−2)] ����� SL(N,C) $������ ����
�� ��%����� �������������& ������� �������( ��� ������������	 �� ��������
� ���������� ����!� s�(N,C)	 ���%( ����� � ����������� ����!� "� �����
SL(N,C) �!��������( � �%���� 
������ ���� 
���� ������ � ���
�� �� �����
SU(N) ������������ [2, 1(N−2)] ) #�� ���������*�+�������� ������������� ����
���������	 �� ���( ������������	 �� �������� �� � ����������� ����!� su(N)	 �
� �� ���������*���+�� s�(N,C)�

����� ������	 SU(3)
�������� �  �������

,�����
����� �%������� �������� #���� �%���� ���� � ���+��- .�.� /�����!���
01123 ��� ����� ����� 01�2�

������ 	 ��������� �	��� ��������

4���( Tf ) ����������� ������������ ����� SU(3)	 �� �������� � ��-���
��� ����������� ���������� Vf � !�%���� �ei (i = 1, 2, 3)� � *�%��� #��������

��- 
����+	 �� ���������� ������� �������� SU(3)	 ���������� ψi = (�ψ)i

(i = 1, 2, 3) ������ �ψ = ψi �ei ∈ Vf �������������� �� ����� u	 d � s5

(ψ1, ψ2, ψ3) = (u, d, s) . $6�6�67&

8� ���(	 �������� *���+�� ������ ψi	 ������ �������- �������� $� �����- ��
!���� ������( ����&	 ����� ����������(�� ������ i � ���!�%����� ��� ����
������ ������� � ���������� ������������ ������������ ����� SU(3)	 ���
��
������ ��!��+� 9��� i $��� �%��� ����&� �!�%��
�� #�� ����������� ����
��������� ��� �� 8� ������� ���!��� ������ u	 d � s ��%������� ��������	 �
����� SU(3)	 ������ �����'����� #�� ������� ���!���	 ��%������� ����� ���
����� � �!�%��
����� SU(3)f $%���( f ) ����� !���� � ����� :;<=>?@:&� ,����� u	
d � s ������������ %���� +2/3	 −1/3 � −1/3	 ��������������� A����� �������	
� ���������� Vf �������� ������ %���� Q5

Q · �ek = �ei Q
i
k , (Q · �ψ)i = Qi

k ψ
k , $6�6�6B&

����+� ������� � ��!����� !�%���	 ����� ������������� $6�6�67&	 ��������(��

||Qi
k|| =

1

3

⎛⎝ 2 0 0
0 −1 0
0 0 −1

⎞⎠ =
1

2

(
λ3 +

1√
3
λ8

)
. $6�6�6C&

D���( λ3 � λ8 ) ����������� �!�%����� ����!� "� su(3)f ����� SU(3)f � ���
�����( �!�%����- ����!� "� su(3)f %����������� � ���� $��� ����� � �%����



��� ��� ������������� ��	�
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��� 	���������
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 SL

������� �����	 
��� ������

λ3 =

(
1 0 0
0 −1 0
0 0 0

)
, λ8 =

1√
3

(
1 0 0
0 1 0
0 0 −2

)
, ��������

λ1 =

(
0 1 0
1 0 0
0 0 0

)
, λ4 =

(
0 0 1
0 0 0
1 0 0

)
, λ6 =

(
0 0 0
0 0 1
0 1 0

)
,

λ2 =

(
0 −i 0
i 0 0
0 0 0

)
, λ5 =

(
0 0 −i
0 0 0
i 0 0

)
, λ7 =

(
0 0 0
0 0 −i
0 i 0

)
,

��������

� ��������� ��������� ��		
������ ��������� ������� Q ��� ����	���
��� ���!��

Q = I3 + Y/2 ������"�

��#�	 ��������� I3$ �������� ������ �������� �I = (I1, I2, I3) � �������� �����%
������ Y & (

I1, I2, I3
)
=

1

2

(
λ1, λ2, λ3

)
, Y =

1√
3
λ8 , ��������

��� '������ λ1, λ2, λ3, λ8 ∈ su(3) ( ���������� � ��������$ ��������� )���� � �����$
����!� ��������� I3 � Y $ ��	����*�+ � ���������� ���������*��� �������%
����� Vf $ � �� ������  ����� �����&

||(I3)i k|| =
1

2
λ3 =

1

2

⎛⎝ 1 0 0
0 −1 0
0 0 0

⎞⎠ , ||Y i
k|| =

1√
3
λ8 =

1

3

⎛⎝ 1 0 0
0 1 0
0 0 −2

⎞⎠ . ������,�

-���!� Q$ �������� � ������.�$ ( '����� ���� �� /� su(3)f ������ SU(3)f $ ��'�%
�� � ������������ (Tf)

⊗r ��	���� Q �� ��������� ������ r%�� ����� ψ ∈ V⊗rf
����������� ��������� ��������(

T⊗rf (Q) ψ
)i1i2...ir = ( r∑

m=1

δi1k1 · · · δim−1

km−1
Qim

km
δ
im+1

km+1
· · · δirkr

)
ψk1k2...kr ⇔

T⊗rf (Q) ψ =
(
Q⊗ I⊗(r−1) + I ⊗Q⊗ I⊗(r−2) + · · ·+ I⊗(r−1) ⊗Q

)
ψ ,

��������

��� ||Qi
k|| ( ����!� ������.� � I ( �����
��	 ������� � Vf � 0������� I3 � Y

������,� ( ��1� '������ ���� �� /� su(3)f ������ SU(3)f $ ��'��� �+ ��	����
�� ψ ∈ V⊗kf ����������� �� �� 1� �������� ��������$ 
� � ��	���� �������� Q�
2� 3����� �������� ������$ 
� ����� Q$ ���������� Y � ��#� �����!�� ��������
�������� I3 ������� ���������� +��������������

4��������� (ū, d̄, s̄) = (ψ̄1, ψ̄2, ψ̄3) ������������ ��������� �����1������
������ ψ̄j = εjikψ

ik
a �������� � � *�	 3������	 �����,5��$ ��� ψika ( ����������
%

��	 ����� �����",�$ �����	 ����!������� � ���������	 6���
�

�
� ��������1�

���������� ���������������� ������������ 3̄� ���#����# �������� � �������� ��
����
���

(Q · ψ̄)k = εkij(Q · ψa)ij = εkij(Q
i
�ψ

�j
a +Qj

�ψ
i�
a ) = −ψ̄j Qj

k , ��������

��� ������������� ��	�
���
��� 	���������
� SU 
 SL ���

��� L
(π0 η)
M = −∑i μi(M

i
i)
2 � �	
�	�

−L(π0 η)
M =

1

2

[
(μu + μd)(π

0)2 +
1

3
(μu + μd + 4μs) η

2 +
2√
3
(μu − μd)π

0 η

]
. ��������

����	� �������	� � �������� ����� ���∑
i<j

(μi + μj)M
i
jM

j
i = (μu + μd)π

−π+ + (μu + μs)K
−K+ + (μd + μs)K̄

0K0 ,

��	 �		��������� ��������� ����

m2
π± = μu + μd , m2

K± = μu + μs , m2
K0 = μd + μs . ��������

������	� �������� 	�������� ����� π0 � η� ��� 
�	� �	������� ���� � �������� ��� 
�	��� � (π0− η) ���!�����"# 	����������� ����� ���"� �� �	�$ π0 � η% ���������
� ������&�% � �' �������� �	�(���)��� * ���(��+����

μs $ μu , μd ������,�

��	�	�	� '	�	!	 ���	��$���$% ��� ������-��% � ���+� �����(����$ (π0 − η) ���!��� 
�������� ��	+�	 �	��.��/% ��	 � ���(��+���� ������,� ���!������ ����������/�	
���	�% �� �	�����

m2
π0 = μu + μd , m2

η =
4

3
μs . ������0�

* 
�	� +� ���(��+���� m2
K± = m2

k0 = μs% 	���� ������ ����	�	� �		��	!����

m2
η =

4

3
m2
K , ������&�

�	�	�	� ���	��$���$ � '	�	!�� �	��	��/" �mπ = 135−140 1
*%mK = 494−498 1
*%
mη = 547, 5 1
*��

• ������ ���� ��	
� ������� � ����	 ������ � ��������� �������� � (π0− η)!
���"�������� #$���
% �� ��������� ����%����"��% �������&�� �������!
��� �����'(��

• ������ �)�� ��	
� ������� ������ m2
π � ������� �
�"��� �������� �

���
� (π0 − η)!���"������� ��	
� �� 
���
��%�&	 ������ ����%����!
"��% �������&�� ���������� �����'(��

�������	
��� ����
����

1���� u � d �����	� 	���/ ���� � ���	��	� ���!��(� ����% �	�	��� ����� �	�$ 
�	� mρ = 770 1
*� �	
�	� ��� �.����� ��	���� ���	�	�% .� ����"������ ����
π ��.	�	�% ������� mu � md �	+�	 �����(���/� * 
�	� ���(��+���� ����� ��� 
������ SU(3)f ���!����$ ����	� s ������ �� �	��	��/"# 	������$ �����!���	�

������������ ��� 	
�������� �������� � 	
����
����� (π0 − η)������������ ���������������
�����	������� ������
�� ������������ 	�� 
�		! SU(2)I ⊂ SU(3)f " ��� ������#�$ 	���� %&���
��	������' ������
�'%�
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� ������	 �� 
�	� �������� �	���� �����
� �����	 ��� � ���	� ��	
�����
������ �	����
 �	����� �����
�	�� �	���	
��� ����� �
���
� �� ��� ����
��
��	� 
 �  	���
��� �	������ ����!��	 �����������	� mi

j "

��� ����������	 �
����� � ��� ��� 
 ������� ����
�� ��� �
����
 mu,md,ms → 0 ���� ���
��
��� �����	�� �������� ���������� �
����
�� ����������� � !"� # ������ ���	���

���������
��� �����
��$��� 
 ���������� ������ ���������� # �������� ���%������� �����
���� SU(3)L × SU(3)R� ��� SU(3)L �����
��� ���	�� �� ��
�� ��������� �
����
�� ����� �
�� �������
��� ���
�� ���������� � SU(3)R� ��������� �����
��� ���	�� �� ���
�� ��������
�� �
����
�� �����& '������ SU(3)L × SU(3)R ��������� ����	
�� 
 ������� �� (������
���	���) SU(3)f � ��� ����� ������� ����������� 
 *�� ������� � �������
� �
 ����
����
�� �
���������$� �������
������ �����
��� �� ��
�� � ���
�� ��������� �
����
�� �����& + ���
��
����
�� � ������� ,���������� 
 �����	���� ����������� ����%���� ������� ������ - �
�
�������� ��������������������� �������� �� ����� ����%����� ����������
� ./0(SU(3)L×
SU(3)R) − ./0(SU(3)f ) = 8& ��� ������ �
������ ���
���������� � �������� ����� �� ����%��
��� � SU(3)f & ��� � ���	 ����� �1&1&23�& + ����	����� �
���� ���� ����� �� ��� ��
������ �
 !" ������ � �����	��� �������& 4����
�� ���� �
����
 �1&1&21� ���� ����%��� �������
SU(3)L × SU(3)R� ��*��� ���
����������� ����� ���� ���� �
 *�� ������ �� ����
���
���
��5����5����������
���� ��������& + ���
�� ������� �� ���� �
����
 ����
�� ����

 ����������� ���
��5����5����������
���� ������
 ������6������� *�� ����&

7��
��� ����������  !" ��
�������� �$� � ���������	�� U(1)B × U(1)A� ��� U(1)B �������

������ �������� ������ B ��& �1&1&89�� � ���$���
���� :���
�� 
��$���� ����
������ 
���
�
����
�� ����� ψj → ;iϕ/3ψj � � U(1)A ���$���
���� 
��$���� ��
�� � ���
�� �������� �
���

��
�� ����� � �����
��������� :����� ψj
L → ;iϕψj

L� ψ
j
R → ;−iϕψj

R& <�� *�� ������� U(1)A

����� ��������� ����%���� � ���� ���� �� ������	 ��$���
�
���� ��
����� ������� ���
���

����5����������
����� ������& + �
����
�� ������� ������� ������� U(1)A ��� 
���$� �����

��� ����
���� ������	��� �������& ��� � ���
���� � ���� ��� ���� ��
����� ���
������������

������ η′ 
�����& =���� ��������� ��������� ������� 
������ �& 
 ����� >?3@� ��& 3A&

#��� ����
�� ��	� ��� ��	
���������� �	����
 �����������	� ����
��
�����	 �
���
 mi

j " $�� ���� �� ���!	� ���� ��
����	� �������	���� SU(3)f �
	��� mi

j ������ %��������" &�����
	��� ��
����� ���	���� �� m
i
j � �
���
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i = −'((MμM) , )�"�"*+,

��	
μj k = B ·mj
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� B - �������� �	 �
���.� �� ����" $����
��� �/� ������ )�"�"*0, �  ���
����� 
������	 ��	��		 )���%/.		 SU(3)f �����	���/, %���������� ���� 
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���������� ������ μ = 1234(μ1, μ2, μ3) ≡ 1234(μu, μd, μs) = B · 1234(mu, md, ms)�
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∑
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j
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(π0 η)
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ψ̄jγ
μDμψ
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 �����
������ T̄ � �����
��
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	� �� �����
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 ������� �
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������ S

Y = B + S . '����()*

+
���#� ����
����� B � S � �������� �� �����
������ � � ����
���� �
	���
'�����)* ����� ��

||Bi k|| =
1

3

⎛⎝ 1 0 0
0 1 0
0 0 1

⎞⎠ , ||Si k|| =
⎛⎝ 0 0 0

0 0 0
0 0 −1

⎞⎠ , '����(,*

-
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�����
���� ����� �� ���
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Q = I3 + (B + S)/2 , '����(0*
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��� ������ SU(3)f
����� �
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��
���&� � ��
��
��
���&� ������������ 	������� � �!$�� ����"��� 	�����1�� �������� ���
��" � &�"��� SU(N)�2

ψk ψ̄j =
1

3
δkj (ψ

i ψ̄i) +

(
ψk ψ̄j − 1

3
δkj (ψ

i ψ̄i)

)
. 	����13�

4��������( ���������� �������� � 
���������� 	����13� ��� 32 = 9� � ������
�% ��&��� 5�& ��������� 	����13� ������������� � ����

⊗ = ⊕

&�� � �����  ��� ����� ��&��� ����������"�� �������(# ����������� ���"
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(
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3
δkj (ψ
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��� � ������ ������ ,�� 8 �������������� �����
�������� &�"��� SU(3)f � �&� ���������( ��� 32 − 1 = 8��

9�& �0��� ������ ����#��� �������
������ ������ (π0, π±, K±, K0, K̄0, η)�
:�� �!��"#� �
��� ���������(�� SU(3)f � � ���� �� �� ������� � ��"&��� ������
�  ������(#� ������� �������
������ η′������� ���&������ ���������(�� SU(3)f �
����� ���"� �� ����(�� �����0#$"# ���� ������� "
����&� �
���� � � &�"�
!�� ���!������� �&� ����� �� " �����(� �  �������� �� �� !"��� ����(�� �
���
����� �������� � η + η′����0�������

���������� ����) 	����7-� ������������� �
���" �������
�����% �������
����"#$�� �!����2

M =

⎛⎜⎜⎝
π0√
2
+ η√

6
π+ K+

π− − π0√
2
+ η√

6
K0

K− K̄0 − 2η√
6

⎞⎟⎟⎠ , ;<(M) = 0 , 	����7.�
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π+ = u d̄ , π− = d ū , K+ = u s̄ , K− = s ū , K0 = d s̄ , K̄0 = s d̄ ,

π0 = 1√
2
(u ū− d d̄) , η = 1√

6
(u ū+ d d̄− 2s s̄) .

��������

� ������	��	 � ����
 �����
 �
�	���
	� �	����� �	��� η′ = 1√
3
(u ū + d d̄ + s s̄)� �

������ �� 
 	 
�������� � ������ �����	����
	� �����������
 �	���
 (ψi ψ̄
i)

���������� �����	��!� �������"��!�� �	������	��� SU(3)f � #��	���� ��� �
���	��� �������� �	������ ������	��� Mk

j ����$� ������%� ����&��� ������ �
������� �� �������� xμ = (x0, x1, x2, x3) ����������'�	�	��� � �	��� ���� ��
��		� π− = (π+)∗� K− = (K+)∗� K̄0 = (K0)∗� � ���� � ������%� ��������� ����
��� SU(3)f '����������� ���	���	���� ��	�

1
2
() (∂μM · ∂μM)� !�	���� ∂μ = ∂/∂xμ =

ημν∂
ν � ��	� ���������	 ��������	���	� ���	���	���	 ��	�� ��� ���	� �	�����

1

2
() (∂μM · ∂μM) = ∂μπ

− ∂μπ+ +
1

2
∂μπ

0 ∂μπ0 + · · ·+ 1

2
∂μη ∂

μη .

*���� �+����� ���	���	���� ��	� ��� �	�	���	���!� ��������� ����� ����!� ���
π0 ��� η� ����$����� ���	 �� ���,,�$�	�� %-�. � ��
��	 �����	����!� ����
���!� ��� ��	�� �	�� /����!����	 �	+�����	 +
�	� ��	�	���" ����	���	 ����'
������	 ���,,�$�	��� � ���� 	���0 ����� ������%�� �
!�0 ������0 SU(3)f '
�
�"����	��� �� �	��������� ������� ������
� ��
��	 ������ SU(3)f '����	��� ����� ������� �0�����0 � ���� � ���  	

SU(3)f '�
�"����	�� ��� �� +��" ���������� � ����	 ��� �	 ����	� �	��� 1����'
��	 � �����0 �	!��0 ������ � ������ � �	��  	 ������ � �	�����"&� �� ���	 �'
���� ���"�� u' � d'����� � ����� ������� � ��	&���� � ���	� ������	 s'���� �
�
!�� ����������� ������� � �	�� ��� s'���� ������	�"�� �� 	�		 u' � d'������2

mu # 2.2 3�� , md # 4.7 3�� , ms # 96 3�� . ��������

*	� �	 �	�		� ��	 ��� ����� �	�	���� �� ����	��& � 0����	��� ������� ���'
4��+��� ������ ����$����� �������&� � ������ ρ'�	����� mρ = 770 3��� 5�	���
� ���
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��� ��!�� ���	� #�� �������	� ��'�� �������!� ���!�	��!� � �������� ��!�� �'
��	

Lq = −mi
j ψ̄iψ

j , ��������

!�	 mi
j = 789:(mu, md, ms)� ;��+�� ����������" m

i
j ��� �	����	 ������!��	�"��	

���	 �<4�
���=�� �	�+��
&�		�� �� �	������	��& 3× 3̄ ���������� ��� �� ��'
���"�
	� 3 � 3̄ ��� �+�����	��� ��	�	��&�	!� � ���� ���!� � �	�
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!
��� SU(3)f�� ���
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��!�� ���	�
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�
������� ��� ��� �
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δkj (ψ
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⊗ = ⊕
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���
����� �������� � η + η′����0�������

���������� ����) 	����7-� ������������� �
���" �������
�����% �������
����"#$�� �!����2

M =

⎛⎜⎜⎝
π0√
2
+ η√

6
π+ K+

π− − π0√
2
+ η√

6
K0

K− K̄0 − 2η√
6

⎞⎟⎟⎠ , ;<(M) = 0 , 	����7.�

��� ������������� ��	�
���
��� 	���������
� SU 
 SL ���

��� �����	����
	� ��������
 ������


π+ = u d̄ , π− = d ū , K+ = u s̄ , K− = s ū , K0 = d s̄ , K̄0 = s d̄ ,

π0 = 1√
2
(u ū− d d̄) , η = 1√

6
(u ū+ d d̄− 2s s̄) .

��������

� ������	��	 � ����
 �����
 �
�	���
	� �	����� �	��� η′ = 1√
3
(u ū + d d̄ + s s̄)� �

������ �� 
 	 
�������� � ������ �����	����
	� �����������
 �	���
 (ψi ψ̄
i)

���������� �����	��!� �������"��!�� �	������	��� SU(3)f � #��	���� ��� �
���	��� �������� �	������ ������	��� Mk

j ����$� ������%� ����&��� ������ �
������� �� �������� xμ = (x0, x1, x2, x3) ����������'�	�	��� � �	��� ���� ��
��		� π− = (π+)∗� K− = (K+)∗� K̄0 = (K0)∗� � ���� � ������%� ��������� ����
��� SU(3)f '����������� ���	���	���� ��	�

1
2
() (∂μM · ∂μM)� !�	���� ∂μ = ∂/∂xμ =

ημν∂
ν � ��	� ���������	 ��������	���	� ���	���	���	 ��	�� ��� ���	� �	�����

1

2
() (∂μM · ∂μM) = ∂μπ

− ∂μπ+ +
1

2
∂μπ

0 ∂μπ0 + · · ·+ 1

2
∂μη ∂

μη .

*���� �+����� ���	���	���� ��	� ��� �	�	���	���!� ��������� ����� ����!� ���
π0 ��� η� ����$����� ���	 �� ���,,�$�	�� %-�. � ��
��	 �����	����!� ����
���!� ��� ��	�� �	�� /����!����	 �	+�����	 +
�	� ��	�	���" ����	���	 ����'
������	 ���,,�$�	��� � ���� 	���0 ����� ������%�� �
!�0 ������0 SU(3)f '
�
�"����	��� �� �	��������� ������� ������
� ��
��	 ������ SU(3)f '����	��� ����� ������� �0�����0 � ���� � ���  	

SU(3)f '�
�"����	�� ��� �� +��" ���������� � ����	 ��� �	 ����	� �	��� 1����'
��	 � �����0 �	!��0 ������ � ������ � �	��  	 ������ � �	�����"&� �� ���	 �'
���� ���"�� u' � d'����� � ����� ������� � ��	&���� � ���	� ������	 s'���� �
�
!�� ����������� ������� � �	�� ��� s'���� ������	�"�� �� 	�		 u' � d'������2

mu # 2.2 3�� , md # 4.7 3�� , ms # 96 3�� . ��������

*	� �	 �	�		� ��	 ��� ����� �	�	���� �� ����	��& � 0����	��� ������� ���'
4��+��� ������ ����$����� �������&� � ������ ρ'�	����� mρ = 770 3��� 5�	���
� ���
 ����	��	!� �+�����	�"���� ��+�� 	���� SU(3)f '����	��� ����	��� �	���'
0�� �
�	��� ��+�� 	��	��
6�� ���
�	��� ����� �	 �
 ������� ������ �� ����!� SU(3)f '�
�"����	�� ��'

�	��� ������	�" ��
4�&�
& SU(3)f ����" �������!� ��	�� � �,,	������ ����'
��� ��!�� ���	� #�� �������	� ��'�� �������!� ���!�	��!� � �������� ��!�� �'
��	

Lq = −mi
j ψ̄iψ

j , ��������

!�	 mi
j = 789:(mu, md, ms)� ;��+�� ����������" m

i
j ��� �	����	 ������!��	�"��	

���	 �<4�
���=�� �	�+��
&�		�� �� �	������	��& 3× 3̄ ���������� ��� �� ��'
���"�
	� 3 � 3̄ ��� �+�����	��� ��	�	��&�	!� � ���� ���!� � �	�
 �	������	���
!
��� SU(3)f�� ���

���	 �	��		 �����!� ,��������� � ���� 789:(mu, md, ms)�
>� ����� ���	�	��$�� �������� ��	� �������� ��������	� �������	�"�� SU(3)f �
������
 ��� �� +��" ���������� � �������	 ��	�� � �,,	������� �������
��!�� ���	�

������ �������	 
 	������ ||ημν || = diag(+1,−1,−1,−1)� 
	� ������ ������
���������� �
�������� 
�
������� ��� ��� �
����
������� η′�	�����
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� ������	 �� 
�	� �������� �	���� �����
� �����	 ��� � ���	� ��	
�����
������ �	����
 �	����� �����
�	�� �	���	
��� ����� �
���
� �� ��� ����
��
��	� 
 �  	���
��� �	������ ����!��	 �����������	� mi

j "

��� ����������	 �
����� � ��� ��� 
 ������� ����
�� ��� �
����
 mu,md,ms → 0 ���� ���
��
��� �����	�� �������� ���������� �
����
�� ����������� � !"� # ������ ���	���

���������
��� �����
��$��� 
 ���������� ������ ���������� # �������� ���%������� �����
���� SU(3)L × SU(3)R� ��� SU(3)L �����
��� ���	�� �� ��
�� ��������� �
����
�� ����� �
�� �������
��� ���
�� ���������� � SU(3)R� ��������� �����
��� ���	�� �� ���
�� ��������
�� �
����
�� �����& '������ SU(3)L × SU(3)R ��������� ����	
�� 
 ������� �� (������
���	���) SU(3)f � ��� ����� ������� ����������� 
 *�� ������� � �������
� �
 ����
����
�� �
���������$� �������
������ �����
��� �� ��
�� � ���
�� ��������� �
����
�� �����& + ���
��
����
�� � ������� ,���������� 
 �����	���� ����������� ����%���� ������� ������ - �
�
�������� ��������������������� �������� �� ����� ����%����� ����������
� ./0(SU(3)L×
SU(3)R) − ./0(SU(3)f ) = 8& ��� ������ �
������ ���
���������� � �������� ����� �� ����%��
��� � SU(3)f & ��� � ���	 ����� �1&1&23�& + ����	����� �
���� ���� ����� �� ��� ��
������ �
 !" ������ � �����	��� �������& 4����
�� ���� �
����
 �1&1&21� ���� ����%��� �������
SU(3)L × SU(3)R� ��*��� ���
����������� ����� ���� ���� �
 *�� ������ �� ����
���
���
��5����5����������
���� ��������& + ���
�� ������� �� ���� �
����
 ����
�� ����

 ����������� ���
��5����5����������
���� ������
 ������6������� *�� ����&

7��
��� ����������  !" ��
�������� �$� � ���������	�� U(1)B × U(1)A� ��� U(1)B �������

������ �������� ������ B ��& �1&1&89�� � ���$���
���� :���
�� 
��$���� ����
������ 
���
�
����
�� ����� ψj → ;iϕ/3ψj � � U(1)A ���$���
���� 
��$���� ��
�� � ���
�� �������� �
���

��
�� ����� � �����
��������� :����� ψj
L → ;iϕψj

L� ψ
j
R → ;−iϕψj

R& <�� *�� ������� U(1)A

����� ��������� ����%���� � ���� ���� �� ������	 ��$���
�
���� ��
����� ������� ���
���

����5����������
����� ������& + �
����
�� ������� ������� ������� U(1)A ��� 
���$� �����

��� ����
���� ������	��� �������& ��� � ���
���� � ���� ��� ���� ��
����� ���
������������

������ η′ 
�����& =���� ��������� ��������� ������� 
������ �& 
 ����� >?3@� ��& 3A&

#��� ����
�� ��	� ��� ��	
���������� �	����
 �����������	� ����
��
�����	 �
���
 mi

j " $�� ���� �� ���!	� ���� ��
����	� �������	���� SU(3)f �
	��� mi

j ������ %��������" &�����
	��� ��
����� ���	���� �� m
i
j � �
���

������ �� ����� �	����
 M i
j� ��		� 
��

LM = −M i
jμ

j
kM

k
i = −'((MμM) , )�"�"*+,

��	
μj k = B ·mj

k ,

� B - �������� �	 �
���.� �� ����" $����
��� �/� ������ )�"�"*0, �  ���
����� 
������	 ��	��		 )���%/.		 SU(3)f �����	���/, %���������� ���� 
 
��	
���������� ������ μ = 1234(μ1, μ2, μ3) ≡ 1234(μu, μd, μs) = B · 1234(mu, md, ms)�
�� �����	� ����
�� ��	� 
 
��	

−LM =
∑
i<j

(μi + μj)M
i
jM

j
i − L

(π0 η)
M , )�"�"**,

����B���������  !" 
 �����	�� ������� ���� 
��

LQCD mi=0 =
1

2
CD(GμνG

μν) + i
∑
j

ψ̄jγ
μDμψ

j ,

��� 
������ ���	�� ������ ������ jE Gμν 5 ������������	 ��������� ����E Dμ # ��
���������
�����
������ 
������$�� 
 ���� �������� ����E �����	��� ����������� ����������& + ����	��
������ ����
��� �
����
 � *��� ����������� ����
������ ����
�� ���� �1&1&21�&

��� ������������� ��	�
���
��� 	���������
� SU 
 SL ���

�� ���� 	
��� 
�����
���� (ū� d̄� s̄) �������������� 	
��
� ��
���� u� d� s� �
�
� ����� ����� ��
�������� �����	
��� Y � 	�
����� I3 �� 
�����
���� ������
��������� �����	
��
� Y � 	�
������ I3 �� ������������ �! ��
�����
"���� �� �� ���������� 	
����
���� � ���� ��� 
������� 	
��� Z ∈ su(3)f

����
���! �
���# �	 ����������
��� �����
������ T �������������� 	
��
� ���
��
���! �
���# �	 ����������
 �����
������ T̄ � �����
��
�������� � �����
����
��� T � $�� ��
	� �� �����
�� �	 %������ T̄ (Z) = −T (Z)T�
&������� ��� �����	
�� Y 	
�����
���� � ��� ����� ��! 
������! !
�
��

��������� 
 ������� �
�������� ����
 B � ���
������ S

Y = B + S . '����()*

+
���#� ����
����� B � S � �������� �� �����
������ � � ����
���� �
	���
'�����)* ����� ��

||Bi k|| =
1

3

⎛⎝ 1 0 0
0 1 0
0 0 1

⎞⎠ , ||Si k|| =
⎛⎝ 0 0 0

0 0 0
0 0 −1

⎞⎠ , '����(,*

-
��� ���
	��� ��
��
� u, d ��������
���� ���
������ S = 0� ��
��� s . ���
������
S = −1� 
 �
������� ����� � ���! ��
���� ���
���� � �
��� 1/3� / ������ ����
��
������ '����()* %�����
 �� 	
��
 '����(�* 	
�����
���� ����� �� ���
	��

Q = I3 + (B + S)/2 , '����(0*

� �
	��
���� �������� �	��
�������������� 1
������ ��� ����
���� B
� S �� �������� 2������
�� 
������ 3� ������ SU(3)f � &�
��� ������ SU(3)f
����� �
�4����� � ������ U(3)f = SU(3)f ⊗ U(1)B� �� � �
������ ���
	�� �5

������5 �������� U(1)B �����
���� ����
��� �
�������� ����
 B� 6���� 2����
%�����
 '����(�* ����� ���� ��������
 � �� ����
����� B � S� ��� ��7������

��������� �
�������� ����
 � ���
������ � ������������������5 ����� 	������

�������	� 
� -
� �
� %�����
 '����(�*� '����(0* ���
�����
 �� ��
���� u, d � s� ��
��
 � ���� 
��������� ���! �!�� �! � ��� !
�
��������� ���
�����
 � �� ���!
�
���#� ����������! �	 2��! ��
����� 8� ������� ���� ������ �
 ����
5 ������!
��
���� c� b � t � 2������������� 	
��
�� (Q(c), Q(b), Q(t)) =

(
2
3
, −1

3
, 2

3

)
�

�������	� �� 9
��5 ���� ��
��
 u� d � s � '�����)* ����� � � #������� � ������
��� ������� ������� +� ���� �������� �� 2��� ����� ������� ����� � �
	����
����� ����� �
����
��

: �������� ��������� ��
��� � ������ �� �
���
����� ;
���#�� ��
������
 �� � ������! �	
����5����! < ����� < �������� ����
������ : �������������
���5 ��
�����5 ����� ��� �����
����� ����5 ���	
���� ��������� ���� ��
��

� 
�����
��
 '��	���*� ���� ���! ��
���� '�
�����*���� -
��� ����������� ���	
��

�������� ����	
���	�� � ������� ���	�� �� ��������	��� ���
�
� � ����	����	�� �����	�����
�
� T ����� SU(3)� ����
���� ���	�� � ����	����	�� ������������� �����	�����
� ������	��
	�
���	��� � � ����	����	�� ��
����
������� �����	�����
� � ��	�	���
��� ���!��� �
 � ������ ��"� ��
#�
"������ �
���	�

 SU(6)f �� ��"�	 #	� 
 ��!
$ ��� �#��"�
���
� � ���%� &	��� �����������
���'���	�� ��
�� 	�� �������� �����	�� �����
�
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������� �����	 
��� ������

λ3 =

(
1 0 0
0 −1 0
0 0 0

)
, λ8 =

1√
3

(
1 0 0
0 1 0
0 0 −2

)
, ��������

λ1 =

(
0 1 0
1 0 0
0 0 0

)
, λ4 =

(
0 0 1
0 0 0
1 0 0

)
, λ6 =

(
0 0 0
0 0 1
0 1 0

)
,

λ2 =

(
0 −i 0
i 0 0
0 0 0

)
, λ5 =

(
0 0 −i
0 0 0
i 0 0

)
, λ7 =

(
0 0 0
0 0 −i
0 i 0

)
,

��������

� ��������� ��������� ��		
������ ��������� ������� Q ��� ����	���
��� ���!��

Q = I3 + Y/2 ������"�

��#�	 ��������� I3$ �������� ������ �������� �I = (I1, I2, I3) � �������� �����%
������ Y & (

I1, I2, I3
)
=

1

2

(
λ1, λ2, λ3

)
, Y =

1√
3
λ8 , ��������

��� '������ λ1, λ2, λ3, λ8 ∈ su(3) ( ���������� � ��������$ ��������� )���� � �����$
����!� ��������� I3 � Y $ ��	����*�+ � ���������� ���������*��� �������%
����� Vf $ � �� ������  ����� �����&

||(I3)i k|| =
1

2
λ3 =

1

2

⎛⎝ 1 0 0
0 −1 0
0 0 0

⎞⎠ , ||Y i
k|| =

1√
3
λ8 =

1

3

⎛⎝ 1 0 0
0 1 0
0 0 −2

⎞⎠ . ������,�

-���!� Q$ �������� � ������.�$ ( '����� ���� �� /� su(3)f ������ SU(3)f $ ��'�%
�� � ������������ (Tf)

⊗r ��	���� Q �� ��������� ������ r%�� ����� ψ ∈ V⊗rf
����������� ��������� ��������(

T⊗rf (Q) ψ
)i1i2...ir = ( r∑

m=1

δi1k1 · · · δim−1

km−1
Qim

km
δ
im+1

km+1
· · · δirkr

)
ψk1k2...kr ⇔

T⊗rf (Q) ψ =
(
Q⊗ I⊗(r−1) + I ⊗Q⊗ I⊗(r−2) + · · ·+ I⊗(r−1) ⊗Q

)
ψ ,

��������

��� ||Qi
k|| ( ����!� ������.� � I ( �����
��	 ������� � Vf � 0������� I3 � Y

������,� ( ��1� '������ ���� �� /� su(3)f ������ SU(3)f $ ��'��� �+ ��	����
�� ψ ∈ V⊗kf ����������� �� �� 1� �������� ��������$ 
� � ��	���� �������� Q�
2� 3����� �������� ������$ 
� ����� Q$ ���������� Y � ��#� �����!�� ��������
�������� I3 ������� ���������� +��������������

4��������� (ū, d̄, s̄) = (ψ̄1, ψ̄2, ψ̄3) ������������ ��������� �����1������
������ ψ̄j = εjikψ

ik
a �������� � � *�	 3������	 �����,5��$ ��� ψika ( ����������
%

��	 ����� �����",�$ �����	 ����!������� � ���������	 6���
�

�
� ��������1�

���������� ���������������� ������������ 3̄� ���#����# �������� � �������� ��
����
���

(Q · ψ̄)k = εkij(Q · ψa)ij = εkij(Q
i
�ψ

�j
a +Qj

�ψ
i�
a ) = −ψ̄j Qj

k , ��������

��� ������������� ��	�
���
��� 	���������
� SU 
 SL ���

��� L
(π0 η)
M = −∑i μi(M

i
i)
2 � �	
�	�

−L(π0 η)
M =

1

2

[
(μu + μd)(π

0)2 +
1

3
(μu + μd + 4μs) η

2 +
2√
3
(μu − μd)π

0 η

]
. ��������

����	� �������	� � �������� ����� ���∑
i<j

(μi + μj)M
i
jM

j
i = (μu + μd)π

−π+ + (μu + μs)K
−K+ + (μd + μs)K̄

0K0 ,

��	 �		��������� ��������� ����

m2
π± = μu + μd , m2

K± = μu + μs , m2
K0 = μd + μs . ��������

������	� �������� 	�������� ����� π0 � η� ��� 
�	� �	������� ���� � �������� ��� 
�	��� � (π0− η) ���!�����"# 	����������� ����� ���"� �� �	�$ π0 � η% ���������
� ������&�% � �' �������� �	�(���)��� * ���(��+����

μs $ μu , μd ������,�

��	�	�	� '	�	!	 ���	��$���$% ��� ������-��% � ���+� �����(����$ (π0 − η) ���!��� 
�������� ��	+�	 �	��.��/% ��	 � ���(��+���� ������,� ���!������ ����������/�	
���	�% �� �	�����

m2
π0 = μu + μd , m2

η =
4

3
μs . ������0�

* 
�	� +� ���(��+���� m2
K± = m2

k0 = μs% 	���� ������ ����	�	� �		��	!����

m2
η =

4

3
m2
K , ������&�

�	�	�	� ���	��$���$ � '	�	!�� �	��	��/" �mπ = 135−140 1
*%mK = 494−498 1
*%
mη = 547, 5 1
*��

• ������ ���� ��	
� ������� � ����	 ������ � ��������� �������� � (π0− η)!
���"�������� #$���
% �� ��������� ����%����"��% �������&�� �������!
��� �����'(��

• ������ �)�� ��	
� ������� ������ m2
π � ������� �
�"��� �������� �

���
� (π0 − η)!���"������� ��	
� �� 
���
��%�&	 ������ ����%����!
"��% �������&�� ���������� �����'(��

�������	
��� ����
����

1���� u � d �����	� 	���/ ���� � ���	��	� ���!��(� ����% �	�	��� ����� �	�$ 
�	� mρ = 770 1
*� �	
�	� ��� �.����� ��	���� ���	�	�% .� ����"������ ����
π ��.	�	�% ������� mu � md �	+�	 �����(���/� * 
�	� ���(��+���� ����� ��� 
������ SU(3)f ���!����$ ����	� s ������ �� �	��	��/"# 	������$ �����!���	�

������������ ��� 	
�������� �������� � 	
����
����� (π0 − η)������������ ���������������
�����	������� ������
�� ������������ 	�� 
�		! SU(2)I ⊂ SU(3)f " ��� ������#�$ 	���� %&���
��	������' ������
�'%�
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������	�
�� �������� SU(2)I � ������� 
����
����� 
 SU(3)f �������� �������
�
 ����
����
�� � �������	��� �������� ���������� ������ SU(2)I�(

g 0
0 1

)
∈ SU(3)f , g ∈ SU(2)I . ����� ��

! "��� ������#�	�� ����� ���	�
 
 �	�� ������	�
�� ���$������� ��
	� ��#�
����%& ������� �
��$ � ��#� ���������� 
������%��
�% ���	�
� ������
��		��
�������'����% ���������%� !�� "�� �
�%�
� �%��
����$	� 
����	����� � ����(�%
��'	���$�� 
 ����'�� �� ����	�(�	�% 	�	���(�		�% SU(3)f � ������� 
����	�����
� ��(�% ��'	���$��

)������� '�� ����� 	�%����$	�� � ����#�		�� ���	�
 ��
	� ��� ���� 
 ���*
��� �����$	�% ������� ��� ���
�� +������ ������,�� ����� -�� .��� "�� ��
�	��
�
������
��	� ���'�%	��� ���'�	���� �	� ������
���� '�� ����� ���	�
 	� 	���(�*
�� �������'����� ��������� SU(2)I � )������ ���� '�� �������'����� ���������
	���(����� 	� ���$�� ������� u* � d*�
����
� ������� 	� ��
	� ��� ����� 	� �
"���������	��	��� 
������%��
����� /�"���� ���'�	�� "++����
� �
���		�� �
	���(�	��� �������'����% ���������� ������
���� ����% 
��$�� ���#	�� ���'��
0� 
 ��$	�%(�� ���� �'����$ �������'����� ��������� ��'	�%� ! '���	����� ��
���� �'����$� '�� �����
�% '��	 �
����
� 	���(����% SU(3)f *���������� �����

� �������� 1

mi
j = 2345(0, 0, ms) .

������	
� ����	
�

!��	���� � ���������	�� �
���		�� ������	�% �
���� � �	���
���� V k
j = ψk ψ̄j � 	�

�����$ ���������� 	� ���
�������	��� ��� ��	$(�� � 
�����	�� ����	�� ! "���
���'�� �����	� �'����$� '�� Tr(V ) = V k

k = 0� 6��� 
 �������	��
� ��	����
 � ��*
���	����� ������7� ����������� ���
����� ������
��	�� SU(3)f � � �����8� V k

j

��#	� �
����$ � �
����% �	�	����� 
�����	�� ����	�
����

V k
j =

⎛⎜⎜⎝
ρ0√
2
+ ω√

2
ρ+ K∗+

ρ− − ρ0√
2
+ ω√

2
K∗0

K∗− K̄∗0 φ

⎞⎟⎟⎠ , ����� 9�

� ������� �
 ��	�8�� 0"!�

mρ± = 766± 2 , mρ0 = 770± 1 , mω0 = 782, 7± 0, 3 ,

mK∗± = 892, 2± 0, 5 , mK∗0 = 896, 1± 0, 3 , mφ0 = 1019, 7± 0, 3 ,
����� ��

� �
����
�� �����
��

ρ+ = u d̄ , ρ− = d ū , ρ0 = 1√
2
(u ū− d d̄) , ω = 1√

2
(u ū+ d d̄) ,

K∗+ = u s̄ , K∗− = s ū , K∗0 = d s̄ , K̄∗0 = s d̄ , φ = s s̄ .
����� ��

������ ����� ���	
���� 3 × 3̄ = 8 + 1� ��� ��������� ����� ������ ���� ����
� ��	 � �����	�
����������
� SU(3)f ������� 
����  �� 	�� ��!� ������ 	 
"��# $	��� ������ %
 ��
�������� SU(3)f ���
�� � �������! �� 	���  &�� �
��
����� 
������  �� ������	#�
�
������� �� ���� �����'(��

��� ������������� ��	�
���
��� 	���������
� SU 
 SL ���

�������	�� �������	 
�� ������������ [2, 1(N−2)]	 ��������� � T⊗N 	 ��� T � ����
�������� ������������ ����� SL(N,C)	 �� ���������� ������������ � �� ��
����	 � ���� 
���� ����� �� ��������� ����!� "� A(G) ��!� ����� "�
G	 ��� ������������ ����������	 ��#���� ������������� ������������ �����
"� G	 �� �������� � ���������� �� ����!� "� A(G)	 !��� ��������� ����
��� ������������ ������������ $��� �%��� 
���� ���� 
���� �����&� � ���%�
� #���	 ����������� ��'� ������������ [2, 1(N−2)] ����� SL(N,C) $������ ����
�� ��%����� �������������& ������� �������( ��� ������������	 �� ��������
� ���������� ����!� s�(N,C)	 ���%( ����� � ����������� ����!� "� �����
SL(N,C) �!��������( � �%���� 
������ ���� 
���� ������ � ���
�� �� �����
SU(N) ������������ [2, 1(N−2)] ) #�� ���������*�+�������� ������������� ����
���������	 �� ���( ������������	 �� �������� �� � ����������� ����!� su(N)	 �
� �� ���������*���+�� s�(N,C)�

����� ������	 SU(3)
�������� �  �������

,�����
����� �%������� �������� #���� �%���� ���� � ���+��- .�.� /�����!���
01123 ��� ����� ����� 01�2�

������ 	 ��������� �	��� ��������

4���( Tf ) ����������� ������������ ����� SU(3)	 �� �������� � ��-���
��� ����������� ���������� Vf � !�%���� �ei (i = 1, 2, 3)� � *�%��� #��������

��- 
����+	 �� ���������� ������� �������� SU(3)	 ���������� ψi = (�ψ)i

(i = 1, 2, 3) ������ �ψ = ψi �ei ∈ Vf �������������� �� ����� u	 d � s5

(ψ1, ψ2, ψ3) = (u, d, s) . $6�6�67&

8� ���(	 �������� *���+�� ������ ψi	 ������ �������- �������� $� �����- ��
!���� ������( ����&	 ����� ����������(�� ������ i � ���!�%����� ��� ����
������ ������� � ���������� ������������ ������������ ����� SU(3)	 ���
��
������ ��!��+� 9��� i $��� �%��� ����&� �!�%��
�� #�� ����������� ����
��������� ��� �� 8� ������� ���!��� ������ u	 d � s ��%������� ��������	 �
����� SU(3)	 ������ �����'����� #�� ������� ���!���	 ��%������� ����� ���
����� � �!�%��
����� SU(3)f $%���( f ) ����� !���� � ����� :;<=>?@:&� ,����� u	
d � s ������������ %���� +2/3	 −1/3 � −1/3	 ��������������� A����� �������	
� ���������� Vf �������� ������ %���� Q5

Q · �ek = �ei Q
i
k , (Q · �ψ)i = Qi

k ψ
k , $6�6�6B&

����+� ������� � ��!����� !�%���	 ����� ������������� $6�6�67&	 ��������(��

||Qi
k|| =

1

3

⎛⎝ 2 0 0
0 −1 0
0 0 −1

⎞⎠ =
1

2

(
λ3 +

1√
3
λ8

)
. $6�6�6C&

D���( λ3 � λ8 ) ����������� �!�%����� ����!� "� su(3)f ����� SU(3)f � ���
�����( �!�%����- ����!� "� su(3)f %����������� � ���� $��� ����� � �%����
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• ������ ���� �	
����� ��	 ���N > 2 	����������� � 
	�������������	� 
 ����

������������� T � T̄ ������ SL(N,C) ���
����������� �
������ �������

!���
���� χT (g) = Tr(g) � χT̄ (g) = Tr((g−1)T) ��� ���! ������������"�

���� g ∈ SU(N) ⊂ SL(N,C)� 	
� ���	��� ���
��� ���	���
�	� g−1 = g†� �
�	��
��������	�
� ���
����
����� ��������  
!�
 ������	" � ����

ψ̄ → ψ̄′ = (g−1)T · ψ̄ = g∗ · ψ̄ .

#
 ��	"� �
�
�������$%�� � �
���!���
� � 
�������$%� � �����	������� �����
SU(N) &��������	�� � �
&	
 � ��� SU(N) 
�����$	�� &��������	� � �����	���
����� [1N−1] � �����	�������� �
���!���
� 
�������$%� � ���� ����� SL(N,C)
&	
 �� 	����

'��	" φi � ψ̄i ( �
 �
���	 ���	
�
� �� ��
�	����	� V � V̄ 
�������$%��
 �
�
�
�������$%��
 �����	������) SL(N,C)� �

	��	�	����
� #
���� �
�����
 �����**�
� ��������� ����	�� (ψ̄i φ

i) ��������	�� 
	�
��	��"�
 ��)�	��� ����� SL(N,C) ��
	��� 
����
 � ��������	 &�� ��	 � ��
�	����	�� 	������"�
�
 �����	�������
SL(N,C)� #
 !� �� 
� � ��	  ��	
 � ��� ����� SU(N)� +��� 
	�� 	����" 	���
��
�
� ��
��������� �
�
�������$%��
 �����	������� ����� SL(N,C) ���� SU(N)��
�

	��	�	��$%��
 ������  � [1(N−1)]� � 
�������$%��
 �����	�������� 
	����$%��

������  � [1]� ,	
 ��
��������� �����	������) ��)�	���	 � ��
�	����	�� 	���
�
�
ψ-

ψ = ψjk �ej ⊗ �e k , �e k :=
1

(N − 1)!
εk i1i2...iN−1�ei1 ⊗ �ei2 ⊗ · · · ⊗ �eiN−1

, ��������

��� �ej ( ������� ���	
�� � ��
�	����	�� V 
�������$%��
 �����	�������� � �e k ���
��$	� �
�����
 ��������� ������� ���	
�� � ��
�	����	�� �
�	���������	�
�
 �����
�	������� [1(N−1)]� '�
��������� �����	������) [1(N−1)]⊗ [1] ����
�� 
 �   � �� 
��� ���
 ����
!���� ������.� ���� ��
�/
�� 
 �
�
!�	" r = N� �� ��� ������
�� /
�����	������� [1N ] � [2, 1(N−2)]� 0

	��	�	����
� ��
�	����	�
 	���
�
� ��������� ���
��
�	����	�
 �����	������� [1(N−1)]⊗ [1]� ��������	�� �� ��� ��������	�/ �
���
�
�	����	�� �����	������) [1N ] � [2, 1(N−2)]� 1 	�� ���/ �
 �
���	 	���
�
� ��������
	��
� ����
!���� �� ��� ��������	�/ �
���
�	����	�� ��������	�� � ����

ψjk =
1

N
δjk(ψ

i
i) +

(
ψjk −

1

N
δjk(ψ

i
i)

)
, ������.�

��� ��������	��� ����	�� (ψii) 2 &�� ��	 ��
�	����	�� 	������"�
�
 �����	�������
[1N ] = ∅� � �������
�) 	���
� �	
�
�
 ����� Xj

k =
(
ψjk − 1

N
δjk(ψ

i
i)
)
�����	�� &�� ���

	
 ��
�	����	�� ������
�� 
�
 �����	������� [2, 1(N−2)]� 3������
� �

	��	�	���
 �!�� ����
!���� � ������.� � ������.� �	����	 �� ���� ��
������
�
 � �
 
%"$
��������� ��)�	��� ����� SL(N,C) ���� SU(N)� �� ����	�� (ψii) � ��  �	��4� ||Xj

k||-

(ψii) → (ψii) , X → g ·X · g−1 .

5 ���
 �
&	
 � ��������	�) ���	
� (ψii) ���
4�����	�� � �����	������� [1N ] = ∅�
� 	���
� ||Xj

k||� �
	
�) ���
������	�� ��� ���	
� � ��
�	����	�� ����
�������
�

�����	�������� ���
4�����	�� � ������  
) [2, 1(N−2)]�

��� ������������� ��	�
���
��� 	���������
� SU 
 SL ���

������	 
���� �	������� �	����� �������� �� 
���� �
	���
������� �	�����
�������� �������	�
 � ��� ��� ��

� ω0!�	���� ������" η!�	���� � ��������� ������!
�	
�� 
������	� 
 ��

�# ρ!�	���� ������" π!�	���� � ���������� $�� ��� �����%� �
��

�� ������� ��� �
����	��	� �
	���
������"� η′!�	����� �&�
����	�� ������	�
� �� ��������� 
�
���	 &��		 �'	��"� s!������ �� �� ���	�
��� mω0 ≈ mρ � ��
��!

��� s!������ � 
�
���	 ρ!�	���� 
�	��	� ��
��
���	 s!������ � 
�
���	 ω0!�	���� 
��� (�� � ���	�� � )������� �������� � ������*��

+�&	�	� ��

���# ��	� � ��"���'���	 �
	����	������� �	����� � ���	����

−LV =
m2
v

2
V j

k V
k
j +ΔV k

3 V
3
k ��������

= m2
v ρ

+ρ− +
m2
v

2
((ρ0)2 + ω2) + (m2

v +Δ)
(
K∗+K∗− +K∗0K̄∗0)+ (m2

v

2
+ Δ

)
φ2 .

,�	
- m2
v . ��

���# �����	�� �	 ����/��0�# SU(3)f !
���	���� Δ 1 �����	��

����/	�� SU(3)f !
���	����2 �� ��
���-������
- �	� ��� 	���
��	���� ����!
�������� ��

���� ��	��� � ())	������� ��"���'���	 �	������� �	����� ���
����- 
����	� �����%� ��

 ������� /��������� � ���	���� ���"	 ����/��0��
SU(3)f !
���	���� 
��'�� 34567 · 89(V mV )� + ��/	� ���&��'	��� �� ��		�

mi
j = :;<=(0, 0, ms) ∝ :;<=(0, 0,Δ) , ��������

��� � ��	� ��������� + �	���-���	 �� ������	� 
�	���0�	 
�����/	�� �� ���������
��

 �
	����	������� �	�����>

m2
ρ0 = m2

ρ± = m2
v , m2

ω0 = m2
v , m2

K∗0 = m2
K∗± = m2

v +Δ , m2
φ = m2

v + 2Δ ,

�� ������� 
�	��	� ��

���	 
�����/	��	

Δ = m2
K∗ −m2

ρ = m2
φ −m2

K∗ .

? ��	��� ����	��# �������� (�� 
�����/	��	 ����/� ������	�
�

������	�

@���	 �	����� ������A� �� ������� ��"�� &��- 
�
����	�� &������� + �	�	�����
�!

��# ��������# ���	�� &������ 1 (�� 
������	 
�
���� ��	� ������� � ���	
&������ 
�����
 ��� ������	�	��	 ���	# ��	� �������� $���� �&����� ��� &���!
���� ��	�&������
 �� �	���������� ��	�
����	��� ��������0�� ��� �����
������	�	��� ��	� ��������� ��	�
����	��# ���	� ���	�	��0�� ��	�
����	��# Tf
"����� SU(3)f �� B� (��"� ������	�	�� �� ��		�

⊗ ⊗ =
(

⊕
)
⊗ = ⊕ 2 ⊕ , ������C�

"�	 � �����# ��
�� �	��� ���"����� 
����	�
���	� 
��"�	�� ����� . ���� ���	���
�����	���
�- ��'��"� �� (��� ���� ��	�
����	��# ��� &��� �������� ��/	 �����
8� � ��
�	�� . �	����	�� �� 
����	�
���� 
 ������C� 
 N = 3 � r = 3 ����	���
�-
(��"� ��	�
����	�� ����� 10 ��� 
�"��
�	�
 
 �	� ��� ����	���
�- ��	�
����	��
� �	��# ��
�� ������C� ����� 33 = 27 � � �����# �� ��		� 1 + 2× 8 + 10��

��������� ������	
�
���� ��� � �����	� ���
�������� SU(3)f ����������� Δ → 0� �
��� �����
 �
����	��
 �
���� �
��� ������	������ ���������
��� ��	�������� ���� ����	��
�
�� �	 �
��
�������� 
 �
��� ������� ���	��
�
��� ���������
� ��� ��
����� ����
� !"�"�#$%�
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• ������ ���� ��	
� �� ������������ ����
������� T (λ) ������ SU(3)f � ��
��
��� ����� �� ��
��

����
� ���
�������� � �������� �
������ ������
��
������� � ��
��� �������

⊗ ⊗ ⊗ ⊗ =
∑
λ�6

T (λ) .

!�����
� �� "������ ��#��� $%�%���& ��������
� '
� ����
������	 T (λ)�

� ����	
�	�����	� �� 
�� ������������� 
 �������� 
��������	� ��������	�� 
 ����
���� ���  ������
� !�������" ��#$�#� ���#��	��#�  ������ �� ��%��	
��	� &	� �
��
���� � '������	�	��	�$�� $
��$�
 � �������� � ��( ����� � )
�	��

*������  ���� ����� ��" ������ �	��	�	
��	 ���#��	���  ������ � ������	��

��	�$�� $
��$�
�� ������ ������� � $
��$�
 ����� � )
�	� ���	�
��	�� 	��" �	�
$
��$� ������+� �
���	�� �����	�
������  ���� ,���$�� #����� SU(3)f ⊗ SU(3)c ⊗
SU(2)" #�� SU(2) - #����� �����" � SU(3)c - #����� )
�	� �c - ���
��  �$
� 
 ���
�
./01023.4 5	�	 ����$� ��������	�� ��� 	�#�" �	� � �	����	 )
�	�
�� #����� SU(3)c
�	 #����� �����	�
 SU(3)f�� *��	 Vf " Vc � V2 - ���	
�	�	
���� ����	����	
� �����

�����%�( �����	�
����� Tf " Tc � T ( 1
2
) #���� SU(3)f " SU(3)c � SU(2)" � ���	 �ei

(i = 1, 2, 3) -  ���� 
 Vf " �eA (A = 1, 2, 3) -  ���� 
 Vc � �e α (α = 1, 2) -  ���� 
 V2�
6
��$�
�� ���� ψ ��������	 �������� 
 ����	����	
� Vf × Vc × V27

ψ = ψi Aα �ei ⊗ �eA ⊗ �e α ∈ Vf × Vc × V2 , (ψ1A
α , ψ2A

α , ψ3A
α ) = (uAα , d

A
α , s

A
α ) . ������8�

9�$�� � �����" $����� ���	 $
��$� u" d � s ����	 �%� )
�	�
�� (A = 1, 2, 3) �
�����
�� (α = 1, 2) �	����� �
� ��� � ���� �����	�� �� ���������%��� �����	�
���
��� )
�	�
�� #����� SU(3)c � ���������%��� �����	�
����� #����� ����� SU(2)�
*�������� �������	" �	� $
��$� ����	 ���� :;� � �
���	�� <����������

������ <������$�� 	�� �
����� �
���	�� 	�" �	� �� �������� ���	�)� �����
��  �	 ���#��	��� �	��
������� �����	�
�������� )
�	�
�� #����� SU(3)c� &	�
�
���	
� = ��
���	���� )
�	� �$��<������	� = �� ��( ��� �� ����	 �������#� 	���
��	����$�#� � >�������" �� ��
����� 
�������	�� 
 �������� ?�	�$
��$� ���� ���
���	�� �� �����	�
����� SU(3)c" $��	��#������	���� $ ���������%���" ��5	���
$
��$���	�$
��$�
�� ���� ����	 ��(���	�� 
 ���#��	��� �� )
�	�" @ ��)
�	���.
���	����� ψi Aψ̄j A� A����� 	�$ ��	����� ������� 9�	 <�$	" �	� 
 ���	�
  ������


(���	 	�� $
��$�" � �� $�$���	� ���� �( $������	
�" �������� �
���� � 	��" �	�
)
�	�
�� #����� SU(N)c ����	 N = 37 	�������� �����
������ 	��( ���������%�(
�����	�
����� #����� SU(3)c �������	 )
�	�
�� ���#��	 = ������	� ��	������	�
������ 	����� 	��	�#� ���#�� A���� #�
���" )
�	�
�� �	��$	��� 
����
�� <��$)��
 ������ 
��#�� ����	 <�$����
����� 
�� ψi A · ψj B · ψk C ∼ εABC �

6���� 	�#�" '������	�	��	�$� $
��$�
 �������	" �	� ���� $
��$�
 ψi Aα ��	�$���
��	����	 ���# � ���#��7 ψi Aα ψk Bβ = −ψk Bβ ψi Aα � *�5	��� ����  ������
 ��
������(
���	����� 	��( $
��$�
� �����	�
���	�� 
 
��� �������( $�� ���)�� �����
������
ψi Aα · ψj Bβ · ψk Cγ " $�	���� ��	������	����
��� �� 
��� �����	���
$�� 	���$ ����$�
��
 (i, A, α)" (j, B, β) � (k, C, γ)� B��� �� �� ���	�
��� ��
������	 $
��$�
�(
����� ψi Aα �	 ����	����	
����( $�������	 �r = (x1, x2, x3)" 	�$ $�$ $
��$�" ���	�
���
�%�� ���,�� �� ������  ������" ����	 ����
�� �� �	����� �#��
�� �����	 �����
���	��
��	�� ������ 5	�	 �������" � �� ����� ���	�	" �	�  �������� 
����
��

��� ������������� ��	�
���
��� 	���������
� SU 
 SL ���

�����	
���

 �������	����� SL(N,C)� �

�	����	����
 ��������

λ = [1(N−1)] = �

�

�

⎫⎬⎭ (N − 1) .

�
����
 ������� ��
� ����
� 
������� �
��
 ������������� � �
 !
��
����"
ψi1i2...iN−1 �
#�
 �	�����$ % !
��
������� �
��
��$� ������������&�

 ε'����
��
N'
 ����

ψ̄i = εi i1i2...iN−1
ψi1i2...iN−1 . ��������

(� ��	�� ����" SL(N,C) �� ψ̄ �������� )
������� ������� � ����� 	��

ψ̄i → ψ̄′i = εi i1i2...iN−1
gi1k1 · · · g

iN−1

kN−1
ψk1k2...kN−1 =

= εk i1i2...iN−1
ψi1i2...iN−1(g−1)ki = ψ̄k (g

−1)ki ,
������*�

�� �" 	
��
�$�
	����$ 
����������� ������������ ���� ������ ������� ������ ��	
�
�����

εi1i2...in g
i1
j1
gi2j2 · · · ginjn = det(g) εj1j2...jn , ��������

� ����	
��� det(g) = 1 ��� ��
��� g ∈ SL(N,C)� ����� �������� ψ̄i ����������
	�
��� ������
 ���
���� �� ���	
��	
�� V̄ ����	
������ SL(N,C)� ��
�������!
�
��� � ���������"��� �	�� ���
 � ������� ������� � ������ ��	
� �����

ψ̄ → ψ̄ ′ = (g−1)T · ψ̄ . ������#�

$
��
��� �
� ���	
��� ������ %� s�(N,C) � ψ̄ ��&� ������
' �� ������� ��!
��	
� ������(�� �	�� ���	
���
' � ������(� )����
 g ∈ SL(N,C)� ������� � �����!
�� ��
���� g(t) = IN + t A + . . . � ��� A ∈ s�(N,C) � ������
� t ���� * �����'
�
�
� ��������

[A · ψ̄]i = εi i1i2...iN−1

(
T
⊗(N−1)
(1) (A)

)i1...iN−1

k1...kN−1
ψk1k2...kN−1 =

= −εk i1i2...iN−1
ψi1i2...iN−1 Aki = −ψ̄k Aki .

������+�

,��	' � ��	���'������	' -������� �����.�� ��� 
������� ����������� T
⊗(N−1)
(1)

���������"�/ ����	
������ T(1) ������ s�(N,C)� � 
��&� �-��
������' �
������� 
�&��	
�� ��������

εi1j2...jn A
i1
j1
+ εj1i2...jn A

i2
j2
+ · · ·+ εj1...jn−1in A

in
jn = Tr(A) εj1j2...jn . ������.�

0������� �
� Tr(A) = 0 ��� �	�/ A ∈ s�(N,C)�
1
��� 	����	� ������(� � ������+�� �
�	����
��� � 
���� ψ ∈ V⊗(N−1)� 	��
��
!

	
���"�� ��������� [1N−1]� 	 ����"'� -����� ������2� �
����&��
	� � ��!���
��
ψ̄ ∈ V̄� 3��� �
����&��� ����
���4

1

(N − 1)!
ψ̄k ε

k i1i2...iN−1 = ψi1i2...iN−1 , ��������

� ��)
��� �������������� 5������
��'�� ��� ����� SL(N,C) �� 	��
��
	
��!
� � ��� �� ��"�	
���� -��� SU(N)� ����	
������ [1N−1] � ��!���������"��
���
��������
�� � ���������"���� ����	
������ 6 )�������
 �
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��� ��� 	
��	��� ����
������ ���� λ �������� ������������� �
�����������
T (λ)� � λn+1(j) � �������� ����
����� 	�
�� ��������� �� λn ���������� ���
	���	� � ������� ���� λn � 	
�������� (nj−1+1, λ(j)+1)� �� !�� " � #��
���
�

⊗ = ⊕ ⊕ ⊕ .

$�������� 
����
���� �
����������� �
���� SL(N,C) � �
��� � ���� �����%
�������� &" " ��'� �� ������� �(�����

N · dim(λn) =
k+1∑
j=1

dim(λn+1(j)) . &" " �"'

) 	������� �
���
� �
�������� *
���� &" " �"' �������� 
����
���+ �
��,
��������� �
���� SL(N,C)� 	�
� ����������� ����
���� ���� [2, 1(r−2)] $�+,
����+ ��������� &" " ��'� �� �������

(r − 1)

⎧⎨⎩ �

�

�

⊗ = (r − 1)

⎧⎨⎩ �

�

�

⊕ r

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
�

�

� . &" " �-'

.�� ������������% 
����
����� *
���� &" " �-' ����

N · dim([1r−1]) = dim([2, 1r−2]) + dim([1r]) .

/������ ���� 
����
���� &" " �-' ����������
����% �
������������ �� �����

dim([2, 1r−2]) = N dim([1r−1])− dim([1r]) = N Cr−1
N − Cr

N =
(N + 1)!(r − 1)

(N − r + 1)!r!
. &" " ��'

) �������� ��� r = N �� ������� 
����
���+ dim([2, 1N−2]) = N2 − 1� 	�,

�� 
���� 
����
���� �
���������� �
����������� SL(N,C) &��� �� � (�
����� 
����
���� �����
� 0� s�(N,C)' ) ��������� ��
������ �� �	�(���
�� �
��
����� �
���������� �
����������� �
��� SU(N) � SL(N,C) �������,
���+� �
����� ����
���� ������
�� 	�
�% ����������� ����
���� ����
[2, 1N−2] 

• ������ ���� �	
��	�� ��	����� �������� � �
�
��� �
	����  	� 
� !�"�#
�����$���

����� ������	
	���		 � �����	
��	���	 ��	
�����	���

����� SL(N,C) � SU(N)

.����� 	�	 � � �
�������% 
������%� �� ����+���� ��������� V ��� N,��
��
�
��
������ CN �
��������� �
����������� �
��� SL(N,C) � SU(N) !�����,

�� ����
 (N−1),� 
���� ψ ∈ V⊗(N−1)� 	�
�� �������� 1������� � �
��
������

��� ������������� ��	�
���
��� 	���������
� SU 
 SL ���

�����	
 ψi Aα (�r1) · ψj Bβ (�r2) · ψk Cγ (�r3) �������� �	�����	��� �� ���� �������������
�������� �r1� �r2 	 �r3� ��	�	��
 �� ��	���	� ��� �������������� ����������	� �

SU(3)f ��	� ���� � !��	��� � "����#$% ���	�������
 � ����	��& ���' ψi Aα ������
(	� �!�����

Sαβγ = εijk εABC ψ
i A
α ψj Bβ ψk Cγ .

)���� ������� � ���	�	�����	���� �������� εABC ���!&��	�� �
 �� �� ���!� ����
������� Sαβγ !�	 �	� ����	 �� SU(3)c� *��� 	���� ������� � εijk �!�����	����
��� ��� Sαβγ 
�
���
 �	� ���� 	 ��  ����� SU(3)f � + ���������� � �	� ���	�
������	�������	 ���' ψi Aα ��� � ��� �� ",���	����	��	��%� ������ Sαβγ ��-��
!��� ���	�	�����	��� �� ���� ������������� 	������� α, β 	 γ� .� /�	 	������
�� �� ��	�	���� ����� ��� ������	
 (1, 2)� ��/���� Sαβγ = 0� 0�� 	 ��������� ���
�	� ����' !��	�� �� ���	�����
 � ��	�����

1�������	� ������ ����������	� �
 ��
 !��	���� � �������� � "����#$%� ���
����� ������������� ��!	�� 2� � i1 i2 i3 � 3� ���� �!(�' ������ "�����% ��

SU(3)f ��������� ���	�������
 � ����	��& ψi Aα �����(	� �!�����

D
(i1i2i3)
αβγ =

1

3!
εABC

∑
σ∈S3

ψ
iσ(1) A
α ψ

iσ(2) B

β ψ
iσ(3) C
γ , "����$4%

 ��
∑

σ∈S3
�!�������� ����� �� ���� ������������� σ ���& 	������� (i1, i2, i3)� 3

������ ,���	�����	��	�	 ������ � �����������	 "����$4% �������� �	�����	���
�� 	������� (α, β, γ)� 5������ ���� � �	�� �!������ "��� ����� �����% ��������
�	�����	���� ����	���	��� ����������	� T (3/2) ��	����'  ����� SU(2)� ��-�����

� ��
��� ���	������	� (T ( 1
2
))⊗3� ����������	� T (3/2)  ����� SU(2) �������������

��!	�� α β γ 	 &�������	�����
 ��	��� j = 3/2� 6���� ������ ����	
� �	 ��
	�
��� 	������� SU(3)�������� � 
�	�	�	�� ����	
� SU(3)��������� �	��� �����
�	���	 ��
 ����

7��������� ������� "����$4% ��������
���
 !��	������ �������� �����(	�
�!������
�� ����������	� � �����' ����������� s = 0 "!�� s�������% 	 	����	��� I = 3/2�
0�� ������������� ������ �� �� ��� 	������ i, j, k � "����$4% ��	�	���� ����� ���
������	
 1, 2 "	����	����
 ��� ����� SU(2)I ����������
 � SU(3)f ���� ��� ���
������ � "����#�%%� 8�����
 �������� 	 ��	����� 	������� � ���-� ����	��������
���-	��	� ���	���

Δ++ = D(111) = uuu , Δ− = D(222) = ddd , Δ+ = D(112) = uud , Δ0 = D(122) = udd ,
"����$9%

 �� 	���������
 ����������� �!�������	
 �
 ����	� Δ+,Δ−,Δ0,Δ++� � ������&
� �������� ���&�	& 	������� ������� 	& /����	����	� ���
�� "������	�� ��� ���
�
�� u�� d� 	 s�������� ����� +2/3� −1/3 	 −1/3� ��������������%�
�� ����������	� �� ����������� s = −1 "� ���	� s��������� ��� "����:#%% 	 	����	�
��� I = 1� 0�� ������������� ������ �� �� ��	� 	� 	������� i, j, k � "����$4% ����� 3�
� �������� ��	�	���� ����� ��� ������	
 1, 2;

Σ∗+ = D(113) = uus , Σ∗− = D(223) = dds , Σ∗0 = D(123) = uds . "����$�%

�� ����������	� �� ����������� s = −2 "����
 s��������	% 	 	����	��� I = 1/2;

Ξ∗0 = D(133) = uss , Ξ∗− = D(233) = dss "����$<%
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�� �����	
����� �� �	�
��	�� s = −3 �	���� s���
��
��� � �������� I = 0�

Ω− = D333 = sss . ��������

�	��	���  	� !
��� Ω− � "�
�
#� � �������� ��
����#� ���	
��� !#� !# �
����
$�� ���� !# ��
��� �%�����#� � ����� &��	
� '�(�	��	����� ��� �	�"	�	��� &���
	��#) �	����( ���!��# �����
� %"�&�� sα ·sβ ·sγ ���  
�	�& � *������	
	��	���(
�����	�� 
	������	�� 
 �� �����	
���
� ������� α, β, γ� ��������" �����#(
����� �����
�	 	����� ��
 �
 ���� 	� � ���
��� �� ��
(�( ���� " ��") s�
��
�����  	� �
�	 sα · sβ · sγ = 0� +��� �"$��	���
�� 	
��) ��,��) !
�����
� �����	�� �( �� 
���
	
� ������( %"�&��( �!
����� Δ++� Δ− � Ω−� �	
��
����
��� ��� ������� -�,���!��#�� .	�"������ � /
�)������ � ��
������
0
�� � 1
�!" ������	����,� ��
	���,�  ���
 2 &��	
 ��
�����

�!�"��� 	����� ��
 !
���#) ��	�	
 � ��
��(  
�	� �����3��� ��	��#� �����

�	
����	�� ��"� 4����
��	#� �����	
������ ,�"��# SU(3)f � ����	�
�	�


4	�) ��") �����	
����( 2 4	� ����	�
�	�
 ���&�
��#� �!�
��� �����	�����
�
#) 	������ 	��	��,� �
,
� ��	��#� �	���	�� � ����$�� ��") �����	���
	����
5,
 �� ��"� 	
!��&
� 5,
 T1 � T2� ���!�
6�#� � �����7��� 8�#� %���"�
�# ��� ������	 ���	��	�	�"�$�) �����	�����
#) 	������ !#�� ���" �# �
�����79�� :�����	# 	����
 ψT1 �����79� � 	����
) ��
����#) �	����( ���!��#
�����3;� ����	 ��� ��# ��
�" 6� �
���
	���
�� ��,��	�� ���	���� �� &��	" �
" �	#�
�� *������	
	��	��" ��� ��
�����

Bi1i2i3
αβγ = εABC (ψi1i2i3

T1
)ABCαβγ = εABC (ψi1i2i3 − ψi3i2i1 + ψi2i1i3 − ψi2i3i1)ABCαβγ =

= εABC (ψi1Aα ψi2Bβ ψi3Cγ − ψi3Aα ψi2Bβ ψi1Cγ + ψi2Aα ψi1Bβ ψi3Cγ − ψi2Aα ψi3Bβ ψi1Cγ ) =

= 2εABC (ψi2Aβ ψi1B[α ψi3Cγ] + ψi2Aα ψi1B[β ψi3Cγ] ) ��������

,�� ��
��
	#� ���!�� �!��
 
�	 
	������	���
&�� �� �����#� �����
�� /
�
�
� 
	������	�� #� �� �����#� �����
� ���	���� ψ[αβ] ���	��	�	�"�	 	���
��
����" �����	
����� ,�"��# SU(2) �� ����� j = 0� 	� �
6�
� !
���
�
������	
 Bi1i2i3 � �������� ���	��	�	�"�	 ���������$��" �����	
����� ������(
,�"��# SU(2) �� ����� j = 1/2 ���� <
�
 " ���� +	
�� ��������� �	
�
 ����
 ���
1/2� � �������
� ���	�� ������� ��������� �
����� 
��� 	���	��� � �����
1/2  ����������
�� �������
 SU(3)f ��	
�
� =#��>�� �� 	� ��	�� �� ��4%�
%�&��	
 �� ��	��#( ����� � ���������� " �	#�
� 
	������	��� Bi1i2i3

αβγ = −Bi3i2i1
αβγ �

��
����#( ���	
� !
����,� ��	�	
 ��������

p = B112
αβγ = εABC (uAβu

B
[αd

C
γ] + uAαu

B
[βd

C
γ]) , n = B122

αβγ = εABC (dAβ u
B
[αd

C
γ] + dAαu

B
[βd

C
γ]) ,

Σ+ = B113
αβγ = εABC (uAβ u

B
[αs

C
γ] + uAαu

B
[βs

C
γ]) , Σ− = B223

αβγ = εABC (dAβ d
B
[αs

C
γ] + dAαd

B
[βs

C
γ]) ,

Σ0 = B123
αβγ +B213

αβγ = εABC (dAβu
B
[αs

C
γ] + dAαu

B
[βs

C
γ]) + (u↔ d) ,

Λ0 = B132
αβγ = (B123

αβγ − B213
αβγ) = εABC (sAβ u

B
[αd

C
γ] + sAαu

B
[βd

C
γ]) ,

Ξ0 = B133
αβγ = εABC (sAβ u

B
[αs

C
γ] + sAαu

B
[βs

C
γ]) , Ξ− = B233

αβγ = εABC (sAβ d
B
[αs

C
γ] + sAαd

B
[βs

C
γ]) .

������9�

��� ������������� ��	�
���
��� 	���������
� SU 
 SL ���

������	 
�� ��
���� ����
����� ��
������
�� T
(λb)
SL(N−1,C) ��	��� SL(N − 1,C)

��� ��
� λb � ��������� �� ��  ���	�
 �������� �� ��!���
� ����
�����" ��
�����#

�
�� T
(λ)
SL(N,C) ��	��� SL(N,C)�

$ %�!
���
 ���
�� ���
�
�� ����� �
���� ��������� �������"& ���
��!#
��
 ��
������
�
 ������'� ��	��� SL(N,C)� (���	�� �������� � ���� ��	!�
 ��
�

dim
SL(N,C)

(
i1 i2 . . . ir

)
= 1 +

r∑
k=1

dim
SL(N−1,C)

(
i1 . . . ik

)
, ��������

��
 ��)�*� � �
��� !��� �)����!�
� ��
������
�
 ��	��� SL(N,C)� � ��)�*� �
������ !��� + ��
������
�� ��	��� SL(N − 1,C)� ,����
��
 1 � ������ !��� -
����
�����" �����"���� ��
������
�� T (∅) ��	��� SL(N − 1,C)�

• ������ ���� �	
��	�� �
	���� ��������� �
������ � ��� 	����	�
�� ��������
�������� �
��
���
�����! ����"�#�� $
������� ��
 �
%�����
 �������� ��!
�
��
���& ��������	��
'
 �	���������! �������� ���� ��

dim
SL(N,C)

([1r]) = dim
SL(N−1,C)

(
[1(r−1)]

)
+ dim

SL(N−1,C)
([1r]) .

�	
��	�� (�� �
	����� �
������ � ��� 	����	�
�� ������)�� ������� �
%*
�����
 �������� ��! �����! ��'	���+ λ = [2, 1(r−2)]�

������ �	���
� �
�
��
� % �)�	.�
�& 
/
 ������ �����)� ��!��
�� ����
�#
����
� ��
������
�� ��	��� SL(N,C)� 0�������� �
������
 �����
�
�
 ��	�
��
������
�� - ��
������
��� �����
����	&/
�� �������"��� �������
 1���
λn  n� ��)��.
���� 0�� ����  ���
�
��&/
�� ��
������
��� �� 
��" ��
�����#
�
��� �����
����	&/
�� �������
 1��� [1] = � � ,������� �����	 �
���
��

. . .

. . .

n+1

(nj−1+1,λ(j)+1)

λ
(1)

n1

nj−nj−1

nk−nk−1

n1 ,λ(1)

n
j−1

,λ
(j−1)

nj ,λ(j)

n
k
,λ

(k)

0�� ���2 ��������� ���� λn = [λn1

(1), λ
n2−n1

(2) , . . . , λ
nk−nk−1

(k) ] 	 
��������� (n + 1)��

�������� ������� ����
����� (nj−1 + 1, λ(j) + 1)�

��
������
��� %�����
 )	�
� �)�	.���"�� � ����
�
 ����� ���� 0�� ��3�� �� ���	#
!�
� ��� ��%��� �����
�
�� ��
������
�� �����.
�
���

λn ⊗ [1] = ⊕k+1
j=1 λn+1(j) , ��������

�������� �� �	���
������ ��
 ����
 nk ��	
� � ���	���� λn �� �	��
��
��� (N − 1)�
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� SU 
 SL

�����	
 ψ̃a1...ap �� �	��	����� �	���������� T
(λb)
SL(N−1,C) ��������� �� �����	�

ψi1...ir ���� ��� (r − p) ������� � ψi1...ir �������
 	���
�� N � � ������
� �	��
������ �������� 1, . . . , N − 1� �	� ���� �
������� ����	�� �������� ����	
� �	��
�������� �������� N � ������ �������   ����� �����	�!�
" ��!�� �����	�
ψ� #��	���	� � � ��� �����	����$� �����	� ψijs = ψjis ���������
 ψaNs � ψNas 	���
�
 �	 $ �	 $ � ������ ���� �����	 � �	��	����� ��	������%�$� �	����������
SL(N − 1,C)� ������ ��	������%�� �	���������� SL(N − 1,C) �"���� � ������
	����� �	���������� SL(N,C) ��$� ���� 	���

����� ��	����� ��� �
������ ��$�� ����� �	���������� �"���� � �	�� � ����
&�����'(� ��� ����"����� ������ �� ��������������
� ����
 �	������� ������
��� N ����� ��� ��������� ������� � ψi1...ir � )��  ����� ������ �� ��
�� ����
��* +�$�� #� ���� ��
�� �	������� ����� ��� ����� ik �������� N ��������
���
����� ������ N � � ����� �"����! �����*
 λ� $�� ���� ���� ����� ik�
�	���� ��$�� � �� ���������	�� �� ����*��� � ������ ����*� ��� �����!
����� ��	���� �����*
 ����� N ����� �	� �������� �� ����� ����$� 	���� ,�
�� �� ��� � ������ ����*�� �� ��� �$	�������� ��%���� ����� ������� ��� ��
	�������� � �����! ������- ����! �	 $�! �
��	 ��������� ������ N � ������
����*� ������������ ���� � ���������� � �� ���������	�� �� ����*��� .�����
��� ������ �������� ����*�� ���������! ����
� �� � �� �����	�� �� �	��
��� ����� ��	����� �� ����� N � �����! �	��� ���" ����*�� � ���� �	�!���
�	��� ���������� ����� ������ ��������� ����! ��$�	��� �	������� ������� N
������� ���$	���
 +�$� � �	������ � ��	�������� ��" �������������
" ���
���� �	������� �������� N ������� � ψi1...ir � � ��� ��
� � ��	�������� ��"
���	������
" �	���������! $	 ��
 SL(N − 1,C)� /�$ 	�	 �%�" � �	���! ����
&�����'(� �	������ �	���	 ��" ��������������
" ������ 	���������� �������
N � ������" ���$	���
 +�$�0

=⇒ ,
N

, N ,
N N

, N

N
, N

N N
,

$�� ������ � ��� � ��� � � �
" ������" � ����! ���� ���� �����
� �	������%��
�� �������� 1, . . . , N � � � �	���! ���� 1 �	������%�� �������� 1, . . . , (N − 1)�

2 ���������� � ��� ������
� �
3�� �	���������� $	 ��
 SL(N−1,C)� /��
$ 	�	 �%�� � �	���! ���� &�����'(� ��� ����� �
��	�������� ������  �������
N � ������ � ��3�� �	���	� 	��������� &�����'( �	���� ���

= + + + + + ,

$�� ���$	���
 � ����! � �	���! ���� ���
���� �	���������� $	 �� SL(N,C) �
SL(N − 1,C)� �������������

.���
! ���"�� ���� ����	 �����
! ���� ��"������� 	��������! ���	������
�
" �	���������! $	 ��
 SL(N,C) �� ���	������
� �	���������� $	 ��
 SL(N−
1,C)� 2 �������� �� ��$� ��� �� ���� ���� 	����	������ �	���������! ���"
$	 ��� .�!���������� �$���� /�	� �� &�����'( �
 ��� ����

dim(T
(λ)
SL(N,C)) = ⊕b dim(T

(λb)
SL(N−1,C)) . &�����4(

��� ������������� ��	�
���
��� 	���������
� SU 
 SL ���

�������	 
�� ��������� Λ0 � ������������
�� ������������ ����������� u↔ d �
������ �������� ��������� � ���������� ������ SU(2)I ⊂ SU(3)f 	 � �� �����
��� ��������� Σ0 ���������
��� ������������ ������ u ↔ d� ������ � ������� 
���� Σ+ � Σ− �!������ ���������"

#�����$	 ���%��	 
�� ������ !�������� ����� � ����� 
���� �&"&"'(�	 �������
������������� ������� �������������� �����������) ���� SU(3)f 	 �������) 
*��� � ����������� �������� ψT2 �&"&"�+�	 �� ����� ���� ������
�� !���������
������ �&"&"(��" ,������������	 � �������- ��������- ��������- �&"&"'.� ���� 
����� �������- /���$�� ������� ������ ���)� ���

B̃i1i2i3
αβγ = εABC (ψi1i2i3

T2
)ABCαβγ = 2εABC (ψi1A[α ψi2Bβ] ψ

i3C
γ + ψi3Aα ψi2B[β ψi1Cγ] ) . �&"&"('�

0�������� ��������� �&"&"(�� � �&"&"('� �� ���
��� Bi1i2i3
αβγ = B̃i1i3i2

αγβ 	 �� ���� �� 
��������)*�� ����� �������� /���$�� !������� �������� ���� � ����� ����!� 
���
����� ��������" 1���� �!�����	 ��� !�������- ������ � ����� 
���� �&"&"'(�	
������� �����������)� ����������� ��!��$�� 2���

T1 =
i1 i2
i3

, T2 =
i1 i3
i2

,

�� ����� ���� �������
��� � ������ ���������� ������� � ���� ��������	 
��
������������ ���� SU(3)f 	 ���������� � ��!��$�� T1 � T2 ����)��� ������ 
��������3 ��" 4����%����� ������" 5�� ����������� � ���	 
�� � ������ ��*�������
������ ���� ����� �����- !�������"

,�� !�������	 ������*�- �� ������� u, d � s	 ���%� ��%�� ���
��� ��������
/������	 �������
��� �������� �������� /�������" 4
������ ��� /���	 
�� ��� 
��� �&"&"(�� ������������
�� � �������� i1, i3	 ������ ������������� ������������
��� ������

Bk
j = εjlmB

lkm .

6 �������- ����������- !�������- ��������- ��� �����$� ����� ���

Bk
j =

⎛⎜⎜⎝
Σ0√
2
+ Λ√

6
Σ+ p

Σ− −Σ0√
2
+ Λ√

6
n

Ξ− Ξ0 − 2Λ√
6

⎞⎟⎟⎠ , Bk
k = 0 . �&"&"((�

6 ����
�� �� �����$� ������� �&"&"+��	 ������� �������� ��������%�����	 ���� 
���� ����%���� �&"&"((� ���� ����) �����$�	 �������)*�) ����� ����!�������

B̄k
j =

⎛⎜⎜⎝
Σ̄0√
2
+ Λ̄√

6
Σ̄− Ξ̄+

Σ̄+ − Σ̄0√
2
+ Λ̄√

6
Ξ̄0

p̄ n̄ − 2Λ̄√
6

⎞⎟⎟⎠ , B̄k
k = 0 . �&"&"(.�

• ������ ���� �	
��� ������
����� ��������� ��������� ������ �� ��
������
�	 ���������� ���� ��! "�������#� ����� B̄j

k iγ
μ∂μB

k
j � ���$�� "	�

��
�� ��%%� ����������& �����
 ��$��#� �� "������
� p̄ iγμ∂μp + · · · +
Ξ̄0 iγμ∂μΞ

0�
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� ���� �	
	� ��	 ���	�� �������� �����	����� ����	��� ���� � ���	��	�
��
�������� ������ �	 ������ � ����� ���

−LB, 8 = mB, 8 B̄
k
jB

j
k + α B̄k

3B
3
k + β B̄3

kB
k
3 . ������ !

"���# ������ ���� SU(3)f $������������ ��	�	� � ����#� ���
���	� � �������% ���$
�	�	� �����&� '���'	� ������������ �		� ��(�������� ���������� C1)*(B̄mB) �
C2)*(B̄Bm)� �		����������	� +�� ����� �����,,! -�� ���������� ��������� ��� ��	$
�	
	 � ����#�
	 ����	� � ������ !� '	�	��� ����.��� SU(3)f $��������� �	 �(	�	��$
���'	� SU(2)I � +	�������� �����//! � �����/�! � ����	��� ���� ������ !� �� �	������

mp = mn = mB, 8 + β ,

mΣ± = mΣ0 = mB, 8 , mΛ = mB, 8 +
2
3
(α + β) ,

mΞ− = mΞ0 = mB, 8 + α ,

������0!

	�'���� ��'����� ��������� α � β� �� ���	��� �		��	.���� ��� ���� ���	�	�

3mΛ +mΣ = 2mN + 2mΞ (N = p, n) , �������!

'	�	�	� ��(������� �������� ����	
�� ��

��������	��� 1	����� �������! ���	�$
������ � %	�	.�� �	��	��#�� ��	 �	��	 ��	�����#� �	������� ���� (�������

mN ≈ 939 2-� , mΛ ≈ 1116 2-� , mΣ ≈ 1193 2-� , mΞ ≈ 1319 2-� , ������3!

������ ���% �����& Σ0� Σ± ����� � ��������� 1189.3 − 1197.5 2-�� � ����� ���%
�����& Ξ−� Ξ0 4 � ��������� 1314.9− 1321.7 2-�!�

5�� �	������� ����	��% �	���� ��� ��'������ ���	�	� (���.�� �6� ��( ��$
������� ��� '	��	���� ����������	
	 ���(	�� D(ijk) � �������% ���	���% ����$
�����%� ��� �����/0! 7 �����/�! �&���	��� � ����	��� ����'�� �� ����������!8

D(111) = Δ++ , D(112) = 1√
3
Δ+ , D(122) = 1√

3
Δ0 , D(222) = Δ− ,

D(113) = 1√
3
Σ∗+ , D(223) = 1√

3
Σ∗− , D(123) = 1√

6
Σ∗+ ,

D(133) = 1√
3
Ξ∗ 0 , D(233) = 1√

3
Ξ∗− , D(333) = Ω− .

�������!

9�' � ���#.�� ��������� '	-���&����� (���# ������ ��'� ��	� ������������
'��������'�� ���� iD̄(ijk)γ

μ∂μD
(ijk) �� ����� ����� ����������% �'��	�����'�%!

'��������'�% ����	� ��� '���	
	 �( ���	�	� Δ++, . . . ,Ω−�
: ����	� �	��	� ��������� ���(	�� D(ijk)� ������������ ������������ ����	$

��� ����	�� ����.��6�� SU(3)f $���������� ������ ;<=>? · (mj
i D̄(jkl)D

(ikl))� +	$
-�	�� ����	��� ���� � ��
�������� ��'������ ����� ���

−LB, 10 = mB, 10 D̄(ijk)D
(ijk) + h0m

j
i D̄(jkl)D

(ikl) = mB, 10 D̄(ijk)D
(ijk) + δ10 D̄(3kl)D

(3kl) ,


�� � ����	� ����� ����	� ���
���	� ����������	 	��	�����#�	 SU(3)f � � ��	�	� 7
����.��� ��������� SU(3)f �	 ��������� 	��	�����#�	 �(	�	�����'	� �	�
�����
SU(2)I � @����� � �( �������! ������� ��	���� ����	��� �	�����

mΣ∗ −mΔ = mΞ∗ −mΣ∗ = mΩ −mΞ∗ , �������!

��� ������������� ��	�
���
��� 	���������
� SU 
 SL ���

��� ak = ik+k−1� �� �	
�� ��������� 	����	� �������� ���������
� ��	�� ak� ��
��
��� ������� �
 ����� (1, 2, . . . , N + r− 1)� !
	"��� �������� #������ ������$��
�� ��������

dim
(

i1 . . . ir
)
= Cr

N+r−1 =
(N + r − 1) · · · (N + 1)N

r!
. ������%�

• ������ ���� � 	
�
�� �
����� ����
� �������� 	
����� �������
��� 	��� 
��������!" �

�����������# ���$������ [1r] � [r] ��
 ��� ���$������ ��������
� ������%��" � ������� �������� � �������� � ������&��

&���� '
��� ���"
	� �(� 	��	��� (���	���� ��)����	
�* ����	
�(���* �����
�� SL(N,C)� ��
���� 	��
(�
	
(�"
 ����� ��+�� ���������� ,���

������ 	
�	��� -
�
 	��	�� 	(�)� 	 (�� ����� ����	
�(���* ������ SL(N −
1,C) ( ����	
�(���� ������ SL(N,C)� .�		��
��� ����	
�(���� SL(N,C)� ������
)�(��� � 
�)����� 	����
��*�� 	(�*	
(� ��
���� 	��
(�
	
(�"
 
����/� λ0

ψi1...ir ⇐⇒ λ =

i1 im+1 ... ... ... ir

i2 im+2 ... ... ir−1

�

�

�

�

�

�

�

�

�

im ...

. ������1�

2 ���� 	����� 
�)�� ψi1...ir 	�����
 (�	������
� ��� 	���	
��
����* ��3��
�
������"+�* 	(�*	
(�� s(Y (Tλ)) · ψ = αλ ψ ���'##�/��
 αλ �������� ( ������4�� �
���"+�* ��	�� �)�(�	���� ������
� ��(�� dim(T (λ))�
.�		��
��� ��������� SL(N − 1,C) ⊂ SL(N,C)� ��
���� (�� �� ( SL(N,C)

	����"+�� ����)��0 ⎛⎜⎝ 0
U

���
0

0 ... 0 1

⎞⎟⎠ , U ∈ SL(N − 1,C) .

-
� )���
� �
� ��*	
(�� '����
�( 
���* ��������� � 
�)�� ������1� � ����

)�
����(�
� 
� ����	� ik � ������
 ψ

i1...ir � ��
���� ��(� N � 5�������� �	��
ir = N � 
� ������
� ψa1...ar−1N � ��� ai = 1, . . . , N − 1 �∀i < r�� ����
 ����)�(��
(�
�� �
�	�
���� �������)�(��* ��������� SL(N − 1,C)� 
�)�� (r− 1)��� �����
������
� ψa1...ar−2,N,N � ����
 ����)�(�(�
� 
�)�� (r−2)��� ����� � 
�� ������ .��
)����
	�� ����	�� ������"+�� )����� N � ����
 �����
�	� ( �"��� ��	
� 	����
����	�( i1, . . . , ir� � � 
����� ( ��/� '
��� ������ ��� ( ���(����� ���������
6) �)�� ��� 	����� ��*� ( ��	
�	
�� 	�����
� �
� ����(������ ����	
�(����
T

(λ)
SL(N,C) ������ SL(N,C)� �����
���)����� ���������* λ  r� ���������
 ���(��

����� ����	
�(���� ������ SL(N − 1,C)� ��
���� ��)�����
	� ( �����" 	����

����(������ ����	
�(���* T
(λa)
SL(N−1,C) ������ SL(N − 1,C)0

T
(λ)
SL(N,C) = ⊕b T

(λb)
SL(N−1,C) . ������7�
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• ������ ���� �	
����� �	��
	� �������� ��	������� ��	 �
� ����� SL(N,C)
 � �!������ ��������
� ��� "	�	��� �		�������#� ���������� λ � ���
	�
���	" (N+1) � $	
�� ��	 ����� ��	 �
� ��"�% �������� �� ����� dim(V(λ)) =
0�� ���� ������ ��	
$�& � ��������� ' �� λ ����� ���	� N � (	"������
��	 �	��
� �������� �	�
������ � �		� 	)� ��� ���� ������ �� � *����
�
������ dim(V(λ)) = dim(V(λ′))� ��� ��������� λ′ �	
������ �� λ ��
� ���
��  �� ����	�	 ��	
$&� � ���	�	� N �

• ������ ���� +������ �� �	��
� "�#"	� �������� �	��
 �
� ������ 	����
 �����	����% ��������
� �� ����� SU(3)� "	�	��� �		�������#� ��%,
��� 	� ��������� ' �� λ = [λ1, λ2] (λ1 ≥ λ2 ≥ 0)-

dim(V([λ1,λ2])) =
1

2
(λ2 + 1)(λ1 − λ2 + 1)(λ1 + 2) .

��� ���	
	�� ���������� �����
������� ������ SL(N,C) � �������	�
� �	�
��
 ��
� ��������� ��� 	�������� � �	�����  ����! ��� �	����� ��"�	�# $�����
���! ������ �������	�
� �	��	�
�" ��
������
����	�	 �����
�������! 	
����"���
�	 ��������� %���

λ = [1r] = �

�

�

⎫⎬⎭ r . &'#'#�'(

)�	�
����
�	 *
	�	 �����
�������! �	�����	 &'#'#+(! �	�
	�
 �� �	��	�
�" ��
��
�����
����� 
���	�	� ����� r! ���"�� �	��	���
� ψi1...ira # ,������	�
� 
��	�	
��	�
����
�� ����� ����� ���������� �������� �	��	���
 
���	�� ψi1...ira # -��
�	! �
	 ��� ������� (i1, . . . , ir) �� ����� ���� ����� � �	��
 ��
� ��	���	����!
i1 < i2 < · · · < ir# .�	�� �� *
	�	 �������	�
� ��	�
����
�� 
���	�	� ψ

i1...ir
a ����	

�������
�! � 	�� �����

dim

(
�

�

�

}
r

)
=
N(N − 1) · · · (N − r + 1)

r!
=

N !

r! (N − r)!
= Cr

N , &'#'#�/(

��� � ���	� ���
�! ��� �������	�
�! �� ����
	 V([1r ]) �	��
����� �		
��
�
��"��"
���������# 0
��
��! �
	 ��� r = N − 1 �	����� &'#'#�/( ���
 dim([1N−1]) = N !

	 ��
� �������	�
� �����
������� T ([1N−1]) �	������
 � �������	�
�" 	�������"�
���	 �����
������� T ([1])# 1
	 �	�������� �� �������	# $�2� &��# ������ �����( ��
�	��2��! �
	 T ([1N−1]) 3 �����
�������! �	�
���������
	� � 	�������"���� �����
�
������" T ([1])#

4���	����	 ��������
�� �������	�
� �	��	�
�" �����
����	�	 �����
�������
������ SL(N,C)! ��	�
����
�	 �	
	�	�	 �	�
	�
 �� �����
����� 
���	�	� �����
r! �����
����� � ���� 
������

ψi1...irs = i1 i2 . . . ir . &'#'#�5(

 ���� �����
��� ��� ��2�	�	 ���	�� i1 ≤ i2 ≤ · · · ≤ ir �� ����� �����
�����"
�	��	���
�# 6	���

i1 < i2 + 1 < i3 + 2 < · · · < ir + r − 1 ⇒ a1 < a2 < a3 < · · · < ar , &'#'#�7(

��� ��������	�
�� ����� �������
���� ��� ������ �
�������
���� ���

������	 
��������� � ��	� �����	� �������� ������ ���� 	��� ������
��� 
 ��
����	���	�����	  ��	�� ���� �����! �	�"��	��#

mΔ ≈ 1232 $�% , mΣ∗ ≈ 1385 $�% , mΞ∗ ≈ 1530 $�% , mΩ ≈ 1672 $�% .
�&'&'()�

*���	��	�� ��� Ω−+,���� ,�� �,��"-	 ����	 �	��	���	���.� ��	���� ��� ���
����.� /���� 	.� �"0	��
�
���� ��� ����	�	.� ��	� �	�"��	��� ��� � 	.� �����
� ���
��� �&'&'(��' 1�� ,��� 
����0���� "��	��� �
����
�� ���	�� �����
'

• ������ ���� 	
������ �
 �������� ��
����� I � ����������� Y = B + S ���

��� ����
�
� ������

p, n : I = 1/2 , Y = 1 ; Λ : I = 0 , Y = 0 ;
Σ : I = 1 , Y = 0 ; Ξ : I = 1/2 , Y = −1 ;

�&'&'(2�

� ��� �������� ����
�
� ������

Δ : I = 3/2 , Y = 1 ; Σ∗ : I = 1 , Y = 0 ;
Ξ∗ : I = 1/2 , Y = −1 ; Ω : I = 0 , Y = −2 . �&'&'(3�

	�
������ �
 ����� ����
�
� � � �!�" � � � �!#" � 
���� $
�
%�& 
��
��'
��'�� ����
�
& (
����
& )���


m = mλ + h1 Y + h2

(
I(I+ 1)− 1

4
Y 2
)
, �&'&'((�

��� h1 ≈ −196.3 $�%� h2 ≈ 38.5 $�%� � ������� mλ ������ 
 �������*
������ 
 ��� ��� 
��� mλ = m8 � �������� mλ = m10 �� �����

m8 ≈ 1116 $�% , m10 ≈ 1308 $�% . �&'&'�44�

%  �����	�	 ���.� �� �	�� ���	���� ��� ������� 
������� 
 ��������	"�
��	�" ��-	��	 �
���� c, b, t 	 "
	������ "��	���' 1�� �
� �� � �	�� ��� ���+
�� c, b, t ��	
����� 	 ������ ����� u, d, s� � � ������ ������, ���� �������
mρ = 770 $�%� � .�
����� � ���,��-	�� SU(6)f ����	���� 
 /� ��	 �����

	����	���' 5	� 	 �			� ��	����
�	�	 � ���� ��� ��,�	 �
���+����
����
�	
���� �,�� "�� �	 ��� � ��,�	 ��� �
���� 6 ,����� ���	���� 

��" 
��	��	
�
���� � ����
������ 	 ���
	�.�	��� ���	��' 7�	�� ��	�"	� ���	����� ��� �	 �+
� � ,������ ���	�-�0�	 ����� ��-	��� t+�
���� 	 �	��� "���� 
 ������	' 1��
���������� � + � ��.�� ��� t+�
��� �������	��� ,����		� �	� "��	
��� �,�� �
���+
�� �	 �� � ,������ ���	�-�0�	 t �
��� �
�	�� ����� �!�� t �
���� ��	
���	�

�	�� 	.� -� ��'

��� �����	
����� ������ �����	
���� ��� ������

��
���������


8������� ��� ���� 9��
� � ���
�0	� �	�	�� �
"�  ����# ��� ������	�� 
�	�
��	���	��� 	���
������ �����	���� ��	����
�	�� T (α) .�"��� SU(N) �



��� ��� ��������	�
�� ����� �������
���� ��� ������ �
�������
����

�����	 s�(N,C) 
�� su(N) � ���� �	����������� �	���� SL(N,C) �� 	������	����
����� ���������� ��� ����	����������� � �	���� �	���������� T⊗r ��	����� !��
�	����������� T " �� ����� 	����#���� �	����������� T⊗r �� ���	�������� ����$�
����	��� �	����������� T (α)% &�	�� ����$� �� �#� 	�'���( ��� ���	��������
�	����������� ��	����� � ����!) ������	�����	�� *��� ����������	 �����
�������� eα ∈ C[Sr]� � � �$���� +�������������� �	����������� ��������������$�
�� ��	�$���� ��� ����	������ *���, ����	�� � ���� #� �� � �����	��������
������ ����	����� �	���	����� �	����������� ��� �	���	����� �����	�� � ��	����
������� ���������� ������	��, ��% 	����� ����� �	���� �����, ��������� � ���
��	������ �	����������� �� ���	'�� �����, ��� ����#�� � 	������ ����% -��	��
����$� ����	�� �	���������� ����� ���)�� $������ ���$�� ����$� � 	����#����
.���'�/0�	���� ��� �	����������� �	��� SL(N,C) � SU(N)� ����� 	�'���, ����
�� ����� ���#����� �	��������� ������������ eα ∈ C[Sr] ������	�����	�� *���,
����������� !�� 	����� �����1�� *����, ����� ������� �
���� ����	 �����


��
�
������	 �	��������� ������������%

2���, ���, $�� ���� ������� ��'� ��% 	������ ���� ������ �	������ ��� � ���
��$� � ����	����� ����	� ������������ eα (α = 1, . . . , s) � �	������� �����	� C[Sr],
������ !�� ���������� �%�%�3�, ����	�� �� ����'�� ����) �����(

eα eβ = δαβ eα , ��������������) � �	�������)����) , �%�%4
�

e =
s∑

α=1

eα , ������� , �%�%45�

��� e 6 �����$��� +������ � C[Sr]% 7�� ��� 	�$) ���� � ������
����	 �	�������
������ �	���� SL(N,C), �� ������� ����������� eα ∈ C[Sr] ���#�� ���) ����
���������, �� ���) ��	����#����� ����� � ����� ����� #� ������������ ��%
8�	�������� ������% 9��� �������� ����	 �	��������� ������������ {eα} ∈ C[Sr],
���������	� !�� �%�%4�, ��, �����)��� �	����������� s �����	� C[Sr] � �	���	���
���� V⊗r, �������� :�	����� �%�%;�, �� ��	��� ������ ����	 ������� �	�������)�
��� �	�����	�� s(eα), ������� !�� � V⊗r% < ����!) +���� ����	� �	���	������
V⊗r �����	���� �	���������� r ��	����� !�� �	����������� T �	���� SL(N,C)
	������������� � �	��� �����

V⊗r =
⊕
α

Vα ,

��� Vα = s(eα) · V⊗r 6 ����	������� �� ����'��� � ������� �	����������� T⊗r�
����	���	������ ���	�������� ����$����	��� �	����������� T (α), ���#����� �
T⊗r% 7���� ��	����, ����$� 	����#���� �����	���� �	���������� T⊗r ��	����� �
!�� �	����������� �	���� SL(N,C) �� ���	�������� �	����������� T (α) �	���
+��� ���	�������� �	����������� ����� ���	�$��)�� +������������� �������� � ���
��$� � ����#����� ������� �	��������� ������������ � �	������� �����	� C[Sr]
�� ���������� �%�%45�%

8������, $�� ����$�� ������ ������� �	��������� ������� �	�������)���
������������ �� ���) ���1�:��� ���)�� �	������� �����	� C[Sr]% - ����� !�� ����
	������ �� ������� �������$�� ��'�	��� ����� ����1�������� ����$����	��� ���
���	A ��� ����� C � �����$��� +�������� e, � ����	�� �����#�� ��������� ������

��� ������������� ��	�
���
��� 	���������
� SU 
 SL ���

����� �����	
��� 
��	�������� �	�������
�� �	���

SL(N,C) � SU(N)

����� T (λ) 	 
���������� ��
��
���
�� ���������
�� ����� SL(N,C) ����
SU(N)�� ��������������� �������� λ  r � ����������� � �����
���� V(λ)�  !
�!�������� ���������� ����!���� �������� ��� �!��
���� dim(V(λ)) 
�����"
������ ���������
�# T (λ)� ������ �� $���� ���%� �$�!
����� dim(T (λ))� ��
�
����� 
�!�������& �����
�
� �������

�� �$�!�� �������!���

��� ��
!��
ψTλ

�
�� r ���� '����� �(�(�)��� *�� ����� ������
� +���%��
�� ����� ���%
�
������#���# '���� �������� ,
�� λ� � 
� ��$��-�� Tλ� ������� ����!
��
�$��� '����� ��# .��� �!��
����

dim(T (λ)) ≡ dim(V(λ)) =
∏

(k,i)∈λ

(N + i− k)

h(k,i)
, �(�(����

��� � ����� ����� ���!����
�� $����# �� ���� ������� � �������� λ � ���"
��
����� (k, i) �k " 
��� ������ i / 
��� ����$-�� � h(k,i) / ���
� ����� ����"
������������ ������ (k, i) ��������
�� ���
� ���� ��
� � ��
-� �!���� �������
0����� ��# �!��
����� �(�(���� 
�!������# �����	�
 ������  ! .��� '�"
���� � ����
���� �������� ��� ��# ����� SL(N,C) 
� ���������� ���������
���
������ ������������� ��������� λ � ������ ���� $���1� N � ��� ��� ��# ����&
������� �� ����� dim(V(λ)) = 0� *�� ����
� ����������# � ��������� �!��%�

���
� 2�����
�� � �!���� ������

���	
��	�	����� ������� �	
	
�� �������� ���������� ������� ����� ��
�
	�


�������	������� 3�# ����� ���$� ������� '����� �(�(���� �! ���
���� ���4�(4�
�������� ������ �������� ,
�� λ = [λ1, . . . , λm]� ������� m ���� ��� ����
λj = 0� ∀j > m�� 5���� ���4�(4� ������������# � ����

dim(T (λ(n))) =
∏

1≤i<j≤N
λi−λj+j−i

j−i =
m∏
i=1

N∏
j=i+1

λi−λj+j−i
j−i =

=
m∏
i=1

(
m∏

j=i+1

λi−λj+j−i
j−i

N∏
j=m+1

λi+j−i
j−i

)
=
( m∏
i=1

m∏
j=i+1

(λi − λj + j − i)
) m∏
i=1

(λi+N−i)!
(λi+m−i)!(N−i)! .

�(�(����
6������!����# ����� '������ �(���78� ��# ���!����
�# ���
 ���& ����� ���"
����� λ� �����# $��� ������
� �� ����!��������� +���%��
�# ����� � 9�!����
������ ��������## .�� '����� �(���78� � ����� ����� �(�(����� �� ��������

dim(T (λ(n))) =

⎛⎝ ∏
(k,i)∈λ

1

h(k,i)

⎞⎠ m∏
i=1

(λi +N − i)!

(N − i)!
. �(�(����

:������� ������� ��%������

m∏
i=1

(λi +N − i)!

(N − i)!
=
∏

(k,i)∈λ
(N + i− k) ,

��� ����� �������#� ���� �������� ����� ����� .���� ��%������ � ���� ���!����"

�# �� ������ �������� λ�
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 �� �
$������	�
 $�
�����
��

���$$& SL(N,C) ���
������ � ((�	'��)� �
������	 $�����
�
��� T⊗r ��	" -��
�'
��
��
 ����� �  �(�
 $����	� �� ���	��
 -��
���
��� ����� � ������ 	& $��'
*���	 ( ��
����
	� ����	� �(���
���"

����	
���� ����� ������� �	
��������� 
�	�����	��� ���

� SL(N,C) ��
����������	���� 
�������� ����	����	� ���� � ������ ���� ��������� ����
λ � ������ ������ �	 
�	�����	� (N − 1)� ��	�����	��	� ����	������		
������ ��������	 ���� λ � r ��	����� �λ  r � ����� ������������ ��� 
��!

�	�����	��	  T⊗r� ������	 
�����	�� � 
������ ����	��������� ���� Y (Tλ)

� �����!��"� ��	 ���� ����� ��"��#	 ���� Tλ� ��	��	� $���� λ� %���� ����!
��� &�� 
�	�����	��	 �	�����	��' �� 
���������	 �	����� � ����	��������
��������� �
�	�	�'	���� ��"��#	� Tλ�

+(�	 �)���	� $
��� ���� ����	��������� � ���
 ���
� ��� �
.
�/
��
 ���	����
	&
 �
$������	&
 (��
���	
��&
 $�
�����
��� ���$$& SL(N,C)
�� ���$$& SU(N) $
�
����
�& �� )��

 ����� �� (������(����&� �$���) �* $�����'

���"

% ��
�����* $�����
�* ����� � ����� 	& ���	����	 )��

 $����)�� �
(����&

������� �
$������	&* (��
���	
��&* $�
�����
��� ���$$& SL(N,C) �� ���	�'
���
	��� $��(����  ,��� ���
� �(����	 (��(�� � �
$����� ���	������(��
���
� � ��$��� � �����
��� �
�������� $�����
�
��� T⊗r � �
$������	&
 $�
�'
����
���" 0 �	
���� � $�
�����
��
 T⊗r �*���� ��
 �
$������	&
 $�
�����
���
���$$& SL(N,C)� �����
��������
 ��
	 ����			 ��� λ � r (�
�(	� �� ���'
��	 ����(� �
 $�
�&.��
	 (N −1) � � (������� �*���
��� (����� �� ��* ���
(����
���� f(λ) ��	
�	��
� �	���� �
�	 ���	& λ ��	" �$�
�
�
��
 ����� �
$�����
�
 ����� " 1�	
��	� ��� ����� �������&* �)��� f(λ) �(�
 ���� ��	
�'
����� $�
�����
��� ���$$& $
�
������( Sr� �����
�������
�� ����		
 ���
λ� �	" ���
� ���" 2���
���� �
��� ���	��	� �!"�"34 � �!"�"35 � $���
�
��&	� �
$�����
�
 �����" �
�
$� $�����
��� ������ �����
��� $��������� V⊗r � ��		�
��������&* $��$��������� V(λ)� (���
 �� (����&* ����
�
��� f(λ) ��� )��
�
���	���
� � ���
�* ��� � ���" 6��	
 ,����� � T⊗r $�� r ≥ N �*���� �
$������	&

$�
�����
���� �����
��������
 ����			 ��� λ′  r′ �� (����&* r′ < r � ���'
�� ����( �
 $�
�&.
� (N − 1) � $�����
��&	 � �
������
 �
(������ �$
�������
$���
���& �� ����		 λ  r 7 �����	 ����( )���.�	 (N − 1)"

��� ��������	�
�� ����� �������
���� ��� ������ �
�������
���� ���

������� 	
�������� ������� �
���������� ����	�������� �� 	������� ��� ���
����� ����� 	����� ������� ����	������� ���� �����
�������� �	���� 	���
�����
��� ��	
������� 	
����������� ��� A�

����� ����	
���� � ��	���
���� 	������������ ���
������

�� ������� ����
����� �����

 ���� A ! ����"�������� �����
� ��� 	���� C � ��������� #�������� e� $ #���
	��
������ �� 	������� ��� 	����� ������� ������� �
���������� 	
��������
����	������� eα ��
����� ��� ���������� ��%�
���� 	�������� ���� �����
� &��
���������
�� �����
 A ����� s 	
�������� ����	������� ��������
'���� ����
���� ������� 	��
������ � ��������� ���� (�
�� �������� � �����

)�*+�
,-��� ����"�������� �����
� A ��������� �� ���� .�� ���� �����
��� 	
���
���

����/ ������ .	
�����/ ������������ $������-0�� 	
� #��� 	
����������� ���
���
� A ������-��� ������ ��	
����� 	����	����� 1���� 	�������� ��� A
! ���������	�
� �����
� � �� ����� .	
����/ 
�����
��� 	
����������� ������
�	�������� �� ���� 	
���
������ ������ .	
�����/ 
�����
���� 	
����������� ���
���
� A .�����
��� 	
���
������ �����
� A/ 
���������� � 	
���- ����� �� ��	
��
������ 	
����������� T (λ) .������ λ 	�
�������� #�� 	
�����������/� $ ��������
	
���
� ����� �����
� A 	
������ �
�		���- �����
� C[G] �-��� �������� �
�	�
	� G� 2�� �����
� ����"�������� ���������
�� � 	� �	
�������- ����� ���������
#������� $�� ��	
�������� ��#������������ 	
����������� T (λ) ���������
��� ���
��"�������� �����
� C[G] ����
����� � �� 
�����
��� 	
����������� � �
�������
�������� T (λ) � 
�����
��� 	
����������� 
���� 
����
����� T (λ) .��� 
����� ��

����� � 	�
��� ����� �����3 ��� ����� (�
���� .4�5�*5//�
6������
�� ������ ������ 
�����
���� 	
����������� �����
� A � ����������

��%� ����������3 
������
���� 	
����� 
�����
���� 	
����������� 	
�������� ����
�������� 7�� ��� 
�����
��� 	
����������� �����
� A �	���� 	
�������� �� �����
�
A� ��� �����
��� 	
���
������� 
���������� � 	
���- ����� ���� �	����� ����
�������

A =

s⊕
α=1

Lα , .4����/

�� ���� � 	
���- ����� ����
������ 	��	
���
����� Lα ����� ��� A · Lα ⊂ Lα�
,���� ������ Lα ������-��� �	������� ���� ��� �� ����
��� ���
��������
���� ����
������ 	��	
���
����� .���� �������/3 �
����� ������� Lα ! 	
��
��
������ ��	
������� 	
����������� �����
� A� 8� (�
���� .4����/ �������� ���
�-��� #������ a ∈ A 	
������������ � ���� ����� a =

∑
α aα� ��� aα ∈ Lα� $

��������� ��� ���������� #������� e ∈ A �� ����� 
��������� .4���9:/;

e =
s∑

α=1

eα , eα ∈ Lα . .4���5/

7�� ��� eβ ∈ Lβ� �� 	
���������� eα · eβ � ���� ����� ����
��������� Lβ �����
������ 	
���������� Lβ� � �� ������%����

eα = eα · e =
∑
β

eα · eβ ∈ Lα ,



��� ��� ��������	�
�� ����� �������
���� ��� ������ �
�������
����

������	
 �	� eα · eβ = 0 �� ���� α = β � eα · eα = eα
 	� ��	� �� ����� ���������

eα · eβ = δαβ eα . �������

����� ���� ��
 �� !��"�� � �� ��#�!�� �����$� %����!	� eα ��&	� � ���!� ��'
	�(�!���!��� ����)�	�!	���
 )����� ����)�	�!	� eα * )����	��!��
 	�� ��� Lα *
������� ����� ������
 � ��(���!� �����$� ���� �&	 )��!�& ���	���� +���	��
 �	�
�&��, %����!	 � Lα ��#!� )����	���	� � ���� a · eα
 (�� a ∈ A
 	� ��	� ���� ����,
����� Lα )���#���	� %����!	�� eα� Lα = A · eα
 �!��� ����, ����� Lα ��� �� !�
)���	��� -	�&�� � ���	��	�	��� � ���	!�"�!��� �����$� � ������� ������	
 �	� ���'
���	������� ��(���� A ���(�� �� ��(��	� � ����� �� ����� ������� Lα = A · eα

)���#��!!�� )��!�, ���	���, � ���!� ��	�(�!���!�� )����	��!�� ����)�	�!	��
eα� . ���(�, �	���!� �&��, )��!�, !���� )����	��!�� � ���!� ��	�(�!���!��
����)�	�!	�� eα ∈ A 
 ������	���&/�� �����$� � �������
 ��#�	 ��	� ��)��� ���!
�� �� ��#�!� ��(���� A � ����� �� ����� Lα
 ��� )����� Rα
 �������

A =

s⊕
α=1

A · eα =

s⊕
α=1

Lα , A =

s⊕
α=1

eα · A =

s⊕
α=1

Rα , �������

��� ����#��!�� )���� 0������ ���$�$���
1	��
 �&��� �� ��#�!�� ��(���� A � )���& ����� ����� )���	�� ������� ��'

 �!� � !���	���� )��!�� !������ )����	��!�� ����)�	�!	��
 	�� �	� %	� )���
����� �	���	� )� 0������� �������� 2/� �� )������!��
 �	� ��#��� )��)���	��!'
�	�� Lα = A · eα ���� Rα = eα · A� ���� ��	 �!�����!	!�� )��)���	��!�	�� � A )�
�	!�"�!�& � ������ ����
 ���	��	�	��!!�
 )������� ��,�	��& ��(���� A� �� ��	�

�� �&��(� v ∈ Lα � �&��(� v′ ∈ Rα �� �����

a · v ∈ Lα , v′ · a ∈ Rα , ∀a ∈ A . �������

3���� �� )������ ������ Lα �� Rα� � ��(���� A ���� �&	 )����(���� � A �%	�
��	����	 � ���������

• ������ ���� 	�

����� �

��������� ������� B̄+ ���������������� �����


 ����
��� 
�
����� �� �������� ������ {eij} (1 ≤ i < j ≤ n) � ��� 

�����! ������ In� "�#����� �� ���������� $���
������� ������� B̄+

$��������� �� �� �$���� $��������� %��
��� 
��#��� ����� � $�����

������� � B̄+� "�#����� �� � &�! ������� �� ����$����� #���� ���� 

������� In�

4����� � �	���� �� ��#�!� � ������� !� ���&	� ���	��	�	��!!� ����� � ��	���

�	
�������� ����	� 4����! ��!������!!� ����� � )����� �� ��#�!�� 4����
 ��
)������� ���������� �	
������ ����	

A =

s⊕
α,β=1

eαA eβ =

s⊕
α,β=1

Aα,β , Aα,β = eαA eβ . �����5�

+���� ��!�,!�� )���	��!�	�� Aα,β �#� !� ��&	�
 ����/� (����
 !� ������
 !�
)������ �������� � A� 6���	� %	�(� �� )��� ����!� %����!	�� )���	��!�	� Aα,β

��� ������������� ��	�
���
��� 	���������
� SU 
 SL ���

�������	�� �������	
� ����
� ���� Tλ� � ������� ����	�� 	���������� 
��
����� ia ��������� ������ ���!�	� ψTλ

	���� r ������� ����� ����
� 
! �����"#  

ia1 iam+1 ... ... ... iar

ia2 iam+2 ... ... iar−1

�

�

�

�

�

�

�

�

�

iam ...

↔ ψ
ia1 ...iar
Tλ

, ������# 


 	������	
� � ��� �$��� 
! ������� ��
�� k ≤ m� %���& � '��� ������ ���(�

������ ib1 , . . . , ibk � )��!�	 ψTλ

� ����	�� ��	�
��( �� ����
� Tλ � 
����&!����
�
�� *�	���� ������ � (��(���( ���
�
����	
+��� �� '�
� 
�������� ,�� �������

! ��	������
( ���-�"" �
����	
!���	� ���� Y (Tλ)� � ����� 
! *�	���� ������ �
��	����($.�� ���!�	 ψTλ

� /��$�� ��������� +�� � ���+�� �	���� SL(N,C) ���!�	�
����	������ �� ����
� Tλ� 
��$.�� ������ ��
��� k > N � ������ 	���(�&�(
���$� ������&�� 
������ ibj � 	������������ � '��� ������� �	�����$� !��+��
(
1, . . . , N 
 �	
 k > N � ���������� ���!�	� ψTλ

�������� !��+��
� 
������ �
! ����
���� ������ ��(!����&�� ����� �����	(�&�( ������ � ����	� (ib1 , . . . , ibk)� 0����
������ ������� 
�
� +�� �� �� ������ +
��� ��	�� � ����
� ������# �� ����� �	��
��1��& N � �� ���& m ≤ N � 2����� ���
 ������ m ��	���� ������ � Tλ 	���� N � ��
����� ������ ����� ����
�& 
! ������# � ��� ��� ��( ��������� �����������$.���
���!�	� �� 
����

ψia1 ...iam iam+1 ...iar = εia1 ...iaN φiam+1 ...iar ,

�!���& εia1 ...iaN 3 �������&$ ���
�
����	
+��� ���!�	 	���� N 
 ���!�	 ψ 	����
r > N '��
�������� ���!�	� φ 	���� (r − N)� �	������
���� � �
�� ������# � ����
������ ��	��� �������� %	������( '�� �	����	� ��( ���	��� ������ ����
 ���
������ 	���� N � 
 ��� ������ �� � ���� ����� ����+���� +�� �	
 
!�+��

 ��'��
�
��������� �	���������
� �	���� SL(N,C) ����� ��	��
+
�&�( ���&�� 	�������
	��
�� ����
 ������# 
 �����������$.
� �
��	��� ����� � ����	�� +
��� ��	��
m �� �	���1��� (N − 1)�


�������	� ����� ��������	�
�� T (λ) � T (λ′) ����� SL(N,C)� �������

�� ��

���� ���	���� Tλ � T′λ′� ������� ����� ���
�� ������� �
� λ = λ′ � ���	��

����� 
� ����������� (N − 1)� 
�������	�
�
� 

��������������� 4��
 +
��� ������ � �
��	��� λ  r 
 λ′  r′ ���������� r = r′� ��
������ ����	����
� �������� 
! ���	�� +���
 5���	����
( ������ 4��
 r = r′� ��
��'��
����������& �	���������
� T (λ) 
 T (λ′) �������� 
! �����
*
��

 ���	
���
�
��� �	���������
� �����	� 6
 s�(N,C)� 
!�������� � ������ � ��!���� �����

�������
�� +�� 
�����( �!�
�������!��+��� ����������
� ����� �	���������
(�
�
 �	���� SL(N,C) 
! ���� ���������� ����	�� �� 	������	
����� 
 �����	� 6

s�(N,C) � 7������� 8���+��
(� � 
 �� ��������� ����� 5���	����
( ������ ������
���	
���
��� �	���������
� �����	� s�(N,C) �����	�� (��(���( �	���������
�� ��
���	1
� ����� ��	����	
!����( ����� �
��	����� ����� �	
+�� 	�!��� �
��	���
�� ���� �����������$� 	�!��� ���	1
� ������ 9 �
�� )��	��� ����� �	���������
�
( � 	�!���
 ���	1
�
 �����
 ��'��
���������

�������	�� ���������
�� 
����&!������� �	
 ����!����&���� 5���	����
( �����

� ���+�� r = r′� ����� �	
���
�& 
 ��( ���+�( r = r′� 8���& ������� ���+�	����&�



��� ��� ������������� ��	�
���
��� 	���������
� SU 
 SL

��� (j, k) ����	
�
� �
	�������� � ������ �����
	����� � ��� [s(j, k) ·ψ]...ij ...ik... =
ψ...ik...ij ...� ����
	���
 ��������
���� �������� � ����� � ������!"� ����������
	#
	$� �	���$ ������ �
	�
 � �����	�	
��

ψi1i2i3
T1

=
[
s(Y (T1)) · ψ

]i1i2i3
= ψi1i2i3 − ψi3i2i1 + ψi2i1i3 − ψi2i3i1 ,

ψi1i2i3
T2

=
[
s(Y (T2)) · ψ

]i1i2i3 = ψi1i2i3 − ψi2i1i3 + ψi3i2i1 − ψi3i1i2 .
������%�

• ������ ���� ��	
���� �	����� ���������

�����
	��
 �	����� ψT1 � ψT2 ���
��� �	�
��
		$� ��� �	�&�	�� � ��'#
���� �����$ SL(N,C)� ��������
	��
 � V⊗3� � � ��������� � (����!
��
�����)� 	
 *�+ ��������
	��
+ ������!�	$ 	���������$� �����
�!�	�" T (T1) �
T (T2)� ,
�!��$ T1 � T2 � �������� ���� ���	
����� (���� λ = [2, 1]� ��*��� ���!
�#
	� -���.��	�� ����� ������		$� �� *�� 
�!��
� �����
�!�	�" T (T1) � T (T2) /
*����
!�		$� 0� ��	
�
�� �� ��1����� ���
��$' ����
�� A� ����$' ��
#
	
�!��
� ��
��	���	��	
�	�� ��������� ��.�� �����
	��
�� �	����� ψT1 �
ψT2 � ������� *� ����
�� "�	�� ,
� �
� 
�!��$ T1 � T2 ���� ���	
����� (��#
��� � �	� ��!.	$ �$� ��"�
	$ ���	�&�	��� T2 = σ · T1� ��� σ ∈ S3� 0!���	 σ �
�
���
���
���� �!��
� �
��	 �
	�������� (2, 3)� ,���
 ���������1�� �����#
���
��$2	�
 ��"�
	$ �
��	���� ���)����� ������ � �����
�!�	�� s �
���$�
��"
� ����

s(Y (T2)) = s(2, 3) · s(Y (T1)) · s(2, 3) .
��!���"�� *�� �
��	����� 
 
�.� ������!�	��� ����� �� �$ ��!��
��

ψi1i2i3
T2

=
[
s(Y (T2)) · ψ

]i1i2i3 = [s(2, 3) · s(Y (T1)) · s(2, 3) · ψ
]i1i2i3 =

=
[
s(2, 3) · s(Y (T1)) · ψ̃

]i1i2i3 = [s(2, 3) · ψ̃T1

]i1i2i3 = ψ̃ i1i3i2
T1

,
������3�

��� �$ ��!�.�!� ψ̃ = (s(2, 3) · ψ)� � ��� ψ̃ j1j2j3 = ψ j1j3j2� � � ��!� �����' (����!$
�� ������%� �$ �����

ψ̃j1j2j3
T1

= ψ̃j1j2j3 − ψ̃j3j2j1 + ψ̃j2j1j3 − ψ̃j2j3j1 = ψj1j3j2 − ψj3j1j2 + ψj2j3j1 − ψj2j1j3 .
��������

4� ���	�&�	�' ������3� �!����� �� �	���$ ������%�� ��!
�
�1�� ��������' ��#
�������1�+ 
�!�� ��������� ��"�
	$ ���� � ������ ���
��$� !�	�'	$� �����#
�
���
	��� A5

ψi1i2i3
T2

= (A · ψT1)
i1i2i3 = ψ̃ i1i3i2

T1
, ������ �

�� � ����	������ *����
!�		��� �����
�!�	�' T (T1) � T (T2)� 6����� ��
�������		�� �$&� �
���.��	��� �
� � (����!$ ������ �� ������	$� ���
��� ����#
	����" 	
 ��!�� �!�.	$� �!��
�� ���������1�� 
�!��
� 2	�
 � ���!�� �!���
r > 3�

• ������ ���� ������� � �	�	��� 	���������� �������  	��	���� ��!	�� ψi1i2i3i4
Tλ

����!  	��	���� ��!	�� 	"��#	 
��� ψi1i2i3i4 ��� �
�$ �"��% &�#�

T =
1 2
3 4 , T′ = 1 3

2 4 .

'�(� 	"�����( 	����	� A � 	() �	 ψi1i2i3i4
T′ = (A · ψT)

i1i2i3i4 �

��� ��������	�
�� ����� �������
���� ��� ������ �
�������
���� ���

����� ��	�
 	

��
����� ���
�������� 	

��
���� �� ���
���� ���������
������

Aα,β · Aγ,κ = δβ,γ Aα,κ . �������

 
��!	�"��� ��
�#"
�$��� %������
� a ∈ A 	��"� �� �����
���� eβ � �������� &
��
�#"������ a · eβ ���"
� ��#�
�����  ��	�� ' ��#��$���� �
����� (
�����

a · eβ =
∑
α

eα aαβ , �����)�

*�� aαβ = eα · a · eβ ∈ Aα,β ⊂ A + &
%((������� �"�	�
�
���*
 ��#�
����  ��	�
������� %������� a� ,
����� �����)� �
��
 �����������
"��$ &�& ���"��
 &
�����-
�
"��� %������� a . �����
����
� eβ � /# %�
! (
����� 	��#� ��� 	 ����
� �		
��-
���"�
	�� A� 	������ �������
� ���"��
 ���
���� &
%((������
" �"�	�
�
���*

��#�
����  ��	�

(a · b)αβ =
∑
γ

aαγ bγβ , ∀a, b ∈ A . �����01�

2 ����
� 	"
!	�"� ����!�
	�� (a + b)αβ = aαβ + bαβ �� "����� ��
 &
%((�������
�"�	�
�
���*
 ��#�
����  ��	� "���� 	�3 &�& %������� �������
! ��*�3���
,
����� �������� �����)� � �����01� �
��
 �	�
�$#
"��$ �� �
	��
��� ����	��"-

����! �		
�����"��� &
����
������ ��*�3� A 	������$�
*
 ���� �	�� ���� 4���-
����� 5��  �	�$ ��*�3�� A ��&
"�� ��
 " ��! 	���	�"��� �
���! ��3
� �������"���
"#����
 
��
*
���$��� �����
����
" eα� �� &
�
��� �
���
	����	�"� Aα,β �# �"�-
	�
�
���*
 ��#�
����  ��	� + 
��
����� � ���$���������� '�3���� �
����
"&�
3�#�	��� %������
" eα,β " Aα,β ��&� ��
3� " 	

�"��	�"�� 	 ������� "��
����	$ 	
-

��
����

eα,β · eγ,κ = δβγ eα,κ . �����00�

6� ��&
! ��*�3�� A ��3
! �� %������ a ����	��"���	 " "��� a =
∑
aα,βeα,β� *��

aα,β �����$ + ����� �� �� %������� ��*�3��� &�& " �����)��� ��
"���"
����� �����01��
7�� ��	�� ��
3�
 #���	��$ " 
3
#������� 6���&� �	�� ��#��� �� &�& aα,β = 〈α|a|β〉�
 
	��� %�� (
����� 3
��� �
��
3�
� 6� ��*�3�� A 	 �&�#������ 	"
!	�"���
	��
��	 ����	��"����� T � ��!	�"����� " &
����&	�
� ��
	����	�"� V 	 3�#�	����
"�&�
���� |α〉 (α = 1, . . . , s)� &
�
��� �
������	 	

��
�����

eβ,γ |α〉 = |β〉 δγα ,

	
*��	
"����� 	 �����00�� 8
*�� 3�#�	��� %������� eα,β ∈ Aα,β � �����
����� eα #�-
��	�"���	 " ����	��"����� T 	 �
�
�$� 
3
#������! 6���&� 	�������� 
3��#
�
�	��"���� 	 (
����
! ������9� �#  ������ 0 �����:

eα,β = |α〉〈β| , eα = eα,α = |α〉〈α| , �����0��

*�� 〈β| � |α〉 + 
��
�
����
"����� 3��- � &��- "�&�
��� � �� �	�
"� �
��
��
�����0;� �� ����� ∑

α

|α〉〈α| = e .

������� ������	
 ���� ������ � �����	�� �� �	 ������ ����� ��������� �������	� �����	

C[Sr]�



��� ��� ��������	�
�� ����� �������
���� ��� ������ �
�������
����

� ���� ���	
�� ����������� aαβ = eα · a · eβ ������������� �
�������� ����

�������
 a� ������������ � ������� ��� �!"� 
 �
�� ������#���� ��� �$%"� &���'
��
������� � ����

eα · a · eβ = |α〉〈α| a |β〉〈β| = 〈α| a |β〉 eα,β , ��� �$("

〈α| a · b |β〉 =
∑
γ

〈α| a |γ〉〈γ| b |β〉 .

)�� ������#���� &�
���
��� 	�� ��������� 〈α| a |β〉 ∈ C � ����������
* ��� �$("
������������� �
�������� ����
 �&�������� �
����� &�����
������ T ���������
a ∈ A+

eβ · a · eα = 〈β| a |α〉 eβ,α ⇒ Tβα(a) := 〈β| a |α〉 . ��� �$�"

� �,��� ���	
� �
���� &�����
������ T &��������� -� �,����� ���� �
�� 
 �
��
�&���, ��������� ��&��������* &��&�����
�����. �� T 	��/ �����

0���� �
�
����� &��������� � ������ &�����
�����.� ������������ �
�����'
��� ����
 ��&��/������ � � ��� ���	
�� ���
 ���,*����� &���	��/ ,���� ���
�/���
������
��� � �������� �
��. 
���,�� A� �
&������ � �
���	��. �������� �� ��'
��������� &�����
������ ���� 1
��	
��� 2 ����"� 0�������� ���	
� �������������
�
�������� ����
 �
��������� �
���� � ������
* $� 2 � (�

������	�
�� ����� ������ ����	
��� ������������ ����� � ������� ���������

� ������������ ��� ����� �������� ����� ���������� ��� �� ����� �� ������

�������� �������� ��� �������� � ��� ��������� ������� A ��������� �������

��� ��� �� ����� ������������� �������� ������� A ��������� �����������

��� ��� ��������� ������ ���� ������ ��������

3	������� 	�� ���
� �������� &��
���,��. � A� ����
� �
���
���� ����	���
�

���
3������� 	�� � 
���,�� A ����� ������
�/�� ��
 �
���* �
,��
 ����&��������

��������������* ��� �(" � ��� ��"+ $�" &���������� ����&������ {eα}� � �����*
��	/ #�
 ��#�4 2�" &���������� ���
	������ ����&������ {eA} 5 ��� ����&�'
������ ������ &���
����
� ������ 
���,�� A � �� �
��
�
���� � ����� �����*
���
	������ ����&�������� 6�� �
,��
 2�" �� �����

eAA eB = δA,B eAA = δA,BA eA .

�������� ������ &�
���� 
 �
�� ������������ �
�������� ����
 ��� �����
�/��*
����&������� ���&
�
�� � �� &���	
��

A =

s′⊕
A=1

eAA =

s′⊕
A=1

A eA =

s′⊕
A=1

AA , AA ≡ eAA eA , ��� �$ "

��� AA 5 ������������ ���
�� ������������� &��
���,�� � A"� 
 s′ 5 	���� ���'
��
�/��* ����&������� � A� 7
�� �,�
���� ���� 
���,�
 A ����� �������
�/���
�����
�/��� ����&������ �����	��� �� �����	���� �������
"� �� ������
 ��� �$ "
�
�� �
�������� 
���,�� A � &����� ����� �� ���
��
����* &��
���,�� � ��
 
�'
��,�
 �� &����
� 3������� 	�� � &���&�����. 
���,�� A �����
 ���������� &���
�

��� ������������� ��	�
���
��� 	���������
� SU 
 SL ���

������	
���� T⊗r ������ SL(N,C) �	��	�	���� �	 �����������	�
� ����
��
���� ������	
���� T (λ)� ��� ������� ���������� �	���� �	��	��	� ���	
λ  r� 	 �� �	���	� Tλ� ��	������ 
�� ���� ������	
���� �	����� ��	 !���
��
����
��"��� �	���# �	��	��� ���	$ 
 ��������� ����
����� T⊗r� 
���"�
��
���� ����%� ������

&����� ������	
���� ������� � ���������	� !'�'�($ 
 
�� ����
����
��"�#
�	���� ���	 Tλ� 
 �	 ��# ������ ������# � ������� k �����	
��� ��������#
����� ik� )	������ ����	����� ���	��� ��������
	���# ������ ψ

i1...i11
Tλ

�	��	
r = 11  ����
����
��"	� ��� �	���	 Tλ ������	
������ 
 
��

i1 i3 i4 i5 i10

i2 i6 i8 i9

i7 i11

↔ Tλ =

1 3 4 5 10

2 6 8 9

7 11

. !'�'�*+$

,����� ����� ���	���� �	��� ������	
���� �	 �����	� �������
 ψTλ
!�	��	

r = 1, 2, 3$� ����������� �� �	���	� Tλ � ����#� �
���  ����� �����	�� -�
������ ���	������� �	� 
 �	����#%���

������ �� .	���	 � ����# ������# i1 ������	
������ 
������ �ψ = ψi1 �ei1 

������	���
� V = CN ���������"��� ������	
���� ������ SL(N,C)� )	������
/�� ��#��
� ������ 
 0��� ������	
��� ������������ 1������# !'����$2

ψi → ψ ′ i = gijψ
j , g ∈ SL(N,C) . !'�'�**$

������ 	� 3
�� �	���	� ���	 � �
��� �����	� T[2] = i1 i2  T[12] =
i1

i2 �

���"� 1���� �	��	�� ���	 [2]  [12]� ������	
������ ������/��# ψi1i2s  	��
�������/��# ψi1i2a ������� 
������ �	��	� 3�#��
������� �	���	� ���	 T[2] 
T[12] ����
����
��� �������	���� ���	 !'�4�*'$� ������� 
 ������	
��� !'���*'$
�	���
	���� 
 
�� !'����4$2

s(Y (T[2])) =
1

2
(IN ⊗ IN + P ) , s(Y (T[12])) =

1

2
(IN ⊗ IN − P ) , !'�'�*�$

 ��#��
��� 
 ������	���
� V ⊗ V !��� 5���� � 
 �	����� ��	$� 5����	��
�	 0��
�������	����
 
 !'�'�($ ���������� ������/��#  	��������/��# �������

������ �	��	 � ���������	� !'����6$2

ψijs =
1

2
(ψij + ψji) , ψija =

1

2
(ψij − ψji) . !'�'�*4$

3�#��
� ������ SL(N,C) �	 0� ������� ������������ ��	
��� !'���'$  ����

�2

ψijs → gik g
j
m ψ

km
s , ψija → gik g

j
m ψ

km
a , ∀g ∈ SL(N,C) .

������ 
� 3
�� �	���� �	���	� ���	

T1 ≡ T[2,1] =
i1 i2

i3
, T2 ≡ T′[2,1] =

i1 i3

i2
, !'�'�*'$

!���"� ���	��
�� 1���� λ = [2, 1]$ ����	��� !'�4��4$ ������	
������ ������
��	���� ���	

s(Y (T1)) = (1− s(1, 3))(1 + s(1, 2)) , s(Y (T2)) = (1− s(1, 2))(1 + s(1, 3)) , !'�'�*6$



��� ��� ������������� ��	�
���
��� 	���������
� SU 
 SL

��� Ã ≡ s(Y (Tλ)) ·A · s(Y (Tλ′)) � ��	
� �
� ��������� ������� ������
� ��������
���� V(λ′) � V(λ)� ���
� �������� �������
�� �������� ��������� Ã = 0� ��������
����� ���
! ����� �!��� ������� Ã� "���������#!	
� $%�%��&� ��������#���#
��� s(a)� ��� a ∈ C[Sr]� '�(���" �� 
����

Ã =
1

α2
λ

s(Y (Tλ)) · Ã · s(Y (Tλ′)) =
1

α2
λ

s
(
Y (Tλ) · a · Y (Tλ′)

)
= 0 , $%�%�)&

��� � ����� ��������� �� ����� �����������
�� $%�*�*+&� � �������� ���������
�������� 
� $%�*�*�&�

,� (���� "���� ���
# ����"�� �� ��� ����� � ���� -�� ���
���
��� 
 ��(��
�
��������� ����������
# ��"� SL(N,C) 
� ��������
������� �������� $���  �
��� 
 ���
���
��� 
 ��(��
��������� ����������
# ��"� Sr. ��� ����/ 0������
�����& ��� �� �"���������# �� ������
 ����
/��
 1���� � ������
 �
��������

1���� 2��� ����� �"��� ����� �������� ���" �����# -"�� �
 � $��� ����� ���
�
�����&�

3���#��� ����� �� ���
���
��� ����������
# T (λ)� ��� ����� � T⊗r� � ��������
�� 
��� ��-�
 ����
#� '����������
� T⊗r ��"� SL(N,C)� ������"�� � �����������
V⊗r �������� ����� r

ψ = ψi1i2...ir �ei1 ⊗ �ei2 ⊗ · · · ⊗ �eir ∈ V⊗r . $%�%�4&

5� ��� ����
/� 1��� Tλ� 
��!	�� 6���" �
������� 1��� λ  r� ��������#���#
�������� $%�%��& ������������� s(Y (Tλ))V⊗r �������� ψTλ

����� r� ������� ��"-��
!��# ����/
�� 
� ��
�������� �������� $%�%�4& � ���	�! �
�����
������� 1���
Y (Tλ)7

ψi1i2...ir
Tλ

≡ [s(Y (Tλ)) · ψ
]i1i2...ir = [s(Q) · s(P ) · ψ]i1i2...ir =

=
( ∑
q∈V (Tλ)

δq s(q)
) ∑

p∈H(Tλ)

ψp(i1i2...ir) =
∑

q∈V (Tλ)

∑
p∈H(Tλ)

δq ψ
q·p(i1i2...ir) .

$%�%�8&

9���� ��# �
�����
������ 1��� Y (Tλ) ∈ C[Sr] 
���������� 6���"�� $%�*�::&� �
p(i1 . . . ir) 
 q · p(i1 . . . ir) ������-�!� ����� ��#��� 
������� (i1, i2, . . . , ir)� ��"-���
��� � ���"������ �
�����
# ����������� p ∈ Sr 
 q · p ∈ Sr7

p(i1 . . . ir) = ip(1) . . . ip(r) , q · p(i1 . . . ir) = iq·p(1) . . . iq·p(r) ,

��� q ; ����
������# ������������ � p ; ���
���������# ������������ ����������
� ����
/� Tλ $��� ��������
# ���
� ����������� � ������� �����&� 5�� ���� ����
���� ��<�� ������� � �
�����
��������
 ����������
 $%�%�8& �����"!� 
����
�
������ ������������� � V⊗r ���
���
���� ����������
# T (λ) ��"� SL(N,C)�
�������������� (������� g ∈ SL(N,C) � ���
���
��� ����������

 T (λ)� �������
������"!� �� ��������� $%�%�8&� ��
����!��# � �
�� ��������� $%�%�*&� 0�����
����
/�� 1��� Tλ 
 T′λ� ������� 
��!� ��
�����"! 6���" �
������� λ� � ���
	�� ��"-�� ����������"!� ������ �
�����
������ 1���� ������� �������� $%�%�8&
������#!� ������ ������� ψTλ


 ψT′
λ
� =������ � �
�" ����� ���
# ������ ��������

���"!	
� ����������
# ��"� SL(N,C) �������!��# (��
���������
� '�(���"�

��� ��������	�
�� ����� �������
���� ��� ������ �
�������
���� ���

������	 ���������	
 
��������� ����
������� ��� ������� �� �	������� �	�
��� 	������ � 
����� ����� �� 
������ ��	��	��� 
��	����� � �	���������
		���� �� ���� ������� �� ��
��!���	�� ��� 
��� ��� "����� #$����% & #$���$%
� ��� 	� �	������� 	������ 
� �� ����� ���	�	�� '	������� #$���(�% 		���� �
�	������� 
���
������ 	������ )� � 
����� ����� 
������ 	����� )�� �������
�	���	����	���! 	�� � �	����� ����� 
�����  	��� �����

*	��� �� ���+���������� 	 �	��������� 
���
������ 	����� A #������ ����
 	� ����� ����	���	�!�� �
�+�	�!�%� *�� +���	�!�� ����
������ {eA} 
����

������ 	������ ���� 
������! ����� #��� 
�	���% �	������� ,���	 #$����% �
�	������! eA 
� 
��������� ����
����	� {eα}-

eA =
∑
α∈A

eα , #$���(.%

��� A / 
���������� ������� � 	���� {1, 2, . . . , s}0 �� ���! +���	�!�� ��	���
������	�!�� ����
����� {eA}� ���	���1�� 
���� �������� ����� ������	�!
�
������	�1����� 
���������	�� A ⊂ {1, 2, . . . , s}� ������� 
�����	�� ���! 	�
��� ������� {1, 2, . . . , s}�

• ������ ���� 	
������ �
 ���
� �� ����
�� ����
����� ����� ������� ��� ����
����� ! ���"�
��
� {eA} �"�� ��� ������#�� $�������% �
������ ��
�
���
���
� ����
����� eA =

∑
α∈A CAαeα � �

�
&���� eAeB = δABeA�

,���! Ai (i = 1, . . . , s′) / 	��� �
������	�1���� 
��������� � {1, 2, . . . , s} #
��
����	�1�� ��� 2�� ��������%� ������� ������������� +���	�!�� ����
�����
eAi

� ,���! α ∈ Ai� β ∈ Aj � i = j� ����	 ��� ������ 2�����	 a ∈ A � ���� �����
��	�!���� eAi

· eAj
= 0 ��2""�+��� aα,β = eα · a · eβ ����������� �	�������

,���	 �	�� ���-

eα · a · eβ = eα · eAi
· a · eAj

· eβ = eα · a · eAi
· eAj

· eβ = 0 .

��� ����	������ � #$���(�% � ��	 	���  �� � ���������� �	������� ,���	 #$���3%

���
������ 	������ A ����������� ��	�	���� Aα,β� ���� α ∈ Ai� β ∈ Aj � i = j� ��
���! �� �����

A =

s′⊕
i=1

⊕
α,β∈Ai

eαA eβ =

s′⊕
i=1

⊕
α,β∈Ai

Aα,β , #$���(3%

���� 	
����� s′ /  ���� 
��������� +���	�!�� ����
������ eAi
��� 
����


������ 	������ A� 4������������ �	���+� T (a) = ||Tαβ(a)|| 2������� a ∈ A �

�����	����� T � ������� �
���������� 
� ��2""�+���	� ����������� �	������
�� ,���	 � #$���($%� ����� ��� ����	��	�!�� ���

T (a) =

s′⊕
i=1

T (Ai)(a) , #$���(5%

��� �	���+� T (Ai)(a) = ||T (Ai)
αβ (a)|| �
���������� 
� ��2""�+���	� �����������

�	������� ,���	 ��� ���	�	 AAi
⊂ A #��	���� � #$���($%%-

eα · a · eβ = T
(Ai)
αβ (a) eα,β , α, β ∈ Ai . #$���(�%



��� ��� ��������	�
�� ����� �������
���� ��� ������ �
�������
����

����� 	
���	� � �		��������� � �������� ������������� T � ����	���	 � �����������
� ���� ! � �� ������������" T (Ai) ��#�	� �� �	�	�$% ���	���� �	 &������'�	� 
�����	���� eAi

� (������	��' ni ������������� T
(Ai) ����� )��� card(Ai) *������	�

� �	���	#����� Ai ⊂ {1, . . . , s} �� ���� ��	���� 	�� ����� )��� ��&������'�$%
���������$% �����	����	� eα �%	��+�% � � �� �������� ��� A = Ai�

������	
� �� ,������ ���������$% ��&������'�$% �����	����	� �����-� � �������
	����������� ��	��	���)�	� .������� �$ �	#�� ������' ���	
���	�����

eα → e′α = S · eα · S−1 , ∀α , ��������

��� S / �!
	" 	
�����$" *������ � A ��� *�	� �	������� �	��� ������� 	��	�	0
���'�$% ���������$% �����	����	� e′α� 1������ )�	 ��� ���	
���	�����% ��������
&������'�$� �����	����$ �� ����!����

�
�� �� (����	���� �	��)�	���� ! �����)� ! ����
� Matn(C)� 2���� �
Matn(C) �	��	�� �� �����)�$% �����& eij (i, j = 1, . . . , n)  �	�����	��!+�% ��� �0
� ��$� �		��	3�����4

eij · ekm = δjk eim , ��������

5 )����	��� eii � ����	���'�$� �����&$  �	�	�$% �� ����	���� �� i0� ����� ��	��
�����&$ � ��� 	����'�$� *������$ / � ��� 1������ )�	 �� ����
� Matn(C) �	#�	
��	����' ��� �� �
������� ! ����
� � 
�����$�� *��������� eij   �	�����	��!+�0
�� ��� �� ��$� �		��	3����� ��������� �	��� �����)�$� �����&$ *�	 *������$ eij
� 	�������!+�� ������������� ����
�$ Matn(C)�

5 ��)����� ���������$% �����	����	� � ����
��Matn(C) �	#�	 �$
���' *�����0
�$ ei := eii (i = 1, . . . , n)� 6�"�������'�	 � ��� �������� *������$ ei  �	�����	��!�
 ��	���� �����-� � �������4

n∑
i=1

ei = e , ei · ek = δik ei , ��������

��� e � �����)�$" *������ � Matn(C) �	 ���' � 	�������!+�� ������������� *�	
�����&� e = In�

7	 	��	3���! � ����	" ������� ���������$% �����	����	� ���	� ����	#����

7���� ��	���	�'�	�	 *������� a =
n∑

i,j=1

aij eij ∈ Matn(C) ��� aij ∈ C ����� ���4

a = a ·
n∑
i=1

ei =

n∑
i=1

ai . ������-�

8���' ai =
∑n

k=1(aki eki) � *������ i0�	 ���	�	 ������ Li� 9� *�	�	 ������������� ���

ai ∈ Li ���� �� )�	 
���� � Li 	
���	��� ����	���� ε
(i)
k ≡ eki �k = 1, . . . , n� *������

ai � �		�������	" ������ �		������� �� i0� ��	�
& �����&$ ||akj|| � ��	���������
Li ��� ���% i ∈ (1, . . . , n) ��	�	�:�$ Cn� ,  )��	� �������� ��"����� ����� �!
	�	
*������� a =

∑
j,� aj�ej� ∈ Matn(C) �� Li 	����������� �����������

ε
(i)
k → a · ε(i)k =

∑
j,�

aj�ej� · ε(i)k =
∑
j

ε
(i)
j ajk ∈ Li . ��������

��� ������������� ��	�
���
��� 	���������
� SU 
 SL ���

��� αλ = r!/f(λ)� ��	�
��� ���������� � ����������� V⊗r �������	���� T⊗r ����
� SL(N,C)� ��� �������� ����	�
� ���� ����� �����	� ���� � ����������� V⊗r
������������ �������������

V(λ) = s
(
E(Tλ)

)
· V⊗r ∼ s

(
Y (Tλ)

)
· V⊗r ⊂ V⊗r , �������

����������� �������	��� T (Tλ) ���� SL(N,C)� !�� �������	���� T (Tλ) �����
������� ��� ��� ���������� E(Tλ) ��������� ���� "	������� � #����$����

������� %������� &	������� g ∈ SL(N,C) � ����������� �������	���� T (Tλ) ���
�����
��� � ���� ��������� � ������'��

T (Tλ)(g) = α−1λ s(Y (Tλ)) · T⊗r(g) = α−1λ T⊗r(g) · s(Y (Tλ)) , �����(�

��� ��	����� ��������� �	����� �� ��������������� ��������� T⊗r(g) � s(a) �	�
���� g ∈ SL(N,C) � ���� a ∈ C[Sr] ���� #����$����� ������� %������� s(Y (Tλ)) �
V⊗r(g)� ��� $� ��� � &	������ Y (Tλ) ∈ C[Sr]� �� )���� �������* �����	
���	�


��� �����

• ������ ���� �	
����� ���� ��	 	�����	� s(Y (Tλ)) �	������� � 
���� �
��
����	� g ∈ SL(N,C) � ��������
���� T⊗r� ��	������ ��	����	  	�	�	��
!���� �
� 	�	���"���� #$�$�%&�

%����������� +�� �������	���� T (Tλ)� �	� ���� ��)	�� Tλ� ���
,�� ���� � �� $�
-���� λ� . &�����	����� �� ����� � &��� ������ )�	�� ������ �)����+���� T (λ) ≡
T (Tλ)�� � �������	���� T (λ) � T (λ′) �	� ��)	��� ���
,�� �����
 -���� λ = λ′� .
��&�����	������ /���$�� &�� -�����

�����	
���� ����� ��� �����	
����� T (λ) � T (λ)′ ������ SL(N,C)� ���	�����
�� ���� �
��� 	
����
� Tλ � T′λ� ������� ���
����� ����� λ  r� �����
��	�
��  �� �����	
����� T (λ) � T (λ′) ������ SL(N,C)� ���	����� �� ���� 	
����
�
Tλ � Tλ′� ������� �
��� ����� λ  r � λ′  r !� ���
����� "���� ���	���� ����
���
��	��

�������������� 0�� 1�)	��� Tλ ������ ��$�� �������� � ��)	��� T′λ � ���,*

�������� ����������� σ ∈ Sr2 T′λ = σ · Tλ� 1����� ���	���� ���(���� �� �����
Y (T′λ) = σ · Y (Tλ) · σ−1 �� �+������ �����	���� �����(�� �	�+���

T (λ)′(g) = A · T (λ)(g) · A−1 , ∀g ∈ SL(N,C) , �������

��� A = s(σ) . �)������ ��������
��� /�������	*���� ����� +���� #����$����� �� ������ �������� ��������	*�

���� #����$����� ������ "��	���� 	����3��� ���� �����	 ������� ���� +���� ����
��� �������	���� T (λ) � T (λ′) ��&�����	������ ��	� 	
)� ������� A2 V(λ′) → V(λ)�
�������
,� ����������� V(λ) � V(λ′) �������	��� T (λ) � T (λ′) � �	���
,� ���
�������� &��� �������	��� (

T⊗r(g) · s(Y (Tλ))
)
· A = A ·

(
T⊗r(g) · s(Y (Tλ′))

)
, ∀ g ∈ SL(N,C) , �������

����� ��	
2 A = 0� #+������ ��� +�� �������������� 4��� ���������
� � T⊗r(g)
� ���������	*�� ��������� ���� ���(�(���� ����5�� ��	���� ������� � ����

T⊗r(g) · Ã = Ã · T⊗r(g) , �����6�



��� ��� ������������� ��	�
���
��� 	���������
� SU 
 SL

��� ���������	�
� ���	�����
� �	����������

�	��� SU � SL

������ �	�
� �������� ��� ������������� �������	��� ����	������� 
�����
SU(N) � �
��� s�(N,C) � su(N) ������	� �� ��������������� 	������	���� 	
����	��������� 
����� SL(N,C) �� �����		� ���	���
� � ������� � � ���
���� ��� � � ������� � ������ ���� ������� �	� �� � ���!���� ��	�������
������������� �������	��� ������������ ����	������" SL(N,C) �� ������
�
�����		� ������# �� ���� �		������$ � ������ ��� � ������ ����� ����

�$	� � ���� ������� �������	�� ��� ��������" ������	��	� � � 	���" ��	�����
��� ������������� ������������ �������	��� ����	������" ��������" 
�����
SU(N) ⊂ SL(N,C)� %������ ���� &��� � ��$��"'�� �� ����� �������$ ���$�
�� 
����� SL(N,C)� (	�� ����� �������$ �������� �� ��� ����� �
������$	�
	��!��$���

) ��$��"'�� � ���" *��� �� ����� � �	������ �		������$ ��� ��	�� 	�����
��� ����� 	���" ����� ����� �� ��� + ������	����� �	�� �������	��� ��������
������ ������������ ����	������" 
���� SU(N) ,� ������	����� �
��������
�
��		 	������	���# �� ����	������" 
���� SL(N,C)- �� �������	������" �
��������� ������������ r ��������# �� ����	������" T⊗r � &���������� ����
	���������
� ����� ��������� ���� ������������ ����	������" �� T⊗r� )����
��� + ����� ��������� � ������������ ����	������� ��������
� ����������
��� T⊗r� ����� ��� ����� ���$ ��'�� ��	������ ��	��� � �� ��'���� �����
��� � ���!� ����� ������ .�!��� ��'���� �����" ���� &����������	� ���	��� ��
���	������ ���
� ��!��� �������� ���� � 
������ ��	������� �����$�� 
���������
���	����!�"� ������� �� ����� ��	����$ � ������ ���� � ����

����� �������	�
��� ���
���	�� �
���������� SL(N,C)

 SU(N) � �
���
������� �		��
�������� �����
��

��	�$ V ≡ CN / ���	���	��� ��������# �
� ����	������� T 
����� SL(N,C)�
0������� ��� � ���	���	��� V⊗r ������������ ��"	���#� 
���� SL(N,C) � �����
	������� T⊗r � 
������� �
��� C[Sr] � ����	������� s� ������� ���������� �
,����1-� ,����23-� 4���� ��	�$ λ  r + ��
��� 5�
 	 r ������� ,��������
��	� r-� 6���" ���" ��
���� 5�
 λ 	������	����� ���� ����! 5�
 Tλ�
6� ���� ������ � ������ ���� �� ����" ����!� 	�����	� 	����������� 5�

Y (Tλ) ∈ C[Sr]� ������" �������� ����" ,����"- ���� � �
���� C[Sr]� ���� ���
��
�� 	������ �������� ������	���	��� �����������
� ����	������� ρTλ

�
����
C[Sr] � ���	���	��� �� ����
� ,����
�- ��
������
� ����	�������� )	� ����	���
����� ρTλ

� 	������	���# �� ������ �� ���# �� ���� � �� �� &���� λ� ����!�
Tλ� ����������� ���
 ���
� ,	�� %���������� �����-� ������� ���� �� ����� �	�
���$����$ ���������� ρλ ��� �	�� ����	������" ρTλ

� ∀Tλ� �
���� C[Sr]� 7 ����

�" 	������� 	�
�	�� %���������# ������ ������������ 	������������ 5�

� ����	������� s8

s
(
E(Tλ)

)
=

1

αλ
s
(
Y (Tλ)

)
, ,����2-

��� ��������	�
�� ����� �������
���� ��� ������ �
�������
���� ���

�����	 �
����� ��� ������	�
���� 	
����� Matn(C) ����������� �� ���� ������	��
���	� Li = Cn �����	
����� ������
������ ������	�
���� Matn(C) � ������� ���
���	
����� ���� ����� �
� ���� i ∈ (1, . . . , n) !	��� ���	"�� 
���� ����
����� �����
��	�
���� 	
����� Matn(C) �	��	�	���� � ������ ����� n �����	
������ ������
��
���� ������	�
���� ������� �	"�������# n $
� 
����� a =

∑
i,j aijeij ∈ Matn(C)

�� �����

ei · a · ej = aijeij , %& ' �'(

%��������	��� �� i, j � ��	��� �	��� ���( ������� ���������	�� ������������� �	"�

�)���� *���	 %& ' �'( �
� 	
����� Matn(C) ��
����� ���������� ��������� ����
���	����	 �	������� �	 �
������ eij +" ��	������ %& ' �'( � %& ' �&( �����	��
��� ������	�
���� T %������� ������
����� � %& ' �&( �� ������������� �	"
�)��
��� *���	( �����	
����� ������
������ ������	�
���� � �
� 
����� �
�����	
a ∈ Matn(C) "	�	���� �	���,	�� Tij(a) = aij ������� ��� � ������
����� �����
��	�
���� �
� �
������� eij ∈ Matn(C) ������� ��	
�"	,�� %& ' ��(-

eij = |i〉 〈j| = �εi ⊗�ε T

j , %& ' ��(

��� �εi . �	"����� ������	 � �������	�	�� (�εi)k = δik /���� � 	
����� Matn(C)
�����	
�� � ������� �" �
������� ������,���	
#��� ���������� �
������ e �"
%& ' ��( ������� 	
����	 Matn(C) �� ����� �������	
#��� ������������ ���	
�� �
�
����	��
#�� ��	 �����	 

• ������ ���� 	
����� � ������� B+ ���������������
� ����� � ������ {eij}�
��� i ≤ j� ����
� ����� ������
� �����������  �������� ��������
���� !� ���
� "����
�# ����
� $�%������ ��� ������� B+ �� ������  ��
�����������

������	
� �� $
� ��
�������� 	���,�	������ ������������� 	
���� A ���	����

��	 ������	 0������1��	 �����	� �����	�� �" ����� ��2���	"	����� � �������
�� �������� "���# ��" ���	"	��
#���	 

������ ����� ���������	
 	�����	���	
 �����������	
 	�����	 A �	� ����� C

��������	 ��
��� ����� �	������� 	����� Matn1(C)⊕Matn2(C)⊕ · · ·⊕Matns′
(C)�

��� s′ � ����� ���������� �����	����� ����������� eAi
∈ A� 	 ni = card(Ai)

� ����� ���������� ����������� eα ∈ A� ���
���  �	��������  !"#"$%& ���'
��	������ ����������	 eAi

"

$
� �	������� 	
����� Matn1(C)⊕· · ·⊕Matns′
(C) ��	���	
#��� �	������� ������

,� e
(i)
jj |j=1,ni

∈ Matni
(C) � ��������� �
������ e(i) =

∑ni

j=1 e
(i)
jj ∈ Matni

(C) ��
�����
�������������� ������������ eα (α ∈ Ai) � ,����	
#���� eAi

����������	�� %�� 
*����� � ��2�( 3���� ���� �
� �	������� 	
����� Matn1(C) ⊕ · · · ⊕ Matns′

(C)
��� �
	�	���� eα · A · eβ ≡ Aα,β � ������������ �	"
�)���� *���	 %& ' 4( . �����
����� ������� � ��
� �"����5�"�	 ��	"	����� � !������ ����� ��� ��
��������
������������� 	
����� A ����	�
�)	� ���� ���� ���,�	
#��� 	
���� �
� �����
��� �	"����� �
������ eα,β ∈ Aα,β � ����������� ����������� eα ������	�
�����
� ���� %& ' ��( +" !������ ����� �	�)� �����	�� �
������� ��"�
#�	� %��	����� �
6	"��
�� �������( 



��� ��� ��������	�
�� ����� �������
���� ��� ������ �
�������
����

�����	
���� ����� � ������ �	���
	��	� 	���	��
�	� �����
� A� ���	� ��

���
��	���	� Nν���
�	� �
����������� T (ν) ��	��� � 
�����
�	� �
�����������

T (R) 
	��	 Nν 
���

�� �����	
 ����� � ���������� ����� ������ ��������

dim(A) =

s′∑
i=1

n2
i =

s′∑
i=1

ni dim(T (Ai)) ��������

�������� ������ �������� � �������� � ���	��� ���!��!��" #�� T (Ai) $ ������������"
������
� � �����%&��

�������� �� '�����	 ���������� ����� (���� �����(��� ) *���
	 ���
	 ����+
��	 Lα = A · eα ������#�,�� � *���
	 ����
	 ������	 Rα = eα · A�" ���������
	
���	����
	 ���	�����	 eα" ������� ���������	�� ������������ ��#�(�
 A�
-� �����.��" �
(���	 (�����
� /��	��
 ε� �#�� � = 1, 2, . . . , dim(Lα)� � ���� ��	
���������� Lα" �#�� ����� �� ���� ��(�#� /��	��� a ∈ A �� Lα �����
����� �
����

a · ε� = ε�′ T
(α)
�′� (a) , ������0�

#�� ��(������� T (α) �� ��#�(�
 A � 	���1
 ||T (α)
�′� (a)|| ��������� ������������

��� A� 2� ������������ ���������	��" �* *�* ���
 ����� Lα $ ����� � -��
���	�
���� ��#�(�
 A" ��� *���� ��� ������������� Aα,β ����	���
" ����+
�������� T (α) ��� α ∈ Ai" #�� Ai ���	������� � {1, . . . , s}" ���������3�� 1��+
���.��	� ���	����� eAi

" /*��������
 ������������ T (Ai)" �������	� � �����%&��
-� �����.��" ��� ��������� ��#�(�
 A � *�,���� (����� � Lα" #�� α ∈ Ai" 	��+
�� �
(��. ni /��	���� εβ ≡ eβ,α ∈ Aβ,α �α $ ��*��������" � β ���(�#�� ���
���	������� Ai�� ��#�� dim(Lα) = ni" � �� �����#�� � �������� �	��	

a · εβ =
( s′∑
i=1

∑
γ,δ∈Ai

eγ · a · eδ
)
· eβ,α =

∑
γ,δ∈Ai

〈γ| a |δ〉eγ,δ · eβ,α =

=
∑
γ∈Ai

〈γ| a |β〉eγ,α =
∑
γ∈Ai

εγ T
(Ai)
γβ (a) .

������&�

)�������� /� �����4���� � ������0�" 	
 ����,��	" ,� ��� ���5 α ∈ Ai �������+
����� T (α)" ,���� *���
5 ����� ni = card(Ai) = dim(Lα)" /*��������
 ���������+
��� T (Ai) ���	������ 1�����.�
	 ���	�����	 eAi

�� '��,��*��	 ����.��� ���.
���	����� eα � ��������� *�����*1��� ) ���� �����
" ���	���� eα �����+
��� ���������	�� ������������ T (α)" � � ���#� �����
" � /�	 ���	�����	 ��+
��1������� (�����
� /��	��
 εα � *����	 �� ��������� ����������� T (β)" #��
β ���������� �	� �� ���	������� Ai" ,� � α� ��*�	 �(����	" �	���� ����	��+
�������,��� ��������� 	���� (�����
	� /��	���	� εα ���������� �������+
����� T (β) � ����������	� /*���������
5 ����������� T (α)� 2� ��#������� �
����������	 ������

6 *�,���� �������1�� * 7�	�,����	 � � � ���� ��	� '��	�� �� (��� ����.��
����	���� ���,� ��#�(�
 C[S3]�

�������� �� '��. �	���� ����	� /��	���� e′α ∈ A (α = 1, . . . , s)" ������ � �	
�	
���" ,� ��� �������� ��������*��3���� ���
� �����
 L′α = A·e′α ⊂ A" � �	��

��� ��������	�
�� ������������ ������� ������������ �
�� ���

� �� ���� 	
���� 	 ��� 	 ���	�� ����� ��������� ��
�� �������� ���������� ��
��
����� ��� ��
 �! 	 ���	�� ����� �����"#� ��	���	��!�� ������$���% ��������� ��&��
��&����� ��������'���% ���
 �� (�� ���� ��
���������	�� �����) *��������
�����"#�� +��	��
 ��'����	� �������� ��! ��
 �� �����"#� �) ����	�!�� �������%
��! �������!������&� ���'����!�

• ������ ���� � 	
����� 
�����
 �������� ��� ������ ������!��

, ������� ������� ���	�� ����� 
��&� ��! �%��� 
������� &���) G �)�� ��
��
���� ������������� ������$���� �
������ 	 ��������� ���&�� ���)	�%� ������

����	 
�������

N =
h∑
ρ=1

N2
ρ , ��������

&�� N = ord(G) � Nρ - ����������� 	��. �����	����). ��(
	�	������). �������	�
����� T (ρ) �ρ = 1, . . . , h� &���) G� /�����$���� �������� ��������� � ��! �%���
���� ����	��� ������� � ����������� 
������������ ��&���) A ���� ���������
����	 ��'��� , (��� ����� N 	 ��	�� ����� �������� ���������� ����������� ��&���
�) A� 0�������� ��! ����! &����	�� ��&���) C[Sr] ���! ����! 
������� &���)
Sr�� 	 ��� 	��&� �
������&� 	)$�� ��	����	� �������� �����)	����! 	 	��� ����������
�����	������&� 
�����������&� ��'����	�

r! =
∑
λ�r

(
f(λ)
)2

, ��������

����� ���� �� 	��� ���&������ λ� ���%1�� r 
����
�� 2) �� ���� ����� ���	��!��
��'����	� �������� 	 ��1�� ����� ���� 3���� �����

• ������ ���� � "��� p(r) # ����
 $���%& ���'$�(( )�'� λ  r� 	
�����*
�
 +$
���
��,�� ������� ��� ����� p(r) ����� �
$(��
 - ��$� ��(�*
��+$�(�$ .��/�

∞∑
r=0

p(r) xr =

∞∏
k=1

1

1− xk
.

• ������ ��!� 0%������ +
 �
$(���( �������� � ������!� $��(�$�
�� f(μ) �����

�����$�%& �1���* �(�2,�& �
$(� μ� +$���������� '$�++% S17* �

��3
���2,�'
 ���'$�((� μ* ��
1$�����
 � ������4��

• ������ ��4� "
�����* �� ��+
����� �������� � ������!�* �
$(��� f(μ) =
(λ1−λ2+1)
(λ1+1)

·
C λ2
λ1+λ2

* ��� ����� �����$�%& �1��� )�'� ���� $��(�$�
�� �

�����3
2,�'
 +$���������� '$�++% Sr�* �(�2,�& �
$(� ���&$���
 ���'$�((%
)�'� μ = [λ1, λ2]  r� "$
��$�� 5� �
$(��� � +
(
,�2 �������� � ������!��

• ������ ��6� 7 +
(
,�2 �������� � ������!� +$
��$�� 
�����
 �������� ���
r = 4, 5�



��� ��� ��������	�
�� ������������ ������� ������������ �
��

���� ���	 
��
� ��� ���� ���
� ��������� λ � ��
 ����� � �������� m��
���
�� �
�������� ��� ����������� ���� ���	 
��
� ��������� λ �� �����

∏
(k,i)∈λ

hk,i =
m∏
k=1

(λk +m− k)!

(
m∏
i=1

m∏
j=i+1

1

(λi − λj + i− j)

)
. ������ !

"������# �� (λk +m − k) = hk $ ����� 
��
� ��� 
���
 (k, 1) ����� ���%&�
� ��������� λ� '��� (λi − λj + i− j) = hi − hj � (��)�� ������ ! �������������� �
���� ∏

(k,i)∈λ
h(k,i) =

m∏
i=1

hi!
∏
i<j

1

(hi − hj)
, ������*!

�� � �
������� +
������������ �������� �����,�! � �����,-!�

.��
# � ���) /����0����� ����� ������� �
����� ���
 ��) �� (��)�
�����,�! � �����,-!� 1
�0�� (��)�) 2�%���)�� �����,-! ��
���������� (��)�
�����,�! � �����,-! �0� ��
0� ����� � 
����	 3��4# 3� 4! � %��� 3��4!�

�����	
���� ����� ����� ����	�
���� ������ ������� ��
�� 	������� ���
�� λ � r ��������� 	����� ��
����� �
������� ��� �!"#�

�������������� 5)��� �
������� (��)�) �����,-! � ���)
&��� 6��
 �����
����# �� �������� �����,-! ���������� ��� ���	 �������� 7��� � ����� � ���
������ 
���
���� 1���� 
��
� hi ��� 
���
 ����� ���%&� ��������� 7���
λ � ���� 
���
 λi � i�� ���
� ������� ���8������ hi = λi +m − i# �+��)
��������� 7��� λ ������� ����������� ������� 
��
� {h1, . . . , hm}� �%����
��� ()�
&�� f(λ)# 
���� ��������� ���� ����������	 ��%��&# ����9�	 (��)
��������� λ# 
�
 F (h1, . . . , hm)� :)��� ��������� 7��� λ′ � (r − 1)�� 
���
� ��
�)������ �� ��������� 7��� λ = [λ1, . . . , λm] )�������� 
���
�# ���������9���� �
��%� ��)������� )��� ��������� λ� ;���������� ��%��&� � r 
���
���# ����9��
(��) ��������� 7��� λ ��)������ �� ����������	 ��%��& � (r−1) 
���
�# ����
�9�	 (��) �������� 7��� λ′ �%�������� 
���
� � ����� r � ��������)�9��
���8��� )�� ��������� λ′� ������ ����)��# �� ()�
&�� F (h1, . . . , hm)# ��������
�9�� ���� ����������	 ��%��&# ����9�	 (��) λ# ��� λ1 > · · · > λm# ��0��
)���������� ��������)

F (h1, . . . , hm) =

m∑
i=1

F (h1, . . . , hi − 1, . . . , hm) , �������!

��� �)��� ���� � ���� ���
�� ��������� λ� :)��� ()�
&��# 
���� ���� �
����� ����� �����,-!# ���� ��������� ���� ����������	 ��%��& ��� ���	 ����
����� 7��� � (r − 1)�� 
���
�� '��� ���8���� �������! %)��� ����������
�� ���
 ��� ��)��� λ1 > · · · > λm# � � ��� �������� λ � r 
���
���# ) 
�
���	 ������� ���
� � ����
�� ������ 1�����������# �)��� λi+1 = λi� <
+�� ��)��� )������� 
���
� � i�� ���
� ������� 
 =�����������= ���������
7��� λ′ ���
 
�
 λ′i+1 > λ′i! � � �)��� �������! �������� � ����� i ��0� ��
�)��������� 1�����������# � +�� ��)��� ����� hi+1 = hi − 1# �+��) ()�
&��
F (h1, . . . , hi−1, hi+1, . . . , hm)# ��������)�9�� =�����������= ��������� λ′ � (r−1)�
� 
���
� � ����9��# ������ ������0���� ���)
&��# ��� �����,-!# ����� �)��

��� ��������	�
�� ����� �������
���� ��� ������ �
�������
���� ���

����� 	
	��� ����� �	�����
�� ����	 ��� 	������ A�

A =

s∑
α=1

A · e′α =

s∑
α=1

L′α . ��������

����	 ��� ���
��
���  ����
�	 e ∈ A !��"�	�� �	�����
��  ��� ���	
��� �
��������

e =

s∑
α=1

xα · e′α , xα ∈ A . ������#�

$�
���� ��� �	��� �	�
��	 ������#� ���	 
	  ����
� e′β� % ���"�&�	�� �� !��"�	��
����  ���� �  ��� ��� ����
�'�
�( ������� �� �	�����
�� �������� ����)�

��
"����� ������
	�&
���� � ����!���
�
���� ���	
��� � ���������

e′β · xα · e′α = δαβ e
′
β . ��������

�� ���& ���  ����
�� e′α 
	�"'�
� ��	
�	��
�� "����� ������
	�&
���� e′α · e′β = 0
(α = β)� *�
	+�, ��	
�	� -���"�� ������#�, �������� � -���"�	�� �������, �������
� "����	�, ��� �	�
�� ���	�� L′α 
� !�����+	.���, ���+� !��"���& ��  ����
��
e′α !��
". ������" �	��
� ������
	�&
�/ ����!���
�� ������� � �������, !�����
eα = xα · e′α, ∀α� 0
	�����
	� !��
	� ������	 ����!���
�� eα = e′α · x̃α ��������
� ��� !�	��� �	�����
�� ����	, ���� ���
��
�(  ����
� �	��	�	����  ��� e =∑s

α=1 e
′
α · x̃α, ��� x̃α ∈ A� ���
	� ������	 ����)�

�/ ����!���
�� e′α, ��� +�����/

�!�	����� �	�����
�� ��������,������#� � "����� ��������, 	�
	 ��� 
	�, �	+ +	+
���������	���� 1
�	, +	+ �� "���� 
���  !���	����� �����, �	.� ���

� �	+".
������" ����!���
�������

����	� �� 2	�������� ��"!!" !�����	
��+ ������������+". ��"!!"� S2, ������3
)". �� �"/  ����
�� {e, σ1}, ��� e 4 ���
��
�(  ����
� � σ1 4 �����
�� ��	
�3
!���5��� σ1 = (1, 2)� %�	��
� ������
	�&
�� !������
�� ����!���
�� ��� C[S2]
���.� ��

e[2] =
1
2
(e+ σ1) , e[12] =

1
2
(e− σ1) ,

e[2] · e[12] = 0 , (e[2])
2 = e[2] , (e[12])

2 = e[12] , e[2] + e[12] = e .
��������

6���!���
�� e[2] � e[12] ���.��� 5�
��	�&
���, �	+ +	+ �����
� +���"���".� �
���
���

�( ���	�".)�( σ1� ������	
�+	 σ1 = (1, 2) ��(��"�� 
	 ����!���
�� e[2]
� e[12] ����".)�� ���	����

σ1 · e[2] = e[2] , σ1 · e[12] = −e[12] , ��������

�� ���& 
� ��
��� �
	+ " e[2] � ��
��� �
	+ " e[12]� �� ���", 	 �	+�� ����	�
� �!��3
����
��� ������� � �������, e[2] � e[12] 
	��	.��� ���������

� �����������	�	�

� �
�������������	�	�  C[S2] ���	
��� -���"�" ��� e[2] ∈ C[S2]  �������� � ��3
)�( -���"��( ���������	���	 �����#�� ��� 	������ C[Sr]�� % ���������� � ��������
	�����	 C[S2] �	��	�	����  !���". �"��" �"/ ��
����
�/ �"�����

�/ ���	��

������� ��� � � 	
�
�
 ���	�
��� �	�������� ������� �	���������� ��
���
��� � C[Sr]�
���	����	������� � ��
����
� ���	���
�
 ������



��� ��� ��������	�
�� ����� �������
���� ��� ������ �
�������
����

L[2] � L[12] � ����	
�����	 ��������	� �������
����� ������� C[S2] ����������� 
���
�	 ��� �� �
� �����
	����� 	��	������ �������
������ �	�	��� 	����������� �	
�	������ �� ! "�#$

1.) T [2](e) = 1 , T [2](σ1) = 1 ; 2.) T [12](e) = 1 , T [12](σ1) = −1 .

%����	����� e[2] � e[12]� �	�	��� �	�	&���� �������
����� T [2] � T [12]� � �	'�	���
�	 ����	�� 1/2 ��
�� �
�� 
	��	&��� �����������	��� (��� �� " )�# ��� C[S2]�
�	�	��� 
 �
	� 	'���� ���	���� �	 �
�� �����*�� (���

T [2] ↔ T[2] = 1 2 , T [12] ↔ T[12] =
1
2

. �� ! "!#

+������� '�	 �����	����� �� ! ""# 
 �����'�	� �������
����� s� �	�����	 �� � ,# �
�� � )-#� ���� ��	���	�� �� � �"# 

������ 	� .����	���� ��������'����� ������ S3 � �� ��������*�� �� " )"# 
 ����
����� �
�� 	������/�� 0	������ σ1, σ2 1 2�	3 ��������*�� ���� 2������	
 ������
S3 ����� 
��

e , σ1 = (1, 2) , σ2 = (2, 3) , σ1σ2 , σ2σ1 , σ1σ2σ1 = σ2σ1σ2 . �� ! "�#

1 ��'���
� �	��	�	 ���	�� 
�����	 	��	�	������ �������
��� �����	����	
 ���
C[S3] �	&�	 
����� ������/�� 2�������

e[3] =
1
6
(1 + σ2 + σ1 σ2)(1 + σ1) ,

e[13] =
1
6
(1− σ2 + σ1 σ2)(1− σ1) ,

e[2,1]1 =
1
3

(
1− σ2 + ε(1− σ1) σ2

)
(1 + σ1) ,

e[2,1]2 =
1
3
(1− σ1)

(
1 + σ2 − ε σ2 (1 + σ1)

)
,

�� ! "4#

��� ε 5 ��	��
	���3 ��������� � ��� ��	��	�� �� �������� �����'��3 2������ e
��� 1 6�3��
�� 	������/�� σi =

(
σ1, σ2

)
�� �����	����� e[3] � e[13] ���
� � ����
�

����$

σi · e[3] = e[3] · σi = e[3] , σi · e[13] = e[13] · σi = −e[13] , �� ! "7#

�	2�	�� �����	����� e[3] � e[13] �
������ *���������� � ����
����� �		�
����
���
�	 �����������	�	� � �
�������������	�	� 
 C[S3] ����
���� ���
�� �
� �	��
���� 
 �� ! "4# � 	����������� �� " )�#8 �� ���&� ������� 9���' ��� ��# %����	�
����� e[2,1]1 � e[2,1]2 : ��*�������� � �� ��
����	�� 	� ��	��
	��	�	 ���������
ε �	����
���� '�	 
��	� ��*��������� �������
��� �����	����	
 
		�/� �	
	��
��	��	���'�� ��� 
��� 9���'���� 
# 

• ������ ���� 	
������ 
������������ �

��
������� ��������� ��
 ������ ��

!������" ���#���� 
$����� �
���� �������  ����
 
��
%
�����"& ����'
�
����
 ��� C[S3]� �
 ���� ��
 �����  "�
������ �� ���� ���#��� � ���#����
	�
 ����� (
����" ���#��)�� *+�����,  
��
��
 ����� ��
�+�
��"�� � 
-'
�� ��� 
�����
�
 P±i = (1± σi), P

+
i P

−
i = 0� P±i σi = ±P±i �

��� ��������	�
�� ������������ ������� ������������ �
�� ���

������ 	
���� �� f(λ)� �
�
��� �� ����
���� ��� �
����� ����������

������
� � ���� �
�� � !"#�$%��  !"&
����
� � &"'�
 (��)*� � ��+������� 	
�,
��
% ����
�" -���
� ����� (i, j) � ��������� λ ���� i . �
��� ���
�� � j . �
���
��
�/�* ��+������� ���
� ���
� � λ� ����

!����0 ������ ����� (i, j) � ���
�� i
� ��!� ����� (i, j) � ��
�/� j� ������ ���� ����� (i, j)" #
���� ����
� �����
���1

f(λ) =
r!∏

(i,j)∈λ
h(i,j)

. ��"2"�3*

4���� � +��������� ��
�� ��
�+������� �
 ���� ������ (i, j) ��������� λ� � h(i,j)
. ���� ����� � ��������� λ �� ����� (i, j)� �
 ���� ���
 ���
� � ����� �����
(i, j)" 5�
��� 	
���� ��� �
����� ����� #�
������
� � ����� ���

f(λ) =
r!

(h1! . . . hm!)

∏
i<j

(hi − hj) , ��"2"�6*

��� m . ���
 ���
� � ��������� λ� hi = h(i,1) (i = 1, . . . , m) ���� ����
� �� ��,

�
� � ����
� ��
�/� λ � r = (
∑

i hi− (m−1)m
2

) 7 ���
 ���
� � ��������� λ" 5 ����,
���� ������� ��������� ��� ����
� �����
���� ��������� μ = [6, 5, 3, 3]  17 �
�
������ � ��!�
% �� ����� �����
 ����������0 ���� (1, 2, ..., 17) �

���������8��
���� ����
�� � ��+������ �
���� ����/� μ̃1

μ =
6 • • •
•
•

⇒ μ̃ =

9 8 7 4 3 1

7 6 5 2 1

4 3 2

3 2 1

. ��"2"�9*

�����	
���� ����� ������� ��	��
 ������ � ������� ���������� ������ ���

�
�������

�������������� 5������ ��
�+������� ��� ����
� ����
% ���
�� ���������
λ = [λ1, . . . , λm]  r" �
�����

h1,1 · h1,2 · · ·h1,λ1 = (λ1+m−1)!
(λ1−λm+m−1)(λ1−λm−1+m−2)···(λ1−λ2+1)

. ��"2"��*

 �%��������
� ���� ����� ����
% ����� ����� (λ1+m−1)� ��
�
% ����� �����
(λ1 +m − 2) � ��� ���� �
 ����� λm� �
�
��� ����� ���� ���� (λ1 − λm +m)"
:����8�� ����� ����� ���� ���� (λ1 − λm + m − 2)� ��� λm < λm−1; 
�����
� �
+������ 
���������8�% ��
!���� (λ1 − λm +m− 1)� �
�
��% ��
�� ������ �
+��������� � ����!���� ��"2"��*" <�� !� �� ����� λm = λm−1 = · · · = λm−k <
λm−k−1� �
 ���� ����� �����8�% ����� ����� (λ1−λm+m−k−2)� ��
 ����
���
� �
������� � +��������� ��"2"��* ��
!����%

(λ1 − λm +m− 1) · (λ1 − λm−1 +m− 2) · · · (λ1 − λm−k +m− k − 1) .

= ��� ��
� ���% ����
% ���
��� ��� $�
� ��
!���� � +��������� ��"2"��* �
��,
����� �
���� �
��� �����>����� ���
�� ��
�/�� � �
�
�
�� �������!�� ����,
�8�� ����� ����
% ���
�� ��������� λ" ?��
����
 ���������� ��
�+�������



��� ��� ��������	�
�� ������������ ������� ������������ �
��

�������	
� � ������� �	
��	� �	
 ����
�� ����� 
����
� ���� 
 �� �� ��	��
[6, 5, 4, 3]  18�

5 17 18 13 15 10

6 16 2 12 8

14 3 1 7

11 9 4

,

5 10 13 15 17 18

2 6 8 12 16

1 3 7 14

4 9 11

,

1 3 7 12 16 18

2 6 8 14 17

4 9 11 15

5 10 13

. � !"!# $

%�	��� ��� ����
�� �� ������	���� � �������&& ' ������	���!

(�����
�� �� 
��� ��)��
��������* ���	
���
��* �	���������
+ �	���� Sr
	���� 
��� ������� ���	&�����* )�������� � Sr ���! ,���	����
� ������� � ��-.
���� ������� ��	��+ ���
 ��
�
$ 
 �������������� 	���� 
��� 	�-�
��* �
��	���
���� λ  r! %�)���� ��)��
��������� ���	
���
��� �	���������
& C[Sr]� ����	��
����	����& � ����� ��	����$ 	����&	��� �	���������

 C[Sr] 
 ��	�������& �
�.
���	
-���	��
 ���� Y (Tλ) ��& 	�-��* �
��	��� λ  r ���! ,���	����
� �����$

��	������ ��� ���	
���
��� ��)��
��������� �	���������
& C[Sr]! /��
� ��	�.
-��� ����� �������
��� �	����$ 	����&	��� �	���������
� �����	� C[Sr] 	�-�������&
�� ��)��
��������� �	���������
& T (λ)� ����	�� *�	����	
-����& 	�-�
���
 �
�.
�	�����
 ���� λ  r! 0�� ���� ����-��� � 	�-���� ������� ��	��+ ���
 ��
�
�
�	������1 �*�����
& ������� ��)��
���������� �	���������
& T (λ) � 	����&	���
�	���������
� 	���&���& 	�-��	����
 f(λ) )���� �	���������
&! 2 �	���+ ���	����
�	��������& ������� �
����� �
����	
-���	�� ���� �)�� �	���������
� �����.
�&���&� ��! ���	�-��� �����$ 
 �����
��& 	�-�����
� � !"!""$� �� -�������� ��
������ ��)��
��������� �	���������
�� ��������������� �
��	���� ���� λ  r�
�*��
� � 	����&	��� �	���������
� ����1�� 	�-� ����1�� 
�����& ����
� Tλ� 
��.
��
* ��	�� λ  r 
 ��	����&��
* �
����	
-���	� Y (Tλ)� ����	�� ��	������
�	
��������	 ����� ��	����$ 
����� � C[Sr]! 3�
 �
����	
-���	� *�	����	
.
-����& �� ����
 r! ����
���
� 
����
�
 ��	�� λ  r� � ���1�� 
�����������

����
���
 Ta,λ (a = 1, ..., f(λ)) ���! ��	������
� �����$� 
 
��� ���
* ������	���*
����
� 	���� 	�-��	����
 �	���������
& f(λ)! /��
� ��	�-��� ����� 
 �	���� 	�-.
�����
& � !"!""$ ��& �����	� A = C[Sr]� ����	������ � �����1� 
������������
�	���	�
����1��* �
����	
-���	�� ����� -��
�������& �������
� ��	�-��

A =
∑
λ�r

f(λ)∑
a=1

A · Y (Ta,λ) ≡
∑
λ,a

LTa,λ
, A =

∑
λ�r

f(λ)∑
a=1

Y (Ta,λ) · A ≡
∑
λ,a

RTa,λ
, � !"!##$

���
∑

λ�r 4 ���-����� ����� �� ���� ��-������ 	�-�
��
&� 
��� r ��� ���� �
�.

�	����� ���� � r �������
$� �
∑f(λ)

a=1 4 ����� �� ���� ������	���� ����
���! 2�	�.
����
����1 	�-�����
+ � !"!##$ �-����� ������� �
����� �
����	
-���	�� �����
����	�����* �� ������	���� ����
���! 5� ����� ��������1 ������	���� ����
��
���� Ta,λ (a = 1, ..., f(λ))� ������� �
����� �������������
* �
����	
-���	�� ����

 ���+���� 	�-�����
+ � !"!##$ ����� ���	���� �
��� � 	�-���� �����!

6 -������
� )���� 	�-���� �	
����� ��� ����-��� ��	���� ��& ��
����
&
	�-��	����
 f(λ) ���! ��	���� � !"!"7$$ ���	
���
���� �	���������
& T (λ) �	����
��	��������� Sr� ���������������� �
��	�������� λ  r 
 	���
-�������� �� �����

������ ��	�������� �
����	
-���	�� Y (Tλ)!

��� ��������	�
�� ����� �������
���� ��� ������ �
�������
���� ���

�����	
���� ���������� e[3]  e[13] �	�	�� ���������� ����������� ��	
� �
C[S3]� ���������� e[3] ������
��� ���	
���� ���������� ������	�
��� T ([3])(σ) =

+1 (∀σ ∈ S3)� 	 ��������� e[13] ������
��� ���������� ������	�
���� T ([13])(σ) = +1

�
� ������ σ ∈ S3  T ([13])((σ) = −1 �
� �������� σ ∈ S3� �� �	�
����� �����

e = e[3] + e[13] + e[2,1]1 + e[2,1]2 ,

�����	�� ��� ���������� e[3]  e[13] �����	
���� ��	�� �
������ ��� ����	  ��	�!
��� �  "���#�$$

e[2,1]1 + e[2,1]2 =
1

3

(
2− σ1 σ2 − σ2 σ1

)
=: e[2,1] ,  "���%&$

�	'�� ��
����� �����	
���� �����������  ��������� e = e[3] + e[13] + e[2,1] �	��
�����	
���� �	�
����� ������ (������ ��� �����	
���) ��������� e[2,1] '	'
 ���	
��� �� �	��� �� ������
���*� �	�	����	 ε� �� ���� �����	
���� ���!
������� ������
����� ������	����

+	������� ������ �
� �����	 
���) ��	
 L[2,1]1� '�����) ������	���� �����!
��	
���� ����������� e[2,1]1� ,�����	�� -��� ��������� � ���

e[2,1]1 = (ε1 + ε ε2) ,  "���".$

*�� ��	 -
�����	

ε1 =
1
3
(1− σ2)(1 + σ1) , ε2 =

1
3
(1− σ1) σ2 (1 + σ1) ,  "���"#$

����� ��/�	�� � '	������ /	��	 � L[2,1]1� ,�'	��� -��� �
� ��*� ����)������ �	
-
������  "���"#$ �
��	 �/�	���0� σ1, σ2 ∈ S3  ��	���� �  "����1$$

σ1 · ε1 = ε1 + ε2 , σ1 · ε2 = −ε2 , σ2 · ε1 = −ε1 , σ2 · ε2 = ε1 + ε2 .  "���"�$

(����	 �
������ ��� 
�/�) -
����� x ∈ L[2,1]1 = C[S3] · e[2,1]1 �	����	���� '	' 
!
��)�	� '��/�	�� x = x1 ε1 + x2 ε2� (x1, x2 ∈ C)� 	 -
������ ε1  ε2 ��)�����
���
�/�	���� /	�� � L[2,1]1  �� ���� 
���) ��	
 L[2,1]1 2 ��������$  ����
��������
����'������ ������3����

ε1 · ε1 = ε1 , ε2 · ε2 = 0 , ε1 · ε2 = 0 , ε2 · ε1 = ε2 .  "���"%$

�� ������3��)  "���"�$ �
�����  ��*
	��� ��	�
�  "����1$$ ��������� ����������
������	�
��� *����� S3�

T ([2,1])(σ1) =

(
1 0
1 −1

)
, T ([2,1])(σ2) =

( −1 1
0 1

)
.  "���""$

• ������ ���� 	
��
��� �������� ��
����
��� ���������� �������� ��� �
� 
�������� ���!���� "
���� S3�

• ������ ��#� 	������� ��
����
�� ���������� ���!���� ��� �$
�%�&'�� ε1, ε2
�����"$
� ����"� ������ L[2,1]1� (��%���) �������%������� *�
+���+�
���!����, � ���- ��-�����+ (e[2,1]1)

2 = e[2,1]1 , "� .�+�� e[2,1]1 ��
���
�$'� *�
+���� ���!��/� � �
��%������+ ��
�+�
�+ ε�



��� ��� ��������	�
�� ����� �������
���� ��� ������ �
�������
����

�������	
� ����	 ���	�� ����� 
���� L[2,1]2 ⊂ C[S3]� ����	�� ��	�������� 
����
�������� e[2,1]2 
� ������� � !�� �	������ �����
� ε = 0� "��� ����� 
���� �����
��#��	�� 
 � ��� ����� ��$	�� $��
�� ������%
� 
� ��#& '��������

ε3 =
1

3
(1− σ1)(1 + σ2) , ε4 =

1

3
(1− σ2) σ1 (1 + σ2) , ������� 

����	�� #��������	�(� ������)��
��

σ1 · ε3 = −ε3 , σ1 · ε4 = ε3 + ε4 , σ2 · ε3 = ε3 + ε4 , σ2 · ε4 = −ε4 , ������� 

ε3 · ε3 = ε3 , ε4 · ε4 = 0 , ε3 · ε4 = 0 , ε4 · ε3 = ε4 . ������� 

*�+�� ��#���	���
� 
���� L[2,1] �
���	
������ �����+�$	� � C[S3] � ����	�� ��	���
������ ,���	����� 
����������� ������- � . /���	�&��	��� � �+� $��
���� '������
�� εi ∈ L[2,1] (i = 1, ..., 4) ���/
��(��� ��	#��#	��� ������)��
�� ������� � ������� 
��� ��#& �����+�$	 L[2,1]1� L[2,1]2 
 ��	��	������ 0�	�#���

ε1 · ε3 = ε3 · ε1 = 0 , ε2 · ε3 = ε4 · ε1 = 0 ,

ε3 · ε2 = ε2 , ε1 · ε4 = ε4 , ε4 · ε2 = ε1 , ε2 · ε4 = ε3 .
������1 

2�� 0�	�#�� ������� � ������� 
 ������1 ����� ���
��� ��
��� �$	����� ��� �����
��)��
� ��� ���	
/��& ��
�
,

eij · ek� = δjk ei� , ������- 

���
 �����
� ε1 ≡ e11� ε2 ≡ e21� ε3 ≡ e22 
 ε4 ≡ e12� 3� ������)��
� ������- ����#�
��� /�� ��#���	���
� 
���� L[2,1] ⊂ C[S3] 
����	0�� ��+�$	� Mat2(C)� �� ����	�
�
���	
�
����& 
���	
�����& �����+�$	 ���#���	���
& 
������ 
 ��'���# ��������
�	����� ��+�$	���

• ������ ���� � 	
������ �
 ����� ����� L[2,1]2 �������� � � ��� �� ������
ε = 0� �
��
 ������ �������� ������� � �!� !�� 	
������ �
 �� ���"
���� ��
����
�#$ �

�
%���#� � �!� &�� � �!� '� � � �!� (�� )�������
����������
�� *������������ ������
�����+ �� �

�����$,�+ ����+
������+ L[2,1]1 � L[2,1]2�

4�����
�� /�� ε1 = e[2,1]1 |ε=0 
 ε3 = e[2,1]2|ε=0 . �	
�
�
���� 
���������� � C[S3]�
5��	
/��� ��'00
,
���� �����6� ��#���	����+� 	�������
� 7
	�� ������ ��� '���
������ σ1, σ2 	����(

ε1σ1ε1 ε1σ1ε3
ε3σ1ε1 ε3σ1ε3

)
=

(
ε1 0
ε2 −ε3

)
=

(
e11 0
e21 −e22

)
⇒ T (σ1) =

(
1 0
1 −1

)
,(

ε1σ2ε1 ε1σ2ε3
ε3σ2ε1 ε3σ2ε3

)
=

( −ε1 ε4
0 ε3

)
=

( −e11 e12
0 e22

)
⇒ T (σ2) =

( −1 1
0 1

)
.

+�� ���	
���
��� �	���������
� T +	#��� S3 ���#/��� � ����������

 � �	��
���
�����6- 
 ��������� ���� 8���/��
� � ��)� � �	���������
�� ������� �

3� ���+� ��������+� � '��� 7	
��	� � ����#�� ������ /�� )���
��	��� ��+�$	�
C[S3]� $��
� ����	�� �����
� 
� '�������� {e[3], e[13], ε1, ε2, ε3, ε4}� 	����+����� � �	��
�#( �#��# �	�& 
���	
�����& �	����& �����+�$	 L[3]� L[13] 
 L[2,1]� 
����	0��&

��� ��������	�
�� ������������ ������� ������������ �
�� ���

����� 	
���	� � ��	��������� LT′
λ

���������� ����������� 
���� (ε′a = εa · σ−1)
���	� ��	 ������� ρ′(x) ������������� ��
	�	  ������� x ∈ C[Sr] �  �	� 
���!
�� �	������� � �������� ρ(x) � ������������� ρ" #���	�������	 ����� ����������
������������� ρ � ρ′ �	�	$������ �����������	���� %��� Y (Tλ) � Y (T′λ) &�	�	���
�	���	��� �	 ��
����� ������� 	��� � �� $� '	��� λ( ��������  �����������!
��"

)� �	���	 ��	 �	������	�	 �����$����� ������� ��	 ������	����� �	�����������!
��� ��������	�	 ������������� ������������	� ������ Sr ������	������ � ��	!
���������* ����* �����	� LTλ

= C[Sr] · Y (Tλ)  ����������� ��� ���* ��
��� %���
Tλ ������* 	��� � �� $� '	��� λ  r" +� ������������ ������������� Sr �	���

��� �	���	��� �	���	 �	 ��
����� Tλ �	�	��� ����� '	��� �����* ����������
%��� λ  r"

�����	
���� ����� ����� ������	�
���	 ���� Y (Tλ) � Y (T′λ) ����	��� ��

�������� Tλ � T′λ′� ����	� ����� 	�
��� ��	�� λ = λ′ (λ, λ′  r)� ����� ����

	�����	�� �	����������� �����	 C[Sr] � �	���	������� ���� �������� ��	�� 

����� ������	�
���	��� Y (Tλ) � Y (T′λ′)� ��!����������� "������#��� ����	 

������ ����� ����� � ��� �	��� 	�����	�� �	����������$�

�������������� ,����� 	
	�������� T (λ) � T (λ′) ��� ����* ���������* ��������!
����� ����
�� C[Sr] �	�	$�����* �����������	���� %��� Y (Tλ) � Y (T′λ′) � ���!
�������* � ��	���������* LTλ

� LT′
λ′
 �		����������	" -	��$�� ��.� �����$�����

	� ��	����	�	" /���� λ = λ′ � ����� ������������� T (λ) � T (λ′)  �����������" �	���
���������� 	
������� 	�����	� U ���	� ��	 U · LTλ

= LT′
λ′

� ��� ��
	�	 a ∈ C[Sr]
�� �����

U−1 · T (λ′)(a) · U = T (λ)(a) .

0����	���� �������� 	�����	�� T (λ)(Y (Tλ)) � ��	��������� LTλ
� ����� &1"2"12(

T (λ)(Y (Tλ)) · LTλ
= Y (Tλ) · LTλ

= C · Y (Tλ) , &1"2"3�(

��� �������� C ������� 	� ��
	��  ������� � LTλ
� �		
�� �	�	�� �� ����� ����"

4 ����	� ��	�	�� ����� ����� &1"2"3�( �	$�	 ���������� � ����

U−1 ·T (λ′)(Y (Tλ)) ·U · LTλ
= U−1 ·T (λ′)(Y (Tλ)) · LT′

λ′
= U−1 ·Y (Tλ) · LT′

λ′
= 0 , &1"2"32(

��� �� �	��	���	������ &1"2"2�(" 4�������� &1"2"3�( � &1"2"32( �� ����� ��	 ���!
.�� � ��	���	�����" /	 �	�� ������������� T (λ) � T (λ′) ��� λ = λ′ �� �	��� 
���
 �������������" -	�����������	 �� ����������	��� ��� �����* ���������* ����!
��������� ��	�	����� ����	����	"

-���� ��� �	���
����� ��������� 	���������� ��
��� %��� ���������	�	 ����
�	�	��� ������ �������� �	�� � ��	��� ������������� ������ Sr &����
�� C[Sr]("

����
������ ����� ������ ���� Tλ� � ����	� #���� � ������� ��
	������ �

�����$ ��	��� ����� ���	��� � � ������ ������� ���	�� ���
� ��
������ ���� 

��	���� ����������



��� ��� ��������	�
�� ������������ ������� ������������ �
��

�����	
��� �����	
��

E(Tλ) = α−1λ Y (Tλ) �������

� �����
����� �	����� �
	 	
 ��	
���	�	� ���
� �����	
��
 E(Tλ) �� �����
�����
 	��� ��!��
��"
 �����	
��
# e1, e2 ∈ C[Sr] 
����$ %
	 E(Tλ) = e1 + e2 �

e21 = e1 , e22 = e2 , e1 · e2 = 0 = e2 · e1 .

&
�"�� �'���"
 ������
��

E(Tλ) · e1 = e1 · E(Tλ) = e1 ⇒ E(Tλ) · e1 · E(Tλ) = e1 .

( ����	) �
	�	�#$ �	�'���	 ������$ �# ����� E(Tλ) · e1 · E(Tλ) = β E(Tλ)$ ��� β *
���	
	��+ �	��
��
�� �	�
	�� e1 = β E(Tλ) �$ �	,�	�+ 	-� %��
� �
	�	 
	����
�� �
������
$ �# �	'�%��� β = β2�  ���� 	-��,	�$ '�-	 β = 1$ '�-	 β = 0$ 
	 ��
�$ '�-	
e2 = 0$ '�-	 e1 = 0$ � �'��	��
�'��	 �����	
��
 E(Tλ) * �����
�����

• ������ ���� 	
��
��� ����� ���������� ��� �����
�����
� ����� ���
��
���� � �������� ��� C[S2] � � ������ � ��� C[S3] �
���
!�������� ����
������� � ����"��� ������� �
������������� #$�����% ���������������

&��� ����� ��� ���

�	
������� ����� ����� ������	�
���	 ���� Y (Tλ)� Y (T
′
λ) ∈ C[Sr] ����	��

�� �� 	�
�� �������� Tλ � T′λ� ����	� ����� ���� � �� �� ��	�� λ  r� �����
���� 	�����	�� �	����������� �����	 C[Sr] � �	���	������ �� ��� ��������

��	������ ���	���	��� Y (Tλ) � Y (T
′
λ)� !����������� "������#��� ����	����

��� ����� ����� � ��� �	�� 	�����	� �	����������$�

������	����	
�� �	��,�
�'��
�	 ������'��
�	�
� �'+ ����#. ����'+��#. ����/
�
��'���) 
��	� ��$ ��� � �'+ '��#. ����'+��#. �����
��'���)� �	�
	�� ,���� �#
�������� 
	'��	 �	��,�
�'��
�	 ������'��
�	�
� '��#. ����'+��#. �����
��'���)�
0����	
��� ��	�
����
�	 '��	�	 ����'� LTλ

= C[Sr] · Y (Tλ)$ � ���
� �'����
# εa
(a = 1, . . . , f(λ)) 	-��,�"
 -�,�� � ��	�
����
�� LTλ

�  �� ��� 
�-'�1# Tλ � T′λ ���"

	��� � 
� �� 2	��� λ$ 
	 ��!��
���
 �����
��	��� σ ∈ Sr 
���+$ %
	 T′λ = σ ·Tλ � �	/
	
��
�
��"!�� �����
��,�
	�# 3��� ��+,��# �		
�	4����� ��������  	��� '"-	)
�'����
 � ��	�
����
��

LT′
λ
= C[Sr] · Y (T′λ) = C[Sr] · Y (Tλ) · σ−1 ,

'��	�	 ����'�$ �	�	�����	�	 	����
	�	� Y (T′λ)$ �����
��'+�
�+ � ���� '���)�	)
�	�-���1�� �'����
	� ε′a = εa · σ−1$ �	
	�#� 
���� 	-��,	� 	-��,�"
 -�,�� � ��	/
�
����
�� LT′

λ
� 5���)��+ ��,������	�
� ���
	�	� {ε′a} �'����
 �, '���)�	) ��,�����/

�	�
� ���
	�	� {εa}� 0����	
��� '��	� ����'+��	� �����
��'���� ρ � ��	�
����
��
LTλ

� 6�
��1� �'����
� x ∈ C[Sr] � �����
��'���� ρ -���
$ �	�'���	 �
�����
�	)
��	1����� �����7�$ 	�����'+
��+ �'���"!�� 	-��,	� x · εa = εb ρba(x)� 8��'	��%�	
	�����'+�
�+ ��
��1� �'����
� x ∈ C[Sr] � '��	� ����'+��	� �����
��'���� ρ′ �
��	�
����
�� LT′

λ
9 x · ε′a = ε′b ρ

′
ba(x)� ( ����	) �
	�	�# �# �����

x · ε′a = x · εa · σ−1 = (εb ρba(x)) · σ−1 = ε′b ρba(x) ⇒ ρ′ba(x) = ρba(x) .

��� ��������	�
�� ����� �������
���� ��� ������ �
�������
���� ���

�����������		� 
����	�
 �������
 Mat1(C)� Mat1(C)  Mat2(C)� �� ���� �������
C[S3] ����������  � ������ � �����
�� ���������	� ����� 
� 
��


C[S3] = Mat1(C)⊕Mat1(C)⊕Mat2(C) . ������ !

������	
� �� � ��"���� ��� 
� ��#�"��� ��� 	������
�� ����������	$ T [3]�
T [13]  T [2,1]1 ∼ T [2,1]2 ������� C[S3] ���%	� �����$���$ " �����$�	��� ��������&
��	$ �

���"�����
 '	��� #������ ����$��$ �� ����(�
� 
�)*
 +��
�
�����

 '	��

[3] = , [13] = , [2, 1] = .

,���	��$ $�	�� +��
��� �����-�! ��$ �"�
	� ������	���	�. ��
����	��� e[3]�
e[13]� e[2,1]1� e[2,1]2� ����"�)*. ���	�) ����
��  ����%�	$ ���-�/�! ��$ �

���&
"������ '	�� ������� C[S3]� 
� �������
 ����	�0�	$

e[3] =
1
6
Y (T[3]) , e[13] =

1
6
Y (T[13]) ,

e[2,1]1
∣∣
ε=0

= 1
3
Y (T[2,1]1) , e[2,1]2

∣∣
ε=0

= 1
3
Y (T[2,1]2) .

������/!

������	
� �� 1� ��� ���� � ������	�
 ��
��� 
� ��0�� �� %� "������ ���  �
��	#�� 2 ��"���� ������ ������ ���� #	�� 2 
�		�� 
� ���#������� �����$�&
	�� ����������	� ������ S3 	� �� 	������
�� ����������	$� 1� 3��
 "���� 
�
��
�	� 
����� ����	�� �� ��$
��� 
������ #������ �����"�����$ � ������ ��&
�� #	�� 4����� "��%�		�� � 1�
��� - ��$ �����$ ������ S3  ��	���		�� 	�
������	 ��
��	�. ������	���	�. ��
����	���� �#�"������$ �	�������	�

 ��
�	
� #�# 
� ���
 � ��"���� ���� ��$ ����� Sr � �)��
 r�

������	
� �� 5"�
��+"
� �#�"�		�� � ������ !� $��$���$ ����	�
 ������
 ��*���
�����%��	$� #������ 
� ���
 "���� ��" ��#�"���������� 	� #������ ����#��� "
������ ��� "��%�	� ��0� � �����"���� �����  ��		�
 �����"���� ������

��������	
� ����� ��������� �	
���� C[Sr] �	� ���� r ≥ 2� ��	������� � ����
������ ��������� �	
����

C[Sr] =
⊕
λ�r

Matf(λ)(C) ,


�� f(λ) � ����������� ������������ ��������	���� �	
���� C[Sr] ��� �����	�
���� !� � ���� "��# $������ �����������%� ���
������ &�
� λ  r�
� �����)*�
 �����"���� ����� "��%�	� �����	����	�� ����
�	��� #������ ��#&
%� ������������)� � ����"� 3���� 6����%��	$�

����� ����	
�� �����
���
���� � ���
��� ��		���������

�
��

� 3��
 �����"����� �����"�$ +�#��� "��%�		�� � ��"���� ���� 
� ����
���

��	 " 
������ ��0�	$ ������
� � �������	 �	� ��	��� �

���"������ '	��!



��� ��� ��������	�
�� ����� �������
���� ��� ������ �
�������
����

������ 	
	��� ���
�� ������������� 
���������� � ������� C[Sr]� ����� ��	�
���
� � ���������� 
 �� �������
�	����� 
 �	����� �� 
	���������

 ����
! ����
	��!
������� �
�� "	���������� ����
! ����#� �� 	��$��� 	%����
��� 	�������
	���&'
� ��!���( � ���� ��
��
 )��� ��!��� ��* ��	�����
* 
	���� 	
	���

����������� +�
 )�� � � ���$
������� 	�����
 ���� 
	���������� ��'�& ����
�
&( 
���,����& � �������'� ���������� ������

-����
 "	� .��������
� ����� � ���������� �����#( $�� ����
!� ���� Tλ(
� ������� $
	�� � ������� �����	��&� � ��,��� 	����� 	���� ������� 
 � ��,��
	����!� 	����� ��
�( ��������	* 	���������� ����
!��� +�
��� �� 	����������

 	���������� ����
! ���� � "/�0�1/#� 2�� � ����
	*( ���
$�	��� 	����������
����
! ���� %��� λ ����� �������	�
 f(λ) ����
���
��� ����	������
* ������
����	������� Sr( ������� 	������	����� �
����� ���� λ� 3�� �������	�� ����	*
%������ ��&��� "/�0�1�#( 
�
 %������ ������
�	� "/�0�14#5 	� ��������� ������

6����� � �,� 	%����
������ ��!��� ��	�����
* "�� �	���� 	
���
�����
��� ����# ������ 	
	��� ��

�
���� 
 ���
�� ������������� 
����������
��* C[Sr]7
��� �����	
�	 �� �������	 λ  r ����� r� ���� �
� 
� � ����� �
��	
�	 ��
��������� ���� � r ��
����� � ��� ��	 ������ ��������� λ �
��	
�	 ��
�
�����
�� 
������ ���� Ta,λ (a = 1, ..., f(λ))�
��� �� ������ �
�����
��� 
����� Ta,λ ������	 
�	 �������
��!��� ����
"
����
�� P � ��
����!��� ��
�����
����
�� Q� � ��
� �
���
�	 ����
��"
��
�� ���� Y (Ta,λ) = Q · P #��� $������� �������
%�� �� ����
����
���� ���� Y (Ta,λ) �
���
�	 ���
�� ���$�
�
�� ����
E(Ta,λ) = α−1λ Y (Ta,λ)� �� αλ = r!/f(λ)� ��� #&�%�%'�� (
� ���
�� � 	��	
�	 ��"

������!����
&�� )�
�����������	 $��������
�	 $*
� $��
����	 ����� ���$�
�
�� ����

E ′(Ta,λ) = Xa,λ · E(Ta,λ) , E ′′(Ta,λ) = E(Ta,λ) · X̃a,λ , "/�1�1�#

�� Xa,λ � X̃a,λ + �$����!�� ,���
� ������ C[Sr]- ��� .������ & � $����*"
/� $������� ������ �����*�� ��������	 0��
���� Xa,λ � X̃a,λ �$����� ��� �
,
�� $������� #��� 0���*�� #&�1�2�� + #&�1�2��� � �������� �� ������ *$��	��"
���	 #�������
���
�� �� �����
� �
�����
��� 
������ �� /�� ���* � 
*
� 0���* λ� 3�� �
��	
�	 �� $���� ���
�� #&�1�1�� ������� ��
������!���
���$�
�
��

E ′(Ta,λ) · E ′(Tb,μ) = E ′(Tb,λ) δab δλμ , E ′′(Ta,λ) · E ′′(Tb,μ) = E ′′(Tb,λ) δab δλμ ,

λ  r , μ  r , a = 1, . . . , f(λ) , b = 1, . . . , f(μ) ,
"/�1�10#

�
� � �4�
 $��
�����* �����*�

8 ��$�	��� ����	����� 
���,������ ��9� ����� ��	�����
* ��

�
���� �����
��������� 
���������� ��* ������� C[Sr] 	������ ����
�� �������
�	�� ��$
	�
���
* %������� Xa,λ, X̃a,λ ∈ C[Sr] ��* ���������
* ��
%
!
�������� 
��������
��� ���� "/�1�1�#� -
,�( � ������� ���( � ��		���
 ������ ���� ��	�����
*

����������� �	
 ���������� � �	
������� ���������� �	�� �	� �����	!� "���� " ��#��$ 
�%&&�
����'����	�� (�#�
 '�#)�	�%� ���������� � 	���*��� ���������+ ��"���	!� �"#��� �#���,�	�-
.�� " ��#��� /���&�� ����0 �%	�*��+ ��#���  ���� � ��#��� 
�%&&�

��� ��������	�
�� ������������ ������� ������������ �
�� ���

�������	 
������� ��� ��������� αλ � �������� �����	 �������� ������ �� !��"�
#���� LTλ

��$�%�" C[Sr]� �����"� 
���&�����	 #���
������� E(Tλ) �#�#� ��� ��&�
������ �
�������� Y (Tλ)�� �����#� # ���' (�������� C[Sr] �#��

x · Y (Tλ) , ∀x ∈ C[Sr] . ��������

�%����#� ���������� LTλ
��� f(λ)� )"%���� 
���"� ��%�� %�#��"' �������� ε�

(� = 1, . . . , r!) � C[Sr] ���� ���%" 
���"� f(λ) �������� �%����"���# %�#� � LTλ
�

� �������"� ������� εm (m > f(λ)) �� 
�#�����&��# LTλ
� !*%"� ������� � LTλ

� �
��� �#��� # %�#��"� ������ εa (a ≤ f(λ))� ���&�" 
��������	���	 ��� 
��#�����#	
��������� 
�(���� ��+�����*� (������" xa ∈ C[Sr] (a ≤ f(λ)) ���#�� ���

εa = xa · Y (Tλ) , 1 ≤ a ≤ f(λ) . ��������

,�
��� 
���
#-�� 
��#�����#� ε� · Y (Tλ) ����	 �
���%��#� . ����� ������"� ���/
�����#� 
��#�����#� ε� · Y (Tλ) ��� ������#� (������� Y (Tλ) �
���� �� %�#��"�
(������ ε� ∈ C[Sr] ������#�� � ���"� ������#�� ������� �� %�#��"� �������0

ε� · Y (Tλ) =
r!∑
�′=1

D��′(Y (Tλ)) ε�′ , ������ �

$�� ||D��′(Y (Tλ))|| 1 ����#2� (������� Y (Tλ) � 
����� ��$��	���� 
����������##
C[Sr]� 3����#�� ��� �#�����#���� 4�$� �������� ����$����	 �����*+#� �%����

Y (Tλ) =
∑
g∈Sr

a(g) g = e +
∑
g �=e

a(g) g ,

�� ���� ��(��#2#��� a(e) 
�# ��#�#���� (������� e ����� 1� ��� ������� # �
��/
�����#	 �������� ��	 �#�����#����� Y (Tλ)� 5�(����� ��
��#��	 ���� ����� �������


����� ����# ��#$#� ������" χ
R
(e) = ord(G) # χ

R
(g) = 0 (∀g ∈ G, g = e) ��	

'�������� ��$��	���$� 
����������#	 �������� $��

" G� �" 
�������

Tr
(
D(Y (Tλ))

)
= Tr

(
D(e)

)
= r! , ��������

$�� ���� %�����	 
� r!/������� 
����������� ��$��	���$� 
����������#	� . ���$��
������"� ��� ��� ε� ·Y (Tλ) ∈ LTλ

� �� ����#�����#� � 
����� ����# ������ � �����&#�
������ ����" � � ′ ≤ f(λ)� 
�(����

D��′(Y (Tλ)) = 0 , ∀ �′ > f(λ) . ������6�

7�
����	 ������� ��������� ��	 � ≤ f(λ) �" #����

ε� · Y (Tλ) = x� · Y (Tλ) · Y (Tλ) = αλ x� · Y (Tλ) = αλ ε� . ������8�

,��#� �%����� # �������#	 ������-��#� ������ � # ������8� ������� ���������
D��′(Y (Tλ)) = αλ δ��′ ��	 ���' � ≤ f(λ)� ��� � ������ ������6� ����

Tr
(
D(Y (Tλ))

)
= αλ f(λ) . ������9�

.����#��	 �������� # ������9�� �" 
������� ������ ��



��� ��� ��������	�
�� ������������ ������� ������������ �
��

���������	
���� �������� ��	 �
 ������ �������� �	������	 q·Y (Tλ)·p = Y (Tλ) δq
��� ���� p ∈ H(Tλ) � q ∈ V (Tλ) ������	� � ��! ������� "������ a ∈ C[Sr] ���	#�
��	

q · a · p δq = a , ����$�

��� ���� p ∈ H(Tλ) � q ∈ V (Tλ) %	������ ��	 � "�	� �� ��� a = αY (Tλ)� &�� α '
���	�	��� �	������� ()�	# "������ a ∈ C[Sr] 
����������� � ����

a =
∑
g∈Sr

a(g) g , a(g) ∈ C , ����*�

� ���� ��� ��&	 ���	���)��� �		��	+���� ����$�� �	 �� �����,

a =
∑
g∈Sr

δq a(g) q · g · p =
∑
g∈Sr

δq a(q
−1 · g · p−1) g . ����-�

.�������� �	"//�0����� ��� g � ������ ������ ����*� � ����-�� �� �	� ����
�		��	+����

a(g) = a(q−1 · g · p−1) δq , ����1�

����������	� ��� ���� p ∈ H(Tλ)� q ∈ V (Tλ) � g ∈ Sr 2 �����	� �� ���� �	��&��
g = q · p� �� �	� ����

a(q · p) = a(e) δq , ������

� ��� �	"//�0����� a(g)� �	
����)3�� � � ��� ����*�� ��� �	�	��� g = q · p�
�	�����)� �� & � �� &	� � �	��	��!) �	 
���� δq % ��! g �� ����������	 � ����
q · p� �	������ ��	 � "�	� �� ��� a(g) = 0 4����	���� �����0� Tλ � g · Tλ 5�� ���
g = q · p� �	 �	&����	 .�������) � � (���� ����� ���)��� ��� ����� j � k� �	�	���
����	��&�)��� � 	��	# ���	�� g ·Tλ � � 	��	� ��	��0� Tλ� �	"�	� ��� ������	
�0��
t = (j, k) �� ����� t ∈ H(g ·Tλ) � t ∈ V (Tλ)� � �
 �		��	+���# ����*� �� �	� ����
g−1 · t · g ∈ H(Tλ) %	�	��� q0 = t� p−10 = g−1 · t · g� ��� "�	� q−10 · g · p−10 = g� �  ����

��� δq0 = δt = −1 � /	�� �� ����1�,

a(g) = a(q−10 · g · p−10 ) δq0 = −a(g) .

���)�� � ���� ��� ��	 ���� g = q ·p� �	 a(g) = 0 .  ���	� "�	&	 /���� � �		��	+����
������� /	�� �� ����*� �������������� � ����

a =
∑
g∈Sr

a(g) g =
∑

q∈V (Tλ)

∑
p∈H(Tλ)

δq a(e) q · p = α Y (Tλ) , ������

&�� α = a(e)
6�� �)�	&	 "������� x ∈ C[Sr] �����	���� ��	�
������� a = Y (Tλ) · x · Y (Tλ)

6�� "�	&	 ��	�
������� � ��� �		��	+���# ������ ���	�������  ��	��� ����$��
�	"�	� a ��	�	�0�	���!�	 Y (Tλ) � �� �����

Y (Tλ) · x · Y (Tλ) = αλ(x) Y (Tλ) . ������

&�� αλ(x) ' ���	�	��� ����#��� ����	��� / ��0�� �� C[Sr]� 
�����3�� 	� ���&�����
λ  r 2 �����	��� ��� x = e �� �	� ���� ����7�� &�� αλ = αλ(e)� � ����	�����!�	
"������ E(Tλ) = α−1λ Y (Tλ) �������� �����	����	� E(Tλ)

2 = E(Tλ)

��� ��������	�
�� ����� �������
���� ��� ������ �
�������
���� ���

������ 	
	��� ��

�
���� ������������� 
���������� e(Ta,λ) ∈ C[Sr] �������
������� ���
���� �� 
���������� ���������� � �� ��  ������� �	� �!�
�� ������"
������� 
��������� e(Ta,λ) �#�#� 	���
��	� ����!����� �� 	��������� ����
$�
%��� ���! �������
�	�
 
� ������
������� ��
&
 �$

 	 �����' #��(��
�
�� &� ���� Xa,λ, X̃a,λ�� )	���
� ������� 
 �!�
��� ������������	�� ��� 
����"
������ e(Ta,λ) � ���� ������� �#�#� ���������	� ������
��	 
�

*�� � � ����� �����!���� � ������(
 ��	�����
�� ������� � ��!���� ���� 

�� �(�  � 
! �	��� ������ 	
���
!������ %��� Y (Tλ) �(�� �����
�� �� 	
"
���
!�����%����  ������ ����!#'� ����#' 	
	��# 
���������� � ������� C[Sr]�
+��� ����� � ��	#�
 ������# �!�
��� ������������	�
 �� 
� 
�����������

,��(�� �	��� �������
� ����
��� ��� ����� �������� 
������ ����(�����
	
���
!�����
 Y (Tλ) 
 Y (T

′
λ)�  ������ ��	������ �� ��!��� �� 
�'�
 ���#


 �# (� &��# λ� ����
$� Tλ 
 T ′λ� ��#� 	��������� -���
��� ���
��� � ���.����
���
!�������#' ����	����� # σ = p ∈ H(Tλ)� 
�
 ����
 ����#' ����	����� # σ =
q ∈ V (Tλ)� � ���#���

Y (p·Tλ) = p·Y (Tλ)·p−1 = p·Y (Tλ) , Y (q·Tλ) = q·Y (Tλ)·q−1 = δq Y (Tλ)·q−1 , ��������
��� 	���#�� 
! �����	�� ���.�/��� 0 	������	��

 	 �������� ����� 
������ ����("
������ 
���������
 Y (p · Tλ)� ��� �	�� p ∈ H(Tλ) 	������'� 	 ���� 
������
����(����� 
��������� Y (Tλ)� � ������ 
������ ����(������ 
���������

Y (q · Tλ)� 	������'� ��� �	�� q ∈ V (Tλ) 	 ����� 
������ ����(����� Y (Tλ)�

C[Sr] · Y (p · Tλ) = C[Sr] · Y (Tλ) , Y (q · Tλ) · C[Sr] = Y (Tλ) · C[Sr] . ��������

,�1��# 	
���
!����� %��� Y (Tλ)� Y (p · Tλ) 
 Y (q · Tλ) �� 
��� 	�	�� ����"
������� � �'���� � ����#' 	
	��# ��!��
	
�� ��

�
���� 
����������� ��
 ����� 	�����	� ��!��(��
� ���.�..�� �������� +� � #�
�
 �
(�� ��
� 
! 	��"
	���� 
	 �'���
� �� 
� �
2�
� 
���������� !� �'����	� � ��� ��� ���
��'�	�
	
���
!����� %��� Y (Tλ)�  ������ 	�����	� ���� � �� ����������� ��	
��

�� %��� Tλ� 	� 3��������
� ������
,����� ��� ��� ������� 	
	��� 
���������� α−1λ Y (Tλ) ����������	� !��	��

 � ������� 	
	��� 
������� ����(������ Y (Tλ) �	� 4�����
� �� � �����!����
������� 5� �	��� � �� ����#�� ����� 	
	��� 
���������� α−1λ Y (Tλ) #������������
	�����2��
� �����.�� �������� -� ��	�������� ����� 1�
 
��������� ����(���

������	� �'�
�	� 
����� � C[Sr] 
 �� �����
 �	' ������# C[Sr]� �� �	�� �����

��!��(��
� �����.6� 
 �����./��

3�	#�
 	������	��
� �(�# ��	���������
 
 	���������
 ����
$�
 %����
	������ �� ��
��� ����
$ ���.����7

Tμ =

5 17 18 13 15 10

6 16 2 12 8

14 3 1 7

11 9 4

p→
5 10 13 15 17 18

2 6 8 12 16

1 3 7 14

4 9 11

q′→
1 3 7 12 16 18

2 6 8 14 17

4 9 11 15

5 10 13

= T ′μ . ��������

,����� ��� ����
$� �� 	���������� � ��	������ T ′μ 8 	��������� 
 ���#���� 
!
������ ���	��
�  ���!
$

 ��#� ����	������ q′ · p = p · q

T ′μ = q′ · p · Tμ = p · q · Tμ ,



��� ��� ��������	�
�� ����� �������
���� ��� ������ �
�������
����

��� p � ��	
��������� ��	��������� ���	�� 	�������� �
��� � �	���� ���
�
�� Tμ �� ���	����
� ����� ���	���� � q′ � ��	
������� ��	��������� ���	��
	�������� �
��� � ������� ���
�� p · Tμ �� ���	����
� ���	�� ��
��  �������
!"�#�$%&� '� ����
 ���������
� q = p−1 ·q′ ·p ��� ��	
������( ��	�������
� ���	��
��	������� �
��� � ������� ���
�� Tμ�

• ������ ���� �	
����� ��	 �����
����� ��������	�
� q = p−1 · q′ · p ∈ V (Tμ)�
��� p � q′ ������ � ��������� ����� ���

q =
(

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18
4 2 9 18 14 6 13 15 17 10 5 7 12 11 8 16 3 1

)
.

)������ �� ���
 ���
�� Tλ � �����	��� � ����� ��	
��������� p 
�
 ��	�

������� q ��	�������� ��	����� �� � �������	��� ���
�� p · Tλ 
�
 q · Tλ�
*��
' ��	���'� ����	 �
''�	
���	�� +���� ���	������ ����� �� �����	��'
���
��'� �	
���
 � �����
� �
,�
� 
��'������� ��������� �	�� � �	���'
�����,��
�'
 !"�-�-"& 
 �	
����.
' �������� !"�-�--& � ���
' 
 �' /� ����' !
�

�	���'& 
�����' � C[Sr]�

0������� 
'���� ���
�� +��� !
 ��
� ���
� ����,
����&� ���	�� �� �	
�
������ � �����	��'� �
�� ����� ��	
��������'
� 
�
 ����� ��	
������'

��	��������'
 !�	
'�	1 ����� ���
�� � !"�-�-2&&� 3����
' 4� ��.
( �����( �����
���	�����

�����	
���� ����� ����� �����	� T ′λ 
���������  ����������� �����	� Tλ�

������� �� �� ����� λ� ���� 
��������������� 
������������ p′ � q� ���

p′ � �������������� 
����������� ������� ���������� �����  ������� ����� 

	� T ′λ 
� ���������� ���� ��
���� � q � ����������� 
����������� �������

���������� �����  �����	�� �����	� p′ · T ′λ 
� ���������� ����� ���! "����

�������� ����� ����� �������

Tλ = q · p′ · T ′λ ⇒ T ′λ = (p′)−1 · q−1 · Tλ = q−1 · p−1 · Tλ , !"�-�-�&

��� Tλ � ����������� �����	�� � p = q · p′ · q−1 � �������������� 
�����������

������� 
���������� �����  ������� �����	� Tλ!

�������������� 5���/�' 4� ���	/���
� � �	�
������ 3������
' �
���� ���
�.
� � ������ (i, j) ���
�� Tλ� ��� i � ��'�	 �	��
� � j � ��'�	 ������� ��� a(i,j)�
)��� ����� ��	�(� ��	
������(� ��	�������
 q� ���	�� ���	����
��� �
��� �
������� ���
�� p′ · T ′λ �� ���	����
� ���	�� ��
�� �����
�,���� � 	�������
���
�� Tλ �� �����	��� 6� �������� �� � Tλ ��(���� �	��� i� � ���	�( �����
,�� �
��� a(i,j) ���� 	����������� � ����� (i, j) ∈ Tλ ����� '���,��� �
��� a(i,k)�
�����,��� � ����� (i, k) ∈ Tλ !� ���� k > j& � �( /� �	��� i� 7�'�
' ���	��
�� � 	������� ��(��
� ��	�( ��	�������
 q 
 � �
�� ���� �� a(i,k) < a(i,j)�
��� i �
��� {a(1,k), . . . , a(i,k)} � k��' ������ Tλ� ���/�� ��� '���,�� ��' �
���
{a(i,j), a(i+1,j), . . . } � j��' ������ Tλ1

a(1,k) < a(2,k) < · · · < a(i,k) < a(i,j) < a(i+1,j), . . . . !"�-�-8&

*�� ��� ��	��� ��	�������� p′ 	��������� �
��� � �	���� ���
�� T ′λ �� ���	����
�
� ����� ���	���� � � j��' ������ ���
�� Tλ ���/�� ����	/���� ��� '
�
'�'

��� ��������	�
�� ������������ ������� ������������ �
�� ���

����� �����	
���	
� ���� � �����	��	�� ���
�������

�
���	������� �
���� Sr � �� 
����
��	�

������ 	�
 ������ � ���
�������� ���������� ����������� ���������� ��
�

��� ����� !�"� � ��"�#�� C[Sr]� �
��
 ��������� $#���� �����#�� ��� %�
#��� � ��"���� � �� ���� �����&' (�#�� ����)������� ��"�#�� A ������� �� ���
#� $��� �� �������� ����������& ���*
� � ����*
� �
�������
�' +� ��������
��� %�
 ������������ ��"�#�* A �� *����� ����������� ������ � ��	����
��
�������' ���� A , ����	��
����� ��"�#�� $��
 ����#���� ����� %� ����
	��& � �����	�*
 %��
���
 e � ���� � ��"�#�� A 
���� �*����� ������ ����
�
���
������ {eα}� �
' -���������� ����� � ���)� �� ���� ���' ���� ���� �������
�
 �����* ��� ���
������ eα $����� ���������� � $.'�'�/&&� ��"�#�� A 
����
�� ����� � ��

� �� ���*� Lα $��� ����*� Rα& ������������

A =
s⊕

α=1

A · eα =
s⊕

α=1

Lα , A =
s⊕

α=1

eα · A =
s⊕

α=1

Rα . $.'0'00&

1����� ������������� Lα = A · eα $��� Rα = eα · A& �#�� �� ����������� ����
���������� � A �� �������� � ����
� $���� ������������ �����
�& �������
��"�#�* A' 2� ���� ��� ��#�"� v ∈ Lα � ��#�"� v′ ∈ Rα � ��� ���� a ∈ A 
* �
��


a · v ∈ Lα , v′ · a ∈ Rα , $.'0'0.&

���	�
 ������������� Lα � Lβ $Rα � Rβ&� ���������*� � ��
�� ���"������*
�
���
�����
� eα � eβ (α = β)� �� ����������� $�������� a·eα = b·eβ ��������	���
��� α = β� �� ��� a ·eα ·eα = a ·eα � b ·eβ ·eα = 0&' 3��������*� ������������� Lα
$Rα& �#�� �� �����"�#�* � A �� #���� �"�� ������� ���*
� $����*
�& ������
�
� ��"�#�� A $%� �*���� � $.'0'0.&&' 1��
� �"�� ������������� Lα $Rα&� #���	�
���������*
�� ��� *����� ����������
� ���*� $����*�& ��������������� �
������������ ��"�����*� ������������� ��"�#�* A� � ���
��* $.'0'00& �����
 *���� ��� ��"�#�� A� ��� �������� ����������� �� ��"���� � ���
�� ��

�
��������� ����� ���*� � ����*� ��"�����*� ���������������'

��	
��
��
 ����� ���������	��� �
	 ��������� ��������� �� �	����� Tλ�
�������  ���� λ  r� ���������	�� �!�������� � 	�
���� C[Sr]� "� ���#� !��
Y (Tλ) ∈ C[Sr] ���	��!���� �����$���

Y (Tλ) · Y (Tλ) = αλ Y (Tλ) , $.'0'0�&


!� αλ % &���	�	� &����	� �	�	

αλ =
r!

f(λ)
, $.'0'04&

� f(λ) % �	�������# ����
� �!�	�	 ��	�������# ��	��	��
� ��!������	���	
� ��
������ ���!��	����� 
����� Sr�� ����'!��
� (������� Y (Tλ)�



��� ��� ��������	�
�� ������������ ������� ������������ �
��

� ����	
�����	 ������� ������� p′ ∈ H(T ′λ) ���	�� ��	 p′ · T ′λ = q · Tλ� ��������
����� � ������� T ′λ = (p′)−1 · (q · Tλ) �	����� ������ !� "�� �	�	#�� σ = (p′)−1 · q�
$	"����	 ��	� �	������ ��%���
��� ������� p−1 ∈ H(Tλ) ���	�� ��	

p′ = ((p′)−1 · q) · p−1((p′)−1 · q)−1 ⇒ p′ = q · p−1 · q−1 .
&���� 	���'	�� �( �	������ T ′λ = (p′)−1 · q · Tλ = q · p · Tλ�
�����	
�� �� )��� λ′  r� λ  r * �
� ���"����( +�"� � λ′ = λ� �	

Y (T ′λ′) · Y (Tλ) = 0 . ������,!

-�� �	��'������
� �����	���� ������ λ′ > λ� &	"�� ��%���
�.� �
� ������ �	�	/
�(� ��0	����� 
 	��	� ���	�� ������( T ′λ′ � 
 	��	� ��	���� ������( Tλ� �� �	"����	
1�
��#����. ������ �( ����� ������,!� -	��#�� ������ ��	 
 ���������
���	� ���/
��� (λ′ > λ) ���#� ����
����
	 �	#����
	 Y (Tλ)·Y (T ′λ′) = 0 ���	 ����� ��
�
������	
��
����
� ������,! � 
 ������ λ > λ′!� -����
�����	� �( ����� 
�	�	� �	#����
	

 ������2!� �	�	�	� ����
����
	 ��� �.�	� ������( T ′λ′� ���.%�� �	��� λ′ > λ� 

�	� ����� � ��� σ ·T ′λ′ �∀σ ∈ Sr!� 3 ���� ������ ! "	��'	�����(� ��������'��	� ���
σ · T ′λ′ ��
�� σ · P ′ · σ−1� � �	��	�� 
(�	������� ��
����
	

Q · σ · P ′ · σ−1 = 0 =⇒ Q · σ · P ′ = 0 (∀σ ∈ Sr) , ������4!

"�� Q � P ′ 	��������( 
 �������!� 1��	#�� 	�� ����� 
�	�	"	 ��
����
� 
 ������4! ��
��	�'
	���. ������. a(σ) ∈ C� � �������� �	 
��� σ ∈ Sr� �( �	������

Q · a · P ′ = 0 , ∀a =
∑
σ

a(σ) σ ∈ C[Sr] . �������!

5��.��� 
 �����	���� ������� �	#����
	 Y (Tλ) · Y (T ′λ′) = Q · (P ·Q ′) · P ′ = 0 ��	"��
λ′ > λ!� ��	 ��
�
������	 ������,! 
 ������ λ > λ′�

• ������ ���� 	
�
��� ��������� ��������� �� ���� ��������� ��� ��� λ′ = λ� ��
∀a ∈ C[Sr] �� ����

Y (T ′λ′) · a · Y (Tλ) = 0 . �������!

����� �! ��"���� ��������� �������� � ��� Y (T ′λ′) · σ · Y (Tλ) · σ−1 = 0� #��
σ $ "%������ �& '���� � Sr�

�����	
�� � ���� Tλ � T ′λ 6 �
� ��'�(� ������(� ���.%�� 	��� � �� #� �	���
λ � �
�'���(� ���" � ���"	� ���	�	�	� ��������	
�	� g ∈ Sr7 T

′
λ = g · Tλ� &	"��

�	"����	 8���� ����� ���	 ������� g ∈ Sr �������
�� 
 
��� g = q · p� "�� q ∈ V (Tλ)
� p ∈ H(Tλ)� ���	 
 �������0 Tλ � T ′λ ���.��� �
� ������ �	�	�(� ��0	����� 

	��	� ���	�� T ′λ � 
 	��	� ��	���� Tλ� 3 �	������� ������� 
 ���� 1�
��#�����
������ 
(�	������� �	#����
	 Y (T ′λ)·Y (Tλ) = 0� 9���	"���	 �	#�	 �	��'��� �����
������� 
 �����#����� ���	�� � ��	���(� ��	 ���	 g �	#�� �(� �������
��� 


��� g = p · q� ���	 ��%���
�.� �
� ��'����(0 ������ �	�	�(� ��0	����� 
 	��	�
��	���� T ′λ � 
 	��	� ���	�� Tλ �� �		�
����
���	� 
 �	������� ������ �( �����
Y (Tλ) · Y (T ′λ) = 0�

• ������ ���� (�"��%������  � )
�����* � ���� ��� ��� ��
�+� T ′λ "��)�����*
� ��
�+� Tλ ��&����� "�%���� ��� q · p = p′ · q� ��� )���� � � ������,��
�� ��� ���� � �� �#� ����
+� � Tλ  � ��#)� "�"���� � �� ) ��%��) T ′λ�

��� ��������	�
�� ����� �������
���� ��� ������ �
�������
���� ���

i ����� 	�
���� ��	 ����� {a(1,k), . . . , a(i,k)} � k��	 ������� Tλ� ��
���� � ������� j
������� Tλ ������ ������� 	���� ���� 	�
��� ��	 {a(1,k), . . . , a(i,k)}� � ���� ��� � !"�
	���� ���#��������$ ������ ���� ������ � �����	 a(i,j)� � � ���������� ���
� (i−1)�
%���	 ����&�	� 	� #����� � #����������'� � �����������
� #������

�$ � #�	��
(�' �#������
�) #������
���� q ·p′ ������� Tλ * ���
����
�$� %�� ��� #������
����
p = q · p′ · q−1 #��
����+�� H(Tλ)� ������� �& ���,��!"�

�����	
�� ������ -�� 	
�+����� ������ T ′λ� �	�'(� .��	� λ  r� ��&�������$ 
�
������ M(Tλ) ������ T ′λ ∈M(Tλ)� ������� ������
� #�������� ��� � �" � #�	�(�'
��� �#������
� #������
���� p′ ∈ H(T ′λ) � q ∈ V (Tλ) #������$��$ � ���
�����

�' ������� Tλ� - /��	 ������ ��		����&����� 0
��� #������

�� #� ���
����
�)
������� Tλ � #� �'��) ������� T ′λ ∈ M(Tλ)� � ���� #������ ���,���"� ��$&�
� �����

���
�$	�

Y (T ′λ) = q−1 · p−1 · Y (Tλ) · p · q = q−1 · p−1 · Y (Tλ) · q , ��� � 1"

�&���� p ∈ H(Tλ) � q ∈ V (Tλ)" � ��$ ���� ��		����&������ ����	�������� 
������
���$ ������� ������
���
����� ��� ��� 	� �	��	

Y (T ′λ) · Y (Tλ) = q−1 · p−1 · Y (Tλ) · q · Y (Tλ) = δq αλ q
−1 · p−1 · Y (Tλ) = 0 . ��� �23"

������� �� 4����� M(Tλ) 
� $��$'��$ ������	� /�������
�
����� - ����
�����
��$ 
������� ������		 0
�� λ  r ��(�����'� ��� ����������� ������� Tλ �
T ′λ ������ ��� T ′λ ∈ M(Tλ)� 
� Tλ /∈ M(T ′λ)� 5���	����	 #��	�� ��� ���
����
�
������� �	�'(� .��	� λ = [3, 2]6

Tλ =
1 2 3

4 5 , T ′λ =
1 3 5

2 4 , ��� �2�"

������� ��$&�
� ����
���
�$	� ��� � �"� ��� q = (2, 5)� p′ = (2, 4) · (3, 5) � p = q · p′ ·
q−1 = (2, 3)·(4, 5) � #�/��	� T ′λ ∈ M(Tλ)� %�	 
� 	�
��� Tλ /∈M(T ′λ)� ��� ��� �	�'��$
��� ����� � � �� ������� ���#�����'��$ � ��
�) ������ Tλ � � ��
�	 ������� T ′λ7 �
��$&� � ��	 ������
� 
� ��(������� ��� #������������
� #������
���� p ∈ H(Tλ) �
q′ ∈ V (T ′λ) ����� ��� T ′λ = q′ · p ·Tλ� 8�����
� 8�������' � � 9�		� ����� 	� �	��	
Y (Tλ) · Y (T ′λ) = 0� ��
���� ��		����&����� 0
��� #������

�� #� ���
����
�	
�������	 ��� �2�"� 
� ������
���
�� ��� ��� �	
�+�$ � � �����	 #��$���� �#$��
+� � ���� 8�������$ � � 9�		� ������ 	� �	��	 ����
���
�$ ��� � �"� ��� � 1" �
��� �23"� �& ������ �������

Y (T ′λ)·Y (Tλ) = −α[3,2] (2, 5)·(4, 5)·(2, 3)·Y (Tλ) = α[3,2] (2, 4)·(3, 5)·Y (Tλ) = 0 , ��� �2�"

��� ��
���
�� α[3,2] = 5!/5 = 24 �#�����$���$ #� .��	��� ���,�,2"� - ��� �2�" � #������

�	 ����
���� 	� #��
���� ���
�#�&���' (2, 5) 
�#���� � ���#���&������� #����	
��+������	 �& ���,���"� ������� � ��

�	 ������ #��
�	��� ���6 (2, 5) · Y (Tλ) =
−Y (Tλ)�

• ������ ���� 	
��
��� ��������� ��������� ��������� � ��� ���� ��
� !�
�!� �����
�"���
�� Y (Tλ) � Y (T ′λ)� ��#���� �� ��$!�%�� ���������

:���� �����	� ��		����&������ 0
��� #������

� #� ���	
���	� ������

�� �	��� #����
���� 
� ��� ����� ���� #��
�) �����	�) ���	#���
���� ��
����



��� ��� ��������	�
�� ����� �������
���� ��� ������ �
�������
����

������	
 �� ������� � ��� ��������
 � ��� ������� � ����� ����� �� ����� ����
���� �	�����������

������	
� �� � ������� � 	����� ������ ��� �
 !���� ������	�����	� "���
Y (Tλ) � !���� x ∈ C[Sr] � ������ ������#���� $��� $%�&�%&'' Y (Tλ) · x · Y (Tλ) =
αλ(x) Y (Tλ)� ��� αλ(x) ( )����)���� ����� *���� ������ x ��)��� ��� )��������
αλ(x) = 0� +����� ����,�
 ��� ����� ������� ������#���
 ��	��� $�� ����' �� x�
� �������� ��� ������ 

Y ′(Tλ) = x · Y (Tλ) , Y ′′(Tλ) = Y (Tλ) · x , $%�-�.&'

��) ,�� )�) � ������	�����	 "��� Y (Tλ)� �	���	/������ ������������� *	�
��)�� ����0�)�/�� �� � ���� � ��	�,���� � ������	�����	��� Y (Tλ) � Y

′(Tλ)
$��������������� �	�� � ���� � ��	�,���� � ������	�����	��� Y (Tλ) � Y

′′(Tλ)'�
�������!� �� ��)�� ��	����� ��	��� $�� �� � ������' 	���,���� � $%�-�-' ��
���
���
� ��� � ������ ����������� E(Y (Tλ)) = α−1λ Y (Tλ) ����� �����������
���������� αλ(x)

−1 Y ′(Tλ)� � ���	�� $�� �	�� � ������' 	���,���� � $%�-�-' ��
���
���
� ��� ������ E(Y (Tλ)) ����������� ���������� αλ(x)

−1 Y ′′(Tλ)� 1����

����0�)�/�
 �����
�� $��� ��,�' ������ ������	�����	 "���� ����	���� � ��
������	�� � ����/��� ������� �	�������� ���

��� ������	
��� �� ����������� ����������� ������������ ����������� ������� ��������
��� ������ ����������� ������� Tλ � T ′

λ� ������ ���� � ��  � !��� λ� "����� ����� �
#���#�� $��� ���� ������� %�# � � � �#�������� #� ��� #���#� ������� &��� λ � ��
������ � ������ ���� #�������� (i, j)� ��� i ' ���� ����#�� � j ' ���� ������� � λ� (���� 1 �
����������� �������� Tλ � T ′

λ ������ ������������� � #���#� (1, 1)� �� ���� � �����	 #���#� �����	
����#��

����������� ����� ����� ���	��
�� ��	���
� �
�� 	 ���������� ����
��� Tλ 
 T ′
λ 	 ����

��� ����� ��	� �����	�� ���
���  ���	��� ���� ���	�� ����
��� ��� �
�� 	���
���� 	 i��
������ 	 ������ (i, j)� 
 ��� ��	�� k ��� ����
�� Tλ 
 ��	�� k

′ ��� ����
�� T ′
λ� !�
 k′ > k� ��

����� "�	��
��� ��� ���������� ����
�� T ′
λ ���������	 ��� ���������� ����
��� Tλ�

)�� ����������� ������� Tλ� ������ �����#���� !��� λ� ���� ���� ���������� �����������
�� ����
���� # ��#�� ������������� �����	 ������# ��������� ������� ���������#� ����
� ��������� ��$��� $��� ������# ������ �������� 
�������� *���� ��� � ����������	 �������
T ′
λ� ����������	 ��� ���� ������ �������� Tλ� ����� ����� ����������� �� �������� �� ����
������� ����� ����������� ����� (1, 2, ...,m1) � ����� ������� ������� λ� ����� ������ m1�
���� ����� (m1 + 1,m1 + 2, ...,m1 + m2) ����� ����������� �� ����� ������� � ������	 m2 �
��# ������ "������������� � ����������	 ������� Tλ� ��� #�����	 ����� ����������� ��� ������
������� T ′

λ� ����� ����� ����������� �� ����#�� +�����#�� ��� ���� ��� ������# ������������
��������������� ����#� ��� ����������� ������� ������ ���� � ��  � !����

����	�
�� �� ,� �� � ������� ���� ��� ��#����������� -���� ����� ��� � �� �����������
��������	 !�#�� +���� � ����������	 ������� Tλ ����� ����������� �� �������� � ������� λ  
r ���� n ��������� �������� ����������� ������� Tλ′ � #������ ���������� �� Tλ ������������
���� �������� ������ � ������ k + 1, k + 2, ..., n� .�#� ������� ������� Tλ′ ������� �� k < n
������ �������� ������� Tλ� �� ���� Tλ′ �#������ � ������� Tλ /������� λ′  r′ �#������
� ������� λ  r � r′ < r0� +������ �� ������� Tλ � Tλ′ ������������ &��� Y (Tλ) ∈
C[Sr] � Y (Tλ′) ∈ C[Sr′ ]� ��� ��������� Sr′ ��� ��� � Sr ����������� ������� .����� �����������
�� ������

Y (Tλ) = (αλ′ )−1 Y (Tλ′) · Y (Tλ) . ��������

��#� � $�� �� ������� "������� ����������� /1�2�330 � ���

Y (Tλ′) = Q′ · P ′ , Y (Tλ) = Q · P .

��� ��������	�
�� ������������ ������� ������������ �
�� ���

• ������ ���� �	
 ������������� ����� ��������������� ���	���

T[2,1] =
1 2
3

, T[2,1]2 =
2 3
1

,

��������� ���������������� ���

Y (T[2,1]) · Y (T[2,1]2) = 0 , Y (T[2,1]2) · Y (T[2,1]) = 0 .

����� λ = [λ1, . . . , λm] 	 μ = [μ1, . . . , μk] 
 �� �	������� ���� λ  r 	 μ  r�
��������	� ���������������� �	�� (μ1 − λ1, μ2 − λ2, . . . )� ���� �	���� μ > λ�
��	 ����� � ������ ���� �������� μh− λh ���� 	������ ���� ��!  �����	���
��� �	������� λ �!����� � �	������� μ 	 �	���� λ ⊂ μ� ��	 λ ��������� 	� μ
��"�������	� �!�����# !���!� $���	�� ��� μ > λ � �������� ��� �	������� λ
�� � "��� �!����� � �	������� μ� %���	��� ����� μ = (3, 1) 	 λ = (2, 2)� �����
μ > λ� �� λ ⊂/ μ�
&'�����	��� ���� �������� !��"	�������� (����

����� ����� ����� Tλ � T ′λ′ � �	
 ������ ����� ��
���
 ����	
���	
���
�����

λ = [λ1, . . . , λm]  r , λ′ = [λ′1, . . . , λ
′
k]  r ,

� ����� λ′ > λ �� λ′ = λ �������	�
� λ′ ≥ λ�� ����� 	���� 
�� ���� �� �
���!
��" �	�" ��	
�#�
��$%
&�� '��
��	��� �	� ����(��" (���� )�����
 ��"�� �� 	 ����$ ����)
 T ′λ′ � 	
����� �����
 Tλ�
*�� λ = λ′ � ���
��	��� +
�
��� p ∈ H(Tλ) � q ∈ V (Tλ)� � )�����"���

T ′λ′ ≡ T ′λ = (q · p) · Tλ . )*����+,

������	
��	��� ������� 	�� ��� ���� ��	 ��, � ����������� -���� ��
�	���� ��#���.	�� � !��!�# ����/ ����!	 ��"�	0� T ′λ′� ��� �� ������������� �
�����# ����"0�# ��"�	0� Tλ� ��1���� ��.����� 1���� q1 ∈ V (Tλ) ��!�/� ��� 1�	
�	��� "���� ������������� � ����/ ����! ��"�	0� q1 · Tλ 	 ����������� λ1 ≥ λ′1�
-�! !�! λ′ ≥ λ )�� ��� λ′1 ≥ λ1,� �� λ

′
1 = λ1� 2	���� ��#���.	�� � !��!�# �����/

����!	 ��"�	0� T ′λ′ ��� �� ����� ������������� � �����# ����"0�# ��"�	0� Tλ
	 ������������ � �����# ����"0�# ��"�	0� q1 · Tλ� ��1���� ��.����� 1����
q2 ∈ V (q1 ·Tλ) = V (Tλ)� !�����/ � ������ �	��� � ����/ ����! q1 ·Tλ 	 ����������
�� �	��� �����/ ����!	 T ′λ′ �� �����/ ����! ��"�	0� q2 · q1 ·Tλ� -�!	� �"������ ��
	�� λ2 ≥ λ′2� $����  � 	� �����	� λ

′ ≥ λ )� ����� λ′1 = λ1, �� ������� λ
′
2 = λ2�

������ �� 1�� ���0���� �� ������/ ����!	 λ′� �� ��#��	� 1���� qk · · · q2 · q1
��!�/� ��� �	��� ������/ k3/ ����!	 ��"�	0� T ′λ′ "���� ������������� � k3/ ����!
��"�	0� qk · · · q1 · Tλ 	 λ′k = λk� 4�� �������� ����!� ��"�	0� Tλ� 	��� λ > λ′� ���
����	����	� λ′ ≥ λ� -�!	� �"������ m = k 	 �� 	�� �������� λ = λ′� !�����
��������� ��� ! ������ �� 5��!� k 
 �	��� ����! � �	������ λ = λ′ 	 �����
q = qk · · · q2 · q1� ����� ��"�	0� q · Tλ 	 T ′λ′ ≡ T ′λ 	��� �   �	��� � !� ��/ ����!

������������	 �
� ��� ��� ����� ������������ ������������ q ����������� V (Tλ) �� ���� �����
�������� �� ������� Tλ � �� �	��� �������� ��������� � ������������	 ���������	�	 �� �������

p · Tλ�



��� ��� ��������	�
�� ������������ ������� ������������ �
��

��� ��� � ����	
�� k�� 	
��� ���� ������ ����� �� m 	
�� 
������ Tλ� � ���
�	
������ � ����� 	
���� ������	���� 
� �� ��������� �
� ����� ���	
������
p ∈ H(Tλ) 	������ 	 	��
��
	
������ ���	
������� p′ ∈ H(T′λ)� ��� T′λ = σ · Tλ� 	
����� � 	��
��!���� p = σ−1 · p′ · σ� 
� �	
 �� ����� H(T′λ) = σ ·H(Tλ) · σ−1"

• ������ ��� ��	
��� �	������� P 
 Q ��� ����
�� ���� T′[2,2] =
1 3

2 4 =

(23) · T[2,2]� ������
�� ��� ���� ������ !� �������!!

P (T′[2,2]) = (23) · P (T[2,2]) · (23)−1 , Q(T′[2,2]) = (23) ·Q(T[2,2]) · (23)−1 .
��� ��� ����� 
������ Tλ � T′λ� ������� ���� � 
� #� $��� λ� 	������ ��� 	

����� ����
��� ���	
������� σ ��	�� � ���
���% T′λ = σ·Tλ� 
� � 	��� 	��
��!����
&'"("�)*� &'"("�+* 	��
��
	
������ 	����
���
�� ,��� ���#��
	� ��� ����
���� 	 ����� � ������������ -��������
��	
�

Y (T′λ) = σ · Y (Tλ) · σ−1 . &'"("��*

• ������ �""� ���#$�� �	�������
�� �������!� 	�%�#��� ��� 	� ��$� ����
���

T[2,1] =
1 2
3

= σ1 · T[2,1]1 , T′[2,1] =
1 3
2

= σ1 · T[2,1]2 ,

�������� �
�����
#���������� ���#����� � Y (T[2,1]1) 
 Y (T[2,1]2) 
# ������&!�
'���$���
 ������
�� � �����((!!

Y (T[2,1]) = σ1 · Y (T[2,1]1) · σ1 = (1− (13))(1 + (12)) ,

Y (T′[2,1]) = σ1 · Y (T[2,1]2) · σ1 = (1− (12))(1 + (13)) ,
&'"("�(*

��� � 	����) �����) �� 
�	��#����
 ����������� ���#�����
� (ij) ���
�����	�#
�
*+ σ1 = (12) 
 σ1σ2σ1 = (13)�

�����	
���� ����� ����� Tλ � T ′λ′ � �	
 ������ ����� ����	
���	����
 ����
������� λ  r � λ′  r� ����
� ��
���� �	� ���� �� ������ (1, 2, . . . , r)� ������

��������� 	 ���� �����
 T ′λ′ � 	 ����� �����
 Tλ! "������ #$!%!&&' ����(
�

Y (Tλ) = Q · P , Y (T ′λ′) = Q ′ · P ′ . &'"("�'*

)����
P ′ ·Q = 0 , Q · P ′ = 0 , &'"("�.*

�
Y (T ′λ′) · Y (Tλ) = 0 . &'"("�/*

�������������� 0 
������� T ′λ′ � Tλ ����
	� ��� �������� ��	��� 	��#�� s �
k� ��
��� ������
	� � ����� 	
��� T ′λ′ � � ����� 	
����� Tλ" 1�-
��� 
��	�����
��� (s, k) �������#�
 ����������� � H(T ′λ′) � V (Tλ)" ������ ���
���� 
�#��	
��
(s, k)2 = e � 	��
��!���� &'"("+*� � 
��#� ��
��	
 δ(s,k) = −1� �� ��������

P ′ ·Q = P ′ · (s, k)2 ·Q = [P ′ · (s, k)] [(s, k) ·Q] = −P ′ ·Q , &'"("�2*

�
���� 	�����
 ����� ����	
�� � &'"("�.*� �� ��
���� 	 ���
�� ���	
�������
&'"("�'*� 	��� #� ��
����
 �	����� &'"("�/*" 0
��� ����	
�� � &'"("�.* ���������
	�
	 ����� � ��������� ����������� &'"("�2*"

��� ��������	�
�� ����� �������
���� ��� ������ �
�������
���� ���

����� ����	
�� ������������ P � P ′ ������ Tλ � Tλ′ �����
� ����
���
��� P = P ′ ·P � � ���
���������� �
��������������� Q � Q′ � ��� Q = Q′ · Qk+1 · · ·Qn� ��� Qi � �
���������
����� 	���� � i�� ������� ������� Tλ� ��� ��� 	���� � �������� ������� Tλ � 
����� � > k 
�
���������� � ������� Tλ′ � �� � ��� P ′ ·Q� = Q� · P ′� �� ��!

Y (Tλ) = Q · P = Q′ ·Qk+1 · · ·Qn · P ′ · P = Q′ · P ′ ·Qk+1 · · ·Qn · P =

= Y (Tλ′) ·Qk+1 · · ·Qn · P = (αλ′ )−1 Y (Tλ′) · Y (Tλ′) ·Qk+1 · · ·Qn · P = (αλ′)−1 Y (Tλ′) · Y (Tλ) ,

	�� � ���������� "#�$�%#&�

���������	� ����� ����� ��� ��	
�	��
�� �	���� Tλ � T ′
λ ����� ��
� � �� �� �����

λ� � ����� �	���	 T ′
λ ����
����� 
	� �	����� Tλ� ����	 ���������� ��	 ����	� �������


	��� �� � ��
�� ������ �	���� Tλ � � ��
�� ������ T ′
λ�

������	
��	��� '������� ���!���(� ����� )�� ����
�
�� 	���� � �������� Tλ � T ′
λ � �����*

������ ����� 
�)����� 
�	�
�� � )����*� )����� �����	�(+���� 	���� ���
����� � i�* ������� �
������ (i, j)� � �
� ���
� k ��� ������� Tλ � ���
� k′ ��� ������� T ′

λ� ,��� ���
����
�� �������
T ′
λ ���
��!�� 
�� ���
����
�* �������* Tλ� �� � ��� k′ > k� ��� ��� ��� 	���� � )�����!+��

� (i, j) ������� � ������� � )����* )� i�!( ! ������ Tλ � T ′
λ ���)����� � k′ > k� �� 	���� k �

���
����
�* ������� T ′
λ 
� ���� ����+����� � ������ i� � ����
� 
��������� � ��
�* �� )�����

�!(+�� ����� � 
���� i′ > i� 
�)���� � ������ (i′, j′)� )��	� ����
� ��)��
����� 
�����
����
j′ < j "�� '��� #�-&� ����
�  �� )�����
�� 
�����
����� .�*��������
�� ���� �� � ���� j′ ≥ j
"�� ����� ������� j′ ���)��������� ���� )����� 	� ������� j� ���� ���)����� �� ������� j&� ��
����� ��� ��	
�	��
�� ������� T ′

λ ��)��
����� �� 
�����
���� k′ ≤ s < k� ��� s / 	���� � ������
� ������
���� (i, j′) � 	�� )��������	�� ��
�	���
�! )���)�����
�( k′ > k� .����� � ���! �����
	�� ��� )�����!+�� 	���� � ������� � )����* )� i�!( "�� ������ (i, j)& ���)����� ! ������ Tλ �
T ′
λ� � ������ i � ������ (i, j′) � ����� �������� ���)��������� ��
� � �� �� 	���� s "1 ≤ s < k&0 ��

'��� #�-� ���� ������� � )��!	��� 	�� ��� 	���� s � k ���)�����(��� � ��
�* ������ �������
Tλ � � ��
� ������� ������� T ′

λ� 1�� � ����������� ���������

Tλ =

...

�

�

�

j′ j

i

1

s k

T ′λ =

...

�

�

�

j′ j

i

i′

1

s

k

k ′

���� ���	 ���������� 	
���	  ��
��� k� k′ � s � ���������� ���
���� ���� Tλ
� T ′λ�

��
�	��
 ������ ,��� ���
����
�� ������� T ′
λ ���
��!�� 
�� ���
����
�* �������* Tλ� ��

������
� 2�������
�� ����� � ����� � ���

Y (Tλ) · Y (T ′
λ) = 0 . ��������

���
����
 �� �!��� �
��� ���
����
�� ������� T ′
λ ���
��!�� 
�� ���
����
�* �������* Tλ�

3 ���! 4�������� 5 � 6�� ������ ���� ������ ��� 	����� ������� 
�������� � ��
�* ������
������� T ′

λ � � ��
� ������� Tλ � ����� ������
� 2�������
�( ����� � ��)��
�
�� � "#�$�%$& �
���

Y (T ′
λ) · Y (Tλ) = 0 , ��������



��� ��� ��������	�
�� ����� �������
���� ��� ������ �
�������
����

�� ���� ��������	
���� T ′
λ � Tλ � 	
���� �������
����� ���� �
����
 T ′

λ � ������� ��� ������

����� ������
���� p′ ∈ H(T ′

λ) � q ∈ V (Tλ) ���� ������ !! ���������"  ��
��
����� �
����� Tλ�
# $��� ���%
� ��������	
���� &��
� ����������� �� ��
��
����� �
����
� Tλ � T ′

λ� ����
���
��
��� ���'�((!� �"	
�� ������)���"�� ������*! � ��" ��� ����� ����� �
����� �����+,!� �������
������ � ���� %�� ������ �������
������� ��" Y (T ′

λ) � Y (Tλ) �
��)
���"�
#������" ������ � ����-����� ������� ��������	
���� &��
� ����������� �� ��
��
�����

�
����
��

���������	� ����� ����� Ta,λ (a = 1, . . . , f(λ)) � ��	
� ��� ����������� ��	���� ������

�
��� ��������� ���� λ  r� ��� ��	�� Xa ∈ C[Sr] (a = 1, . . . , f(λ)) ������ X ′
a ≡ Xa · Y (Ta,λ)

�������� �����
 � ����������

����	�
���
��� .��
-�� $��� /
�� �� ���������� 0���� �%��
��� %�� �
��� Ta,λ ����"��%��
�
�� %�� Tb,λ ���������� �
� Ta,λ� ���� b > a� 1���� ��������� �����
��� αa� �� �� �
��� �����
�
���� %��

α1 X
′
1 + α2 X

′
2 + · · ·+ αf X

′
f = 0 , ��������

��� ��" ��
������ �� ����-��� f(λ) = f � 1���2����� ���

 �
 ��� %
��� �
����
 �����+ !
������������ ��������	
���� Y (Tf,λ) � ������	����" ���'�'�! � �����+�!� # ��	����
�� ����%���
%�� αf X

′
f = 0� �� ����� αf = 0 � ��
�
���� αf X

′
f �� �����-���"  �����+ !� 1���2����� �
��� �


��� %
��� �
���� �����+ ! ��������	
����� Y (Tf−1,λ) � ������	����" �����+�! � ���� %�� αf = 0�
# ��	����
�� ����%�� αf−1 = 0 � �
� �
���� 1�����-
" $�� ���������� �� ����%��� %�� ��
��$/������� αa  �����+ ! �
�� ����� � �����
������ $������� X ′

a ≡ Xa · Y (Ta,λ) "�"���"
����2�� ��	
��������

3	 4���-����" ����� �������� %�� ���� ���
�� LTa,λ
� LTb,λ

�� �������
���"� ���� a = b�
0���� ����� �	 	
����2 �������
������� ���'�(*! ��������	
����&��
� ����������� �� �
����
�
Tλ � Tλ ′ � �
	��2 /����2 λ = λ ′� �������� %�� LTa,λ

∩LTb,λ ′ = ∅ ��" ��� a, b� 4%���
" �� ��
	
����
�)�� 
 �
�-� ��� %�� %���� f(λ) ��
��
����� �
���� Ta,λ� ������� /���� λ  r� ���
�
��
� �
	��������� ����� ���
�
 LTa,λ

�$�� ������� �	 ��
����" ��-���� ���'�+'! � ���'�+�!!� ��
	
���%
��� %�� ����������� &��


E(Ta,λ) = α−1
λ Y (Ta,λ) , ��������

����������� �� ��� ��
��
����� �
����
� Ta,λ� ��� λ ������
�� �� ��
��
��� &��
 λ  r
� a = 1, . . . , f(λ)� ���
	��� ������ ������� ����������� �	���� ������
 �����
���" ������ 
��� ������� �
� $�� �	��-���  5
��%
��� �� �
	���
 �����!  
������ C[Sr]� 6
��� ���
	���
����� �
	��-���� ��� ���� ���
�
�!  ���'���! "�"���" ���
������� 7��
�������� ������
�
	��-���" ��� ��
�� ���
�
�!  ���'���! ��������������" 
�
����%��� # �
����2)�� �� �����
����-�
�� ������ �
	��-���"  ���'���! �� ���� ���
�
�� #�� ����� ������� ����� ���
���"
��-� ��" $���� �
	��-���"� ����� �������"��" �
 ���%
2 �
	��-���" �� ��
�� ���
�
��

1������ ������� ����������� �����+8!� ��-�� ��
	���� ����	�"�� ���'���!�  ��� /������
�
	��-���" �����%���� $������
 e �� $������
� ���� ���
��� ����-������ E(Ta,λ) ���
����
� �����'9!!:

e =
∑
λ�r

f(λ)∑
a=1

Xa,λ ·E(Ta,λ) , Xa,λ ∈ C[Sr] . ������	�

;
� ��
	�
���� �)�  5
��%
��"� 9 � '� �� �� ����������� E(Ta,λ) "�"���" 	
���� �������
�
������� <��
��� ����
��� �����+*! ����  �"	� � $��� ��� ������)���2 ������! �	 �
	��-���"
�����'!! ������� �������
��� ����/��
��� �����+'!

E(Ta,λ)→ E′(Ta,λ) = Xa,λ ·E(Ta,λ) , ������
�

�����
" �
�� 	
���� �������
����� ������� ������������ 1�"����� �
��� ���
	�� ��" �
��2
����/��
��� ��-�� "�� �%���"�� ��$//������� Xa,λ�

#�	���� ��" ��������2 ����
���&��
 λ  r ������������ ��
��
����� �
����� Tf,λ �	����
f = f(λ)! � ����2����� ���

 �
 ��� %
��� �
	��-���" �����+*! ������������ E(Tf,λ)� # ����
�������
������� $���� ����������
 � ��� ����������� E(Ta,λ′)� ��" λ′ = λ� 
 �
�-�  ���� ���
����)���2 E(Ta,λ) · E(Tf,λ) = 0 (∀a < f)� ������� ������� �	 ��������
��" Tf,λ� �� ����%
��

��� ��������	�
�� ������������ ������� ������������ �
�� ���

Tλ =

...

�

�

�

i

k

σ−→
...

�

�

�

σ(i)

σ(k)

= T ′λ

���� ���� �������� ��	���
���� σ �
 �
����� ���
� Tλ → σ · Tλ�

	
��	� ��
��� Tλ� ��� �����
��� ���
� i� ����� ���
� σ1(σ2(i))� ��� ���� �
�����
�������� ��� �
������ σ ∈ Sr �������
 !� ���
 � ��
��� "���  �� �� 	
��	��

� �������� 	

�����		 ���
������ �������	�� ������ ������	� ���	������	� q · p �� ���
	�
T[2,1]2 =

2 3

1
� ����� p = σ2 	 q = σ1 � �������������� ���	�����
���� 	 ����	��
���� ��������

����	 ���
	� T[2,1]2 � � ����
����� �� 	����

p · 2 3

1
=

3 2

1
=⇒ q · p · 2 3

1
= σ1 ·

3 2

1
=

3 1

2
. ��������

 � ���� ����	��
���� ������������ q �� ����� ������������ (13) � ����	��
���� �������������

������������!�� ���
	�� ����	�"�� � ������ ����	 ������� ��������� � #$�%�&'(�

#���� ��� ����$���
���� ���������	� p ∈ H(Tλ)� ����������� �� ��
��� "��
Tλ � ��%����!&�� � Tλ� �������
 !� ���
 � ����	� ���% ��
����  �����	
�'
��� ���������	� q ∈ V (Tλ) ( � ���
��� ��
��� Tλ� )�
� ��
�� T′λ ��
����� 
�$ ��
��� Tλ � ����&�! ���������	� σ ∈ Sr� T

′
λ = σ · Tλ� �� �
������ p ∈ H(Tλ)

� q ∈ V (Tλ) �� $�� � ����������!&��� �
������� p′ ∈ H(T′λ) � q
′ ∈ V (T′λ) ����'

�����

p = σ−1 · p′ ·σ ⇒ p′ = σ · p ·σ−1 ⇒ H(T′λ) = H(σ ·Tλ) = σ ·H(Tλ) ·σ−1 , *��+��,-
q = σ−1 · q′ · σ ⇒ q′ = σ · q · σ−1 ⇒ V (T′λ) = V (σ ·Tλ) = σ · V (Tλ) · σ−1 . *��+��.-
�� ���� ������/���� *��+��,- �
 ��������� H(Tλ) *�
 ��������� ����
�$���-�
0�$���� 
!��!� ������� k'�!� ����	� � ��
��� Tλ� � 	�����% ����
�!�� ���

(i1, i2, . . . , iλk)� ���
� ��������� ���������	� σ ∈ Sr 	 ��
��� Tλ �� ��
����
��
��� T′λ = σ · Tλ� � k'% ����	� 	�����% ����� ��� �� ���
 (σ(i1), . . . , σ(iλk))�
���������	 p ∈ H(Tλ) ��%������ � k'�! ����	� ��
��� Tλ �
���!&�� ���$��

(i1, . . . , iλk) → (ip(1)), . . . , ip(λk)) , p =

(
i1 i2 . . . iλk

ip(1) ip(2) . . . ip(λk)

)
. *��+��1-

2����������!&�% �
����� p′ ∈ H(T′λ) �������
 �� ���
 (σ(i1), . . . , σ(iλk)) � �����
���

p′ =
(

σ(i1) σ(i2) . . . σ(iλk
)

σ(ip(1)) σ(ip(2)) . . . σ(ip(λk))

)
. *��+���-

��
�$� �� *��+��1-� *��+���- � ����
�� ����3��� *����,-� ������

σ−1 · p′ · σ =

(
σ(i1) . . . σ(iλk

)
i1 . . . iλk

)
·
(

σ(i1) . . . σ(iλk
)

σ(ip(1)) . . . σ(ip(λk))

)
·
(

i1 . . . iλk

σ(i1) . . . σ(iλk
)

)
=

=

(
i1 . . . iλk

ip(1) . . . ip(λk)

)
= p .



��� ��� ��������	�
�� ������������ ������� ������������ �
��

��� ���	�
� ������������ EP [r]� ��������������
� ����	���� E2
P [r] = EP [r] � �����

����������
� ������� �	
�� ��������� �� ��	�� ������ ���	�� r

T[r] = 1 2 . . . r .

• ������ ��� � �	
���� �	������	 �������� ��� �	��	�	 �����������	���

������ ��� Y (T[13]) � � !"!�#$ ������� �� %����& ��� Y (T[3])� ���� ������'�����'�
�� ��� (�� �&��)�	�� ��� ���	�
� �	�������������� EQ[1r] = 1

r!
Y (T[1r])� �����

����������
� ������� �	
�� ��������� �� ��	�
� ������� �&����� r� ����(����� ��
�&��)�	�� � !"!�*$ ��� EP [r] � ����'� ������%��� σi → −σi � ��
���� C[Sr] ��!
	�)�$! +����� (�� ,���	� Y (T[r]) � � !"!�*$� ����� �����&��� ������� ����	 ���
���- ,���	��� 
����& Sr� ���� ���
�� ������� ����	 ��� ���- r! �������	����
	����� (1, 2, . . . , r) � ������ T[r]!

• ������ � � � �	
����! ��	 �	��"# ���������������	� EQ[1r] �	�$������ ��
�	��	�	 �����������	�� EP [r] �����	# σi → −σi� %�	�����! ��	 Y (T[r])
� �������� &�	 �$��� ���' r! &������	� �� ��$��" ��������	�	
 Sr�

�������� ��� ��	
� ������� ����� 
���� ��������������� �
��� ���� ������� �� � ����
���������
�� Ỹ (Tλ) = P ·Q �����
��� � ����������  �!�� ������ �������
�" ������ �#� ����$� ����%
�"� ! ����� ����� ��������
#� ��������
��� � C[Sr]� &����� ��
�!� ��������� ��� ���
"���

��� �������
�� 
����� ��������
��� �������� �� ����
��'�� ���������
�� (��� ��������
���� ��%

�$���� ��� ����
�
�� ��	�� �#�� �#���
�
� � ��" 
����� Ỹ (Tλ)� )��� � ���� ��� ������������%

�# ��" ����
#� �����* �
�� T̃λ̃ ��"��
# � ���������������� �������� � ����$�+ �������,����
φ � ������� C[Sr]� ��� !������ �+��" �������
��!� σ ∈ Sr ����
"���" 
� (� 	� �������
��!�
�
�	�

+ 
� �� ���
����- σ → σ δσ� )�" �����+$�� .�!����� ������
�� ���
�����*��� (���
�������,��� �����#�����" � ���� φ(σi) = −σi � ������
� �����
"�� �������"+$�� ����
�'�
�"
�������� ��" ����# Sr� )�

#� �������,��� φ ��������� �������������� P ��" �����*# Tλ � �
%

��������������� Q̃ ��" ����
�� �����*# T̃λ̃� � �
���������������� Q ��" Tλ / � �������������

P̃ ��" T̃λ̃� &����������

� ��" ��������������� �
�� �# �������

φ(P ·Q) = Q̃ · P̃ ⇒ φ(Ỹ (Tλ)) = Y (T̃λ̃) .

0��!� ���������
�� �
�	����� ��������������� �
�� ���� Ỹ (Tλ) 
���� 
� ���������" �� ���%

������
�" 
����� ��������������� ��������� 1 ����
��'�� �# ���� ������ ����!� 
���� ���%

������������ ���������

.���	� ������ � ��������	�� �������� 
����& �������	���� 	� �������- �	�

�! /������� 	�)����� Mλ ���- ������ Tλ� ��������������- ��	�� � ��� )�
���
��� �	
� λ = [λ1, . . . , λm]  r� �� ���' �����- ��	� � �� )� %��� λ ������
(����� ����- ������ ���	� r!� ������'�� ������ r! �������� ����������	�� r (����
(1, 2, . . . , r) � ������- ���
��& λ$ � �������� 	� 	� �������� 
����& ��������
	���� Sr �������� ������! 0������	���� σ ∈ Sr� ����		�� � � !�!1$� ���������
	� ������� Tλ ���� (�� ������ � ������� � ������� 	�-������ (���� i ∈ {1, . . . , r}�
	���� (���� σ(i)� �! /��!  !�! 0�� ,�� ������� Tλ ����-���� � 	���� �������
σ · Tλ = T′λ ∈Mλ!
0��(���	�� (�� ��� �����& ��� �������� 
����&� ����)�		&� � ������� �������

������ (���� �	�
�� � ��		� ���(�� �&���	�	&! 0�,��� � ������� σ1 ·σ2 ·Tλ� � ���

��� ��������	�
�� ����� �������
���� ��� ������ �
�������
���� ���

�� �������	 
����
�� E(Tf,λ) = Xf,λ ·E(Tf,λ) � ������
����� � ���������� �������	 � � ��������
��� �������	 ����� �����
��
�� E′(Tf(λ),λ) �� ����� ������
� Xf(λ),λ = e �� ���� �������
λ  r� ������ 
����� � ���������� �������	 
��� � 
� !����"  �
���� ���
��
�
�#$
 �� �
���%
�������� &��� λ  r

e = · · ·+
f−1∑
a=1

Xa,λ · E(Ta,λ) + E(Tf,λ) + . . . , Xa,λ ∈ C[Sr] , ��������

�� f = f(λ)" � ���%�
�#�� �� �'� !��
� �������	" ������(	 ������ ���#$)�� �� �����������$
�����
��
�� E(Tf−1,λ)� ��� ���������" �'����!����� 
�! ��� � ������(	" � 
� �� ��������� Xa,λ ·
E(Ta,λ) �� a < (f −1) ��!���#
 � ���# ��
����������
� �����
��
�� &��� �� ������ �������
&��� � � ���# ������������ �
����
��% 
�'��*� Tf−1,λ �� 
�'��*��� Ta,λ" �� a < (f − 1)�
+�� ,
�� ���$
�� �� ���������
� ���� -���!���� . ��/�	0 ��'� E(Tf,λ) · E(Tf−1,λ) = 0 � 
���
Xf−1,λ = e" ��'� �#)��
�#$
 �� �����
���� � p ∈ H(Tf−1,λ) � q ∈ V (Tf−1,λ) 
� ��" !
� Tf,λ =
p · q · Tf−1,λ � 
���" �������� �������	" �� ����� 
����
��

E(Tf,λ) · E(Tf−1,λ) = δq q
−1 · p−1 ·E(Tf−1,λ) . ��������

� ,
�� ��#!�� �� ���#!��� #��������

E(Tf−1,λ) = Xf−1,λ · E(Tf−1,λ) + δq q
−1 · p−1 ·E(Tf−1,λ) , ������	�

 �
���� 1� ���#�
  �,11�*���
 Xf−1,λ = e− δq q−1 · p−1� 2����" ���%�
�#�� �� �'� !��
� ������
����� ������(	 ������ �����
��
�� E(Tf−2,λ)� 3���#��� 
� ��"  � � ��/�" � ���� ����#)��
 �,11�*���
� Xf,λ = e � Xf−1,λ" �� ������ � �������	 ���#$)�%  �,11�*���
 Xf−2,λ� 4� ��
�'�����" �������� ,
# ���*�#�#" �� ��  ���� /���" #������ ������(	 ������ �� E(Ta,λ)" ���
������  �,11�*���
 Xa,λ !���� ����#)�� Xb,λ (b > a) � ������
����� �����  ���
�# 
����%
�����'"  �
���% ��������
 �������
� ���� ��� Xa,λ � ��� �����
��� �������	" �'���#$)�� ����#$
���
��# ������� ��
���������� �����
��
���

������� �  �!��
�� ������� ���
������ �����% ���
��� ������� ��
���������� �����
��
��
������
��� ��#!�% ����'�� C[S5]� 5�����!���� �'�#������ 
��� � 
�� �����
����
���� &���"
 �
���� ���
��
�
�#$
 �������� &��� ν = [3, 2]� 6#)��
�#�
 ��
� �
����
��� 
�'��*" ���$)��
1���# �������� ν = [3, 2]0

T1,ν =
1 2 3

4 5
, T2,ν =

1 2 4

3 5
, T3,ν =

1 2 5

3 4
, T4,ν =

1 3 4

2 5
, T5,ν =

1 3 5

2 4
.

��������
-��� 
�'��*�" ���������$)���� ������" ������#$
 �� 
�'��*���" ���������$)����� ������
7�� � �������
�" !
� 8
�������� ����� ������#�
�� � ���� �� ������������" ����
��������
� �������	� 9�������"�� !���� 1 � 2 �����
�� � ���% �
�� � 
�'��*� T1,ν � � ���� �
��'*�

�'��* T4,ν � T5,ν"  �
���� ������#$
 �� T1,ν � -���
��" !
� ��!
� �� ���� ��� 
�'��*" #�����
�!����� � �������	" ����
�� �'��
��� ��
#�*��" � ������" ���� Tb,ν ������#�
 �� Ta,ν �b > a	" 
�
�#)��
�#�
 ���� !����"  �
���� �����
�� � ���% �
�� � 
�'��*� Tb,ν � � ���� �
��'*� 
�'��*�
Ta,ν � :� �$!���� ��
�� ���� -���!���� (  8
�������$ ����� ��/�	 ��/� ����%" ���
��)�% ��

�'��* T1,ν � T5,ν " ����
�������� �� �������	� 2�%�
��
�����" �� �#)��
�#�
 �#� !����"  �
����
�����
�� � ���� �
��'*� 
�'��*� T1,ν � � ���% �
�� � 
�'��*� T5,ν � +�,
��# 
����
��

Y (Ta,ν) · Y (Tb,ν) = αν Y (Tb,ν) δab . ��������

���'������ �� ������� ��
���������% ���
��� �����
��
��" �������$
�� �� ���� a, b =
1, ..., 5"  ���� ����
������� ��#!�� (a = 5, b = 1)� 2�� ��#!�� (a = 5, b = 1) �� ����� ������
�
�� ������;	

Y (T5,ν) · Y (T1,ν) = αν (2, 4) · (3, 5) · Y (T1,ν) = 0 , ������
�

�� αν = α[3,2] = 24�
3�����
��� 
����� ���������� �������	 ����!���� ,�����
� e ∈ S5 � # ���� � ,
�� ����������


��� � � �� �
 �����
����
���� &���" ���
������� �� 
�'��*�� �������	

e = · · ·+
5∑

a=1

Xa,ν ·E(Ta,ν) + . . . , Xa,λ ∈ C[S5] , ��������



��� ��� ��������	�
�� ����� �������
���� ��� ������ �
�������
����

��� E(Ta,ν) = α−1
ν Y (Ta,ν) � ����	
� ����	��� ���	�� �� ��

�����	����� Y (Ta,λ) � λ = ν�

����	�� ����� ��������� 	������� ������������ Xa,λ� �����	� ���	 ������	 �� �� �����!
�����
 ���	�	 	 ��� �	��� "#�$�%%& ���
�����	
� E(Tb,ν) � b = 5, 4, 3, 2 � ������'���
�� ���
����
"#�$�%$& � ��
� ��� ��� ����� ����	���� ����	
� � "#�$�%%&� ����� �	����'�� � ���� ������	�'!
���� ��

�����	����� (�	� �����������)��� �	��
 ��	��	

	
 λ  5� * �����'�	�� �� "#�$�%%&

� ������
 ����� ��� E(Tb,ν) = Xb,ν ·E(Tb,ν) "b = 5, 4, 3, 2&� �� ������� �������� ���

Xb,ν = e , b = 5, 4, 3, 2 . ��������

+	����� �
���
 ��� �	��� "#�$�%%& ���	�	 	 ���
����� E(T1,ν) � ������'���
�� ���
����
"#�$�%$& ��� a = b = 1 � ����� ���
 "#�$�%,&� * �����'�	�� ������
 ������� E(T1,ν) = X1,ν ·
E(T1,ν) + (2, 4) · (3, 5) · E(T1,ν) �����	 �������� ���

X1,ν = (e− (2, 4) · (3, 5)) ∈ C[S5] . ��������

-	��
 ���	��
� ����	�� "#�$�%.& � "#�$�%/&� �����
	 ��	�
� ������	�'�� ���
������� "#�$�%0&�
��������� �� ��	�	���
 �	����	
 "#�$�%#& � ��������)��� ����� �	������� 1���	 � "#�2�$$&�
�
��� ���

E′(T1,ν) = (e− (2, 4) · (3, 5)) ·E(T1,ν) = α−1
ν (e− (2, 4) · (3, 5)) · Y (T1,ν) ,

E′(Tb,ν) = E(Tb,ν) = α−1
ν Y (Tb,ν) , b = 2, . . . , 5 .

������	�

• ������ ���� �	
��	�� 	�����	�� �������� ���	 �	 ������� �� � �����!��  ��	����� ���
�" ���	����� #
�	�$E′(Ta,ν)·E′(Tb,ν) = δabE

′(Ta,ν) (a, b = 1, . . . , 5) 
 �	�	%�& ����"
���
���$�

3��
 
� �	��� 	�
 ������	�� ������	 �������� ����� �����
� ���
������� ��	�
� ��!
����	�'�� ���
������� ��� C[Sr]� ����
������	��� � 	�	�� ����� �	����	 ������ 4�)����

� �
 �������� ��������� ������ � ��	���� �	������� 1���	 ��� �������� ���
��	 e ∈ Sr �
���
�	� ��

�����	����� (�	� �����������)��� ��	�	���
 �	����	
 (�	 Ta,λ5

e =
∑
λ�r

f(λ)∑
a=1

Xa,λ · E(Ta,λ) =
∑
λ�r

f(λ)∑
a=1

E(Ta,λ) · X̃a,λ , ������
�

� ��������� �	������Xa,λ, X̃a,λ ∈ C[Sr]� 4	� 
� ��
��	��� �������
���' ��������� ���������

�������� �����	���
 
����	� 3��� �����	��� ����	����� � �����
 �������� �������
 � �	�����

#�,�

����� ����	
��	 ����������

�����	
� ��� ������ ������� ��� ����������	
� s ������� C[Sr]� ����		�� � ������
������� ������ �� � �������	���� V⊗r� ��� V ! "�����"�	�� N#���	�� ��"���	��
�������	���� �������$%&��� ����������	
$ T �� ��� SL(N,C) ' ��( λ  r ! ���#
�
�	
� �
��� r ��
������� )	�� � r "���"��
� *�+��� ��"�� �
������� )	�� λ
���������� �� 	���� ���	����	�, ����
- )	�� Ta,λ� (a = 1, . . . , f(λ))� ��� �
��� f(λ)
�����$ .��� ���
 ��/0��� ��/0�� '� "�+��� ���	����	�� ����
-� ����
��$ �
�#
����
����� )	�� Y (Ta,λ) ∈ C[Sr]� "������ ����+���� �������	���� 	���
���
����

�������������	
$ ρ
(λ)
a ������� C[Sr] � �� ��� �$�	�� ����������	

 1�� ��������#

��	
$ ρ
(λ)
a (a = 1, . . . , f(λ)) ! 2"�
����	�	� �� � �� � ��� 3����+��	
� ������ 
 ��

����	��
� 
, "�" ρ(λ) 4 �� ��� �����	� ��� ������ ����� ���������

s
(
E(Ta,λ)

)
=

1

αλ
s
(
Y (Ta,λ)

)
,

��� ��������	�
�� ������������ ������� ������������ �
�� ���

������	
�� �
��������� ���
�	�
�� ������� � �������� ����������� ��� ����� �
	�� �� 	� ��!� Tλ�

Y (Tλ) = Q(Tλ) · P (Tλ) =
∑

q∈V (Tλ)

∑
p∈H(Tλ)

δq q · p . �����""�

#��
�	�
 Y (Tλ) ∈ C[Sr] ������	�� �����������	�	� 
��� 	� ��!� Tλ� $����
%&
��� �'� 
�� �	� � �
���� ���	� �����""� (�)*
�
*+	 �
��������� ��
��	�����%
q � p� ���	
������ �� �������� 	� ��!� ,�)���� Tλ� -��
���
� �����	
��	�
��
,�)� 	� ��!� �����.� ��*��	 �
��������� ���
�	�
�� �����/� � �����0�� 1�����	2
�����	
��	�
�� ,�)� �%�+���	�� � 	��� �	�� %�% �� ��%���� ����� 3	� �����	&

��	�
� �
���
!�����2�� �
���	����� ������	��	�� � C[Sr]� #	��	��� �	� �
(�
�*� ������� ��	�%�+	 
�����	��

q · Y (Tλ) = Y (Tλ) δq , Y (Tλ) · p = Y (Tλ) ,

∀q ∈ V (Tλ), ∀p ∈ H(Tλ) ,
�����"��

%�	�
�� ������ �	�� ��� �����

������� -����� ����� ���� ��
������� � 	�
����� � 
�*+'�� 4�%�	�
� σi =
(i, i+ 1) ∈ Sr ��������� 	
������!���� �����	
��	�
�� Y (Tλ) ��� ����*+'�� 	� &
��! ,�)�5

T[2] = 1 2 , T[12] =
1

2 , (r = 2) ,

T[3] = 1 2 3 , T[13] =

1

2

3

, T[2,1]1 =
2 1

3
, T[2,1]2 =

2 3

1
, (r = 3) .

-�������� �	� ��
�����+'�� ���	��6���� ��� )
*��� Sr� ��������� � 	�
�����
� 
�*+'�� 4�%�	�
�� ���+	 ��� ���� ���	��6���� ���"�.�� � 
����� ��	���5

σi · σi+1 · σi = σi+1 · σi · σi+1 , (i = 1, . . . , r − 2) ,

σi · σj = σj · σi , (|i− j| > 1) , σ2
i = e , (i = 1, . . . , r − 1) ,

�����"��

)�� e 7 	�����	������ ��
��	����%�� $��2*��2 (�
�*��� �����""�� ���*����

Y (T[2]) = (1 + σ1) , Y (T[12]) = (1− σ1) , �����"��

Y (T[3]) = (1 + σ2 + σ1 σ2)(1 + σ1) , Y (T[13]) = (1− σ2 + σ1 σ2)(1− σ1) ,

Y (T[2,1]1) = (1− σ2)(1 + σ1) , Y (T[2,1]2) = (1− σ1)(1 + σ2) .
�����"��

8���2 � ����� ��� �
��	�	� ����	� ��������)� 3�����	� e �� ��6�� 1� 1 ��
���
�	
��%� � �����"�� �� ������2������2 �����	��2��� (�%	�
�������� (�
�*���

EP [r] = 1
r!
(1 + σr−1 + σr−2σr−1 + σr−3σr−2σr−1 + · · ·+ σ1 . . . σr−1) ·

(1 + σr−2 + σr−3σr−2 + · · ·+ σ1 . . . σr−2) · · · (1 + σ1) =
1
r!
Y (T[r]) ,

�����".�

������ ������	
� ����	� � ���� ��� �������	���� p � ���
�����	

 q · p 
 �����������		� � ���
����	

 �������� ���	� �����
	
���� 
 ��� ������
� 	�� �� !
��" Tλ� ��� 	
��� # $��� �!����
���	
���� �� !��	 ��������
���� �������	���� q ��� ����
��!�	�� �������	����� �������������
%�� �� !
�� p · Tλ� � 	� Tλ� ��� 	����	�& ����
��!�	�� �������	���
� ������������%
� �� !
��
p · Tλ� � 
�!�'����� �������	

 	� ����������



��� ��� ��������	�
�� ������������ ������� ������������ �
��

� ����	�
��� ����	����	����� �������������� ��������������� � 	�����������
�������������������� ����	����	�
��� ������� Tλ� ���	����� ��� ��������������
������������� P � 	����������� ����������������� Q� ��������  !�"�"# �  !�"��#�
$������	�
�� 	 	��� $����	������

P = P1 · P2 · · ·Pm , Q = Q1 ·Q2 · · ·Qm′ ,

��� Pi =
∑
p∈Sλi

p % ������������� �� i&� ������ Tλ� � Qk =
∑

q∈Sλ′
k

δq q % ������������&

����� �� k&�� ������� Tλ�
' ������	� $������ ���������� �$������� P � Q �� ������� (���

T[2,2] =
1 2

3 4  !�"�)#

*������������� P1 � P2 ��	��  e % ��������� +������ 	 S4#

P1 =

(
1 2 3 4
1 2 3 4

)
+

(
1 2 3 4
2 1 3 4

)
= e + (12) ,

P2 =

(
1 2 3 4
1 2 3 4

)
+

(
1 2 3 4
1 2 4 3

)
= e + (34) ,

� �$������ P % +�� �, $����	������-

P (T[2,2]) = (e+ (12)) · (e+ (34)) = e+ (12) + (34) + (12) · (34) .  !�"�.#

/���������

Q(T[2,2]) = (e− (13)) · (e− (24)) = e− (13)− (24) + (13) · (24) .  !�"��#

0� �������1��� $������ $����������� ��� ����� 	 $����	�����, ��$�����
� ����&
�� $��������	�� p � q� $���������� $� ��,����� ������� (��� Tλ  ����� ���	�������
����������� $� +���� $�	��� ��� $���� 2������  !�"�33##�

4� �$���������  !�"�!# �  !�"�5# �� �$�������	 P ∈ C[H(Tλ)] � Q ∈ C[V (Tλ)]
�����
� ������1���

p · P = P · p = P , q ·Q = Q · q = δq Q ,

∀p ∈ H(Tλ) , ∀q ∈ V (Tλ) .
 !�"�6#

7�� ������1��� ������
�� ��� �������������� �������������� P ��	$���
� ��
	��, ������ Tλ� ������� $�����
�� ���� �� ����� $��������	���� ������	 	 ������,
 ����� ��	��� �	���� ��������������� $��������	���� p#� �� ����	����	����� 	��&
��������� ������������������ Q ��	$���
� �� ������� ������� �	���� 	����&
�������� $��������	���� q  	 $�������� ������ �� ����� Q→ q ·Q·q−1 = δ2q Q = Q8
��� 2������  !�"�36# ��9�#�

• ������ ��� �	
����� �������� �	������� ��	 	�����	�� P � Q ��	�	���	��
���
�����	������ EP = α−1P � EQ = β−1Q� � �����	

P · P = α P , Q ·Q = β Q ⇒ E2
P = EP , E2

Q = EQ ,  !�"�3�#

��� α = ord(H(Tλ)) � β = ord(V (Tλ))�

��� ��������	�
�� ����� �������
���� ��� ������ �
�������
���� ���

������	
� ��� �������� � ����������� V⊗r ���������� ����������� ��������
����� T⊗r ��	� SL(N,C)� ����	���	
� � ��������� ��	� SL(N,C) � ����
��������� T⊗r � ������
� � V⊗r ������������ ������������� V(λ) ���������
��� ������������ T

(λ)
a ��	� SL(N,C)� ������������� T

(λ)
a ����������� ���

��� ��������� E(Ta,λ) � ��������� ���� ��������� �  ����!����
 �����"� #��

��� ����� ��������  ����!����
 ������ ������������ T
(λ)
a � ��� ���� a� �������
���

$������������� T
(λ)
a ≡ T (λ)� %�����&� ������������ T (λ) � T (λ′) ��	� SL(N,C)�

���������� � ��	� ��'��&�� Tλ � T′λ′� ���
(�� )���	 ������ �������� *���
λ = λ′� � +����� ������ �� ����,�
(�� (N − 1)� ��$����������� ����  ����!���
��� �����"� -���. ���'������ �����.� +�� �������� s(E(Ta,λ))� � ��	+�� ��������
λ / +����� ������ ����,�
(�� N � ����
��� �������.���� � ���'��!�
� V⊗r �
�	����� ������ ���� 0������ ����� � �����"�

1���� �� ������ +�� ������� ������������ ��!�	 ������������ ������������
��� ��������+����� ��	� Sr �����'�� C[Sr]" � ������������ ��������������
��	� SL(N,C) �SU(N)"� ������� ������
��� �� ���������� ����������� T⊗r

�� �������
(�� ������������� 2����� ������������ ���������� ���	
���
�

��������	�� 3 ��	+�� N ≥ r �	��.����. 4	���3���� ��!�	 ��������+�����
��	�� Sr � �����+��� ��	�� SL(N,C) ����!����� ���!� ����	
(�� �����!��
����

V⊗r = s(e) V⊗r =
∑
λ�r

f(λ)∑
a=1

s(E(Ta,λ) · X̃a,λ)V⊗r =
∑
λ�r

f(λ)∑
a=1

V(a,λ) , �5�6�7�"

��� V(a,λ) = s(E(Ta,λ) · X̃a,λ)V⊗r 8 ������������ ����������� ����������� ����
��������� T (λ) ��	� SL(N,C)� � �� �����.�������. ����� �����!����� �����
��� �����+���� $������� e ∈ Sr �� �5�6�79"� 0����!���� �5�6�7�" ��!�� ���������.
� ���� ����+����.��� )���	��

V⊗r =
∑
λ�r

Rλ ⊗ V(λ) , �5�6�7:"

��� �	��� '������ � ���� ���������� *��� λ � r �������� �� ���� ���'�����
�� λ  r"� V(λ) � ����������� �5�5��" ������������ ������������ T (λ) ��	�
SL(N,C)� ����������	
(�� ��������� *��� λ� � Rλ 8 ����������� ������������
������������ ρ(λ) ��	� Sr� ������� ����������	�� ��� !� ��������� λ� ��� ����
�� �5�6�7�" � )���� �5�6�7:" �� ����.������ ������)��� ���������� V(a,λ) ≡ V(λ)

��� ���� a = 1, . . . , f(λ)� ������� �+��'� ����+��. V(a,λ) ��� ������ a ��	� �� ��	��"
��!�� ���������. � ���� V(a,λ) = ea,λ⊗V(λ)� ��� ea,λ (a = 1, . . . , f(λ)) 8 '������� ����
���� � ����������� Rλ ������������ ρ

(λ)� ���+������ ���� -���+���� � �� 0������
�����"� +�� '������� ������� ea,λ � Rλ �	���	
��� ����������� ������������
E(Ta,λ) ��� ������������ ��'��&��� Ta,λ� ���
(��� )���	 λ� ;���� �'������ ���
������ �����!���
 �5�6�7:"� � ��	+�� N ≥ r � ����������� V⊗r ��!�� ��'���.
'����� ������� ������� ��� ����� ����������� '������� �������� ea,λ ��������
���� Rλ � '������� �������� � ����������� V(λ) ������������ ������������ T (λ)

��	� SL(N,C)� %������� +�� � ����������� V⊗r �������� ��	� Sr � ����
��������� �5���<" ����	���	�� � ��������� ��	� SL(N,C) � ������������ T⊗r�
3 ����� ��	+�� �������� +�� � ����������� V⊗r ��	� Sr ��������	
�� ��		
SL(N,C) � ���'����� ��	� SL(N,C) ��������	
�� ��		 Sr�



��� ��� ��������	�
�� ������������ ������ Sr� ������ ���
�������������

������	
�� �����	
 ������ �����	��� ����		��������
�� �
�	������ ������ �
������ � �������� ����	���� ��
��
����� �
 	�! "�#
 � $��� �
�	������� %
�&
������� ��������� ������������ r ������
���� ������	��'�� ������
�	���( � ���&
����� ���	����
��	��� )����	� ������* � �+���� ������������ ����,�-

i1 ⊗ i2 ⊗ · · · ⊗ ir =
(

1
2
⊕ 1 2

)
⊗ 3 ⊗ · · · =

( 1
2
3
⊕ 1 3

2
⊕ 1 2

3
⊕ 1 2 3

)
⊗ 4 ⊗ . . . =

=
( 1

2
3
4

⊕ 1 4
2
3

⊕ 1 3
2
4

⊕ 1 2
3
4

⊕ 1 3 4
2

⊕ 1 2 4
3

⊕ 1 2 3
4

⊕ 1 3
2 4

⊕ 1 2
3 4

⊕ 1 2 3 4

)
⊗ . . . =

������

= · · · =
∑
λ�r

∑
Ta,λ

ψTa,λ
, ������

#�� �� ������ � �
	�� �
������
� �� ����	����
	� .�
�.�� � ���
+���� �	� �����&
�
��� .	���. k ≡ ik * 
 � ���	����� �
�������

∑
λ�r / ����
 �� ���� ��
#�
��
�

"�#
 λ �� r .	���.*
∑

Ta,λ
/ ����
 �� ���� ��
��
����� �
 	�!
� Ta,λ* ����'��

)���� λ � ψTa,λ
/ .��������� ��������* �����������
���� �� ��
��
����� �
 	�&

!
� Ta,λ �� ������������'��� ����#��
	����'��� )
.���
�� X̃a,λ� 0������* +��
)����	
 ������ � �
	���(1�� )����	�* � ���
+����� ��+.
��*  ���� ���
���	�&
�� 	�1� �� ��� ��� ��.
 �� �����.��� ��
#�
��� � +��	�� ����.* �����1
�'��
N  2�� � 3������ �
1� ��	���� N ≥ r � ������1����� ������ � ������ 0������
�
.��* +�� � )����	� ������ �� ����������  ���� ����	����� ��	�.� ��
��
�����
�
 	�!� "�#
 4+����
� $.���
	�������� ���� ������
�	���( SL(N,C)* �������&
�����'�� �
���� ��
��
����� �
 	�!
� Ta,λ* ����'�� ���� � �� �� )���� λ ���
4���������� ������* )����	� ������ ����� �������
�� � ����

T⊗r =
∑
λ�r

f(λ) T
(λ) . ����5�

6��+��.��� �'� �
� ��* +��  
������ $	������ �����������#� ������
�	���� λ
#����� Sr ���������� ��
��
������ �
 	�!
�� Ta,λ* ��$���� ����
 ������ ����&
��
�	��� �� �( ����	��
� �
�	������ ��
��� +
���( ������ � ������ ��  
������
��.���
� 0������* +�� � )����	� ������ $	������ X̃a,λ ���� �� ������������* �
.
.
. ��� �����
�� � ������	���� �������� ψTa,λ

∈ V(a,λ) ��� � ����� � $��� ������	�&

��� ������
����
 V(a,λ) � )����	� �������

��� �����	
����� ������ �����	
���� ���� ������

������
��������


7 $��� �
���	� �� �������� ��� ����������� ����#��
	���� ����������� 
	#� ��
C[Sr] � �������������� �������� ��� ������������ ������
�	���� ��������+��.�(
#����� Sr* ��	������ ��������* .�����( �
��
 
���
	�� 8"!����* 9:;�)� � ���&
#��� � � �.��+
��	���� ����  �	 �)����	����
� ��
�����	��� ���
��� 8 7��1�&
.�� � < 0.���.���� =��> ?
. �� ��� 
��������
	�* $��� ������  ���� ��� ���� ��
������
�.
* �����'�#� ������ "�#
@��� �����
 ��� �
���	 ���� A
1� ��	������

��� ��������	�
�� ������������ ������� ������������ �
�� ���

�� �������	 T̃λ̃
 ������������� �	������� ���� λ̃ ������ ����	�� T̃λ̃� �����
����� �������� � �	������ ���� λ ����� ����	�� Tλ�


�����	
�� �
 ������� Tλ � T̃λ̃�

Tλ =

5 8 10 7 4

2 9 3 6

11 1

, T̃λ̃ =

5 2 11

8 9 1

10 3

7 6

4

,

������� �������	� ���� ������ ����
�������
 ������		� ���� λ = [5, 4, 2] �
λ̃ = [3, 3, 2, 2, 1] �� !
 ������� ���� ������

"� ���
	 �������	��� ������� ���� Tλ  �
��� �#
�
��  � ������
 ���$��%
#
��
 ��� ��
�������& ���
'��&  �	������' �
�
������ (�� 
��� ��
�������&
)�
	
��� �������' ���
��� C[Sr]*� +�� )��	 ������		� ���� � r  �
� �	� ����%

������ ���#�� ������ Sr� ,�� ����� #���� ��������  � �� ���
'���  �	�������
�
�
������ ����
����
� �����' ������
 ����� ��	 ��
��
��� ���� ���	����
��%
��
 ���
�
�
����

+���� Tλ - ������� ����� ��
 λ = [λ1, . . . , λm] . ������		� ���� � m ���� �	�
� ����� H(Tλ) - 	��!
��� ����$��������& �
�
������ p ∈ Sr�  �����
 �
�
���%
���� #����� ��&�����
��   �!��' �$ ���� ������� Tλ� �� �
 �
�
������� 	
!��
����' #���� �$ ��$��& ���� � /#
����� #�� H(Tλ) - ���������  �����
 Sr� 0� 
 � �
�
����� � #��
�� ��&�����&��   � �'%�� ����' �$ ���� �����' λk� ����$���
������ Sλk � �� 	� �	

	

H(Tλ) = Sλ1 × Sλ2 × · · · × Sλm ⊂ Sr , ord(H(Tλ)) = λ1! · · ·λm! . (1�2��*

+�������� H(Tλ) ��$��
��� �������� ����	�	��������
3������#�� 	�!�� ���
�
���� ��������� V (Tλ) ⊂ Sr �
& 
��� �����& �
�
���%

��� � �� 
��� �� �& �
�
������ q ∈ Sr�  �����
 �
�
������� #����� ��&�����
��
  �!��	 ������
 ������� Tλ� �� �
 �
�
������� #���� �$ ��$��& �������� 0� �	
����$�	� 	� �	

	

V (Tλ) = Sλ′1 × Sλ′2 × · · · × Sλ′
m′
⊂ Sr , ord(V (Tλ)) = λ′1! · · ·λ′m′ ! , (1�2�2*

��
 [λ′1, . . . , λ
′
m′] - ����� �
& m′ ������� ������		� λ� +�������� V (Tλ) ��$��%


��� ���������� ����	�	��������
/���$�
	 �
�
�� �$ )�
	
��� p ��������� H(Tλ) � )�
	
��� q ��������� V (Tλ)

�� ��
������

P =
∑

p∈H(Tλ)

p ∈ C[H(Tλ)] , (1�2�1*

Q =
∑

q∈V (Tλ)

δq q ∈ C[V (Tλ)] , (1�2�4*

��
 δq . #
������ �
�
����� � q (δq = +1� 
��� �
�
����� � q #
����� � δq = −1�

��� �
�
����� � q �
#
����*� 5 (1�2�1* ��		� �
�
��� �� �
	 ����$��������	 �
%
�
����� �	 �$ H(Tλ)� �  (1�2�4* ��		� �
�
��� �� �
	 
��� �����	 �
�
�����%
 �	 �$ V (Tλ)� /�� ��
������ P � Q ������� )�
	
���	� �������' ���
��� C[Sr]
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����� �
�	������� ���	�
�������� eα �� ����
� C[Sr]� ����
�� ��� 
��
������� ����	 � �
��������	 
!� ������	 "�	 ����� 
���� �����#� $�� �
�	������� ���	������� eα ��������
������% ���
�����	�� �
���������� �
���� Sr �� �� 
����
���� �
���������� 
&
�	� ����� �������% ���	�������� eα ∈ C[Sr] ��������� ��	� $�� �� ��	 "�	 
�
�����'�( 
����# ��
����� �
�����
� Pα = s(eα)� ��(�����'�� � �
���
������
V⊗r � ��������	�� �� �������� ���
�����	�� �
���������( �
��� SL(N,C) �
SU(N) �� �
���������� T⊗r 

����� ����	
� ���� �������
	� �	�����	������� ���

)
���� ����� ����	��	 "�	 
���� ������� � � $�������� *���
������ ������� �
��
��( $���� �����#� $�� ��� ����� ���
������� +�	����� � �
���� Sr ��	�
����
�� 
��������	� λ  r $��� r� ����
�� �
�,�$���� �
����������� � ���� ����
�		
���� � r �����	� "�	 ���� "- . /#0 �	 ����� 1�� . 2� ��� ����
����� ����
�	�
	� ���� Λ = [λ1, ...λr]  |λ| � r ��
���	� � |λ| = ∑r

k=1 λk �����	�# 3���� $���
������ ���
������� +�	����� � ����$��( �
���� ��������� � $���	 ��+���������
��� ���
�����	�� �
���������( +��( �
���� "�	 *���
������ �������# )�+��	�
����������� �
��������%� $�� �	����� ����	���������$��� ������������ � ������
	� ��+����������	� ���
�����	�	� �
���������� �
���� Sr �������$�� �����
��������� ��
�������( ���� ���
������� +�	������ �� ������
�� ����
�		�
���� λ � r �����	� � �����	 
����� 	� ������	� $�� +�� ��(������%�� ��� 
4 �	����� 	� ������	� $�� �����( ����
�		� ���� λ ������������� ������
�(
���5��%��( ����
 �
�	������� ���	�������� eα ∈ C[Sr]� ����
��� ��� 	� �����	�
��
������ �	
�
������� ���
�����	�� �
���������� �
���� Sr� � �����
���
�����	� �
�	������	� ���	������� eα� ������������� ��
�������� ����
�		�
���� λ� �
�$�	� ��� ����
�		� 6 
������ �� ������������'�� ���	������� ���

������ ���	
�
������� �
���������� Sr 

1���	��
�	 ����
�		� ���� λ = [λ1, . . . , λm]  r "� m ��
���	�# � 
�������	 ��
���� �� r ������ $��� (1, 2, . . . , r)� ��� �������� �� 
������7

a1 a2 a3 ... ... a
k1

a
k1+1

a
k1+2

... ... ak2

... ... ... ...

a
km−1+1

... akm

≡ Tλ , "- . /#

��� k1 = λ1� k2 = λ1+λ2� . . . � km = λ1+ ...+λm = r � (a1, . . . , ar) 6 ������
�� ��
�����
����� $��� (1, 2, . . . , r) 3���
�		� ���� λ � ����( 
����������( $��� � ������
���������� �������� 	
�� � ������$����� Tλ 8�� ����5� ���� Tλ ���$��� 
���
��������( $��� � ������ � ����
�		� λ� �� � ��%��(9�	 	� ����	 ����
��%� $��
����5� Tλ �	��� ,�
	� ����
�		� λ 

�	
������� ����� ������� 	
�� T̃λ̃ 
�������� �����
�� � ������� 	
�� Tλ�

���� ������ ������� Tλ �������� ��������� ������� T̃λ̃� � ������� Tλ �������
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A����" ��������� ���
��' C[Sr]*

����� �����	
����������� � ����
����� �����
��� � ���

����� C[Sn]

0' ���
) ����#������% ��% �����' �
�
�������� Sn ��
#
���&
� 1����
��" � �����
��� ����#���) %��%���% ���
��
 �������#& σk = (k, k+1) (k = 1, 2, . . . , n−1)"
�����
����%��
 �������
�%) (�*.*2.,* 3�% �������� )' �'��
) 4� �������
�
�% 
�
 ��#

σi σi+1 σi = σi+1 σi σi+1 , i = 1, 2, . . . , n− 2 , �������
�% ��� ;

[σi, σk] = 0 , |i− k| > 1 , �������
�% ���������� ;

σ2
i = e .

(�*5*2,

���
�
�) � ��������� ���
��
 C[Sn] �))
��$
���� �����' Sn ����� 4�
)
����
{ym} (m = 1, . . . , n)6

y1 = 0 , ym =
m−1∑
k=1

σk · · ·σm−2σm−1σm−2 · · ·σk =

=
m−1∑
k=1

σm−1 · · ·σk+1σkσk+1 · · ·σm−1 = (1, m) + (2, m) + · · ·+ (m− 1, m) ,

m = 2, . . . , n .

(�*5*�,

-������'� 4�
)
�� y1 = 0 ����$
� � 4��� ����� ��% ��������* ��
�����' ym
��#'�����% ���������� 	
��������  ����� ��+��� ���� �� ������
�
��)���'� �
)���
���� � ���
��
 C[Sn]" �
�����)'� ��% �
�� ��
������
��"
������% ���
� #�������% �+
* ��)
�)" $�� 4�
)
��'7&���08�9 (�*5*�, )�+��
#����� � ��)���� ��������� ���&
���'

y1 = 0 , ym+1 = σm + σm · ym · σm . (�*5*.,

3�% �������& �'��
) �
������� 4�
)
���� ym � �
�)��� ����#���� σi6

y2 = σ1 , y3 = σ2 + σ2σ1σ2 , y4 = σ3 + σ3σ2σ3 + σ3σ2σ1σ2σ3 , . . . . (�*5*�,

:# ���
�
�
�� (�*5*�," (�*5*.,  �������
�� (�*5*2, ��
��
�" $�� 4�
)
��' ym
�����
����%�� ���
�����) (�� �������%��% ��) � �����
��
),6

ym+1 · σm = σm · ym + 1 , σm · ym+1 = ym · σm + 1 , (�*5* ,

[ym, σi] = 0 , m = i, i+ 1 . (�*5*5,

;�
��  ���

 ��+�
���
���% �
�
�������� e ∈ Sn ���#��$�
��% ��� 1" �����
����
���
c · e" ��
 c < ���������" ���
� #���'�����% ��� c*



��� ��� ��������	�
�� ������������ ������ Sr� ������ ���
�������������

������	�
�� ����� ����� ����	
�� ��� �����	� A ���������	
 ����������

{g1, g2, . . . , gn}� �	�� ����� ������� �� A ����	����
��	
 � ���� �������� �� ����

������ {g1, g2, . . . , gn}�
��������� �	 �� ���������	
 ����� �������� ��� ������� C[Sk] �∀k = 2, . . . , n� ���
��������� ��������
 ���������
 σk−1 	 ���� ���	!	 "��!����!	 {σ1, . . . , σk−2}�
#���� � $ �$�� ������% ��������� ���������� C[Sk−1] ⊂ C[Sk] &���% Zk ' (���
����%��� ���������� $ C[Sk] )����� ! 	!��! ������$����� $#�����	� ���� $ �����
������$ * ��������� C[Sk] ⊂ C[Sn]� � ����$����$���	� (������%� � ��������� Zk
$#��� $����� $ C[Sk]+

C[S2] ⊂ C[S3] ⊂ · · · ⊂ C[Sn−1] ⊂ C[Sn]
∪ ∪ · · · ∪ ∪
Z2 Z3 · · · Zn−1 Zn

���,�

-������	! ���������� GZn ⊂ C[Sn]� #������ ����������� "��!����!	 $��* (���
����%� * ��������� Z1, Z2, . . . , Zn� ��� Z1 �����	� 	� ������ ��	�	����� "��!����
e ∈ C[Sn] -��$	���� ��� GZn ' #�!!����	$�� 	 �� ������		 �� ������! �	��
� *
	 ���������%� * ������ .	 "�� ���������� ��� $����� ��������	�
 ���������

������� -�� ��!������%�� �� ���%#� ��!� ��� �$������ !�#�	!��%��
 �����$�

�#�!!����	$��
� ����������
 $ C[Sn]� �� ���% $��#	
 "��!��� z� #�!!��	����	
 ��
$��!	 "��!����!	 GZn� ��! ��	������	� GZn� �� 	 ��!� ��� GZ1 ⊂ · · · ⊂ GZn−1 ⊂
GZn �� ���������	� "��!����$ /(	���01�2	 ���3� �������� ���

ym = zm − zm−1 , ���4�

��� #��� 
 "��!��� zm =
∑

1≤i<j≤m
(i, j) ��$�� ��!!� $��* ��������	(	
 $ C[Sm] 	

���$	��� ��	������	� (������%��
 ���������� Zm ⊂ C[Sm] &�"��!� "��!��� 
/(	���01�2	 y2, ..., yn #�!!����	$� 	 ��	�������� ���������� 5��%2����67���
�	�� GZn 8���� ����� !���� ��#����% ��! 9�:;�� ��� �����$� ���������� Yn� ������
������ "��!����!	 /(	���01�2	 {y2, ..., yn}� ��$������ � ����������
 5��%2����6
7���	�� GZn ���#� ! ��	*��	! # ��������!� <�$������	�


��������� ����� ��������� ���	��� �!� {y2, . . . , yn} ������� ������ ���

��� "���������# ��������� � C[Sn]$

[yi, yj] = 0 , ∀i, j . ���=�

% ������ 	�&�� ������� ����&���� &�� ����� ������� y ∈ C[Sn]� "����������

	� �	��� ���������� yi� ����	����
��	
 � ���� �������� �� ��������� yi�

• ������ ���� 	
��
��� ����� ��� [yi, yj] = 0 (∀i, j)� ��������� ��� ����� ���
������ �
��������� �� ������ �

��������� �	 �!����� ���%��� �	��� ���	��!	��%� * ���������	
� �$�� $���	*
"��!��� /(	��601�2	 {y1, . . . , yn}� �� ���% "�	 "��!��� ��$	�	! $ �������	���
�#�! �! ���

• ������ ��!� "�������� ��
���� ������ � ��#����� ��$�����

(y2 + 1)(y3 + 1)(y3 − 2) = 0 , (y2 + 1)(y3 + 1)(y4 + 1)(y4 − 3) = 0 . ����>�

��� �������� �	
��� ��	�������� � �	���	����� �	���������� T⊗r ���

• ������ ��� �	
���� �	������� ������������ �	
����� ��	 ������������� s� ���
����	� �	������� ��������  �� ��� �	��!� �������������� "����	�	# ���
"�$�! C[Sr]�

�����	
� ������ ��������� Pα ������	� �������� Pα = s(eα) 
�������� �����
���
eα �� �����! ������� C[Sr] "�� ��� s # ��$
�� ���%	�����
��& �� � 	�� 	��!	��
����'� �����
�� eα %��(
�  %����������) 	���
�*�
���

eα eβ = δαβ eα , e =

s∑
α=1

eα , ����+�

�%� e , �%�
�$
�! �����
� � C[Sr]
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�� ����� �������� eα � �	
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�� A � �������� e�
�����������	��� ����������	 e2α = eα ����	��� ���������������� �������
���� eα �������� �����	�
���� ���� ��� ������ �������� � ����� ����
�� ������������ �� A� ������������ �����������	��� ������� ����������	
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�� �		�.�����
�� �������
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�	 � 2��� ������� 	��% �3���  ����(%�
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��������
�� ����� '���� eα ( ����������� ���������� � ���
�� C[Sr] � V
( ����������� ��������	���� ������������ ������ SL(N,C) !� SU(N)%� )���
����*��� Pα = s(eα) �������� � ����������� V⊗r ���������� ��������������
������������� *���&��������� ������������� +��� ,������� eα �
���	� �����	
������� ������ ����������� ���������� ������������ � ���
�� C[Sr]� ��
�
�� ����*����� Pα ���������� ��������� ������������ T⊗r � ������������
������������ T (α)�
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��"



��� ��� �������� �	
��� ��	�������� � �	���	����� �	���������� T⊗r

� ����	
������ T (α) ����������� �
�������� ������ SL(N,C) � ������ �����
�� �����
���� � V⊗r� ���������
	� ��� T (α)(g) = Pα · T⊗r(g) · Pα� ���� �
��!	
��

���" #
� T (α) ����������" ����� ������#� ���� �
��!	
�� ����������	
� �
$
�������� ����� � �	������
	� � 
��" #
� �����
�� Pα �����
��� � ����

��� �����%&��

'���� ���� ��" �����
���� �����
�� Pα  ����
 ����������� ����	
������
T (α)" ������� � T⊗r� (���� ����)�� ��" ��
� � 	�� ���  ���#� * �� ������

� ����� ���� ������ T⊗r � �����+ 	���� ����������� ����	
������� ,�-��
������ � �� ��.��+ 	�	
��
 � �������� ������ ����� �����
���� ��
����
��!�� �����
���� {Pα}" 
����" #
�

Pα Pβ = Pα δαβ ,
∑
α

Pα = I⊗rN . ������/�

'���� ���	
��	
�� V⊗r ��	��������
	� � �����+ 	���� ������
�� ���	
��	
�

V⊗r =
∑
α

V(α) ,

#
� � 
�����
	��

0 ���!��.�� �� ��		��
������ �
���+" ����� 	����+  ���#� �� ������ T⊗r

� �����+ 	���� ����������� ����	
������" ���� � ����" #
� �������
�#�� ���
 ��!
�
�� ��� ��.��� 1
��  ���#� ����
 �������� �����
���� �����
����" �
��� �
��!� 	�	
����+-�� ����+ ��
�����!�+ 	�	
���� 2����	� $
�������+
����� �����
��� s(σ)" ��������+-�� � �����%&� �  ����� � �����&�" ��������+

����	
������ s 	����
��#�	��� ������ Sr" ��
���� ���	
���
 � ���	
��	
�� V⊗r�
,
��
��" #
� �����
��� �����%&� ����+
	� ��������� �	�
������� ��
��) s(σ)"
������ � ��
���� �����
	� ����	
������� 1����
� σ 	����
��#�	��� ������
Sr� 3�1
���" 	
���� ������" �����
��� �����%&� � ������4� 	�����
 ��		��
����
! ���
����	
������ 1����
�� ��������� ������� C[Sr] ������ Sr� 3��
�� ��������� ���
����� ������ G ���� ��� � �� ���� ������� �	�� ,��������� �������� ������ #�	
�
����� 5������" #
� ��������� ������� C[G] ���#�� ������ G * 1
� ���
����
���	
��	
�� ������ ������)��

α =
∑
g∈G

αg g , αg ∈ C ,

	  ����� ������� 1����
�� α, β ∈ C[G]" ��
���� ���
��
	� ����� �)��� � �����
�� G6

α · β =
∑
g,h∈G

αgβh (g · h) =
∑
g∈G

γg g ,

��� γg =
∑

h∈G αg·h−1βh ∈ C� 3��#�����" #
� �+��� ����	
������ T ������ G
���� �	���� ��	���	
���
! � ��������+ ������� ��� ������ ��������� �

T (α) =
∑
g∈G

αg T (g) .

3�1
���" ��
	� ������������� ������ G 	��	�������	 	�������� � �������������

�� �����	�	� ����
�� C[G]� � ��	
	�	�� ��
	� ������������� �����	�	� ����
�� C[G]
������ ������������� ������ G�

��� ��������	�
�� ������������ ������ Sr� ������ ���
������������� ���

������	
� � 	����� C[Sn] ��������	� 
�����
�� Uk� ������� ����� �����
������ ���� �	� ����� �	�������� ���������
� 

Uk = σk · yk − yk · σk = yk+1 · σk − σk · yk+1 =

= (yk+1 − yk)σk − 1 = σk(yk − yk+1) + 1 ,

k = 1, . . . , n− 1 .

!"#$#��%

�����	
���� ���� ����������		
� ����	��	�� ����������� ��������� Uk
� ����������� σm � �����	���� ����������� ym ����� ����

Uk · σk = −σk · Uk , Uk · σm = σm · Uk (|k −m| > 1) . !"#$#��%

Uk · ym = ym · Uk (m = k, k + 1) ,

Uk · yk = yk+1 · Uk , Uk · yk+1 = yk · Uk .
!"#$#�&%

 ���	��	�� ��� Uk � σk±1 ��� 	�� 	� ������������ �	������! ������� �
 �" 	�

�
���
����# ����� ����! ���������� ��������
 Uk ������������� ����	��	�$

�� �����
 %���

Uk · Uk+1 · Uk = Uk+1 · Uk · Uk+1 , !"#$#�"%

� %������ ��������� Uk �
��&����� � ���� ��	%��� �� �����	��� yk � yk+1�

U2
k = (1 + yk+1 − yk)(1− yk+1 + yk) = 1− (yk+1 − yk)

2 , !"#$#�'%

�! ��%�� �������! ���	����&�� �������' ���������� Yn#

�������������� (����� ���������
� � !"#$#��% ��	������ � ����)�* σ2
k = 1 !��#

!"#$#�%% �	���*)
� ������

Uk · σk = (σk · yk − yk · σk)σk = −σk(σk · yk − yk · σk) = −σk · Uk .

+����� ���������
� � !"#$#��% 
 ������ � !"#$#�&% ��������������� �	���*� 
� !"#$#$%

 ���������
� 	��	�����
 !"#$#�%# ,����� ������ ���������
� � !"#$#�&% !������
���������
� � !"#$#�&% ���������� �	��
���%# +����	������� �	� -���� �������
	��
��
 !"#$#&%� !"#$#��% 
 ���������
 !"#$#'%� !"#$#.% 

yk+1 · Uk = yk+1 · (σk(yk − yk+1) + 1) = (σk · yk + 1)(yk − yk+1) + yk+1 =

= σk (yk − yk+1) yk + yk = Uk · yk .

/��������
� !"#$#�'% ��	������ �	���*)
� ������

Uk · Uk = (σk · (yk − yk+1) + 1) · Uk = σk · Uk · (yk+1 − yk) + Uk =

= (yk − yk+1) · (yk+1 − yk) + 1 = (1 + yk+1 − yk) · (1− yk+1 + yk) ,

��� �� �����	����	
�� ��������
 !"#$#�&% 
 ���	���
� �������	��
�� 
� !"#$#��%#
(������� ������ � ������	����� ���������
� ��� !"#$#�"%# (��������� ����

	 ����* ���� !"#$#�"% �	� ����� ��
���� ����� ������
� !"#$#��% 
 0����	�



��� ��� ��������	�
�� ������������ ������ Sr� ������ ���
�������������

��������	 ������
�	 ��������� ��������� �� �������� ������ �!� ym �������"

Uk+1 · Uk · Uk+1 =
(
σk+1 · (yk+1 − yk+2) + 1

)
· Uk · Uk+1 =

= σk+1 · Uk · Uk+1 · (yk − yk+1) + Uk · Uk+1 =

= σk+1 · σk · σk+1 · (yk+1 − yk+2) · (yk − yk+2) · (yk − yk+1)+

+σk+1 · σk · (yk − yk+2) · (yk − yk+1) + (yk+1 − yk+2) · (yk − yk+1)+

+σk+1 · (yk − yk+2) + σkσk+1 · (yk+1 − yk+2) · (yk − yk+2)+

+σk · (yk − yk+2) + 1 ,

��������

#$� �� ��$������ ����%����

Uk · Uk+1 =
(
σk · (yk − yk+1) + 1

)
· Uk+1 = σk · Uk+1 · (yk − yk+2) + Uk+1 =

= σk · σk+1 · (yk+1 − yk+2) · (yk − yk+2) + σk · (yk − yk+2) + σk+1 · (yk+1 − yk+2) + 1

&���'(�� ���) %� !���(��)	 �����*������ ������
�	 � ��+%� ����$��� ���$���,
������ �' ��������	 �� ���(-��� $�� ����) -��� ��������"

(Uk · Uk+1) · Uk = σk · σk+1 · Uk · (yk − yk+2) · (yk+1 − yk+2)+

+σk · Uk · (yk+1 − yk+2) + σk+1 · Uk · (yk − yk+2) + Uk =

= σk · σk+1 · σk · (yk − yk+1) · (yk − yk+2) · (yk+1 − yk+2)+

+σk · σk+1 · (yk − yk+2) · (yk+1 − yk+2) + (yk − yk+1) · (yk+1 − yk+2)+

+σk · (yk − yk+2) + σk+1 · σk · (yk − yk+1) · (yk − yk+2)+

+σk+1 · (yk − yk+2) + 1 ,

������.�

/�������� ������ -��� � �������� � ������.�	 �� ���(-��� ���������

�����	
��� /�#���� ������
� ������� +���(��������� �����0��#� ��������� Uk 
�01�) !(�+���) f(y1, . . . , yn) ��$��� + ���������+� � f(y1, . . . , yn) $�(2 ���������
������ �!� yk � yk+1"

Uk · f(y1, . . . , yk, yk+1, . . . , yn) = f(y1, . . . , yk+1, yk, . . . , yn) · Uk . ��������

3�0$� ��$(�� ���12�$���� (����� ��#�	 -��1� !(�+��� f(y1, . . . , yn) �����$��%�,
�� �����( Zn ��#�1�� C[Sn]� 4 ������	 !(�+��� f(y1, . . . , yn) $��%�� 1��� �����,
��-��) �� ��� ���� ��#(������� 3+�'������	 -�� ��� (����� ������� �� ����+�
���12�$����	 �� � $�����-��� (������ ������������ $�� !(�+��� f(y1, . . . , yn)�

�	
������� ����� ����� ����	
���	��� ������ fs �
 �	�	�	���� {y1, ..., yn}
�������	��
 �	�
�� ��������� ���	��� C[Sn]�

[σk, fs(y1, . . . , yn)] = 0 , ∀k . ������5�

��� �������� �	
��� ��	�������� � �	���	����� �	���������� T⊗r ���

������	 
�	�������� ����� �����	 ����� �
	���� �������� � 
������ ��������
���� � �	�����	� ���

� SL(N,C)�  
	����� P+ � P− ���!��� 
����� ����	��
�!���� ��������"��# 
��	������

P+ P− = P− P+ = 0 , (P±)2 = P± , P+ + P− = IN ⊗ IN , ��������

�$ ������ SL(N,C)������������ �
	������$ ��� �!����� 
���������� V⊗2

�	�����	��� T⊗2 = T ⊗ T � �� �	������"��# ���������# 
��
���������

V(+) = P+ V⊗2 , V(−) = P− V⊗2 .

%��� ���!��$ 
�	�����	��	 T⊗2 
��������� &��������	 
��
��������� V(+)

� V(−) �������� 
��
����������� ����	������# � �������	������# �	�!���� �
V⊗2$ �� �� ������� �����'��$ �����'�� � �������� �� ��		�

[P± ·Ψ]i1i2 =
1

2

(
ψi1i2 ± ψi2i1

)
. ������(�

 ��!���� �����	������)�	 
��
�	�����	��� � T⊗2 �� T (+) � T (−)�

�����	
���� ����� ��������	�
�� T (+) � T (−) 
����������

�������������� *��+	� ��� ���	�+�	��	 �� 
���������� ,���"$ �
���	�$ 
�	��
����	��	 T (+) 
�������� �����+�	��	 ��� T (−) ���������$ �� 	��" � 	�� 
���
�������	 V(+) ��		��� �	������"��	 ���������	 
��
���������� V(+)′ ���	$
��� V(+)′ �	 ������� �! ������ ���	���� �	���� � V(+)′ = V(+)�  
�	�	��� �
	����
P+′$ �	������)�� � V⊗2 � 
��	������)�� � 
��
���������� V(+)′ ⊂ V(+)� %�
�� V(+)′ ���������$ �� �
	���� P+′ ���+	� �����������" � �	�����	� ���
�

� � 
�	�����	��� T⊗2$ �� 	��" �����	������" ������-	���� ������'�$ � � �� +	
��	�� �	�������" � 
��
���������	 V(+) �	������"��$ ����� �
��	�������" �
�	������"��	 
��
���������� V(+)′ ⊂ V(+)� . ���� /��	�+�	��� ����� �
	����
P+′ ���+	� ������"�� �! 	��������� �
	���� � �
	���� 
	�	�������$ �����
��� �
	����� �	������� � 
��
���������� V(+) ������"�� ���+�	���	���� � 
��
����� �	 ����� �������" �
	���� P+′�

,���	� ���	�	��� �	
��������# 
�	�����	��� T (+) � T (−) �! T⊗2 
����!���
	� ��)�� �	��� ���	�	��� �	
�������# 
�	�����	��� �! �	�!������ 
���!�	�	���
T⊗r �
�	�	���)�# 
�	�����	��� ���

� SL(N,C) ��� 
���!���"���� r� 0 ��	���$
��	�� �
	������ ��� �����'1�$ ����������)�# � T⊗r(g) (∀g ∈ SL(N,C))$ �	��#��
���� ���� 
��	����� Pα ����	�� α 
	�	�����	� ��� 
��	������� 2+��� �! ���#

��	������ ���+	� ���" �����	�
���$ �� 	��" ����$ ��� 	�� �	�"!� 
�	������"
� ���	 ����� �����# 
��	������ ��� �����'1�� %��� � 
���)"� �+���� 
��	����
Pα ���	��	��� �	
��������	 
�	�����	��	 T

(α) � T⊗r$ �	������)		 � 
���������	

V(α) = Pα · V⊗r . ������1�

,�����"�� 
��	���� Pα ���������	� � T
⊗r(g) ��� ��	# g ∈ SL(N,C)$ �����������"


��
��������� V(α) ��	��	� �! 3	
���� ��	����

T⊗r(g) · V(α) = T⊗r(g) · Pα · V⊗r = Pα · T⊗r(g) · V⊗r ⊂ V(α) , ������4�



��� ��� �������� �	
��� ��	�������� � �	���	����� �	���������� T⊗r

������	
 g ∈ SL(N,C) �� g ∈ GL(N,C) �	�� ��� ���� ��	���� g ∈ GL(N,C) ���
����	�� �� ��	���� g ∈ SL(N,C) ���������� �� ������ ���
��� � �����	�� ���
���	� g � � ���!"� #��$���
��� ��	���� g = diag(a1, . . . , aN)% $#� ai & �������
���
���������� ������	��� '�$#� ���	��(���� � ���!"� �����������	�� � ��#�

(ai1 · ai2 · · ·air − ak1 · ak2 · · · akr)X i1...ir
k1...kr

= 0 , � ���!)�

������������� �� ���	����*���� ��#����� ��	�� '�� ��� ai �������
��% 	� ��
� ���!)� ��#��	% �	� ��*�� ��(���� #� ���++�����	�� �����	��� X ���������	��
� ��#� ����� �� ���� �����	������� σ ∈ Sr ���	��, ��(���-.

X i1...ir
k1...kr

= xk1...krσ δ
iσ(1)

k1
· · · δiσ(r)

kr
, � ������

$#� xk1...krσ ∈ C� /�#�	���� � ������ � � ���!"� � �� ��#�� �$��������	
�� #��$���
�
���� ��	������ gi k� � ����
	�	� ������� ���������

(xk1...krσ − x
iσ(1)...iσ(r)
σ ) g

iσ(1)

k1
· · · giσ(r)

kr
= 0 ,

��	���� #���� ������	
�� #� ���, �������- ��#����� is � kp� '�� ��� gi k ������

��
��% 	� �� ����� xk1...krσ = x
iσ(1)...iσ(r)
σ � /��$�� �#��
 ��� ��#���� i� = 1% �� ����

����% �	� ���++�����	� xk1...krσ � � ������ �� ������	 �	 ��#����� (k1 . . . kr) � �����
����	���- ����	��	� xσ = x1...1σ % � ��������� � � ������ �������	��	 ��# xσ ·s(σ)� 0���
����� ��� 	���� ���	��� ��(���� �� ������������ �����	������� σ% �� ���,�#��
� � ���!1��

• ������ ��� �	
���� ��������� ���	���� ��������� ������������� �������� �������
� ������ ��

2	��% �� 3	����#���� ����� ��#��	% �	� ����	�� ��	���� � ���!1�% �� �������
�����
��� �#������- � �����	����*�� �� ����� ��	������ ���#�	������ T⊗r

$����� SL(N,C)� /��	��� ���#�	������ T⊗r% ��$���� 4���� 5���% �����#��� �
� ��� ����� ��#��	
 �������#���� ���#�	�������

������ �� 6�����	��� 	�������� �������#���� #��, ����#���*�, ���#�	�����-
T ⊗ T $����� SL(N,C)% 	� ��	
 ������	��� ����- r = 2� 0�$���� 3	����#����
����� � ����	����	�� V ⊗ V ��*��	���	 ��	�����
��- �����	�� X % #� ��	���$�
����	 ���	� ���	��(����

X ·
(
T (g)⊗ T (g)

)
=
(
T (g)⊗ T (g)

)
·X , ∀g ∈ SL(N,C) , � ����!�

� ��	���- ��$���� � ���!1� ���#�	����	�� � ��#�

X = x0 IN ⊗ IN + x1 P , � ������

$#� x0, x1 ∈ C 7 �������
��� ����	��	�% IN ⊗ IN & �#������- �����	�� � P &
�����	�� �����	������ � V⊗2 = V ⊗ V� /��	���� #�� �����	���

P+ =
1

2
(IN ⊗ IN + P ) , P− =

1

2
(IN ⊗ IN − P ) , � ����8�

��� ��������	�
�� ������������ ������ Sr� ������ ���
������������� ���

������	
��	��������	
����� �������� ������������ ������� fs(y1, . . . , yn) 
��
���� �� �� �! ��� 
"#�" �	��" ������" ��$��! ����%&	' �	���" �������" (�
�&�� (�������%� yk � yk+1! �	(�	�� & &���

fs(y1, . . . , yk, yk+1, . . . , yn) = f̃(y1, . . . , yk−1, (yk · yk+1), (yk + yk+1), yk+2, . . . , yn) ,

(�
� �� � 
����� &�(�
���&	��' �����)���'�� 
��	
����� ������� � �	&���&	�
��

[σk, yk · yk+1] = 0 , [σk, yk + yk+1] = 0 ,

�����%� (��&��'"�' ��(�����&����  (���*�" �������&��� �����
% ������� �
�	&���& ��������
���
����
 �� �����	
��%� +
�����% zn ∈ C[Sn]! �(�
���&	��%� & ������� � �	&�%�
���� &�, ��	�(������! �	(�%&	"�' �	� (�����)�� ������������ �������

zm = y1 + y2 + · · ·+ yn .

����� ����	
���� � �	���� 
	����
�
� �����������

-���� ��(��� ������ (�
�%� �	#�� (������&�%, &�	���� ���� ��	
��%, �����
(������& eα ∈ C[Sn]! �
' �����%, &%(�
�'"�' �����)���' ���.���! ���.���� /��
+���! ����%&	' ��������	����� �, �(����
���'! (����#���! ���#% ����(�����% eα
'&
'
�� �#�&���%�� &�����	�� �(��	����& 0��	123��� & 
�&�� �� �
'����
(����	&
����4

yk · eα = a
(α)
k eα (a

(α)
k ∈ C) ∀k = 1, . . . , n . ������5�

6	��� &%#�� ����(������& �
' 	
 �#�% C[Sn] &� �	 &����$��� 7 �	�����! ����(��
����% ���.����! (�������%� �
' 	
 �#�% C[S2]! ���&
��&��'"� �����)���'� ���.����!
�����%�! ����%&	' σ1 = y2! �&(	�	"�  ������5��

• ������ ���� 	
��
���� ��� � ����
 C[S3] ��������� �������� �
� ������� 
��� ����
 ε = 1/2 !��!"��! ����������� ���� �����#$�%

(y1, y2, y3) · e[3] = (0, 1, 2) e[3], (y1, y2, y3) · e[13] = (0,−1,−2) e[13] ,
(y1, y2, y3)·e[2,1]1 = (0, 1,−1)e[2,1]1, (y1, y2, y3)·e[2,1]2 = (0,−1, 1)e[2,1]2.

��������

8� �����
% ������5� 
����� ������	��&���� ����(������& eα � �#�	��"*�,
0��	123��� {yk}� 9���&���
���! ����$�� �#� �	�� ������5� 
�&	 �	 eβ4

eβ · yk · eα = δαβ a
(α)
k eα ,

� (���������� (� &�� α� :���%&	' �
�&�� (�
���% ���.���! & ����
��	�� �����

eβ · yk = a
(β)
k eβ ∀β . ��������

;�	&��&	' +�� �����)���� (�� β = α  �
�&��� ������5�! �% (�
��	��

[yk, eα] = 0 , ∀k . ��������

6	� �	� +
�����% 0��	123��� {yk} �#�	��"� (�
�%� �	#�� ���������"*�,
�(��	����& & C[Sn] ��� :�&��$����� ������! �� ����(�����% eα! ���&
��&��'"*��



��� ��� ��������	�
�� ������������ ������ Sr� ������ ���
�������������

�������� 	 ������
�� �	�������� ��������� ��������������	�� Yn 	� ���	� �������
����� !��	��!" ��� ������ � �#��$		 �� {ym}�

%���� !����!�� �������� ���� & 	!��� & �	�	�	'� & 	��������� eα (�����	)
�#��!" ������ !��!�'��� ( ���*��	&

Λ(α) = (a
(α)
1 , a

(α)
2 , . . . , a(α)n ) ∈ Spec(y1, y2, . . . , yn) . ��������

+��!� Spec(y1, y2, . . . , yn) ������*��� �����!�'� !�����' (a
(α)
1 , a

(α)
2 , . . . , a

(α)
n )� !���)

'��!�'#,-	( '!�� �	�	�	'� � '��	��� ���������� � 	����������� eα� ���)
�#,-	� ����#, !	!���#� .	 /���� ������# ����# Λ(α) !���'��!�'#�� ��	�!�'��)
� & �	�	�	'� & 	��������� eα ∈ C[Sn]� 	��*� ���� ����#�	#,-	( /�������'
{y2, ..., yn} �� � � � ���� � �!�� 0�'�����	� ������� 1����	� ������ *�� �!�	

(a
(α)
1 , . . . , a

(α)
n ) = (a

(β)
1 , . . . , a

(β)
n )� �� 	� #!��'	& �������� 	 �������� �'�����	*�!�	 !���#)

�� �����������!�� eα ·eβ = 0 !���'��!�'#,-	( 	����������'� *�� ����� !����!#��!"
! ��2	� 	���*���� � ����������	���

• ������ ���� 	
����� 
��
�
�����
��� �������
� eα  eβ� �
������� �
���

����� !"  �����  "� �� ���
� Λ(α) = Λ(β)�

3�!!���	� ����� !���#,-�� ����-��	� $�� ( *	!�� ' '�(��� ��'�� #��#
��!����*�����& ���	$ 

0 1 2 3 . . .

−1 0 1 2 . . .

−2 −1 0 1 . . .

−3 −2 −1 0 . . .

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

� . . .

4� �!��� �� ���'��& �	������	 !��"� �#�	� �� ��	��&2�& � ���'��& �	������	 !'�(#
!��"� +1� �� ��	��&2�& � ���'��& �	������	 !�	�# !��"� −1� �� !���#,-�& �	���)
���	 !'�(# !��"� +2� !�	�# 5 (−2)� 	 ��� ������ 6	!��� �	�	!����� ���	� ������
�����& ������� �#��� ��� '��� ����	
���� ����������� /��& �����	� %����
������ ! ����	�����	 (k,m)� ��� k � ���� !���	� � m � ���� !����$�� 	����
!������	� (m − k)� .���!�	� ����� ' /��� #��� !�������#, ����	$# 7��� Tλn�
	��,-#, ���# �	����� 7��� λn ! n �������	� 8 ��#������ ���#*��� !���)
����#, ����	$# 7���� ' �����& ������ ! ����	�����	 (k,m) (�����	�#��!"
��� 	��'2	�!" ' ����	$� 7��� *	!��� �������� i� ��� 	 !������	�� (m− k)� ��

�!�� ��� ' ��"�	� ��� i m�k � .�����" ai = (m−k)� � �����& !��������& ����	$�
Tλn� # �����& '!� �����	 	��,� 	 ����� 	 !������	�� �������*�� !���!��'�"��
��!����'�������!�� 	� n $�� ( *	!�� (a1, a2, . . . , an)� 9�	 ��!����'�������!�	 � 
�#��� ��� '��� �����	�� ����	
��� ��	� n� :����!�'� '�����' !�����)
�	& ��	� n� !���'��!�'#,-	( '!�� !������� � ����	$�� Tλ� 	��,-	� ���#
�	����� λ  n� �#��� ������*��� ��� Cont(λ)�

8 ��*�!�'� �	��� �!!���	� !�������#, ����	$#

Tλ8 =

1 2 4 6

3 5 8

7

��� �������� �	
��� ��	�������� � �	���	����� �	���������� T⊗r ���

������	� 	
����	�� ��
� ������� ������ ��� r = 2 ������ 	
����	� 
�������	���
P � ����������� 
	 
������ P (�v1 ⊗ �v2) = �v2 ⊗ �v1 

P (�ei1 ⊗ �ei2) = (�ej1 ⊗ �ej2)P
j1j2
i1i2

, P j1j2
i1i2

= δj1i2 δ
j2
i1
. �������

!"	"����� #�	$	 	
����	�� ��� r > 2 ������ 	
����	���� s(σa)� �����%	����&�� �
���������	� "�%��� ����'� �����(���

(s(σa))
j1...jr
k1...kr

= δj1k1 · δj2k2 · · · δ
ja−1

ka−1
· δjaka+1

δ
ja+1

ka
· δja+2

ka+2
· · · δjrkr , �����)�

$�� σa * �	������ �����
	%�(��� �	�	��� 
����������� � ������ �	�+�	 ����	�� �va �
�va+1� � 	����+�&� ����	�� 	�������� �� ��	�, �����,� !-�����	� -�	 �����(� �����)�
�		���������� 	
����	�� � V⊗r 

s(σa) = IN ⊗ · ⊗ IN︸ ︷︷ ︸
a−1

⊗P ⊗ IN ⊗ · ⊗ IN︸ ︷︷ ︸
r−a−1

. �������

$�� P * 	
����	� 
�������	��� ���, ����	�	��

.�	��� 
���+ T / 	
���������� 
������������ $��

& SL(N,C) � 
�	���������
V� 0���� $	�	���+� -�	 X �������� SL(N,C)1����������&� 	
����	�	� � V⊗r� ����
	� �	��������� � ��������� $��

& SL(N,C) � 
������������ T⊗r 

X ·
(
T⊗r(g)

)
=
(
T⊗r(g)

)
·X , ∀g ∈ SL(N,C) . �����2�

�����	
���� ����� ����� SL(N,C)� ��	
��
���� ����
��� X� �����	�����
	 V⊗r� ������
	������ 	 	��� �������� ������
��� ����
����	 �������� ����� !�"

X =
∑
σ∈Sr

xσ s(σ) , �������

#�� xσ $ ���������� ��%&&������� � ����
 ���� �� 	��� r! ������
��	�
�
σ ∈ Sr� ����� ����
��� ����� '� �	������ SL(N,C)���	
��
���� ����
������
�� ���( ���	���	����� ����	�� ����� )��

�������������� 3���������	��+ 	
����	�� �������� ���� ���$��� ��	����� �$	
�	���������	��+ �����2� � ��������� $��

& SL(N,C) � 
������������ T⊗r� �����1
�� �% ����������	��� ����	$	 �% ���$���&, � �������� �	 ���+ �% ����������	���
	
����	�	� s(σ) ��� ���, σ� 4�	"& �	��%��+ #�	� �����	���� ���	�1��"	 ��"	� 	
���1
�	�	� Ai (i = 1, ..., r) � V � 
	���	�� 	
����	� A1⊗· · ·⊗Ar� �	�	�&� ��������� � V⊗r�
5	$�� �% 	
��������� ������ ������� 
�����	 �	������	����� s(σ) � A1 ⊗ · · · ⊗ Ar 

(A1 ⊗A2 ⊗ · · · ⊗ Ar) · s(σ) = s(σ) · (Aσ(1) ⊗Aσ(2) ⊗ · · · ⊗ Aσ(r)) . �����'�


	��� -�$	 ����������	��+ 	
����	�	� s(σ) (∀σ ∈ Sr) ����	����� 	-�����	� 

s(σ) · (T (g)⊗ T (g)⊗ · · · ⊗ T (g)) = (T (g)⊗ T (g)⊗ · · · ⊗ T (g)) · s(σ) . �����6�

7	����� ��
��+� -�	 ��"	� 	
����	� X � ��	�����	������ �����2�� 
���������1
���� � ���� �������� 0�% 	$����-���� 	"��	��� 
�� �����	������ �����2� �& �	���



��� ��� �������� �	
��� ��	�������� � �	���	����� �	���������� T⊗r

������	� �
��	�� �
�	�����	� ���� ��
��������� μ, σ ∈ Sr� ����
�� �� �����
����������� �	��

μ · σ =

(
1 . . . r

μ(1) . . . μ(r)

)
·
(

1 . . . r
σ(1) . . . σ(r)

)
=

=

(
σ(1) . . . σ(r)

μ(σ(1)) . . . μ(σ(r))

)
·
(

1 . . . r
σ(1) . . . σ(r)

)
=

(
1 . . . r

μ(σ(1)) . . . μ(σ(r))

)
.

�������

 �!����� ��
������	" �����#� ���
	$��� �
���������	� ��� ���
���
�� s(σ) �
��	�� ���%�&�� 	���� �	� ��
���	�� � �����'��(

s(σ) · (�ei1 ⊗ �ei2 ⊗ · · · ⊗ �eir) = (�eiσ−1(1)
⊗ �eiσ−1(2)

⊗ · · · ⊗ �eiσ−1(r)
) =

= (�ej1 ⊗ �ej2 ⊗ · · · ⊗ �ejr) δ
jσ(1)

i1
· δjσ(2)

i2
· · · δjσ(r)

ir
≡ (�ej1 ⊗ · · · ⊗ �ejr) [s(σ)]

j1 ... jr
i1 ... ir

,
�����)�

ψi1...ir → ψ ′ i1...ir = [s(σ) ·Ψ]i1...ir = δ
iσ(1)

j1
· · · δiσ(r)

jr ψj1...jr = ψiσ(1)...iσ(r) . �����%��

�����	
���� ����� ������� �	
�
� ������ ����������� s �� ������ ��������
����� Sr � ��������� �������� ����������� ������� !�� � V⊗r
 "���������� s
#��#���# �������$����� �� ����� �������� �������#�� ������������� ������ Sr
� ������������ V⊗r

�������������� �������	�� �������� $�� s(μ)·s(σ) = s(μ·σ)� *����� ����
����	�
������� 	 +���$�	 
�������

s(μ) · s(σ) · (�v1 ⊗ · · · ⊗ �vr) = s(μ) · (�v ′1 ⊗ · · · ⊗ �v ′r) = (�v ′μ−1(1) ⊗ · · · ⊗ �v ′μ−1(r)) =

= (�vσ−1(μ−1(1)) ⊗ · · · ⊗ �vσ−1(μ−1(r))) = s(μ · σ) · (�v1 ⊗ · · · ⊗ �vr) ,

!�� �� �
	���	�	 �����#� 	 ����	 �����$��	� �v ′i = �vσ−1(i)�

• ������ ��� �	
��	�� ��
����
 �
�
�
	���� s(μ) · s(σ) = s(μ · σ)� ��
�����
���	��
� �	���������� �������� ����� !�� "���� �
�
	�� �	
��	�� ���
��
[s(μ) · [s(σ) ·Ψ]]i1...ir = Ψiμ(σ(1))...iμ(σ(r))�

������ �� , ��$����� 	��"��
�+		 � -���
����	" ����� 	 .���$� �� �
���
	�
�����	� !�����
/	�� s(μ) · s(σ) = s(μ · σ) ��� ���$�� ���� �
�����	+	0 σ = (13)
	 μ = (12)� 1
	����� �����%�� ���������������� ���$��� ��� μ = (12)� � ����� ���
σ = (13) �� 	����

[s(μ) · [s(σ) ·Ψ]]i1i2i3 = [s(σ) ·Ψ]]i2i1i3 = ψi3i1i2 . �����%%�

 �
�!�0 ���
���� ��!����� ��
������	" ������� �� ����$��� μ · σ =
(

1 2 3
3 1 2

)
�

��2���� [s(μ · σ) · Ψ]i1i2i3 = ψi3i1i2 � $�� ��������� � �����%%�� 3����	�� $�� � ��4��
���$�� 
������� ���������������!� ��0���	� �����%�� ���� ��
��������� σ, μ ∈ Sr
�� ����
 
��!� r �������$�� �
���� ������	� �
	����� !
�/	$����� �
���������	�
��
���������� ����
�� ����������� � 
����� ������� ��
��0 $���	 ��	!	�

5��	� ��
���� �
���������	� s ������� 2������� σ ∈ Sr ������������ �	��0��0
���
���
 s(σ)� ��0����"4	0 ��!����� �����#� 6 �����%�� � �
���
������ V⊗r ����
��

��!� r� , $�������	� /�
���� �����%�� ���������� $�� ���
���
 s(σ) ��
���������
	������ � ��������� ����
� Ψ ∈ V⊗r�

��� ��������	�
�� ������������ ������ Sr� ������ ���
������������� ���

�λ8 = [4, 3, 1]� � ��	
���	  ��
��� ���� ������� �� ���
�����
  ����
����� �
������	�� ������
 ���� ������� ��
�  ���	 ������	 ������
� �������

�

�

m

k

1 0 2 1 4 2 6 3

3−1 5 0 8 1

7−2
�!�"����

� ������� ���	���������#�� �$���� ����
����
�%����% #��
� (a1, a2, . . . , a8) =
(0, 1,−1, 2, 0, 3,−2, 1) ∈ Cont

(
λ8
)
�

&��
 	� �����
	 �� ��� ���
� ������	 �
���%����	 �����'� ����
���� #�� ���(
��	� ���	�����	� ��
	���
��� eα ∈ C[Sn]� ����
���$)*
	� �����$	 �!�"��+��
	���� ���	���������#�� ���������% 
�����
���) ����������) ������� Tλn ↔
eα ���� #�� ����
����
�%����% �����
���� ���#
��� �!�"��!� ������)*�� ,����-
./�0� �� 
����
 eα ���
� �������% � 
�����	 ���
������ �����
����
�%����%)
����
���� ��
���  ����������� ������
 Tλn 1

(a
(α)
1 , a

(α)
2 , . . . , a(α)n ) = (a1, a2, . . . , an) . �!�"��"�

2��
�����
 a1 �
��� ��
���  ����������� ������
 Tλn �
'�� ���� ���)� #��

��'����
��$ � �����
���	 ���#
��
	 a
(α)
1 = 0 ��
	
��� y1  ���� 
'� ���
�
�
��$

�!�"����
3�	
��	 ��
�%� #�� ��
	���
���� ����
���$)*�
 �!�"��+�� ���*
 '���$� �


������)� � ���	�������	� ��		
���������	� ,�'� �!�4��5�� ������
���	� ��
����������	 �������	 Tλn� &����	
�� ��
	���
��� �!���46�� ��$ �������  ���#�

ε = 1

2
�����$)��$ ��
���� �!�"��5�� �
 ���� ��		
���������	 ,�'� �!����5��

������)*�	 �� �!���46�  ���#�
 ε = 0�
7���� ���	�����
 ��
	���
��� eα ∈ C[Sn]� ���#��$)*�
�$ �!�"��+�� ���������(

)��$ � ����� ������� �� ����������	� �������	� ,�'� � n ��
���	� � ����
���(
�
�%����%) ����
��� (a1, . . . , an)� � � ���'�� �������� ��� 	� ���
	 ��	� �������
�
������� ������ ����� ��
	���
�� �������
�� ��� �
����� �� �
'� ��
� �������
�
� ��'
���� C[Sn]� �
������	�
 ��
�����
��
 ���� ��'
��� �'����� Sn��  
	
��	�	� �  �����	 ������
� ���������
��$ ����
����
 	
��� �
������	�	�
��
�����
��$	� ��'
��� C[Sn] �'����� Sn� � �������	� ,�'�� &��
 	� ����
	
��	� �������
� ������ ������������� ������ ������
��$ ��
	���
���� ����
��(

�$)*�� �!�"��+�� � ������	 �����
���� ���#
��� (a
(α)
1 , . . . , a

(α)
n )� ����
����)*��

���
�����) ��
��� ����������� ������ ,�'�� 8�	
#��
�%��� #�� ���� ������ ���
�
���	���#
��� ����% �����) ����
	� ���	�� ����'����%��� ��
	���
����

3�	
��	 ��
��
 �
'�� #��  ����� #���� �!�"��"� ����� ����
����
�%����%
�
��� #��
� ����
�������� �����	�  ��#
��
 �
��'� ��'� � �������
��) ����(

����$ �!�"��"� �����
	 ��
��)*

 ��
���
��
�

���	
��	�	 ����� ������ ���������	 
��������� yj ��� ������� C[Sn] ���
��	� ���

Spec(yj) ⊂ [1− j, j − 1] (∀j = 1, 2, . . . , n) , �!�"��6�

��� [1− j, j − 1] ���������� ����� ����� ����

[1− j, j − 1] = {1− j, . . . ,−2,−1, 0, 1, 2, . . . , j − 1} . �!�"����



��� ��� ��������	�
�� ������������ ������ Sr� ������ ���
�������������

�����	
��� ��� �� ��	���� �������� ������ ����	� �� ������� ��� � � �
�	� � �!
	"��	" yj ����	#"��� ��� $���� ����" �� ��	��
" [1− j, j − 1]� %" 	���	 � � �
�	�
� �	"��	" y2 �� ����	#���� ����������� ��"����� 0 ��� ������&� � ��	���� ������'�
��#��
������	
��	���(� ��
"#�� ��������  � ����
$��� )�  ��������� ������� � �����&�
������� ��� *������ y2 = σ1 ���������	��� +"	"
��	�������
��� ��#������,

(y2 − 1)(y2 + 1) = 0 . ������'�

-"
�� ��	"��� Spec(y2) = {−1,+1} � ������"���.�� � �
�	 � �	"��	" y2 ���������!
	��� ��������� /� ����� ��� � �
�	 yj−1 ���������	��� �������� ��� ��
���	��� j ≥ 3�
/�
"#�� ��� � *��� ����"� � �
�	 yj �"
#� ���������	��� ��������� 0"�����	��
+"	"
��	�������
�� �	"������ ��� *������" yj−1 ��	"����� � ������'��,∏

α

(yj−1 − a
(α)
j−1) = 0 , �����12�

��� a
(α)
j−1 ∈ Spec(yj−1)� 3����� �����"����� ��� ���
$�� ������4 � ����4 �"���

�����12�

f(yj−1) ≡
∏
α

(
yj−1 − a

(α)
j−1
)
.

)� ��.��� � ���"5��� � �	"��	� Uj−1 � �+ ���4���" �����&1� �����&6� �� �	"������
�����12� ��  ����"�� ��#������

0 = Uj−1 · f(yj−1) · Uj−1 = f(yj) · U2
j−1 = f(yj) · (1− (yj−1 − yj)

2) , �����1&�


���	�� ���"�"�� ���

Spec(yj) ⊂ Spec(yj−1) ∪
(
Spec(yj−1) + 1

)
∪
(
Spec(yj−1)− 1

)
,

� ������"���.�� ��
"���"�� ���������

����. Λ = (a1, . . . , ai, ai+1, . . . , an) 7 �"��	 ����������+ ��"����4 *�������� 8$�!
�"9(:	�� ���	"��5��+ (y1, . . . , yn) 
�����"�����4  ��"����	� Yn� 
���	�4 ���!
��
"��  	� ��4����� *��+ *�������� �"  	��������4 ���� ����� eΛ ∈ C[Sn] ����
������2��� 3 �"�.��4;�� ����� ����	��. ��� ���� ����� eΛ ����� � �
�	"�.��4 �"!
��	 Λ ∈ Spec(y1, . . . , yn)�

�	�
���
��
 ����� ���������	� 
������ ������� ���������� ��������� yi
 yi+1 �� �����  ��� �� ���������� eΛ �� ���������� �� ����� ����� Λ �� ���

��� ai = ai+1 �!� ���� i = 1, . . . , n− 1�

������	
��	��� <���� ��
"���"�. *�� ����	#����� ��  	��������� ����. ���
��
���	���  	���������� ���� �����" eΛ = 0 �� ����� ai = ai+1 �� ���.

yi · eΛ = ai eΛ = yi+1 · eΛ . �����1��

-���"  ��.����. � 	��������� �����&&� � ���"5���� � �	"��	" Ui ��  ����"��

eΛ · Ui · eΛ = eΛ ·
(
σi · (yi − yi+1) + 1

)
· eΛ = eΛ · eΛ = eΛ . �����11�

��� �������� �	
��� ��	�������� � �	���	����� �	���������� T⊗r ���

��� �����	
� ����� Sr 	 ����������	� ����������

���
�	����
� ����������
� �������	���
�

����� T � 	
��������� 
����������� ���

� SL(N,C)� ���������� � N�����	�
�	�
�����	� ����	��	� 
�	��������� V ≡ CN � ������� � V �� �� {�ei} (i = 1, . . . , N)
�  �
�!�� ������� "������� g = ||gij|| ���

� SL(N,C) � 	
��������� 
�������
����� � 
�	��������� V ���������� 	��� 	� �	�����	 #$���%&'

T (g) · �ei = �ek g
k
i . #$�(��&

)��� � ���� ��� �	��	 �� ������ *�+	����* #�		������������ ���	���& ������
� �����, ����+�� � *��+	����* #�		������������ ��	��,��& � ��� �� -		����������	

�� �		������+ ����	�� �ψ = ψi �ei ∈ V ������� #$�(��&  �
��������� � ���

ψi → ψ′i = [T (g) · �ψ]i = gij ψ
j . #$�(�(&

.����	���� ��
��� ��� 	��	� 
�	� ������ T⊗r := T ⊗ · · · ⊗ T ���	�	�	�	 /���� r
	
��������+ 
����������� T ���

� SL(N,C)� 0�	 
����������� �	�����	 	
���
������ ��� 	��	�	 
�	� ������ 
����������� #���	�� � �� ��� ������� 
���	�
/���� �����& �	
	�������� ��1	�� "������� g = ||gi j || ∈ SL(N,C) 	
����	�

T⊗r(g) := T (g)⊗ · · · ⊗ T (g)︸ ︷︷ ︸
r

, #$�(�2&

�	�	��� �������� � ��� 	��	� 
�	� ������ V⊗r N������+ ����	���+ 
�	��������
�������� 	��� 	�

(T⊗r(g)) · (�ei1 ⊗ · · · ⊗ �eir) = (�ej1 ⊗ · · · ⊗ �ejr) g
j1
i1
· · · gjrir ,

ψi1...ir → ψ ′ i1...ir = [(T⊗r(g)) ·Ψ]i1...ir = gi1j1 · · · girjr · ψj1...jr ,
#$�(�$&

�� Ψ = ψj1...jr(�ej1 ⊗ · · · ⊗ �ejr) ∈ V⊗r � ��� 	� r��	 ������ � ψj1...jr � ��	 �	�
	������
3���/��� 	
����	� I⊗rN � 
�	��������� V⊗r ����� ��

(I⊗rN ) · (�ei1 ⊗ · · · ⊗ �eir) = (�ej1 ⊗ · · · ⊗ �ejr) δ
j1
i1
· · · δjrir ,

ψi1...ir → ψ ′ i1...ir = [(I⊗rN ) ·Ψ]i1...ir = δi1j1 · · · δirjr ψj1...jr .
#$�(�4&

����� ��
��� ���	� 	
����	�	� s(σ)� �	�	��� 
�	� �	�� 
�������	��� 5���	�	�
�va ∈ V � "������� (�v1 ⊗ �v2 ⊗ · · · ⊗ �vr) ∈ V⊗r'

s(σ) · (�v1 ⊗ �v2 ⊗ · · · ⊗ �vr) = (�vσ−1(1) ⊗ �vσ−1(2) ⊗ · · · ⊗ �vσ−1(r)) , #$�(�%&

�� σ 	�	 ��/��� �		������������ 
�������	��� r "������	� (1, 2, . . . , r)'

σ =

(
1 2 . . . r

σ(1) σ(2) . . . σ(r)

)
∈ Sr , #$�(�6&

� σ−1 7 
�������	���� 	������� � σ� 8��

� 
�������	�	� #��������/����� ���

�&
���� 	
������� � 
	�	��	 	���1����� � �� ��� ������� 
���	� /���� ������



��� ��� ����������	
��� ��������

�����	
������ ��
�����	�� 	����� 
 ������
� ���� ���������� �	���� ����
�����	��

�
��	�� 	������ �	� ��
��� ��������� �����	
����� ������� �����! SL(N,C)�
�
���
	���
���� 
 �������	�
�	�� F (1) ������!� �������� ������� �����	


�� ���	
���!� �� "����	�� k�� �	���� (hk1, hk2, . . . , hkN) �
	��#! h ∈ SL(N,C)�
"����
��	� ��������$%��� �����	
����$ T �����! SL(N,C)

[T̃ (R)(g)]hki = hkj gji (k = 1, . . . , N) ⇔ �&���' 

T (g) · �ei = �ej gji , �&���( 

��� (�e1, �e2, . . . , �eN) ) *
���!� ���	��
 � ����	�
�	�� V ��������$%��� �����	
��
����� +������ ����
��� ��������$%�� �����	
����� SL(N,C) ��
�����	�� �
�

��������	
����� � ��������� �����	
����� 
 ����	�
�	�
� F (1)
k ������!�

�������� ������� ������
 �� ������!� hkj �k ,�������
� � �! ����� F (1) =∑
k F (1)

k � -
������� ����	�
�	�� F (r) ������!� �������� �	���� r ��	� ����

�
 �������	�
�	� F (r)
k1,k2,...,kr

�k1 ≤ k2 ≤ · · · ≤ kr � *
���!�� "����	
�� ��	��!�
����$	�� ����!

hk1i1 hk2i2 · · · hkrir (k1 ≤ k2 ≤ · · · ≤ kr)

�k1, k2, . . . , kr ,�������
! � ����*�
��$%���� ��� ����	��� SL(N,C) � ���������
�����	
����� 	
� .�� �
� � *
���!� "����	!

(�ei1 ⊗ �ei2 ⊗ · · · ⊗ �eir) , �&���/ 

� ����	�
�	�� V⊗r �����	
����� T⊗r ������� ����������� r ��������$%�� �����
�	
����� �&���' 0

[T̃ (R)(g)] (hk1i1 · · · hkrir) = (hk1j1 · · · hkrjr) gj1i1 · · · gjrir ⇒
T⊗r(g) · (�ei1 ⊗ · · · ⊗ �eir) = (�ej1 ⊗ · · · ⊗ �ejr) gj1i1 · · · gjrir .

�&���� 

1� ����.���� ���� �	� ��� ���������!� ��������!� �����	
����� T (λ)


���*�! s�(N,C) �
 �� ��� �����.
	�� � ��
��� ��������� �����	
����� �&����  
���.! ��
�����
	��� 
 �������	�
�	�
� V(λ) � �����!� �!2� ����	�
�	�
�
������!� �������� F (r)

k1,k2,...,kr
⊂ F (r) ⊂ F � 3�������� �����	
������ ����	��$�

%�� 
 F (r)
k1,k2,...,kr

� "����
��	� T⊗r� � ������
	���� �
.��� ���������� �������

����� �����	
����� T (λ) 
���*�! s�(N,C) ���� �����! SU(N) �����.�	�� � �
����
�*��� 	������ ����������� T⊗r ��������$%�� �����	
����� T "	�� ������ 4
�
�! ���� �������� � ������	
	�� ��������� � �
����� ����� ���� 5	���.����
���� �

+
��� �����
�	 ���*���
 ) �
� �!����	� ���������!� �����	
����� T (λ) ���
���*%� ������� ��������!� �����	
����� T⊗r6 7�� �� �����*�� ��2��� "	�� ����
*���!� �
� �! ��
�!�
�� � ����!��%�� 8�
��� ���	��	 � �������� ��	��
 ���	���
��� �����	
����� �� �	
�2�� ������ 9 �
�� 8�
��� ��
��� �! ����.�� ������
�����* ��2��� "	�� ���*���!� - ����� �! ���
.��� �	� ���������!� �����	
��
���� SL(N,C) �� �
���
	���
����� �����
��
 ���� ���������!� �����	
�����
SU(N) � �����.
%���� � �����	
������ T⊗r� �!����$	�� � ����%�$ ���#�
��!�
�����	����� ��	��!� ���	��	�	��$	 ���������!� �����	
������ �����! �����	
�
���� ������	�������� �����! Sr�

��� ��������	�
�� ������������ ������ Sr� ������ ���
������������� ���

� ����	
 ��	�	�� �	����	 �������� � �������� �����

eΛ · Ui · eΛ = eΛ · (σi · yi − yi · σi) · eΛ = eΛ · (σi · ai − ai · σi) · eΛ = 0 .

�������� ��	 �������	 � ��������� �� ��� 	��� ! ��	���	��"�#�

$���% eΛ′ ∈ C[Sn] & �����	���� ���#'�
 ���!����%�
 �(	� Λ′ = (a′1, . . . , a
′
n)�

$	�%)���% �����*��� �	��"��� �k = 2, . . . , n�+

ak eΛ′ · Ui · eΛ = eΛ′ · Ui · yk · eΛ = eΛ′ · yσi(k) · Ui · eΛ = a′σi(k) eΛ′ · Ui · eΛ , ��������

��� σi = (i, i + 1) & �	����� �����	)�,��� �	 ���% σi(k) = k ��� ��� k = i, i + 1� �
σi(i+1) = i� σi(i) = i+1� $	��	��� ���� eΛ′ ·Ui ·eΛ = 0� �	 a′σi(k) = ak� "�	 �!�������	
��������

Λ′ ≡ si · Λ = (a1, . . . , ai+1, ai, . . . , an) ∈ Spec(y1, . . . , yn) . ������-�

.���% 	�����	� si ������������ � �(	�� Λ �	�%!	 �	(������ )�"��� ai � ai+1� �
	����%�� �	(������ )�"��� 	�������� � ��	� ����� � � ����	
 ��	�	�� �)
�������� �������� "�	

eΛ′′ · Ui · eΛ = 0 , ∀ Λ′′ = si · Λ . ��������

/��	���� "�	 !�0�	�� ���!����%	�� �(	�� Λ �		���������� ��������
 ���1
������
 �����	��� eΛ ∈ C[Sn]� "�	 ������� �) �����0���� 	 �	�	�� �(	��
!	�������#'� ������	� {y2, ..., yn} ���� 2����0���� �������

�����	
���� ����� ����� eΛ ∈ C[Sn] � ��	
���	�� �
	���� ��	��������
����

Λ = (a1, . . . , ai, ai+1, . . . , an) ∈ Spec(y1, . . . , yn) . ��������

��� ���� |ai+1 − ai| = 1� �� ���	����	� ��	
���	� eΛ′ ∈ C[Sn]� ��	��������
���� �������� ���	 ��� �!"�� � �����#���# ��$�	����

Ui · eΛ = eΛ′ · Ui , eΛ · Ui = Ui · eΛ′ . ��������

%�� ���� Λ′ = siΛ /∈ Spec(y1, . . . , yn)� �� ��	
���	� eΛ ∈ C[Sn] �����	����#	�
�����&	�#


Ui · eΛ = 0 , eΛ · Ui = 0 . ������3�

� |ai+1 − ai| = 1�

�������������� *�� $���% |ai+1−ai| = 1� 4	!�0�� ��'����	���� �����	���� eΛ′�
���#'��	 ���!����%�
 �(	� ������-�� 5����	���� ��	�)������

Ui · eΛ =
(
σi(yi − yi+1) + 1

)
· eΛ =

(
σi(ai − ai+1) + 1

)
· eΛ . ��������

6�! !�! 	�����	�
(
σi(ai − ai+1) + 1

)
	(����� � ���"�� |ai+1 − ai| = 1� �	 Ui · eΛ = 0�

$	�%)���% ���	���� �	�	�� ���-��� � �"������ ��������� �� �	��"���

Ui · eΛ =
∑
α

eα · Ui · eΛ = eΛ′ · Ui · eΛ . ������*�



��� ��� ��������	�
�� ������������ ������ Sr� ������ ���
�������������

��������	 Ui · eΛ = 0
 ���� ������� ������ ����������� ����� �	����������
��������� eΛ′ = 0
 ������� ������������ ����� ����� !"� #����
 ����� ����$	%��
	������� ������� ���!� " � 	������� ����� �"
 � ��������� � ������&���� ������'"
�� ������

eΛ′ · Ui = eΛ′ · Ui ·
∑
α

eα = eΛ′ · Ui · eΛ . �������"

(�������% ������'" � �������"
 �� ���)��� � ������	 ��������	 �$ ����� �"� *�����
��������� � ����� �" �������% �������+��
 ��� ���	+����% �$ ������� ���	����
����$��,

Ui · eΛ = eΛ′ · Ui ⇒ U2
i · eΛ · Ui = Ui · eΛ′ · U2

i ⇒
(1− (ai+1 − ai)

2) · eΛ · Ui = Ui · eΛ′ · (1− (ai+1 − ai)
2) ⇒ eΛ · Ui = Ui · eΛ′ ,

�� �� ��������� �������� �����'!"
 � ����� 	+�� ��
 +�� (ai+1 − ai)
2 = 1�

��" -��� Λ′ = si ·Λ �� ���������� ./01(y1, . . . , yn)
 �� ���� ���� ������ �������
����������� ��� ���������� �� ������������ ������� Λ′
 �� �	����	% ���������
����� �" �� ���� ������� Λ′′ � ������$	% 	������ ������� ���!� "
 �� ���	+��� ������
�������� � ����� 2"� *����� �������� � ����� 2" ���$������% �������+��� #������
������
 +�� � 3��� ��	+�� |ai−ai+1| = 1� 4����&�� %��� ������ ������&���� � ����� 2",

0 = Ui · eΛ =
(
σi(yi − yi+1) + 1

)
· eΛ =

(
σi(ai − ai+1) + 1

)
· eΛ . ������ "

-��� |ai − ai+1| = 1
 �� ��������
(
σi(ai − ai+1) + 1

)
�������
 � ������ " ��� eΛ = 0


+�� ���������+�� ��+������	 �������������

�����	
�� �� 5������ ��� +���� ������� ��������� � ����� �" ������ �� Ui � ���6
����$	���% ���������� �����'!"� * ��$	������ ���	+���

Ui · eΛ · Ui = (1− (ai+1 − ai)
2) eΛ′ , �������"

�� �� 	+�� $��+���% ������� ����� !" �% ���������� yi, yi+1 �� ���������� eΛ′�
7���
 ���� |ai+1 − ai| = 1
 �� �$ �������" ���	�� %���% 8���	��,

eΛ′ =
1

(1− (ai+1 − ai)2)
Ui · eΛ · Ui ∈ C[Sn] , ������!"

��%$������% ���������� eΛ′ � eΛ
 ������������ ������ ������) 	��������%��
������&���� ����� !"�

• ������ ���� 	
������ � ��� �� ��� ������� eΛ′ � ��������� � ��������� �� 
!������ "������� �������� ���� �#���� ��!������ ��� eΛ�

�����	
�� � 9�������
 +�� � ���	 ������ " ���������� eΛ : 3������� ����	��6
������ ��������� ;���8���<=������ Yn
 �� ���� ��� ���������� � ��� ������6
��� �� ����$	���) (y2, ..., yn) ∈ Yn� ��������	 eΛ : ����������� ������� ����������
(y2, ..., yn)
 3�� �������� ����� 	��������%�� ���������

eΛ · (y2 − a2) = eΛ · (y3 − a3) = · · · = eΛ · (yn − an) = 0 ,

��� ����������	
��� �������� ���

��� �������	�
��� ���
����	�� �
���������� T (λ) �����
� sl(N,C) ���� su(N)�
����
�����  ����	������� �����
��	 �
��������� T⊗r ��
�������� �
������
����! T "��! �����
�# 	���� ���� �������� ��� ��
������ � ���
�� ���$ %��
�������� ������� 
���	��
���� 
�����
���� �
����������$

&�� 
�����
���� �
���������� �'$'$'�� �
���� SL(N,C)# �������� � �
��	�
�����	� �� �
����# 
���	��
�	 ���� �� "��	��� g = IN+ε+· · · ∈ SL(N,C)# ����
�!
������ � ��������	�(

[T̃ (R)(g)]α(h) = α(h · g) = α(h+ h ε+ . . . ) = α(h) + εijhki
∂

∂hkj
α(h) + . . . . �)$�$��

*���� h, g ∈ SL(N,C)# α(h) + ,���-�� �� �
����# "��	���� ���������! 	��
�-� ε
	���# � �����	� ���������� ����� ���������� ��
���� 	������ �� εij $ .�
	���

�)$�$�� ������ �
��� 
�����
��� �
���������� T̃ (R) �����
� s�(N,C) �� ,���-�� 
α(h) �� �
���� SL(N,C)(

T̃ (R) : A→ Aijhki
∂

∂hkj
, A ∈ s�(N,C) . �)$�$'�

• ������ ��� �	
��	��� ��
 ������� 
�	������� �	���������� �����	� s�(N,C)�
�
 ���� �	
��	��� ��
 
��	��
	�

Eij = hki ∂hkj −
δij
N
hk� ∂hk� , �)$�$/�

������ ∂hki =
∂

∂hki
�  �
 �
��
	��� �� ���!�� ��� �"  	
����� "�
#

�����
	��� 
�	������� �

��
$��� �����	� s�(N,C)%

[Eij , Ek�] = δjkEi� − δi�Ekj .

������	
�� &�� �������� ����� 0�
����� ������ ���
����	� �
���������!
�
���� SL(N,C)# �������� ��	������� ���
������� �
����������# ���� ����
	� 
���	��
��� ���������� 
�����
��� �
���������� T genR # ����
�� ��
������� ��
�
���
����� �������������� ,���-�! α(h, h∗) ��
����� � �'$'$'���(

[T genR (g) · α](h, h∗) = α(h · g, h∗ · g∗) g, h ∈ SL(N,C) . �)$�$)�

1�# ������# "��� ����! ����� ����� �� ��������	 � ����� 
���	��
���	 ������
��
��������! ����� ���
����	� �
���������! �
���� SL(N,C)# ����
�� ����
�������  �����
��� �
��������� �� ��
�������� �
���������! � ����������
�� 
�����
���� �
���������� �'$'$'��$

2���	��
�	  �
���
����� F �� ,���-�! α(h) �� �
���� SL(N,C) ��������
	�
��� ����
���
����� F (r) ����
���� ������	� ������� r �� ��
�	����	 hki$
3������# ���  ���� ����� ��� �
���������� �)$�$'�# ����
�� �� 
����� �������
������	� �� hki# ����� ����
���
����� ������� ���
������	� ������������ ��!�
���� �����
� s�(N,C)  
�����
��	 �
���������� T̃ (R)$ 3����� �������# ��� ����
��� �������	�
��� ���������	�� �
����������# ����
�� ����
�����  
�����
��	



��� ��� ����������	
��� ��������

������ �������	��
 ������ �� s�(N,C) � �������	���� ���������� ���	����	���
�������	��� �		������� N ×N �������

������ �� su(N) ������	� ����	������
 �����
 ������ �� s�(N,C)� ������
�� � s�(N,C) �����	� � �	� ������
 ������������ ������	� � �	�� � ��� su(N)�
!�	"�� 	������� #�� �� ��$���� ����#��������� ����	�������" s�(N,C) 	������
	� ����	�������� � �	��� ��������� ������ su(N) � ��� 	���� 	�����	� ����#�
�������� �������	��� ����	�������� 	���
 su(N)� % �������� ��� $� 	��	���
&	 �����'" �������	��������( �� ����	�������" su(N) 	�����	� ����	��������
s�(N,C)� )���� ��� ��� �����	� � ��������� ��#��� 	������	���� ��$�� �	���
�������	���� ������������� ����#��������� ����	���������� ����� su(N) �
s�(N,C) &	�� �������#��� ��		�$����� �� ������ 	�� � ��$�� ����	���������� ���
��� su(2) � s�(2,C) � ��#��� �� ���� ���(� *����� ��� ��� �	� ����#�������� ������
������� ����	�������� su(N) 	����$��	� � ���������� ����	�������� su(N)� #��
	������ � +����$����� �������� �� �	� ����#�������� ������������ ����	��������
s�(N,C) 	����$��	�� � 	��� ��� ������ ��,� 	������	����� � ���������� ����	����
����� s�(N,C)�

����	�
��� -���� ���#������� #�� ���� �� ������	���	� �������� su(N)� s�(N,C)
� ������
 SU(N)� #�	�� ����� ��	�� ����� � �������� ������ SL(N,C)� .�� ����
�� ��		��������� ���'�� �� ����	�������� ������ SL(N,C)� ������� ��������$��
������		�� ���	������ ��� 	��#�� N = 2 � /���#���� � � ����� �� ���� ���� !��,��
���� ������		 ��� ���� ���'��� N � 0������� g ������ SL(N,C) ��� � �������
��$��  ���	��' � ���� g = IN + t · A + t2...� ��� A ∈ s�(N,C)� � t � ����
 ���
���������� )���� �"�� ����	�������� TSL ������ SL(N,C)( �� �����������	�
�


����� ����$����	� ����	��������� Ts� ������ s�(N,C) ��	���	���� 	�����,����
TSL(g) = IN + t · Ts�(A) + t2...� )���� ����	�������� ������ SL(N,C) �������	� ��
� �������� ��#��� 	������	���� 	 ����	���������� ������ s�(N,C) � ����� ��
���� �	���' ����' ���������� �� ��#���� ��� 	������	���"��� ����	�������

������ s�(N,C) � ������ SL(N,C)� )�� ��� �	� ����#�������� ������������ ����
����	��� ����	�������� ����� �� s�(N,C) 	����$��	� � ��� ����� ���� ��������
T⊗r �� ��������"��� ����	�������
 T � �� 	������	���"��
 ���		 ����#��������
������������ ����	�������
 ����� SL(N,C) 1 ��� ���'�� �� ����	��������� �����
��� ���$��� � ������ ���� ������� ��������"��� ����	�������
���� 2 ���� 	��#��
��		�������� ������ SL(N,C) ���	�� ������ s�(N,C) ������ ��� ��� �������� �
 �������� ��������" ���� �������

+����$����� &	�� �� ��� ����� �� � #�	���	��� +����$����� �����( � ���� #�� �	��

����������� ��� 	
������ g = IN + t · A + t2... � ��� ���������� ����� ����������� �
��
	��
�� �� SL(N,C) � s�(N,C)� ��� 	
������ ������ ����
���� ���	����
�� �
� ����������
�����  	����! "� SL(N,C)� 	
�
�	��
���! �
� ��#�������� ��� ���	
���� � �� ��#�������!

� ��	�! "� A(SL(N,C))� $
� �� ��� �����
��� ��������
� 
� ��	
 "� s�(N,C) �� ��������
%��#�������!& 
� ��	�! "� A(SL(N,C))  	���� "� SL(N,C)� 	
�
�	��
���! �
� ��#��������
��� ���	
����

���'���������� TSL(g) = IN + t · Ts�(A) + t2... �� ����������� �
�	���	� ��� �	���
������ T ∗

 	���� SL(N,C)� ��������� ��	������ � ��	�����(#��� �	���
�����( T %��������
� 
��
 ��	
 "� �� ����� ��������� ��	������) �	���
�����!&� *
��� ��	
���� � 	
�
�	��
���!
��
 �� �)���� ���	�������� �	���
������  	���� SL(N,C)� ���	�
#��� � �	���� �	������
����� T⊗r1 ⊗ (T ∗)⊗r2 �  �� r2 > 0� ��� ����� ���
���
��� ��� �� ����� ���� ����  � 	
��������
��
�� �	���
�����!  	���� SL(N,C)�

��� ��������	�
�� ������������ ������ Sr� ������ ���
������������� ���

������	 
�
������ ����	���
� ���������

�����	
�� �� ������
� ����	 ���
�	��� �������� ��� Ui � ��	���
����	 �
 ���
�����!"� � �����!#� ��� eΛ′ � eΛ$ %
��&	� �
�	����
 �����!�� ��	�'()�� � �
%��(

σi(ai − ai+1) + 1
)
· eΛ = eΛ′ ·

(
(ai − ai+1)σi − 1

)
,(

σi(ai+1 − ai) + 1
)
· eΛ′ = eΛ ·

(
(ai+1 − ai)σi − 1

)
.

��������

*����	����	���$ 	��� Λ′ /∈ Spec(y1, . . . , yn)$ � ��+���' ai+1 = ai ± 1$ �� eΛ′ = 0 �
������&	��� �������� �	�	�����
(��� � ���	 �����!��,

(σi ∓ 1) · eΛ = 0 , eΛ · (σi ∓ 1) = 0 . ������#�

��	�-��	 � �����	 %�
�� ����	�����
�� .� %�
�
�� � '������ ai+1 = ai ± 1��

/�
%��
	���$ ��� �
�	����� ai+1 = ai ± 1 �	 ������ �	� -����� ��� ������	0
��� ������&	��1 ������#� � '������ Λ′ /∈ Spec(y1, . . . , yn)$ �� � ����
����� ��� �-
������	����

	
�������� ����� ���� ��� ���	
������� ������ Λ ��� ��	�
���� ��	�����
������ i ≤ n − 1 ��������
�� ������� ai+1 = ai ± 1� 
� ������
��
 eΛ� ����
���
�����
 ���
�������� �������� ���� ��� � ��!��� "��	� 	������������� �
Λ′ /∈ Spec(y1, . . . , yn)�

2��
%
�	������ +��� '��	���	��� �	�����
���� ���� 3�"45 ��� �
��	 6
�	�
��	 � �
7
%�	�	 �������

/����
�	���� ��	 �	%'���
��$ ���'�	���	 ��&	$ ���(�
� ���	���	��� �����$
�����$ ����� � �����$ �� ����'����'	� � ���	 ��	�'()	1 �	��	���

������� ����� #��


Λ = (a1, . . . , ai, ai+1, . . . , an) ∈ Spec(y1, . . . , yn) ��������

$ ���	
�����% ����� ������
��
� eΛ� 
� ��
 ����� ����
����� "��&���%�
	�
���% ����&�� ��� ��%�
��� '�����
�� ()���*+,��� (y1, . . . , yn) �����"�-.� 
	����
�
����% ���������� Yn� �� ������
��
 eΛ ∈ C[Sn]� /����� �������� �����0��
�� ����� ai ∈ [1− j, j − 1] � �������-
�� �����-.�� ���%�
�� ��� Λ1
��	 ai = ai+1 ��� ��� i ≤ n− 1 ���� 2
���!����� ������3
�
	 ���� ai+1 = ai ± 1� 
� �����
����	� ����
����� "��&���% ai � ai+1 � ������4�

�	!� �������
 	 ���	
������� ������

Λ′ = (a1, . . . , ai+1, ai, . . . , an) ∈ Spec(y1, . . . , yn) , ��������

��� ������
��
� eΛ′� 	�
���% ���������
�� �� ������� ������5�3
��	 ���� ai+1 = ai ± 1� 
� eΛ′ = 0� � �� �������
��
� eΛ �����"��
�� ����������
�����
������� '�����
� σi ���� ���������1

σi · eΛ = ±eΛ , eΛ · σi = ±eΛ . �����"��



��� ��� ��������	�
�� ������������ ������ Sr� ������ ���
�������������

�����	
�� ������ �����	�
��������� (. . . , ai, ai+1, , ai+2, . . . ) = (. . . , a, a±1, a, . . . )
�� ����� 
������� 
 ����������� ������ ��������� ��� ��� �������� ��
���	��� 
��� !�����" ����� 
 #��� ���$�� �� �	��������� eΛ ������� ��% �	������"� ���	&
���
����% �����'�� #�������
 σi � σi+1( σi = ±1 � σi+1 = ∓1� $�� �����
���$�� ����&
��)��� ��� �����*��

����������� ����� �����	
�� ��	�����
����	
�� (a1, a2, . . . , an) ����� n� ���
�� ��	� ai ∈ [1 − i, i − 1] ������ ���� ��	� [1 − i, i − 1] �������� � ����������
����� !�� 	���	
��"�

(1) a1 = 0 ;
(2) ar = z ⇒ {z + 1, z − 1} ∩ {a1, . . . , ar−1} = ∅ ∀r > 1 , z = 0;
(3) ai = aj = z (i < j) ⇒ {z + 1, z − 1} ⊂ {ai+1, . . . , aj−1}

�����'*�

��#����
	$ ���	
���� 
����� ���
�	���� ����� n � ���#�����
	$ Contn�

������� ����� %��&
������ ����� Λ = (a1, . . . , an) ∈ Spec(y1, y2, . . . , yn)� '�����

���$�
 	���	
��" �����()�� *� �	
��

Spec(y1, y2, . . . , yn) ⊂ Contn .

������	����	
�� +������� ,�
���	��� ����� ���������"� ���$���% ai ��	��&
����% 
 �������
� -��". $���� [1− i, i− 1]� /������ 
"�������� ����
�0 �*�� ��� �
�1� �� �����'*� 	�% � ���� ������������ ������ Λ ∈ Spec(y1, . . . , yn)�
�� ,���
�� �*� ���	��� �� ����	�����% y1 = 02 ��� ��������
��� +������� ������ ��� !�����" ����� ���������"0 ����� �������� ����� �����&
3������
�� ���	� 4�� �������� 5��� ar = ar−1±1� �� ar � ar−1 ����� �������
��

 Λ � ����$�� ���
� ���������"0 �����

Λ′ = (a1, . . . , ar−2, ar, ar−1, . . . , an) ∈ Spec(y1, . . . , yn) .

/����� ���� ar = ar−2 ± 1� �� ar � ar−2 ����� �������
�� 
 Λ′ � ����$�� Λ′′ =
(. . . , ar−3, ar, ar−2, ar−1, . . . ) ∈ Spec(y1, . . . , yn)� !� ���� ���� ���	� �����
���". ���&
$���0 {a1, . . . , ar−1}� 
.�	%4�. 
 ���������"0 ����� Λ� �� ��	������% �����
���"�
���$���% (ar+1)� ��� (ar−1)� ��� �����%� 
")����������0 ���-�	���0� �����
��&
��� ���$���� ar = z = 0 ����� ���������� 
 ����������� ������ Λ �� ���
��
������ $�� �����
���$�� �
�0��
� �*� �� �����'*��
��� 6�� ������$���% ��4����� ����� �$����� $�� ���	� {ai+1, . . . , aj−1} ��� ���&
��
���". ���$���0� ��
�". z� 7�����	����� �������$��� �������
������ 
")� ���
	����������
� �
�0��
� ���� ���
�	�� ��� � ���� $���� � $�� �	�� �� �����
���".
���$���0 {z + 1, z − 1} ��%������� ��	������% ���	� {ai+1, . . . , aj−1}� ���$� aj = z
����� �"�� �" ���������� �� ����� ai+1� ����	��� � ai = z� � #�� �����
���$���
�" �
�0��
� �)�� ���������� 
 !������ ������ ���� (z − 1) ∈ {ai+1, . . . , aj−1} ����&
$�0� ���	� �" ���$��� ����� (z+1) ∈ {ai+1, . . . , aj−1} ���������
����% �������$����
!��	� ��� ����.�	��� 	������� $�� ���	� {ai+1, . . . , aj−1} ��%������� ��������
���
� �����
����� ���$���� (z +1)� 8	�% 	����������
� ������� 
 ���� $�� 
 �����
���
���$��� 	���% 	�������"� �� ��$�� �����% ��.������% �
�0��
� �������". 
 !��&
���� ������ ���������
�� 
 {z, ai+1, . . . , (z − 1), . . . , aj−1, z}� �" ������ ��������

����� �

���	
���	��	 ��	������	���

���	�� s�(N,C) � su(N ) � ����� SU(N )
� SL(N,C)

�� ��� ����	� 
�� ����������� ������ �����	 ������� ��� ��� ������������� ������
������� ����	������ ��������	���� �	���� �� s�(N,C) � su(N)� � �	�������	��� �
����������� !�� ��������	���� ������ SU(N)� ���������� � ��������" ����������
���" T⊗r �" ������	� !�" ��������	���# T  $��	�� ����" ��������	���# �������
����� � �������" ������ SL(N,C) %�� &���� ������� ����"����� �������� ��� ����
�����������# ���� �	��� ��������	���# ������ SL(N,C)� ������� �	����� � ����
������ ������������ �� ������	� !�" ��������	���# T � ��������� � �� ��	 ����
��������	����� ����������� �� ����	����� ����������" ��������	���# T ∗
' &��# (	��� �� ��������� ��� ��������������� ������������� ������������

��������	���� �	����)�*��� ��� + ����!� �����������" ��������	���# ������
������������ 
�������������# ������� Sr ' ��� �������� ������������ ���������
	���� ������ Sr ������ ��� � ����!� �������� ,���� �������� ����� ��������
����	��� ��� � ��� �	����)���*�� ���" ������������" �����������" ��������	��
��# ������ SU(N) � ������������� �	���� ����" ��������	���# ������ SL(N,C)
-�� ��� ������������� ������������ ��������	���� �	���� �� s�(N,C) � su(N)
������ ��� ����������� ,���� �� ��� ������	� � .�������� / � 0����	� �����
��������� ������������ ����� ������������� �������������� ��������	������
����� �� SU(N) 
� �	���� s�(N,C)� su(N)� � ������������� ��������	������ ����
����������# ������ ���������� ���	
���
� ��������	�

��� �����	�
������ �	���	�
�

(����� SL(N,C) ������	����� 
�� �����	� ����� � ����� � �����# ������ ��� ����
������ ����	�����" N ×N �����* � �������������� ������ �����*� 1���������
��������� SU(N) ⊂ SL(N,C) 2 &�� ������������ �����* U ∈ SL(N,C)� ����	�����
�� !�" ��	��� ����������� U † U = IN  $	����� �� A(SL(N,C)) ������ SL(N,C)
������	�	��� ���� ��� ������	���� ������������ 
� ��������� &	������� � �����
�� SL(N,C)� ��������������# ��� ��!��������� ������������ -���� �������� ��
��������� � A(SL(N,C)) 2 ��!��������� �	����� ��� ������� ��	����� ���!�����
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�������	
 �������	
 �������	 � �������	
 �� ����������� � ��������� ������� �����
�������	 ��  �������

Dδ(θ) =
1
2
det
(
xr−ij + x

−(r−i)
j

)
,

Dδ+λ(θ) =
1
2
det
(
xλi+r−ij + x

−(λi+r−i)
j

)
+ 1

2
det
(
xλi+r−ij − x

−(λi+r−i)
j

)
,

�������	

!� xj = eθ
j
� λi " #�� ������ ����$�!� %��� ������	&

λ =
r∑
i=1

ni λ(i) = (λ1, λ2, . . . , λr) , λk =
r−2∑
j=k

nj +
nr−1+nr

2
, (1 ≤ k ≤ r − 1) ,

λr =
nr−1−nr

2
, nj ∈ Z≥0 , λ1 ≥ λ2 ≥ · · · ≥ λr .

�������	
'#�������(�� ������� ����� �������	 �� !��  � SO(2r)  �������� %�

χλ(θ) =
det
(
xλi+r−ij + x

−(λi+r−i)
j

)
+ det

(
xλi+r−ij − x

−(λi+r−i)
j

)
det
(
xr−ij + x

−(r−i)
j

) . �������	

)��(����( �%���� %���*������ �������	
 �������	
 �������	 � �������	 �� %�#����

δ
 ����$�!� %��� λ �  ���*����(��+ #����� α
(i,j)
± ��!�,�� so(2r,C)
 �� �����

(δ, e(i) ± e(j)) =
( r∑
k=1

(r − k)e(k) , e(i) ± e(j)
)
= (r − i)± (r − j) ,

(λ, e(i) ± e(j)) =
(r+1∑
k=1

λke
(k) , e(i) ± e(j)

)
= λi ± λj .

������-	

)����%��� .�� %���*���� % ������� ����� �������	
 ��  ������� ������� ��
�����������  �����%����� T (λ) !��  � SO(2r)&

dim(T (λ)) =
∏

1≤i<j≤r

(λi − λj + j − i)

(j − i)

(λi + λj + 2r − i− j)

(2r − i− j)
=

∏
1≤i<j≤r

(�2i − �2j)

(m2
i −m2

j )
,

�������	
!� �i = λi + r − i � mi = r − i�

��� ��������	�
�� ������������ ������ Sr� ������ ���
������������� ���

������	

�	 �
�	
�� z, (z − 1), z ����� � ���

�� ������	� ��� ���	� ��������	�
���� ��	������ ������� � �	��	�	 ������ �

�	 ���	� �	
�	 �� 	� ���� ����
�
�� �
���!��� 	��� �������������� ���"����� ��� � ��� �� �	��	�� ������  �� 	
��	�����	� �������� #� ������	� ����	�� ���	��� $�� ������	� 
� �������
�
���

�	 �����	������ �� ��
! � ��	���	 ��������	��
�%� ��� 
	
�� &��� ���
���	������ �	��	�� '�� � ()'*+�

,�������� �
� 	���� Tabn ��	- ��
���
�- ����! Tλn� ������	 ��	�� .����
��	- ��%��� /
% λn � n ��	�����

�����	
����� ����� �����	
 ���������������� 	������	���� ����� �������
��� �����	�� Contn � ��������� �����	�� Tabn�

��������������� 0���
��� ��� ��	��� ��
���
�" ����!� /
% Tλn �� ����
�����	� ���	� 
�� ai� ���	� 
�	 ��	��� ��
���
�" ����!� Tλn � ������
&
��	���+ i ��
� ai = (m − k)� %�	 (k,m) 1 ������
�� ��	��� � ����!	 Tλn � ��
��� ������� � ��" ��
���
�" ����!	 Tλn ��
��
�
� ���������	��� �	����
(a1, . . . , an)� ������"� �� �� �	"�� ��� 	�� ����	� ���"������ ���

��� �
2��	�	�	
�� ������ �� 	���� � ���� $�	�	
�� Tabn �����	�����	� 
	������" $�	�
�	
� Contn� �	"�����	��
�� ���"��� �	������ ���	� 
�� Λ� ���

�	 � 2��	�	�	�

�� ������ ��	�� ������	 %	��	����	���	 ����
��
�	 &��� ,��� )�)+ � ����� ��	
��
�����	������ ���	� ai ∈ Λ� %�	 Λ ∈ Contn� � ���	� 
�	� ��	��� ��
���
�- ����!
/
% Tλn � 3�	�� � 
��	��� r � ���	� 
�	� z = 0 �� 	� �-����� � ��
���
��
����!� Tλn� ������ 	���4 �+ � $��" ����!	 � 	 ��		��� ��	�� � 
��	��� s < r �
���	� 
�	� (z+1)� ������ 	

� ��5	 ��	��� r� ��� �+ � ����!	 Tλn � 	 ��		��
�� ��	�� � 
��	��� t < r � � ���	� 
�	� (z−1)� ������ 	

� ��	� �� ��	��� r�
�����	����	

�� 	��� ��	 ��	��� � 
��	��� i � j &j > i+ � ��
���
�" ����!	 Tλn

Tλn =

...

���

iz
jzkz

−

�z
+

sz
+

rz

rztz
−

,��� )�)4 ������	��� ���	������ 	���	�� ��� � ��� ��  !��������
 ����� ��
 ����
!����� ai �������� 	�������
 ������ ����"# Tλn� $��	% �	!��%����# ������
����
 z− = z − 1 � z+ = z + 1�

��	�� ���
����	 ���	� 
�	 z� �� �
� �����%���� 
 ��
�" ��%�
�� � �����
!	 Tλn � � $��" ����!	 ��	���� ��	���� ��	��� � ���	� 
�	� (z − 1) � (z + 1)
� ������ &
��	���+ k, � ������ ��� i < k, � < j &��� ,��� )�)+� 6��� �� ������
��� � ��" ��
���
�" ����!	 Tλn �����	�����	� 
	������" �	���� ���	� 
�"
(a1, . . . , an) ∈ Contn�
��� 	� �	�	��� ��� � ���� �	����� ���	� 
�" (a1, . . . , an) ∈ Contn �����	��

����	� 
	������ ��
���
� ����! Tλn � 7��� .�� ���	� �������� �� �
����



��� ��� ��������	�
�� ������������ ������ Sr� ������ ���
�������������

���� ���	
��� Cont1 ������� �� ������ 
����� ���
�	���� a1 = 0� ��� ����
�����

� ������
� �������
� �� ����� ��
���� �������� ������ ��� ��  !�
�
�
��� �����

"��	
��� Cont2 ������� ���#�� �� ��$ 
����� (a1, a2) = (0, 1) � (a1, a2) = (0,−1)�
�����%
 ����
����&� �������" �'�(�)(�*

(0, 1) ↔ T[2] =
1 0 2 1 , (0,−1) ↔ T[12] =

1 0
2�1

. �'�+�(��

,���# �
!
�# 
���� (a1, . . . , an) ∈ Contn ����
����
� �
������� ����������� ����
���
 Tλn �� Tabn� ���
�	���� ��
��� ������� ��!���&� � (a1, . . . , an)� -���"���
��" 
���� ���
�	���� (a1, . . . , an, an+1) ∈ Contn+1� �����%� !�����
��� �����
�
��
" 
�
 ����� ��"!��
��% an+1 � 
����� (a1, . . . , an) ∈ Contn  ����
����� ��
������"� ��� � �)� ��  !�
�
�
��� ������ ,���# "���"��#��
 � "����"��#��
 ���
�
�	���
 ��
���  ������
 Tλn ���� ����
���
��� z1 � z2 ��"� -��� '�(�� �� 
��#�

Tλn+1 =
Tλn

...

���

n+1
z

sz
1

rz
2

-��� '�(* ����������� ���	
�� Tλn+1 � ����	���� � ���������� ���	
�� Tλn
�	���� (n + 1) �
 �������
�� ai+1 = z� � �����
� ��	 �
������� λn� ����� z1

 z2 � �
�
��	��� 
 ����
��	��� �������
� �	��� ���	
�� Tλn�

z1 ≤ a1, ..., an ≤ z2� .����� �������� ������ ���   !�
�
�
��� ����� "% �"

"
(z1 − 1) ≤ an+1 ≤ (z2 + 1)� � "���"��#��
 � "����"��#��
 ��"�	��
 ����
��
 an+1

 
����
 ���
�	���� (a1, ..., an+1) ∈ Contn+1 ����
���
��� ���� an+1 = z1 − 1 �
an+1 = z2 + 1� /��� an+1 = z1 − 1� �� 
���� ���
�	���� (a1, ..., an+1) ∈ Contn+1 ���
�������� ��
��
� ����������� ������
 Tλn+1 � � ������� (n+ 1)�� ��
��� �����
��
��	
 ��
��� s � ���
�	���
" z1� � 
��� an+1 = z2 + 1� �� (a1, ..., an+1) ∈ Contn+1 ���
�������� ��
��
� ����������� ������
 Tλn+1 � � ������� (n+ 1)�� ��
��� �����
��
!��

 ��
��� r � ���
�	���
" z2 ��"� -��� '�(�� 0��

� �������� ������ �)� ��  !�
�
�
�
��� ����� ��� ��"!��
��% an+1  
����
 ���
�	���� (a1, ..., an+1) ∈ Contn+1

�"

" an+1 = z1 � an+1 = z2� ,���# �
!
�# z1 < an+1 < z2� ,���	
"� ��� ��"�
!��
��� an+1  
����
 ���
�	���� (a1, ..., an, an+1) ∈ Contn+1 �������� ������"
��� � �)� ��  !�
�
�
��� ����� "�	
� !����"��# ���#�� �
 ����
��� z� �����%

����
����&� �
1��" ����" ������% Tλn ��"� -��� '�(�� 0
�����
�#��� �������
(n + 1)�& ��
��� � ���
�	���
" an+1 = z� ��
 z1 < z < z2� "% "�	
" !������#
��"�	������ �����%
 ������	
�% �� -��� '�+ .��#�� ��"�	����# 2�� ����
���
��
� ������ �)� ��  !�
�
�
��� ������ 3������&��� !�� 4��" 
���� ���
�	����
(a1, . . . , an, an+1) ∈ Contn+1 ���������� ����
����
� ����������� ������
 Tλn+1� ���
����� !����
�� �����
��
" ��
��� (n + 1) � �
1��� ���� ����������� ������%
Tλn� .���" ������"� "% ��������� ��� ��	��"� 
����� ���
�	���� �� "��	
���
Contn ���������� ����
����
� ����������� ������� Tλn � ��
����
�#��� � ��
�

��� ������� �	
�� ��� �����	��� ���

��� xj = eθ
j
� λi � 	
��
��� �������
 ���� ��������

λ =
r∑
i=1

ni λ(i) = (λ1, λ2, . . . , λr) , λk =
r−1∑
j=k

nj +
nr

2
, nj ∈ Z≥0 ,

λ1 ≥ λ2 ≥ · · · ≥ λr ≥ 0 .

��������

�	
������
  
��!�� "�#�$ �������� ��$ ��!��� SO(2r + 1) %����������$ � ����

χλ(θ) =
det(x

λi+r−i+1/2
j − x

−(λi+r−i+1/2)
j )

det(x
r−i+1/2
j − x

−(r−i+1/2)
j )

. ��������

&
��%!$�� $���� ����'��$�� ��������( ��������( �������� � �����)�� ��$ ��	�
��
δ( �������
 ���� λ � �
�
'������* 	
��# ����+�� so(2r + 1,C)( �� �����

(δ, e(i) ± e(j)) =
( r∑
k=1

(r − k + 1
2
)e(k) , e(i) ± e(j)

)
= (r − i+ 1

2
)± (r − j + 1

2
) ,

(λ, e(i) ± e(j)) =
(r+1∑
k=1

λke
(k) , e(i) ± e(j)

)
= λi ± λj ,

(δ, e(i)) = (r − i+ 1
2
) , (λ, e(i)) = λi .

�����,-�

&
������$$ .�� ����'��$ �  
��!�! "�#�$ ��������( �� �
�!����  
��!�! ��$
��%���
��� �����������$ T (λ) ��!��� SO(2r + 1)�

dim(T (λ)) =
∏

1≤i<j≤r

(λi − λj + j − i)

(j − i)

(λi + λj + 2r + 1− i− j)

(2r + 1− i− j)

∏
1≤i≤r

(λi + r − i+ 1
2
)

(r − i+ 1
2
)

.

�����,��

������ �� /����
���� �	
�0 ��!��# ��!��� SO(2r)� 1!���������� ���� λ(i)
��$ ����+�� so(2r) ��� � ������2� � � �
�
3�4  
��!�� �����,�� �� �*
��� ��	�
�
δ�

δ =

r∑
i=1

λ(i) =
(
r − 1, r − 2, . . . , 1, 0

)
=

r∑
i=1

(r − i)e(i) . �����,)�

5�!��� "�#�$ 	
���
# ������� ����+�� so(2r) ������!���$ ���� �!	� 	� �% �
6
	�%��������� 7����'���$ ����� � �
���%���8 ��
��� ����� �������
�	��� σ ∈ Sr
	

����� θi ��	�
�� θ ∈ iVr( � 
����0�$�� �%����$ %�	
� ! ��
�%�
��
�
 ���6

�
 ����� 	

����� θi� 9�	
� �%����� %�	
� �
'
 
������ ��#������ θ → ε · θ
� ��	�
� θ �����0� ε = diag(ε1, . . . , εr)( ! 	
�
�
# εi = ±1 � ����
 
���0������*
����
����* .�����
� εi = −1 ���
� " .�
� ��!��� �����
  
��!�� �������� ��
����� �

�
����

∑
ε

(ε1 · · · εr) exp
(∑

i

εiμi
)
=

1

2

r∏
i=1

(
eμi + e−μi

)
+

1

2

r∏
i=1

(
eμi − e−μi

)
, �����,��

	
�
�
� ���	
 ��
���$���$( ���� ��%�
'��� ��
�%�����$ � ����
# ����� � �!��! �
�
+���� ��� �
�
+�� ����� �������( ��
 ��
�
� �������
� � ����
# ����� �����,��
���
 !�4( ���� ���� !�4 *
�$ +� 
�� �% 	
��
�� μi� &
��%!$��  
��!����



��� ��� ������� �	
�� ��� �����	���

��� xj = eθ
j
� ��	
��� ����������� �� ����� ����
��� ��
������ ������� !�"���

#�	�� ��� �"��
�������	 ����$"� usp(2r) 
���%&�� �$"����

Dδ+λ(θ) = det
(
xλi+r+1−i
j − x

−(λi+r+1−i)
j

)
, ������' 

��� λi ( )��������� 
��"*��� ��
� ���+�� ,

λ =
r∑
i=1

ni λ(i) = (λ1, λ2, . . . , λr) ,

λk =
r∑
j=k

nj , nj ∈ Z≥0 , λ1 ≥ λ2 ≥ · · · ≥ λr .
������� 

-)���������� !�"��� #�	�� ������. ����

χλ(θ) =
∑
μ

mult
λ
(μ) · exp(θ, μ) = /01(xλi+r−i+1

j − x
−(λi+r−i+1)
j )

/01(xr−i+1
j − x

−(r−i+1)
j )

, ������� 

��� xi = eθ
i
� � 
��� ���� �� �
�� ��
�� μ �"��
�������� ����$"� usp(2r) 
� 
��"*��

��
�� λ�
2�����
� ������ ��"�������� �����+� � ���+��3 � ������� � ������3 ��� ��)��"�

δ� 
��"*��� ��
� λ � ������������4 )�"��	 ����$"� usp(2r)� �� �����

(δ, e(i) ± e(j)) =
( r∑
k=1

(r − k + 1)e(k) , e(i) ± e(j)
)
= (r − i+ 1)± (r − j + 1) ,

(λ, e(i) ± e(j)) =
(r+1∑
k=1

λke
(k) , e(i) ± e(j)

)
= λi ± λj .

������� 

2��
������ 5�� ��"������ � !�"�� #�	�� ������� � �� ������� !�"�� ���
"����"��
�� �"��
�������� T (λ),

dim(T (λ)) =
∏

1≤i<j≤r

λi − λj + j − i

j − i

∏
1≤i≤j≤r

λi + λj + 2r + 2− i− j

2r + 2− i− j
. ������+ 

������ 	� 6�

���"�� ����"� 
���	 �"��� SO(2r + 1)� 7������������� ��
�
λ(i) ��� ����$"� so(2r+1) ���� � ���+��� � 8 ����&�% !�"��� ���+��� �� ��4����
� "�

���"������� 
���� ��)��" δ,

δ =

r∑
i=1

λ(i) =
(
r − 1

2
, r − 3

2
, . . . ,

1

2

)
=

r∑
i=1

(r +
1

2
− i)e(i) . ������� 

9"��� #�	�� )�"����	 
�
���� ����$"� so(2r+1) �����"!�� �"��� #�	�� )�"��:
��	 
�
���� ����$"� usp(2r+1) �
�� ��)�� 
� � �� �� ��)�������
��� ;���"������
����� � ���"�����0 ����� � 2�5��� ����������� � ��
������ !�"��� #�	�� ���
4�"�)��"�� ����
��%�
� ����� ��) ��� )�) � � �"����&�� �"���"�� � �� �����

Dδ(θ) = det
(
x
r+1/2−i
j − x

−(r+1/2−i)
j

)
, ������� 

Dδ+λ(θ) = det
(
x
λi+r+1/2−i
j − x

−(λi+r+1/2−i)
j

)
, ������3 

��� ��������	�
�� ������������ ������ Sr� ������ ���
������������� ���

A.) B.) C.) D.)

r

z
n+1

z
r z

n+1

z

r

z
n+1

z

r

z
n+1

z

���� ��	
 ����������	 
�� ��� ��� 	 ��� ��������	� ��������	� an+1 = z � ����
���� ��������	� (a1, . . . , an) ∈ Contn ����������� ����������� ����	 � Tλn �
������� ��� 	������ ������ r � ��� �� ��������	�� ar = z !�� r ≤ n "����
��#� �	�		 $����#���� !���	 � ����	 # Tλn�� %��&�� ������ ��� ������������
�� �������� "'� 	� ($�������	� ������ ����	����	� $�	 )��� ������ ��������
�	� (a1, . . . , an, an+1) ∈ Contn+1 ���������� ������������� ��������� �����������
����	 � Tλn+1�

�� ����� ��� ������ ����������� ������� Tλn ������������� ������ ���������� ��
�������� Contn�  �������� ����������������� ������������ Tλn ↔ Contn�

������	
�� !����� ��� ����������� "�������� "�������� ������� ����������
(a1, . . . , an, an+1) ∈ Contn+1 �� ������� ���������� (a1, . . . , an) ∈ Contn� ������#$���
����������� ������� Tλn ��"������ "������ �������� ������ � ����� (n + 1) �
���������� an+1 � "���� ����� � "��$����� � ���� �������� %��� Tλn � "������&
� � ���� ��� ���������� �� ���� ��'� (�� ���� �������� ������ � ���������� an+1

Tλ20 =
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21

�

���� ��'
 *�� ��� ��������	� "������ D �� +	�� ,�-� ��������	� a21 � ������� ������
���	� (a1, . . . , a20) ∈ Cont20 ����������� ��������� ����������� ����	 � Tλ20�
*�	 ����� $�� ���� ����� ����	���& ������ ��������	� (a1, . . . , a20, a21) ∈ Cont21
�������������	� ���� ��������� 	� ($�������	� ����� 	 ���������� ��������
������	� ��������� ����������� ����	 � Tλ21�

����� ������ ������)� ���) *������ A � C �� ������	+ ������ B ������ ���������&
� , � ������) ���-��� ���� ������ Tλn�

!��������)�� ��-� �������� ����������� ���� � �) �.����������� �����#&
$� ������


������ ������ .������ ���	�������������� ����������	� ����� ����������
Tabn ���������#/ ����	 0�!� � n �������	 ���������� Spec(y1, . . . , yn) 	



��� ��� ��������	�
�� ������������ ������ Sr� ������ ���
�������������

���������� 	
�������� ������� �
���������� ����	������� eΛ ∈ C[Sn]� ���
��
�� ����
����� �	���
������� ����
��� Λ ∈ Spec(y1, . . . , yn)�

������	
��	��� �����	
� �������
�� ������ �� ����� ����
���
��
��
�� 	��
����	��� Tabn ↔ Contn� ���
� �������� �	�� �� !"# ��� ��	�� $����
��  �
����
	�� Tabn # Contn ��
� ��	�% $����
��  Spec(y1, . . . , yn)# ���%��  	��% %�������

�& Spec(y1, . . . , yn) ⊂ Contn '������ ����� �� (%��� ����� Spec(y1, . . . , yn) ↔ Contn#
���  	�� ������� 	 %����� Tabn ↔ Contn ���� ����
���
��
��
�� 	�����	���
Tabn ↔ Spec(y1, . . . , yn)�

)�		������ ��
����
�* ������# ������* (%��� ����	�������� 	��������	��
%������
�& +������ �������

����
�� ���������
�� ,������ � �� ������� �����"� )�		������ ��%��% S3 �����
	��
��� ���- $����
�� � �� ����(�% C[S3]� +�� ����
� ����%���%�.�- $����
��
/0�	�1�2�3� �	�� ���4��""# ������� �(���%�� �������(�% Y3 ⊂ C[S3]# ����� ��

y1 = 0 , y2 = σ1 , y3 = σ2 + σ2 σ1 σ2 .

,���*	�%�� $����
���� y1, y2, y3 	��� 
� �������
�� ��������
�� ��� �56"� 7���
�����	&# ��� ��� ��������

�� �
���
�� ��������� ε# � ���

� ��& ε = 1/2# 	�
��������
�� ��� �56" 	��
�&�	& 	�(	��

��� �������� ��������� yk8

(y1, y2, y3) · e[3] = (0, 1, 2) e[3] ,

(y1, y2, y3) · e[13] = (0, −1, −2) e[13] ,
(y1, y2, y3) · e[2,1]1 = (0, 1, −1) e[2,1]1 ,
(y1, y2, y3) · e[2,1]2 = (0, −1, 1) e[2,1]2 .

���4� 5"

9 ����- ��	�&- $��- 	���
�:�
�*  	��(��- ��
� 	�(	��

�� �
���
�& 	������
	�%�.�- ��������� yk# ������� 	��&�  ����- ��	�&-�

• ������ ���� 	
��
���� ��� ��������� �������� �
� ε = 1/2 ��
������� ��

 ��
���
� !"���#$%
&�'

e[3] =
1
6
(1 + y2) · (1 + y3) , e[13] =

1
6
(1− y2) · (1− y3) ,

e[2,1]1 =
1
6
(2− y3) · (1 + y2) , e[2,1]2 =

1
6
(1− y2) · (2 + y3) .

���4� �"

� ��%��* 	����
�# ��		������ ��� ���������

[3] = 0 1 2 , [13] =
0
−1
−2

, [2, 1] =
0 1
−1 , ���4�  "

	 %����

��  ������- 	������
���� 9��
�# ��� 	������
�� ������  $��- ��������
��-  ���
�	�� 	������� 	 
�(���� 	�(	��

�- �
���
�* ����%���%�.�- ������
���� yk 
� 	�����	�%�.�- ��������
��-# ������* ������
  3���%��- ���4� 5"#
�� �	�� 	� 	��������
�� 
�(���� $��- ��������
��� 7�
���# 	�����	��� ����
�% ����������� /
�� 	 %����

�� ��
��
��� ���4�  " � ��������
���� ��� �56" 
�

��� ������� �	
�� ��� �����	��� ���

� �����	
��
 ������ ����
�� ���
� ����� �� ������� �
��� �������� ��
����
�����
� �
�������� ��
�����
��� ���
!�� "� su(r+1) ������� SU(r+1)�
�� ����#�� �
��� λ(�n) �� ���$��%�& ������� �����
�����
� �������
'��� [λ1, ..., λr]  
|λ|� (��)����) ������ ����*
����� ��������& ���$��%� � �������� �� �
����� δ& ����+

#
�� �
�� λ(�n) � ����*��
�)�� ����
� α
(ij)
+ ���
!�� su(r + 1)& �� ��

�

(δ, α
(ij)
+ ) =

(r+1∑
k=1

(r/2− k + 1)e(k) , e(i) − e(j)
)
= j − i ,

(λ(�n), α
(ij)
+ ) =

(r+1∑
k=1

(λk − |λ|
r+1

)e(k) , e(i) − e(j)
)
= λi − λj .

�����$$�

(�������� ,�� ����*
��� � ������� �
��� ��������& �� ����	�
�

dim(T (λ(n))) =
∏

1≤i<j≤N

λi − λj + j − i

j − i
, �����$��

�
 N = r + 1�

� ��
��-� ����
�� �� ���

� ������� �� ����
�����
� �  �����
���
�
�������� ��
�����
��� ����� USp(2r) � SO(n) ��������	��� �����! ����	
+
��� ,�� ������ ����*
� � ./01��

������ �� 2����
����)��
 �
�� λ(f) ��
�����
��� ���
!�� "� usp(2r) ���

+
�
�� � ���$��%�� 3�� ��	���
��� ����
���
�� �
��� ������/� � ���	�
 ���
!�� "�
usp(2r) �
�! ���� ����� �����
������-�� �
���� δ4

δ =

r∑
i=1

λ(i) = (r, r − 1, . . . , 2, 1) =

r∑
i=1

(r + 1− i)e(i) , �����$%�

�
 �� ������)�������) �������� ���$�%��� 5����� �
��� W ���
!�� usp(2r) �
�+
����
��� ���� ����� �� �� ������
�)���� 6��
�*
��� ����� � �����
�7 ��	���
��� ���#��
��
 ������ Sr ��
 �
�
�������� �������� θi �
����� θ = (θ1, . . . , θr)&
�� �	
� �!���
��� � ,��� �����
 ��
��8��& �
���-� ����� � �������� θi� 9��
�������
�)��
 ��
��8�� ��*�� ��
������) � ��
 
������ θ → ε · θ �� �
����
θ �������)��� �����8� ε = diag(ε1, . . . , εr)& �
 εi = ±1� :
�
�) �� ����
���
��
�
��� ������/� � �	
��� �����$%� �� ��

�

Dδ(θ) =
∑
w∈W

det(w) exp
(
δ, w(θ)

)
=

=
∑
σ∈Sr

det(σ)
∑
ε

det(ε) exp
(∑

i(r + 1− i)εiθ
σ(i)
)
,

�����$0�

�
 det(ε) = ε1 · · · εr �
∑
ε

=
∑

ε1=±1
· · · ∑

εr=±1
� 3��

 ������)��
��� ��������

∑
ε

det(ε) exp
(∑

i

εiμi
)
=

r∏
i=1

∑
εi=±1

εi exp
(
εiμi
)
=

r∏
i=1

(
eμi − e−μi

)
, �����$;�

� �
�
��#
� ������ 	���) �����$0� � ��


Dδ(θ) =
∑
σ∈Sr

det(σ)
r∏
i=1

(
xr+1−i
σ(i) − x

−(r+1−i)
σ(i)

)
= det

(
xr+1−i
j − x

−(r+1−i)
j

)
, �����$��



��� ��� ������� �	
�� ��� �����	���

�����	�
�	� �����	����� ��������� Hi ∈ su(r+ 1)� ���		� � �������� ���	� 
���� 	� !
�	�� H ′

i ∈ u(r + 1) ���� ���"�"���#

Hi = eii − 1

r + 1
Ir+1 ⇒ H ′

i = eii , ���$�"��

�� eii % �����	�
�	� �����&	� ��	�'�� (�
� �)����� Hi ∈ su(r + 1) � �)� 
�
���� )������
	�� ��� ������		� �	�&	�� μi� �� ������		� �	�&	��
�)������ H ′

i ∈ u(r + 1) � �)��
���� )������
	��� ���
��	� ���$�"��� �����
���	� μ′i = μi + ui/(r + 1)� �� ui = 1 % ���)�		�� ������ u = (1, 1, ..., 1)� *
���� 
+���'�� ��, 	)��������, ��	&	���	�, )������
	�- �
���� u(r + 1) ��
�
��	� � )�	�� ��� ����
� ������ *
��� )������
	�- �
���� u(r + 1)� � �������
��� �&� ���� % !�� 	)�������� )������
	�� T (�n) �� ����.�� ���� λ(�n)� �� 
��		�� � ���"�"$�� �� �� +������� nr+1 = 0� /��� )������
	�� T (�n) 	��������
����������� 0	�� Λ = [λ1, ..., λr]� � ������, &��
� ����� 	 )����,���� r� � T (�n)

�������� ��� )��)������
	�� � �	���	�� )������	�� +�	���	��
�	�, )�� 
����
	�- T(f)� �� f = 1, . . . , r� ��� 1�����2 �� !��� �	���	�� )������	�� ����� 
������ 	������
�	� ��	���	� )������
	�� T(r+1)�� /� ��� �� ������������
�
��� )������
	�- T (�n) �
���� u(r+1)� ������ ��	��	�&	� ������������ )�� 
����
	��� �
���� su(r + 1)� 3 !��� �
�&� ����� �4�� �	�&	���� ���� ����
�������� ����	�.	�� μ′i = μi+ |λ| ui/(r+1)� �� |λ| = λ1 + ...+ λr� (�
� �&��� !��
����� �4�� ����� μ′i � μi )������
	�- u(r + 1) � su(r + 1) ��� )�
������ �)� 
�
	�� ���$�5�� 
��� )�
�&��� ����	�.	� �4�� ,��������� �
� �����		�,
)������
	�- ���)) U(r + 1) � SU(r + 1)#

χλ(n)′(θ) = Trλ

(
T (λ)(eθ

iH′
i)
)
=
∑

μ′ mult
λ
(μ′) · exp(θ, μ′) =

=
∑

μmult
λ
(μ) · exp(θ, μ+ |λ|u/(r + 1)

)
= exp

(
|λ|
r+1

(θ, u)
)
· χλ(n)(θ) ,

���$�"��

�� ,������� χλ(n)′(θ) 	)��������, )������
	�- ���))� U(r + 1) 	��������
����.��� ����� ���"�"$� � λr+1 = 0#

λ(�n)′ = λ(�n) +
|λ|
r + 1

u =

r∑
f=1

nf · λ(f) = (λ1, . . . , λr, 0) , nf ∈ Z≥0 . ���$�"6�

7��� �� ������ ���	��� �� ���)�
�����
��� +����
�- ���"��5� � +�	���	��
� 
	� ��� λ(f) �)��
	� � ���"�""�� 3�� ���$�"6�� ��� � ��� λ(�n)� ������������
���������� 0	�� [λ1, . . . , λr]  |λ|� 8�)�
���� � )���� ���	��� ���$���� ����� ,� 
������� ���$�"��� �� )�
�&��� &�� ,������ ���))� U(r + 1) � )������
	�� ��
����.�� ���� ���$�"6� ���4 ����� )�
�	���� 9���

χλ(n)′(θ) =
det(x

λj+(r+1)−j
i )

det
(
x
(r+1)−j
i

) , ���$�"��

�� xi = eθ
i
% ������		� �	�&	�� !
�	�� g ∈ U(r+1) � �)��
���� )������ 


	�� ���� +����
� ���$�$��� :�� !��� ����	�&	�- 	� xi 	� �� ��
�&� �� �
�&��
���))� SU(r + 1)� ����� ��)�
	���� ��
��� ���$����� !�����
	�	� ������	��
det(g) = 1�� ;����
� ,�������� ���$�"��� �)��
����� �������&��� )�
�	���
9���� 	�������� �������� �	�
�������

��� ��������	�
�� ������������ ������ Sr� ������ ���
������������� ���

������	� �
��������
������ ��� ��� ��� ��
�� ���������� e[2,1]1 � e[2,1]2 	��
�����	����� ���� � �� �� ������� [2, 1] 	 ��������� ���� �������� 	��
��� 	 ��
������ ��� ������� [2, 1] 	 �������� ���� 	���	������ ��� ��	������������	��
	��������� (0, 1,−1)� ��� � ��	������������	�� (0,−1, 1)�  �� ����� ���!� ��������
�
��������
������ 	������	����� ���	���� ��	�� "�����# � ������$ � �������
�$ "%�&���# ���� ���!� ��� ��
��	���� 	���� ������� � ������ 	����� � 	���$� ���

� ����� 	���!'�� �� �	�� ��	���� 	���������� ��!��'� (��� "	� )����������
����� � ��
���� �����#� * ��
������� ������� ������ 	���������� ��!��'� (��� 	
��������+

[3] = 1 0 2 1 3 2 , [13] =

1 0
2−1
3−2

, [2, 1]1 =
1 0 2 1
3−1 , [2, 1]2 =

1 0 3 1
2−1 , "%�&��&#

������� ��� �
��������
����� 	������	���,� ������ ���������� "%�&��%# � ���
���� -������ ����	��� ./01(y1, y2, y3)+

(a1, a2, a3) = (0, 1, 2) , (0,−1,−2) , (0, 1,−1) , (0,−1, 1) ,

������� ����	��� 
��	� 	����	�� ������ "%�&��2#�

����� ����	�
���� �	�� ���� � �	����� ��������� �	���

���������

3���	���� ������ ��
�������� ��	�,4��	� ������ ����	������� Sn � �
�������� �
�������4� �����
����� � ��	������ ����� �������	��� ����� 5 ������ ����	���
�� -�� ��
������� � ���� ����� (���6 	� 7�	�%�8� 3� ����������, ���� (���
������ Sn 9 -�� ����� � �������� ���:���� ����,�	� �	� ������� (��� 	
r ≤ n ������� "������� ��� ������� (��� 	 r ������� �		�'����,�	� 	
����������� ����	��������� ������ Sr#� � ��!���� 	������,4�� �������
� λr−1� ��,4�� (r− 1) ������� 	 �������� λr� ��,4�� r ������� ��� ��!��
���
���,� ������� ��������� ����������$ ����	�������� ����� Sr� 3��	��� ���
� ��� ����� ��� ��������� ����������$ ����	��������� ;���������� �����
	�������� ������ Sr ���!4� ������ ����,�	� ��������� ����	��������� ���
�� ��������� Sr−1 ⊂ Sr� 3�-���� ����������� ����	�������� T

(λr−1) ���������
Sr−1 ⊂ Sr� ������� �����,�	� �������� (��� λr−1  (r−1)� ���� 	��������	�
� ����������$ ����	��������$ T (λr) ������ Sr� ������� �����,�	� ��������
(��� λr  r� 3���	�������� T (λr−1) 	�������	� � ����	�������� T (λr)� �	�� �������
� λr ��������	� �
 ������� λr−1 ��!������� � ��� ����� ������ "��� ����
���
�� 7�	�%��#� � 	������	���,4�� 	��
� ������������ ����	�������� T (λr−1) � 	�����
��4�$ ��� ����	�������� T (λr) ��
�����	� ������	
�� ���������	
� T (λr−1)�

;� ��!��$ ����� (���� ������� ���� �� ������ (��� λr−1 � ������� (��
�� λr� � ���	�� "	� 7�	� %�8# 	��������� ar ��	������ r�� ������

����� �������

����� ����� ��	
�� ����� ����� An (n = 1, 2, . . . )� ���������� ��������� An ⊂ An+1� ������

�������
�� �������� C[Sn] ⊂ C[Sn+1]� ����������� ������������ Tn ��������� An ����� ����



��� ��� ��������	�
�� ������������ ������ Sr� ������ ���
�������������
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���� ��	
 ����������	
 ���� ��� ��� S5� ����	
 ���� �� ������	 ∅ �� ������	
� ���������
 ��� λ  5 �� ��������� ����� ����� ������������� �����������
eΛ ��� ����������
 ������� ��� Tλ�  �����	 �� �����! ����� ���� ����	 ���"
������	� ���#����� ���������� yi$ �����	� ������	 ����� %��� ����� ����&�'($
� � ������������ ��� ������	 ����� ���� ��)� ����������	
 ����� Λ$ ��� �����"
����� ������ � ����������
 ������� Tλ�

���������� � ��������� λr−1 ��� ��������� ��������� λr ���� ������ �� ����� 
���� ��� λr/λr−1!� "��# $��� � �������������� �����%������ ai ������ �� ����
�������& �����������	����� '� ������� ��	 ����������� ������(���) ���# $���
��� ������ S5� *���& ������ � ���������+ $��� ��� ����������� �����%�,���
%������ ��������

- ������(����� ���#� $��� ��� ������ Sn ��%���� ����. ������) ��������
�� ����) ���+��) ���(��� ∅ � ������������� � ��������) ���(���. ���������) ��� 
������) $��� λn � n �������� � �������%����) �� ��%��� /���%�/ ���#�. ������� 
������ ���� ����������+ ����0. ���%����+ ���� � �����
 Tλ1 ⊂ Tλ2 ⊂ · · · ⊂ Tλn�
1���� ������! i. ����2�� � ������ λi/λi−1 ����0� $��� Tλn. ����� ������ ����
(��� �� ���#�. �� ������� ��� ������ ����������� 3� ���&. ���� ������ ����������
��� ����+��� �� ��������� λi−1 � (i− 1) �������� � ��������� λi � i ��������. ��
� ���) ������ �������� ����� ������! i � ��(���� �� �����%���� ai� 3���� ������.
��%���� ���� �� ���#� $��� ���%� ������������� ������������&����& �����%���)
(a1, a2, . . . , an). ������������+ ����� ����. � ��� ������������&����& ��������� �

���� � ���	��
���
� �	���������� Tn+1 ����	� An+1 ����
���
 	�� ����
 m ���� ��
������
�������� �	��
���� ��������� �	���������� Tn � �	���������� Tn+1 � � �	�� ��������� �
	��	�� �
��������� �	���������� Tn � Tn+1� ������� �� �	��
��� m� �	� ��������� �	�� 
�������� ����	 A1 ⊂ A2 ⊂ · · · ⊂ An � !������� �	��
����� � ����	�!	� ���� ������
���	��
� "	������ # �$�� ��!%� � ���! ����	
�����
��� �����	 
��	�
	
� &'��()*	��
yi +��� ,���	������ �����- ��� �	��
��� � �	�� ��������� +�	�� &��- 	��� 1�
����.��
���
 �� �������
� ��	��� ��
� 	��	$����� �	� ���
���
�� /�#�/�����'��� 0123�

��� ������� �	
�� ��� �����	��� ���

���� �	
�� ������� ������ �	��� �������

det(A) =
∑

σ∈Sr+1

(−1)p(σ)Aσ(1) 1 · · ·Aσ(r+1) r+1 .

�	������ �� ������� 
�	���	��� � �!����� ����"
�� ���#� ��� ���$���"�#%
������ � ���� �� �# �����

Dδ(θ) =
∏
i<j

(e(e
(i)−e(j),θ)/2 − e(e

(j)−e(i),θ)/2) =

= e−
∑

i<j(e
(i)+e(j),θ)/2 ∏

i<j

(
e(e

(i),θ) − e(e
(j),θ)
)
= exp

(
− r

2

r+1∑
i=1

θi
) ∏

i<j

(
xi − xj

)
,

� �!� &�

��� �# �	�$� ��� �	�������
∑

i<j(e
(i)+e(j), θ)/2 = (r/2)(u, θ) = (r/2)

∑r+1
i=1 θ

i� '�	�	�

�	��" � �!� &� � �������"( �� ���$���� c0 = exp
(− r

2
(θ, u)

)
�	��	 ���������(

)	��������	 ���� *	
�� ������� ������ �	��� ������∏
i<j

(
xi − xj

)
= det

(
xr+1−j
i

)
. � �!� +�

• ������ ��� �	
���� �	����� �������� � �	�	�� �	������� �������� �� �!�"
��!���� #�$� � ������ ��%�&�' u(r+1)( 
	�!��� �)����� 
	�	�	$ 	�)��!�
� ��!
�� ��� ������� ������

,	����� �����"� ��� ��������#� ������ det(x
λj+(r+1)−j
i ) � � �!� -� 	�����������.

��� ��������"�� ������	����� (/�� �	�# ��������#% xk � xj � '�0���� ��� xk = xj

������ det(x
λj+(r+1)−j
i ) � � �!� -�� �	� � ���������" )	��������	 � �!� +�� �	���

��( � �	��� �/�	
�� ��$�� ����"�� �	 �����	"�#� ������ � �!� +�� �/	�	.
(1�� ��	
	��#� ���������� *�
�"�	� ������ �	��� %	�	����� � �!���� ������	�.
���� �����# SU(r + 1) �� ��	�2�� ����� λ(�n)�

χλ(n)(θ) = e−
|λ|

∑
i θ

i

r+1 · det(x
λj+(r+1)−j
i )

det
(
x
(r+1)−j
i

) =
det(x

λj+(r+1)−j
i )

det
(
x
(r+1)−j
i

) . � �!� ��

,���" �� ������ �	������� �# ��� ��� ��� �� �����# SU(r+1) ���$���" e−
|λ|

∑
i θ

i

r+1 =
c|λ|/c0 �	��� ������� � ��� ������

∑
i θ
i = 0� 0����	������� �����(∏

i

xi = 1 . � �!� ��

) ������� � 
�	���	��� ��	��� �	��� � �!� �� ����� 	����������������� �� ����.
����#� xk ������#� ��0���� �% ����2���� ������� ��������#� ��������������
�������� �� ��������#� xk� �����#� 
	����� �� ��	��	��# 3��	 ��	
/������
[λ1, . . . , λr]  |λ| � �	
#�	���� �������������� 	
���
�
� ����

'��	$�� �����"� �	� ������ �	������� � � �!� �� ��$�� ��������" �� �#����.
��� %	�	������ � �!�&� ������������ �	��	 ������	����� �����# U(r+1)� 4��/�	
5� u(r+ 1) ������� �����	"�#� �	�2������� 	��/�# su(r+ 1) � ����	���� ��.
/	������ � su(r+ 1) �����	���	� �	����� ��������� �	����� Ir+1� 6��������������



��� ��� ������� �	
�� ��� �����	���

��� �� �	
	��
� θ = iψ ψ ∈ R �
� �
���� SU(2)� �	���
� �������� �	������� �
�	���
	� � ����	� ����� ����� � ���� ��!��
 ������ "	�	��# �� �	
���
� �����
��
����� �	 ����� � �		��������� � 	�����
�$��� �����%��

��	
�� �� &����� '���"��� ������ SU(r + 1) �
� ��������
�$�� �� �
��(�� )�
su(r + 1) "	�	�	� $��������� ��������	� *$�� [λ1, . . . , λr]  |λ| � �		����������
��������
�$�# �
��(�� )� s�(r+1,C) �	 ����+�� ���	� λ(�n) �! ������%�� &��	�$��
��	 � "������� "	�$��	�	 ��	����$���� �
��(�� )� s�(r + 1,C) ��
� �� ��,�����$-
$	� �	��� su(r + 1)� �� ��(����� ������
	�"	��. Pu ⊂ Rr+1 �����$��"�
��$�#
��"�	�� u = (1, . . . , 1) ∈ Rr+1� /	�
��$	 �����%�� �� �����

δ =
r∑

f=1

λ(f) =
r+1∑
i=1

(r
2
− i+ 1

)
e(i) , ��������

��� λ(f) =
(∑f

i=1 e
(i) − f

r+1
u
)
0 ��$����$��
.$�� ���� �������� �
��(�� )� s�(r +

1,C) ��
� su(r+ 1)�� &��	�$�� ���� ��$"� �� �! �	"�!���
.���� 1�������$�� �����

� �	���!��
2 ������ ��	 ������ 3��
� W "	�$��	� ������� �
��(�� s�(r + 1,C)
��
��(�� su(r+1)� �!	�	��$� ������ �������$	�	" Sr+1 � �������� 
#(	�	 4
���$��
σ ∈ W = Sr+1 �	��� (��. ���
�!	��$	 "�" �������$	�"� θi → θσ(i) "		���$�� ��"�	��
θ = (θ1, . . . , θr+1) ∈ Cr+1� 5�� 4�	� ��$"6�� ε(σ) �! ������%� ���$����� ��� ε(σ) =
det(σ) = (−1)p(σ) ��� p(σ) 7 ���$	��. �������$	�"� σ ∈ Sr+1 = W � 8����. ���	
.!��
������$�� ������%� � �������� �
� λ(�n) � δ !���+�� ���
���
. ������%� ����	� �����

�	���
� 3��
� �������� � �
���� ��������
�$�� T (λ(n)) �
���#,�� 	(��!	�

Dδ+λ(n)(θ) =
∑

σ−1∈W
ε(σ−1) exp

(
λ(�n) + δ, σ(θ)

)
=
∑
σ∈W

(−1)p(σ) exp(λ(�n) + δ, σ(θ)
)
=

=
∑

σ∈Sr+1

(−1)p(σ) exp
(r+1∑
i=1

(λ
(�n)
i + δi) θ

σ(i)
)
=

=
∑

σ∈Sr+1

(−1)p(σ) exp
(r+1∑
i=1

(λi − |λ|
r+1

+ r
2
− i+ 1) θσ(i)

)
=

= c|λ|
∑

σ∈Sr+1

(−1)p(σ)
r+1∏
i=1

xλi+r−i+1
σ(i) = c|λ| det(x

λj+(r+1)−j
i ) ,

��������
��� xi = eθ

i
 |λ| =∑i λi � c|λ| 0 $	����	�	�$�� �$	����
.

c|λ| = exp
(
(− |λ|
r + 1

− r

2
)

r+1∑
i=1

θi
)
. ��������

9������ ��	 �$	����
. �������� ����$ ���$�6� �
� 4
���$�	� g ∈ SU(r + 1) ��"
"�" ��
	��� det(g) = 1 4"����
�$�$	

∑
i θ
i = (θ, u) = 0 �	 ���. ��"�	� (θ1, ..., θr+1)

���$��
���� "	�$��	�� ��	����$���� Pu �
��(�� su(r+1)� 8�� $� ��$�� !���. � ��-

�� �� ������������� 	(,�� �
��������

∑
i θ
i = 0 ��	 �	!�	
�� $�� $��� 	(	(,��.

�	���
� '���"���	� ������ SU(r+1) $� �
���� ������ U(r+1)� 3 �	�
��$�� ����$-
���� � �������� �� ���	
.!	��
� 	�����
�$�� �������$�$�� �����6� ||Aij||i,j=1,...,r+1

����� ���� ���	
� ����� (θ1, ..., θr+1) ����
������ �������� ������
����� 
������ u(r + 1)� ���
���� ��� � �
����� ������

��� ��������	�
�� ������������ ������ Sr� ������ ���
������������� ���

�����	�
 ����	���� ����������� ������ ������� ���� Tλn� ��	
� ����	�� �����
�� ����	�

�� ���� λn� ������� � ��������� ��	 ��� �!��" #�
 ��
�
 ����
!
�!�� �$ ��	 ��� ∅ � ��	 ��! λn ����$��%�� �������������� ������	���� �������
���� Tλn ∈ Tabn �� ����
 ����	����
� � � ������������ � 	�$!�&����
� �	����
�!���� 	�$���� ��
" ������ ���� �'"("�(� � #��	�
! ������� )��� �!�& ��	�������
�����	��&��� ����	 Λ = (a1, ..., an) ∈ Spec(y1, ..., yn) �����	 ����������* $��%�����
)��
����� �����+,-	��� � ����������!.��� ���
������ eΛ = e(Tλn)"

/��$��%�
 %�	�$ X(n) 
������� ���* ��$
���* �!��� ����� n� ����	�� ���
%���.��� � ��	 ��� ∅� ��!� ���$ � $����%���.��� ���������!�& ����	�

�� ����
� n ������
�" 0	!��
� �����
� X(n) 1 
������� �!���� ��������* �$ n 	���	�
�� 	���	� ����
 �	��� ���� ��� �	!��� Sn" #����� ��� ���$����� �� � 
���
�	��!

�	����& ����!.��
 ��	�$�
"

������	 ����
� ������� ��	
��������	���� ����������
� ���� ����������
Tabn ��	�	����� �	��
� ���	 � n �����	�
� � ������� ��	�	�� 
� �����	�
��
���������� Spec(y1, . . . , yn) 
 ���������� X(n) ���� ����� �
�� n � �	���	����
��� ��	�� ���	

Tabn # Spec(y1, . . . , yn) # X(n) . �'"("2��

�	��	��� 
� 3�� �!�� �� 	���	� ����
 �	��� ���� ��
" 4��" '"5�� ��������� �$
��!* 	���	 � ��!��� �$ ��	 ��� λi−1 �� !	���� (i−1) � ��	 ��! λi+1 �� !	���� (i+1)�
��	�$!.� ����	��� A � B� �$��	������ �� 4��" '"� �$��$��
� ���$��%��� ����	�
�

� �����" 6���� !�����&� %��� ���&$!��& 	����������� �������� � ����	���* A �
B �4��" '"�� � $��� 	���	���! ��������� �� 	��	�* �� ��	*��* ��!* !	����* �	���
���� �� 4��"'"5� 
� 
��
 ������������&�� �����������& 	���	���! ����� �	���
����" #���
 ��	�$�
� ����	���� �$��	������ �� 4��" '"�� ��	�����.� ��	!��!	!
����� 	���	� ������ �	��� ���� �	!��� Sn"

�

�

�

λi−1

λi+1

yi+1 = ai+1 = ai ± 1

yi = ai

4��"7

yi+1 =

yi =

ai+1

ai ai+1

ai

� �

�
�
�
��

�
�
��

�
�
��

�
�
��

�

λi−1

λi+1

(ai+1 = ai ± 1)

4��"8

4��" '"�9  	 !
�" # 
 $ 
����	���� ��������� ����	�� � ��	�� ���	 �	 !
�" %"&�
������'
� 
� ����� �
�� 2� 
�'
� 
� ����
��� ���������� 
	��	���� λi−1� �
����
��� ���������( 
	��	���� λi+1" )�� ������
 ������ ����� � ��	�� ���	�
�����������('
� ��
�
�
���� 
��������	�� �	 ������� ����	���� yi, yi+1


	���	�
��(��� *
����� �	 ����	� ��	��� A 
 B �	��� ����������� ��	���
��
+�������� yi, yi+1," -�� ��	�	 A +�� 
��������� eΛ� � �������� � ������	�.���
�	���� Λ ����������� ��	���
� ai, ai+1 +�������� yi, yi+1 ����������(� �������
���
�� ai+1 = ai±1" -�� ��	�	 B +�� �	 
��������	 eΛ 
 eΛ′ �� ������	�.���

�	���	�
 Λ 
 Λ′� ������� ���
�	(��� �
�. ������	������ ��� ����������� ��	�
���
� ai 
 ai+1 �	�
�� ��� ai+1 = ai ± 1"

�������� 	�
���  ����� ���� �� ������� �� 	�������� ��������� �� ������� 	���� �����

2� ����� ��� 	������������ �� ������ �



��� ��� ��������	�
�� ������������ ������ Sr� ������ ���
�������������

�������� yi� yi+1� σi ∈ C[Sn] 	
�� ���� ������������� i ≤ n − 1� 
��������� ���������
����������� ������������ 	��� 	������� 	���� � � 	����!��"

σ2
i = 1 , σi · yi+1 = yi · σi + 1 , yi · yi+1 = yi+1 · yi , 	���� #�

� ������� ��������� 
����$����H2(i) � ��$���� C[Sn]� %�
��������� 
������������ ��$���� C[Sn]
������� � ��&�� ������ 
���������� 
�������������� �� 
����$����H2(i) �� ��� 
������� � '� (�
)�� 
������������ �����$���� � 
���� ����� ��
��������* 
�����������+H2(i)� ,� ���-� 
����.
����� 
������������ 
����$���� H2(i) �����/���� %��� ������ 0 
���������- ��� ��
���������

������������ ρ 
����$��� H2(i) ⊂ C[Sn] 	∀i�� �� ������� ���������� ��
��������� 
�������.
����� ����+ ��$���� C[Sn]� 1������ ���/�� ��� ��$���� C[Si+1] 
���/������ ��$����+ C[Si] �
��$����+ H2(i)� 2�)���� ��/��+ ��$ �� i � (i+1) �������� � ������� 
�����������+ 
����$����
H2(i)�

3���� ������- ��
��������� 
������������ ρ 
����$���� H2(i) ��� /�� ��� �������� 
�������.
����� ��$��� 4� �� ������� ������ %����� � ��$�� ��� � 
����������� V 
������������ ρ ���$��
������� ����������+ ������ v1 ∈ V "

yi · v1 = ai v1 , yi+1 · v1 = ai+1 v1 , 	���� !�

$�� ai � ai+1 0 ����������� �������� �
�������� yi � yi+1� 2���+������ �� v1 )�������� σi �
���������� �����+� 
�� ������� ����+ ������ σi · v1 � ������ v1 0 ����+�� ����������� ,�$���
�������� 	���� #�� �� ������/������ ��� ��+����� 
����$���� H2(i) �� ������ v1 
���/���� ����.
�������� ��������� 
����������� V � ��������� �� v1 � v2 := σi · v1 ��� �� �����"

σi · (v1, v2) = (v2, v1) , yi · (v1, v2) = (ai v1, ai+1 v2 − v1) ,

yi+1 · (v1, v2) = (ai+1 v1, ai v2 + v1) .
	�����5�

6� )��* ������� 
��-����- ����������� ��$�������� 	7���8�� �� 
������� ��������� 
���������.
��� ρ ��� ������&�* ��$���� H2(i)"

ρ(σi) =

(
0 1
1 0

)
, ρ(yi) =

(
ai −1
0 ai+1

)
, ρ(yi+1) =

(
ai+1 1
0 ai

)
. 	�������

%�� ���������� �����+ ai = ai+1 	��� 9����/����� ������� : )��� ������ �����;� ρ(yi)� ρ(yi+1) ��
	������� ��$�� ���- ������������ ���$����������� � 
���&- 
������������� )��������������"
ρ(y)→ ρ̃(y) = A−1 · ρ(y) · A� $��

A =

(
1 bi
0 1

)
, bi := (ai − ai+1)

−1 .

: �����-���� �� 
������� ��������� 
������������ ρ̃ ��� ������&�* ��$���� H2(i)� )���������.
��� 	�������"

ρ̃(σi) =

( −bi (1− b2i )
1 bi

)
, ρ̃(yi) =

(
ai 0
0 ai+1

)
, ρ̃(yi+1) =

(
ai+1 0
0 ai

)
, 	�����7�

������� ��
����� � ����� ������

(vΛ, vΛ′ ) := (v1, v2) ·A =
(
v1, (ai − ai+1)

−1 v1 + v2

)
. 	�����<�

=� 
������ ����������� vΛ � vΛ′ ���- 
��/�� >���� bi = ∓1 ⇔ ai+1 = ai ± 1� �� ���������

������������ 	�����7� ��
�������� � ��� ��/�� ����������-�� ��� 
��
������������ � 
�������.
����� 
����$���� H2(i) ⊂ C[Si] � ��
��������� 
������������ ���+ ��$���� C[Si]� >��� bi = ∓1 ⇔
ai+1 = ai±1� �� ��������� 
������������ 	�����7� 
�������� 	�� �� �����/����� � � 
����������� V
)��$� 
������������ ������� ���������� ������������ 
��
����������� VΛ′ � ��������� �� ������

vΛ′ = (ai − ai+1)
−1 v1 + v2 = (σi ∓ 1) vΛ , 	�������

�� ������� ��$����� 	�����7� 
����$���� H2(i) ��+������ �����&�� �������"

yi vΛ′ = ai+1 vΛ′ , yi+1 vΛ′ = ai vΛ′ , σi vΛ′ = ∓vΛ′ , (ai+1 = ai ± 1) , 	����� �

��� ������� �	
�� ��� �����	��� ���

∂2θ
(
A · e(μ′, θ)) = (μ′, μ′) A · e(μ′, θ)� ����	
��� �� ����	�	
� � ����	�	
�� ��������� ��

���������� �� ����� �  ����! ���
 ������"� 
#�  � ����� μ′ = μ+σ(δ) ��
�� ��

(μ′, μ′) = (μ+ σ(δ), μ+ σ(δ)) = (δ + λ, δ + λ) .

��$���	� ����! ���
 %���� ����� #�		�� ����	��� ��&� ����
����'�� ��'��
� ������ μ = σ(λ)� (����� μ′ = σ(λ + δ) 
 �����  � μ′ � ������"�  �����)���� �
�����  � �����	�� σ ∈ W � * �����'�� +������ ������"�  ��� 
������� � �
#�

Dδ(θ)χλ(θ) =
∑
σ∈W

b(σ(λ + δ)) A · e(σ(λ+δ), θ) =
=
∑
σ∈W

b(σ(λ + δ))
∑
w∈W

det(w)e(w·σ(λ+δ), θ) = b̃(λ+ δ) Dδ+λ(θ) ,
��������

$#� b̃(λ+δ) =
∑

σ∈W b(σ(λ+δ)) det(σ)� ����	
��� ���++
,
�	�  �
 ���-
. ��� �/

	�	�. e(λ+δ, θ) � ����! 
  ����! ����. ���	�-�	
� ��������� ��  ������� b̃(λ+δ) = 1�
� ��' �������� ���
����		� ���������

����� ����	
���� ����� �	����� �� ��������	� � �������

�	���� ������������� ����� SU(r + 1)� SO(n) � USp(2r)

* �������  �
��&�	
� +������ *�!�� ��������  ����
� 
� 	�� +������ #�� ������/
	��
  ��#�����	
� T (λ) �� ���-
� ����� λ� 0�� ��$� ����
�� �� dim(T (λ)) =
χλ(0)� 1�� ��� �  ����! ���
 �������� �  ��#��� θ→ 0 �� �
�� �&#����

∑
σ∈W ε(σ) =

0�  �������� 	�� ��#���		��' 0/0� � ��  ��#�� 	��2.�#
�� ���
���' ������/
	�� (���&
� θ = tδ� * ��� �������  �
��	�� ����	��� ������3�� ��  ������� #��
�
��
��� � +������ *�!�� ����	��� Dδ+λ(tδ) = Dδ(t(λ+δ))�  ���� ��$�� 
� ��'���

 � �	���	���� 
 � �
��
��� +����
����		��  ��#�����	
� ��������� �� �� 
��/
���� .������ �������� � �
#�

χλ(tδ) =
Dδ+λ(tδ)

Dδ(tδ)
=
Dδ

(
t(λ+ δ)

)
Dδ(tδ)

=
∏
α>0

sh( t
2
(α, δ + λ))

sh( t
2
(α, δ))

,

$#� � ��' �����
� t→ 0� * �����'��  ������� +������ *�!�� #�� ������	��

 ��#�����	
� T (λ) �� ���-
� ����� λ4

dim(T (λ)) = lim
t→0

χλ(tδ) = lim
t→0

∏
α>0

sh( t
2
(α, δ + λ))

sh( t
2
(α, δ))

=
∏
α>0

(λ+ δ, α)

(δ, α)
. ��������

(����
� � ��'�  ��'����' �2)�! +������! *�!�� #�� .�������� ��������� ��/
	�� +������ #�� .�������� ��� ��	�. $��  SU(n)� SO(n) 
 USp(2r)�

������ 	� 0�� ��� ��	�! ��$�2�� %
 su(2) �
�
 �� ��� ����
+
��,

 s�(2,C)��

���)�! �#
	���		�!  ���&
��'	�! ����	'� ���	�! α = 1 � 	���
������ � ��/
���! ���-
� ���� λ ≡ j ,���� 
�
  ���,���� �
���� �� 
���� δ = 1/2 
 +������
*�!�� ��������� � ����� �$�� �� W = Z2 ���� (�
��� � � ���#��� ��
��  �
	
���
�
#

χλ(θ) =
Dδ+λ(θ)

Dδ(θ)
=
e(θ, δ+λ) − e−(θ, δ+λ)

e(θ, δ) − e−(θ, δ)
=
eiψ(1/2+λ) − e−iψ(1/2+λ)

eiψ/2 − e−iψ/2
, ��������



��� ��� ������� �	
�� ��� �����	���

������	
��	��� �� ����	
� �
��� ����� �
���� ��� ��� ��	��� �
� μ �������
�
 �
 ���� � � ��� �
�� μ′ !��� ����"� � � #��
	�
 �� ������ ��$ ���� � � ��
%� �
�� μ′ �
������
 �$ T (λ) � ���� &'�(�'� �� ��

� μ′ = λ−∑imiα

(i)� %�
 mi ∈ Z≥0�
��%��� ����%�$ β =

∑
imiα

(i)� �� ������
�

(λ)2 = (μ′)2 + 2
∑
i

mi(μ
′, α(i)) + (β)2 ,

%�
 (β)2 ≥ 0 � ��� ��� μ′ ) ���� � � �� �
�� �� (μ′, α(i)) ≥ 0� *������ (λ)2 ≥ (μ′)2 =
(μ)2�

+� *���� σ , ��!�� ��
�
 � %���� W � ��$ �
�� σ−1(μ)� �������
 � �%� �
�� μ
�
������
 �$ T (λ)� � ���� &'�(�'� ��

� �
��� -�����. σ−1(μ) = λ −∑imiα

(i)� %�

mi ∈ Z≥0� *������

(λ+ δ)2 − (μ+ σ(δ))2 = (λ)2 − (μ)2 + 2(δ, λ− σ−1(μ)) =

= (λ)2 − (μ)2 + 2
∑
i

mi(δ, α
(i)) = (λ)2 − (μ)2 +

∑
i

mi(α
(i))2 ≥ 0 ,

&'�/�+��

%�
 �� �������"������� -������ 2 (δ,α(i))

(α(i))2
= 1� �����$ �����
 � � ��
��� &'�'�+�

� &'�(��/�� � ���	
 �������"������� ���
	�
 �
� �� ��  �� �
���� 0��
���� ���
����$ ����� � &'�/�+�� ��	
� �� $���$  ��� ������ � �����
 (λ)2 = (μ)2 � mi = 0�
��� �� ����� � μ = σ(λ)�

1��
���� ��� -� �2�$ Dδ+λ(θ)� "���  �$ � &'�/����� �����
���$
� ���� 	
 ����
 
 �� &'�/�+3�� ��� � ���"�
�
 �
 Xδ+λ(θ) ≡

(
χλ(θ)Dδ(θ)

)
.

∂2θ Dδ+λ(θ) = ∂θi ∂θi
∑

σ∈W ε(σ) exp(σ(δ + λ), θ) =

=
∑
σ∈W

ε(σ)
(
σ(δ + λ), σ(δ + λ)

)
exp(σ(δ + λ), θ) = (δ + λ, δ + λ)Dδ+λ(θ) .

&'�/�+4�

5��
 ��%�� ��� 	
 ��� � Dδ+λ(θ)� -� �2�$ Xδ+λ(θ) ∈ F , ��������
���
���$�
��� ��� � � $��$
��$ ���"�
�
 �
� ��������
���
���� -� �2�� Dδ(θ) � ����
��
��
���� -� �2�� χλ(θ)� 6�
 ��� ���"���
�  � ��� ��� -� �2�� Xδ+λ(θ) � Dδ+λ(θ)
��$"� � ��% � ��%��� �
������
�� �� ����
����� ��
���7

 ���
	�
 �
�

�
��
�� ����� ��� �����	
 Dδ(θ) 	 Dδ+λ(θ)� ������ � �������� 	 �������� 	����
����� ���������

Dδ(θ)χλ(θ) = Dδ+λ(θ) , &'�/�+��

���� �� !��	������� �� ���� "�
�� ������#� ��� � ���  χλ(θ)�

������	
��	��� ��� ��� �
��$ ����� &'�/�+�� , ��������
���
���$ -� �2�$ � F�
�� ��%��� � &'�/��/� �� ��

�

Dδ(θ)χλ(θ) =
∑
μ′∈Λ

b(μ′) A · e(μ′, θ) . &'�/�+8�

9� �2�$ Dδ(θ) $��$
��$ ������ ����� 
 � e(σ(δ), θ)� %�
 σ ∈ W � � -� �2�$ χλ(θ)
�
�������� � ���
 ����� ����� 
 � e(μ, θ)� %�
 μ , �
�� �
������
 �$ T (λ)� *������
� ����� ����� &'�/�+8� �������� �
 ��
� �� �
����� μ′ = μ+ σ(δ)� 1��
���� ���

��� ��������	�
�� ������������ ������ Sr� ������ ���
������������� ���

�������� � ������ 	�
�� ���������
���� �
���� ���������� ��� ���
	������� ������
�����
�������� �� ����� ��
�	��
���� ���� ����� �
� ���������
����� ���
�� �� H2(i) ⊂ C[Sn] � �����!
������� ������
����� ���" 
�� �� C[Sn]�

#
����$% �������� � �
���& �
'
& � �
�������� �&'
"% ����
 ������
 σi · v1 � v1 ≡ vΛ (
���"�� 	
������) σi · vΛ ∼ vΛ� * +��� �&'
� �	 ������,���" ������-� ���&��% '�� �
 �������
v1 ≡ vΛ ��
�	&���� ���������� ������
����� ���
�� �� H2(i))

yi vΛ = ai vΛ , yi+1 vΛ = ai+1 vΛ , σi vΛ = ±vΛ ⇒ ai+1 = ai ± 1 , ��������

�������� � ������ 	�
�� ���������
���� .
�����% '�� ������
����� �������� ��	���
�� �	 ���!
�������� �� �&'
� ai+1 = ai ± 1� ������
����� ρ̃ ��������% ��� ���
��
����� ���������
�����
�������� ( �����
���) vΛ′ = 0� /�
�% ��� ������������ ������
����� ���
�� �� H2(i) ⊂ C[Sn] (
+�� � � ��&������ ������
����� ��������% � � ���������� ������
����� ���������

#
� �������&0� ������������ ������
����� ρ ���
�� �� H2(i) ⊂ C[Sn]% ������� ������
� ������������ ������
����� ρ̄ 
�� �� C[Sn]� 1������������� ������
����� V ������
�����
ρ ������ � ������
����� V̄ ������
����� ρ̄% � � �
'����� ������
 v1 ∈ V % �	����� �
�� � �
!
��� �
'
�% �� ����� �� �
�� �� �������"% �� ���� +������� (y1..., yi, yi+1, ..., yn)% ������ �	
������
����
 V̄ ����������&02�" ���������& ������
����& �
 ��& Λ = (a1, ..., ai, ai+1, ..., an)3 ���
������-�� 1��
��� �������� �� �������� 	�
'���� ai � ai+1 ����
����� yi � yi+1 ������
���� & ���!
���
 vΛ′ �� ��
�����0 � �������� vΛ� 4�� � 5������ ���
����� Λ � Λ′ � ������-� � ������6�� �� ��
� �	�
'���" vΛ � vΛ′ % ������" �� ���
� � ������7��

8�
9�'����� ������
����� ��&�% ����������� ��,�% ������������ ������
����" ��������!

���� �������� � ��&������� ��������� ���
�� �� H2(i) ⊂ C[Sn] �
�� �
 :�����6� #
 ��
9
� ; � <

�	� �
���� �������������� ���������� �� �&'
� ai+1 = ai±1� � ��&������ �� �&'
� ai+1 = ai±1�

������
����� 
�� �� H2(i)� :
	�'��� �&��% ��&2�� �	 ������" ���,��� � ����00 ���,��&%

����������&0�  
	����� ������
�% �
 ������� ����
���� yi, yi+1 ��
���
�	&0���� �� �������!

���� �&'
� �:���=� +�� ������ vΛ = v1% 
 �� ��&������� �&'
� �:���<� +�� ������
 vΛ � vΛ′ %

������� ��������� � ������7�� /������ �
 �� �
� ��
9�� A � B �
��� �� �������� 	�
'�����

������2�� � �
 ��� Λ � Λ′� +������� yi, yi+1�

������� � �����	
� ������ ������	�� �� ��� ��� ��	�

{∅ 0→ • 1→ •• −1→ •••
0→ ••• •

2→ •• •• • } , ��������

��	����� ���	
�	�	
��	 	����� ����

Tλ5 =
1  2 ! 5 �
3 "! 4  

. ��������

#���� $	�% 	����& '��	�( )����% �����'��% 
��*�& ��	 �'������� ����

λ5 = • • •• • �+ � ���� �������� ���	�� 	����& Tλ5 ����,&
�-	+ 
 ����% �����'�"


�	������	 .���	�. • ��(
�(-	�( 
 
��*��/ �
 '�������/ ����� 
'��� ���"
���	�
������ ��	 �������� 
 ���)� ����� 0�'��1��� ���	�� 
 �������� ���	
�	"
�	
��	 �����'�
�	������	 (a1, ..., a5) = (0, 1,−1, 0, 2)  '��	�( �'����� �� �����/
��	� 2��� (a1, ..., a5) = (0, 1,−1, 0, 2) (
�(-	�( ����	
���&� ,�����(� $�����"
	�
 ����345�) (y1, y2, y3, y4, y5)+ ��������&� 
 ��,���	�	� '�%�	
( $�����	�

yi �� ���	
�&% '����	��	 e(Tλ5)+ ��	��&% ���	
�	�	
��	 	����� ���������

6��� ����,��+ �& �������
�� 
�� �	��'��	�&� 	����& ���� Tλn+ ��-7�
)���� '������& ���� λn � n ���	���+ 
�"���
&/+ � $�����	�� ���1��	
� 
��/
����	�����&/ ������
 Spec(y1, . . . , yn) �+ �	� 	�1� �����+ � ���	
�&� ��	���"
�����&� '����	��	�� 
 ������� C[Sn] �$	� �&�� �'����� 
 ���'&'�7�� ��,'����+
+ 
�"
	��&/+ � ��	(� 
 ���)� ���� '�( �����& Sn�



��� ��� ��������	�
�� ������������ ������ Sr� ������ ���
�������������

������	
� �� �������� 	���
��	���� �����
� � 	������� �����  ��� 	��
�	�����
���	���
��� �	���������� �����	� C[Sn] ��	���� Sn�� ����	�� ������������� ���
�	�

� ���� λn� 	���� ���� ������	���� ���� Tλn� 
��!� "�	
� λn� �� ���

� ������ ��� �	���
����		����� 	���� ���� ����# ���� n � �	�"� ����� �����
	�� ��� � $��# ���	�

� � ��	%�� ∅& '�� ���� f(λn) ������ "�	
���
 �(&)&*+�
 �(&)&*,�� ����	�� 
� �	��� � ��� � 	������ �����&

������	
� �� -	�" ���� �� .�&(&/ ���� ������� ������� �� ����� ���� �	��
��� �������� �	���������# �	���� SL(N,C)� �������� ����	�
� ��	���� 	�����
0��� �	�
��� �	�������� T⊗5 ��	������!� �	���������# T �	���� SL(N,C)
�� �� ���	���
�
 �	����������
 T (λ)� ��� λ 1 ���	�

� ���� � 5 ������
&
2	 $��
 �������
� ������� ��� N > 5� ��� ��� �	���������� �	���� SL(N,C)
� ���	�

�
 λ� 
��!
 N  ����� ��	��� �� 	��������� ��
& .�&(&33 ��
0��& 4	������� ���0���� �	���������� T (λ) � T⊗5 	���� ���� ����#� ��!� �
��	%�� ∅ �	�"�  ���������!��� � ���	�

� λ  5& 5��	
�	� 	����0���
�	���������� T⊗4� ����	�� ���� � �(&*&/(�� ��	��������� ��	��
 ����	�
� �	���
��
 �	�"� ���� �� .�&(&/& 6�!�� "�	
��� 	����0��� T⊗r �� ���	���
��
�	���������� T (λ)� ��� λ 1 ���	�

� ���� � r ������
� �	������ � �(&*&/+�&
7�� ��� ���  ��� 0� �	�" ���� � r $��0�
 �������� �������� �	���������#
�	���� Sr  �������� ���	���
�� �	���������# �	���� SL(N,C) ���� N > r�
�	 	����0�� �	���������� T⊗r �������� ��	�0���
 ��������� 8�	��9�#��
��
& 	����� �����&

:���� 	���	�%����# �	�" ���� ��� �	���� Sn ��������� ��
 �����  
�0��
���� ���� ����	��� ��� ������ "��	�������� n& 9 ������!�
 ���	������ 
�
����0�
� ��� �� ������ $���� �	�"� ���� "�	
��	����� ��������� �	� ���	�
��� ������ ����� ��	�0��# �� ��	
��� $��
����� � ��;<=	" yk� ��� ����
�	����������� �	
����� ��
�������� eα �����	� C[Sn]� ��	����!� ������
����
�&

����� ���� �	
� � �	�����	�� �������	�� ��������	��� eα

9 �����
 ���	������ 
� ����
 ������������ �� ������!�
 ����	0���&

��������	
� ������ ����� y � ��	�
����� � {a1, a2, . . . , an} � ����	 ��	�
���

	�� ������ ��� ai = ak �� i = k� ������ ������� Pk(y) =
n∏

i�=k
i=1

(y−ai)
(ak−ai) ���������	��

���������
n∑
k=1

Pk = 1 . �(&+&+>�

����� y � ���� �! ���	���	� �� �����"� � n�
�	��
 �����	��
 �	���	������

V � ����� y ��������� ��	����	���������
� ���������
∏n

i=1(y − ai) = 0� ���
��� a1, a2, . . . , an � ���������!� #������ ���	���	� y � $��
���! Pk(y) ��	�#���
������ �����
� �#��
�� �	���������!� �	�����	�� � V%

Pk · Pi = δki Pk . �(&+&,��

��� ������� �	
�� ��� �����	��� ���

��� ��	
��	���� ����Dδ(θ)� �	���	����� � �	��������	���
 ���� ��������� �
��
�� 
���� �����������

∂

∂θi
Dδ(θ) =

∂

∂θi

∏
α>0

(e(α,θ)/2 − e−(α,θ)/2) =
1

2

∑
α>0

αi
(e(α,θ) + 1)

(e(α,θ) − 1)
Dδ(θ) . �����  �

!��
� ����� ���"�#��" ��
� $�� %��
���& ��#��& ���� σ ∈ W ����'��� �����
���	�"�&
� ����(�	���	���
�) (σ(α), σ(β)) = (α, β)� ��� ��	��� $	��� ������ � 
&
�&����


∂2θ Dδ(θ) = (∂θ, ∂θ)
∑
σ∈W

ε(σ) exp(σ(δ), θ) = (δ, δ)Dδ(θ) . ����� ��

*�������#�
 �	 ������������ Xδ+λ(θ) = (χλ(θ)Dδ(θ)) ����	����
 ∂
2
θ � ������"�#�
��

���
#�	
� ������+�� �����  � � ����� ���  ���#�"�	�� ���#$	�


∂2θ (χλ(θ)Dδ(θ)) = Dδ(θ)
(
∂2θχλ(θ)

)
+ 2(∂θiχλ(θ))∂θiDδ(θ) + χλ(θ) (∂

2
θDδ(θ)) =

= Dδ(θ)
(
(λ+ δ, λ+ δ)− (δ, δ)− ∑

α>0

(e(θ,α)+1)

(e(θ,α)−1) (α
i∂θi)

)
χλ(θ)+

+
(
∂θiχλ(θ)

) ∑
α>0

αi
(e(α,θ)+1)

(e(α,θ)−1) Dδ(θ) + (δ, δ)χλ(θ)Dδ(θ) = (λ+ δ, λ+ δ)χλ(θ)Dδ(θ) ,

$�� ����	�	�� � #�	������
 ����� ,��

�����	
��� �����"�#�
�� �	���-����
 e−(θ,α)(1− e−(θ,α))−1 =
∞∑
k=1

e−k(θ,α) � �������

��
 ���#' $	��" #�	������ ������+� ����#'.�
 �(�	��
(
∂2θ +

∑
α>0

1 + e−(θ,α)

1− e−(θ,α)
(α, ∂θ)

)
χλ(θ) =

(
∂2θ + 2(δ, ∂θ) + 2

∑
α>0

∞∑
k=1

e−k(θ,α)(α, ∂θ)
)
χλ(θ) .

/���	 #�	������ ������+� ����(���	�� ���((
∂2θ + (2δ, ∂θ)− c

(λ)
2

)
+ 2
∑
α>0

∞∑
k=1

e−k(θ,α)(α, ∂θ)
)
χλ(θ) = 0 , ����� 0�

��� c
(λ)
2 = (λ+ δ)2 − (δ)2 � 
& ������"���	���" ��	���� ���
�� �	���� (μ)2 = (μ, μ)�

*����	��
 � #�	������ ����� 0� ���
#�# ��� 1	�	����	 �����2� � ���� �#

& �� ���	
�
 ���#�"�	�� ���#$	�
 �����������(

(λ+ δ)2 − (μ+ δ)2
)
nλ(μ) = 2

∑
α>0

∞∑
k=1

(α, μ+ kα) nλ(μ+ kα) , ����� ��

��� nλ(μ) = multλ(μ) 3 ��	�����" �&��-����� ���	 μ ������	������ T (λ)� 4��������
��� ����� �� �	�&�	���� �������� ��	�
	���� 
�� �������	��

5	��
��
� $�� #������$���� ����� � ������� ��
��	������ ���	 (&�� ������&
� 6	����� ���� ��
� �	�-� ���	�	���"���� 7����-����� ������� �	��� �	
 ���	���
(���� ����#'.	� 8�

	�

����� ����� �� ������ 	
� μ �
����	�
��� T (λ) ��	�	��
��
� ������������
	
�� μ′� ��� ������� 	�����
�� (λ)2 ≥ (μ′)2 = (μ)2� �� ���� μ � 	
� �
����	�
���
T (λ)� �� ��� ������ σ ∈ W �� ��

� (λ + δ)2 ≥ (μ + σ(δ))2� �� 
� �	
���	�

���!�
��� ���"�� 	 ��� �
 μ = σ(λ)�



��� ��� ������� �	
�� ��� �����	���

��� ��	
��� ������� � �	���	����� �������� �	���� �����	� ����� ����� �!��"
������	�� ������#� � ���� �� ��!	�!���		�� ����$ �� %����	��� �!���$ &�����
'	��!��	� �������  (�� ��)������ ������#� ��� �	���	����� &���� ����(����� ��
��!���$ *�!�
��!�� �������� � (���	�� ���(�� 
���� � 
�(����� �!��������	�� T (λ)

�$+�!����� �!����� 	�� �!��������	��, λ = 0 � χλ(θ)|λ=0 = 1�

-�!����� 
 ��
������ ���� ��!���$ &���� ��������� .	�(��� ��
�)�� �����/"
��� ����!)��	���

�����	
���� ����� �������� ��	
	�� ������������ T (λ) ������ ���� G ��
�� ������� �� A�� ������������� ��������������� � ��������! ������� ������(

∂2θ +
∑
α>0

(e(θ,α) + 1)

(e(θ,α) − 1)
(αi∂θi)

)
χλ(θ) =

(
(λ+ δ, λ+ δ)− (δ, δ)

)
χλ(θ) , ������0�

��� ∂2θ ≡ gij∂θi ∂θj � � ����� "���� ��  � ���� � ��� ���#������� ����� α
������� A� � ������ δ �������� � ��	$	�%�	 &���'������� Xδ+λ(θ) ≡

(
χλ(θ)Dδ(θ)

)
'�� ������� (���� ��	
	%)� � *�������� χλ(θ) ������������� ��������!

∂2θ Xδ+λ(θ) = (δ + λ, δ + λ) Xδ+λ(θ) . �����#1�

�������������� '���� ��� ��!���$ ������0� � �����21� ��� 
���!���(	��� ���"
!���!� 3�����!� � ��!�����	�� ������� �����2� *�!�
��!� �!��������	�� T (λ) �$
����(��� �����/��/ ����(
� !���	���(

(λ+ δ, λ+ δ)− (δ, δ)
)
χλ(θ) = Trλ

(
Ĉ2 · eθiHi

)
=

= Trλ

(( r∑
i,j=1

Hig
ijHj +

∑
α

EαE−α
) · eθiHi

)
=

= ∂2θ Trλ

(
eθ

iHi

)
+ Trλ

((∑
α

EαE−α
) · eθiHi

)
=

=
(
∂2θ +

∑
α

e(θ,α)

(e(θ,α)−1) (α
i∂θi)

)
Trλ

(
eθ

iHi

)
,

�����#��

��� ��� �+!���/��� {Hi, Eα} ����+!$ A !��������	$ � �!��������	�� T (λ)� & ��"
����	�� !���	���� �����#�� �$ �(�� ����	�4�	��

Trλ

(
EαE−α · eθiHi

)
=

e(θ,α)

(e(θ,α) − 1)
(αi∂θi) Trλ

(
eθ

iHi

)
,


���!�� ����(����� � ����� ����	��� !���	��� ������� � ������� �����/��� �+!����

Trλ

(
Eα ·E−α · eθiHi

)
= Trλ

(
E−α · eθiHi · Eα

)
=

= Trλ

(
E−α · Eα · eθi(Hi+αi)

)
= Trλ

(
([E−α, Eα] + Eα · E−α) · eθi(Hi+αi)

)
=

= Trλ

(
(−(αiHi) + Eα · E−α) · eθi(Hi+αi)

)
.

-�!����$��� ����� �� ���� 
�!	�� � �!���� (���� �����#�� 
�
 ����� �� ����)�"
��� 	$� 
�!	�� α > 0 � �!��	���� ����/ � �!���/ (���� �����#�� �$ ����(���
�!��	�	�� ������0��

��� ��������	�
�� ������������ ������ Sr� ������ ���
������������� ���

������	
��	������ ���	
	������	 ��������	 �������� �	�������� ������� p(y) =
(
∑n

k=1 Pk − 1) �� y� �	������ ��� ���� ������� �	��� � �! � n ����	" y = ai
(i = 1, ..., n) � ������	����� �# �����# ����

p(y) = c · (y − a1) · (y − a2) · · · (y − an) . �����$��

% ��� ����������� Pk� ������� p(y) ����� ������ �� �#&� (n−1)� ������ '	����
c � ��	��( �	��� �����$�� ������ �	������ � �! � �# ��� �	�� ���������

)
 "	�	�������������*� ��������	
∏

i(y− ai) = 0 �����	��� ���� !� �	������	
y · Pk = ak Pk � ���������#� ������&���� �����$��� +  ����� �������� ������	����� V
�	
,��	���� � ���� ! � �� V = ⊕kVk� *�� Vk = PkV - ���������	����	 ��,�����.
�#" �������� ����	���	 y � ��,������#�� 
�	������� ak�

/	�������� ��	*�	�� 0�*	 λn = [λn1

(1), λ
n2−n1

(2) , . . . , λ
nk−nk−1

(k) ] � nk �������� � n
�	
������

n =

k∑
i=1

(ni − ni−1) λ(i) ,

�
 �� �����������	� n0 = 0� ����� �
���
 n1 ����� � �������
 λn ��
�� 	���
λ(1)� �	
����
 (n2 − n1) ����� ��
�� 	��� λ(2) � ��� �	

� � �����
� ���	
��

(nk−nk−1) ����� ��
�� 	��� λ(k)� ������
��� ����� �������� ��������
��� ����
��� �������� ��  ��� !�"#� �
 (ni, λ(i)) $ ��������� �	
���� ������
 �����
�������

λn =

. . .

. . .

λ
(1)

n1

nj−nj−1

nk−nk−1

n1 ,λ(1)

nj−1 ,λ(j−1)

n
j
,λ

(j)

n
k
,λ

(k)

 ��� !�"#� ��������� ���� λn = [λn1

(1), λ
n2−n1

(2) , . . . , λ
nk−nk−1

(k) ]	 
��� ���� (n
j
, λ

(j)
) �����

������ ���������� ������ �� ���������� ����� ��������� λn	

��	�� �������� λn� %�������� ��� ����& �������
 '��� λ �����
�����
� �����
���������( ���	�� '��� {Ta,λ, ...,Tf(λ),λ}� ���	� ������( f(λ) ���

	�
��� �����)
	��� *!�+�,-.� *!�+�,/.� 0	� �	1�
&2
�� ��� ���������� �	
���

 ���

	
��
�

����������� ����� ����� ��������� ��� ���������� ������� Tλr ���� ���
� ���������! ������� Tλn� ��� n > r� � ����� Tλr ⊂ Tλn� ��� Tλr ���������
�" Tλn ������������ �������� ������  �������� #������$ i = r + 1, . . . , n	

 ��������� �
������� ���������� ���	��� '��� Tλn � ��
���� ����� ��)
������ λn ��  ��� !�"#� 3���1 ��� ��
 ���
��
� ����������& �
����
�� e(Tλn) ∈
C[Sn] ⊂ C[Sn+1]� ������& �����
�����
� ���	��
 Tλn � ���	
�����
� ������2
����

(y1, y2, . . . , yn) · e(Tλn) = (0, a2, . . . , an) e(Tλn) , *!�-�/4.



��� ��� ��������	�
�� ������������ ������ Sr� ������ ���
�������������

��� (0, a2, . . . , an) � ����	
��� ������ ������ Tλn � �	��� �� ������ �	���
�� ��������� ����	�� ������� � 	���	�������� �	���  ��� ��� Sn+1�  ����	��

����	� ���� !�� ��� ���	���� λ
(r)
n+1 � (n + 1) ������" ����� ���# ����!��� �

���	���� λn ⊂ λ
(r)
n+1 ���������� � λn ����" ����� � �$��" �� �����" ���� �

���	������ (nr−1 + 1, λ(r) + 1)� ��� r = 1, 2, ..., k + 1% ��� &�� '�� � 	������ ������
�� ��	������$ ������ ��� λn ����$��� ���
� ���� � ���	������ (1, λ(1) +1)
 (nk + 1, 1) (����# �� ���	��� λ(k+1) = n0 = 0)�

����	
���� ������ ��� �����	
��
� e(Tλn) ������
������	�	 ��� ������

������� C[Sn+1] ����
 ���
	 ��������� 
	����
�	

e(Tλn) ·
k+1∏
r=1

(
yn+1 − a

(r)
n+1

)
= 0 , ('�*�+,)

��� a
(r)
n+1 = (λ(r)−nr−1) ������ r = 1, . . . , k+1� � �	�������� �	��	���� �	���������

���
	� λ
(r)
n+1/λn ������� �		�����
� (nr−1 + 1, λ(r) + 1) 

��������������� - 	���	������� �	���  ��� ��� Sn+1 � ��	��� � ���	���

��" λn� ���	�
����" �� &��'�.�� ����� �/���# ���#�� 	��	� � ������� a
(r)
n+1�

����	�� ����$��� ����	
���� ����/ ������ � ���	������ (nr−1 + 1, λ(r) + 1)�
0�������� ����� ��
�� ������# � ���	���� λn ���#�� � �� ������ ����� !���
�� ����!�# ����$ ���	���� λ

(r)
n+1 � (n+1)�" ������"% ��� &�� '�� � 	������ ������

1�� ����!���� !�� ���#� ����!�$2" ������	���" ������ Tλn� 	������������ � ��	�
��� λn �� ���� ����!�$2� ������	���� ������� T

λ
(r)
n+1
����� !�� Tλn ⊂ T

λ
(r)
n+1
�

� ��� ����������� e(T
λ
(r)
n+1

) ∈ C[Sn+1]  e(Tλn) ∈ C[Sn] ⊂ C[Sn+1] �� ����

e(Tλn) · e(Tλ(r)n+1
) = e(T

λ
(r)
n+1

) , e(Tλn) · e(Tλn+1) = 0 (∀ Tλn ⊂/ Tλn+1) . ('�*�+')

3��$�� �������� !�� e(Tλn) ���
�� 	�������#�� � ����� ����������� e(Tλ(r)n+1
)4

e(Tλn) = e(Tλn) · e = e(Tλn) ·
∑

λ�(n+1)

∑
Tλ

e(Tλ) =

k+1∑
r=1

e(T
λ
(r)
n+1

) , ('�*�+5)

��� � �	����������� ��	�
�� ����	����� ��� �� ���� ���	�����  ��� λ
6 (n + 1) �������  �� ���� ������	���� ������� Tλ� ��$2� ��	�� λ� � �
��������� ��	�
�� ����	����� ��� �� ���� (k + 1) ������	���� �������
T
λ
(r)
n+1
����!����� � Tλn ���������� ����" � ������ (nr−1 + 1, λ(r) + 1) � ���

��	
���� a(r)

n+1 = (λ(r) − nr−1)� 7������ ����	#� !�� �� ��	������$ �� ����
e(T

λ
(r)
n+1

)(yn+1 − a(r)

n+1) = 0� ������ � �!���� ('�*�+5)  �������� ��
������ ('�*�+,)�

8���� ����# Tλn ⊂ T
λ
(j)
n+1
� ��� ���	����  ��� λ(j)

n+1 ����!����� ���������� �

���	���� λn� ����" (n+1)�" ����� � ���	������ (nj−1+1, λ(j)+1)� ��� &�� '�.�
 &�� '�� � 	������ ������ 9���� ���� ����� �����$2" �����

��� ������� �	
�� ��� �����	��� ���

������	 
��� ����������������� �	����� f(θ) ∈ F ��� ������� ���������� �
�� �

f(θ) =
1

ord(W )
A · f(θ) =

∑
μ∈Λ

b(μ) A · e(μ, θ) , b(μ) ≡ a(μ)

ord(W )
, ��������

� �
� ����
!�� ��
"���� � �	��	 �� 
���#�� ���������� �
������ A·e(θ,μ) ∈ F$
" � μ ∈ Λ�

������	
� �� % ����# ���� ��& ���� ������'� ����� ����������������� �	��(
���� ������	 �	����� ��������$ ����)� � 
���# ����$ ��&�  �
&� ���! �������(
����������#� *�#������
!��$ ��"
��� +����& ���� ����� ���&���� σα(i) ����&(
 �� ��� "�	��	 W $  ��"
��� +����& ���� ����� ���&���� σα(i) �������
���
��� ��
�&���
!��� ����� α$ � ���
������� ���"� ����� α(i)$ 	 ������"� ��������
���� ,�������������$ ������ (e(α,θ)/2 − e−(α,θ)/2) � ��������$  
� ������- α = α(i)$

�	 	� �����!�� ������$  ����� (e(α
(i),θ)/2− e−(α

(i),θ)/2) �������� ���$ ������	 ��
�����

Si ·
∏
α>0

(
e(α,θ)/2 − e−(α,θ)/2

)
= −

∏
α>0

(
e(α,θ)/2 − e−(α,θ)/2

)
, ∀ i .

������	
� ��.���	
 ������'� ������
!� �� ���"�- ����/����-� 0������$ ��
"������ � ���$ ��� ������� ���� �� ��
�&���
!��� ������ � 
���# ���� ����	
�
�������� ������ ��
!�� �� �������� σ(δ)$ ��
	�����- �� ������ δ � ����)!�  �#(
����� � ��"� �
������� σ �� "�	��� %�#
� W � .���	
 ������'� ������
!� �)�
� ���$ ��� �������� � �
	�� ���������������- 
"��� 1�(2	 �$  
� ������-
���
� �����# ����������$ -��� ���
� r ������- �����# �������$  ���������� �����
λ(i) (i = 1, . . . , r) ��� �)�  �������� � ��)��������� % ���� �
	�� ����	
 ������'�
�������� ���������	� �	��	 � ����������� ������� ����� *
� su(2)(
"���� 1�(
2	 � ��� ������/���� ���! �� ��� ���� �� -���/� ��������� ��& ����� 3����  
�
�

���������- θ(�	����#� *
�  �	"�- 
"��� 1�(2	 � ��
	����� ����)����
���- ��& ����� *
� ����"� ����  ���- ����)���#$ � ���$ ���-� ���� �������(
 ��! �� -� �)	� ��"	
������� ��-� �)�-�� ����������- �	��$ �������)�- �
����- ����- ������/���� ������'��

4�������� �����! �	�����

Dδ+λ(θ) =
∑
σ∈W

ε(σ) exp(σ(δ + λ), θ) = A · exp(δ + λ, θ) ∈ F , ������5�

������ ������ �� ���/�"� ��� λ ��������"� ��� ���
���� T (λ) ������# ������(
��# "�	��� 6� G �� �� 
"���� 6��� 7� �� �� �	����� ����������������� ���(

	���  �#������ ��������������� A � ���������	 exp(δ+λ, θ)�$ �� ��  �
&�
 �
��!�� � �������
! %�#
� ������'�� 0�&� ��  ��&��$ ��� ���	
!��  �
����
���� -�����	 �����5� ��� ���
���� T (λ)� 8 ������$ ��  ��&�� ��& �����

Dδ(θ)χλ(θ) = Dδ+λ(θ) , ������9�

���	  �
� 	�� �������� ����	
� ��
� �
� ���������

χλ(θ) =
Dδ+λ(θ)

Dδ(θ)
=

∑
σ∈W ε(σ) exp(σ(δ + λ), θ)∏
α>0(e

(α,θ)/2 − e−(α,θ)/2)
. ��������



��� ��� ������� �	
�� ��� �����	���

�� σ ������ ��� �������� 	
���������� �������� ��
������ σα �α � ��
��
�����
� A��
������	
��	��� ����� � 	
���� ���� �������� � ����������
������ ��������
������������� 
������
�� �	�
���
 A =

∑
w∈W ε(w)Sw !������"#�� � 	
���
��$

���� F !�� ����
�%� �& �����

Sσα · A =
∑
w∈W

ε(w)Sσα·w =
∑
w∈W

ε(σ−1α · w)Sw = det(σ−1α )A = −A , ��������

%!� �& ���	���'������� ����
���������" �����
������ 	� ������� %
�		� ������$
������ ���&( �!��%�� � ��� �� det(σα) = −1� ��%����� �������� �	�
���
 A ����
&�
��'&������ ����������
�'���
�� 	�
���!�� �")�" ������" f(θ) ∈ F � �������$
���
�����" ������" A · f(θ) ∈ F� *�� ��� ����� � 	
���� ���� �������� '�	��&$
������ � ��!� ∑

σ∈W
ε(σ) exp(σ(δ), θ) = A · exp(δ, θ) ,

�� +�� ����� �������� ����������
������ �������� � ��� )&�� 	���'��� �&,� 
��� !��-�� !������� �� '���������� .���� ��������� *� ���� �& �����∑

σ∈W
ε(σ) exp(σ(δ), θ) = b(θ) e(δ,θ)

∏
α>0

(1− e−(α,θ)) , ������/�

%!� ���-����� b(θ) ∈ F � 	������ �� 	�
�����&( x±1i  ����
&� '�	��&������ � ��!�
����& ������� 	� �������� ��)�
� ����� μ� 0�	����� �� �����
 δ �!��������&�
��� 	�+���� � ����� ���� ������/� � 	���'����� +��	����� exp(σ(δ), θ) ��%�� 	���$
������ ������ ���� μ = σ(δ) ����
&� '���"��& � ����
�������� −δ ≤ μ ≤ δ� *�
-� ����� ��-�� ���'��� � 	
� '���������� .���� ����#�� � 	
���� ���� ������/��
������������� !�� ��%� ���"��� !�� +����������&� ��
�& '�	��� � ��!� !��( ��$
���&( 	
��'��!���� 	� 	���-������&� ��
���1

e(δ,θ)
∏
α>0

(1− e−(α,θ)) = e−(δ,θ)
∏
α ′>0

(e(α
′,θ) − 1) ,


�'��-���� ����
&( � ��!� ����& ��	
���
 

e(δ,θ)
∏
α>0

(1− e−(α,θ)) =
(
e(δ,θ) −

∑
α>0

e(δ−α,θ) +
∑

α>0,β>0

e(δ−α−β,θ) + . . .
)
,

!��� ������" ��	� ������� %!� �����
������ �!�� 	� ����� μ = δ−∑α = −δ+∑α′ 
	
��� α α′ 2 	���-������&� ��
��� *���� �)
�'�� �& ����� ����� 	� ����� 
����
&� '���"��& � ����
����1 −δ ≤ μ ≤ δ� �
������� ��+��������& 	
� ���
,�(
����( e(δ,θ) � ����� � 	
���� ���� ������/� �& 	������ b(θ) = 1 � ��
���� ������/�
	�
�(�!�� � ���������

���
����
 �� ��� �")�� ����������
������ ������� f(θ) ∈ F �& �����

A · f(θ) =
∑
w∈W

ε(w)Sw · f(θ) =
(∑
w∈W

det2(w)
)
f(θ) = ord(W ) f(θ) .

������������ �	�
 ����� ������� ��� �� �����	��� ��	�� ���	�������� ���	��� ������� �� �	���
����� ���	�� ��	������ ����������� 	������� �������
 ������� �� ������ �� ��� x� �������
� ���������!���  ����� �����
 "��� �� ��# ��	�� μ′ � μ ���� 	�����!� ��� μ′ ≤ μ� �	��
(μ′, x) ≤ (μ, x)


��� ��������	�
�� ������������ ������ Sr� ������ ���
������������� ���

�����	
���� ������ ����������	 
��
�
�����	 �����
���� e(T
λ
(j)
n+1

) � ��

����� C[Sn+1]� �

�����������	 ���������
	 ������ T
λ
(j)
n+1

� 
���������� � �
�

�
��� ���������
	 �
����

e(T
λ
(j)
n+1

) = e(Tλn) ·
k+1∏
r=1
r �=j

(
yn+1 − a(r)

n+1

)(
a(j)

n+1 − a(r)

n+1

) , ��������

��� e(Tλn) ∈ C[Sn] � ����������	 
��
�
�����	 �����
����� �

�����������	

���������
	 ������ Tλn ⊂ T
λ
(j)
n+1

�

�������������� 	
� �
���� �������� � ��
� �������� �������� �� ��
����

yn+1 · e(Tλ(j)n+1
) = a

(j)
n+1 e(T

λ
(j)
n+1

) , ��������

��� � ����������� � ��������� �������� ��������������� �
����� yi� ���

(y1, y2, . . . , yn, yn+1) · e(Tλ(j)n+1
) = (0, a2, . . . , an, a

(j)
n+1) e(Tλ(j)n+1

) .

 ���� �!"�#��� $�"��
� �������� ��%
������ � ��� ��� (n + 1)&� �
��� � T
λ
(j)
n+1

��� ���"������ (nj−1+1, λ(j)+1)�  ������ "��� a
(j)
n+1 = λ(j)−nj−1� � ��� ���&

�"�
���' ��!�" ��"���"� e(T
λ
(j)
n+1

)� ��� � �"!����� ����� ����"�� ���"����'

(0, a2, . . . , an, a
(j)
n+1)� (������� $�"��
� �������� ���� (��"���� ������� � �"��&

��� ������)�� [e(Tλn)]
2 = e(Tλn)� �� ��
����� ��� ��"���"� �������� ��"�
�*�

������ �"��%���
���+ ����������

e(T
λ
(j)
n+1

) · e(T
λ
(j)
n+1

) = e(T
λ
(j)
n+1

) , e(T
λ
(j)
n+1

) · e(T
λ
(r)
n+1

) = 0 (j = r) ,

%� ��!
�,� T
λ
(r)
n+1

��
������ �# ��!
�,� Tλn ��!��
��� ����' (n+1)&' �
���� ��

� �"�%��� ���"�������� (nr−1+1, λ(r)+1)� -"�� ��%�� ��
�#���� ��������� ������.�
�# (��"����� ������ �
� ���������� �������� � ��
��� ����������� � �"���
��
���
��� �"�����
��' �� ��� ����"�
��� "�#
���� ������/�� �# ����"�%�
�� �����,�� ��"���
�%�� ������)�� ��
���� �
� ���������� e(Tλn) ∈ C[Sn]�
�
��� ������)�� ��
���� �
� ���������� e(T

λ
(j)
n+1

) ∈ C[Sn+1]0∑
λn

∑
Tλn

∑
j

e(T
λ
(j)
n+1

) = e , ������1�

%� e 2 �������' �
��� � C[Sn+1]�

���
������ 3# ����������' �"�,��"� �������� �
� ��!
�, Tλr ⊂ Tλn � %� n > r�
�"�#� � �
��� �������� ��"����� � ���/���� � ���������

e(Tλr) · e(Tλn) = e(Tλn) · e(Tλr) = e(Tλn) .

4�
� ������"���� ��!
�,� Tλr � ���"����� � ������"���' ��!
�, Tλn� �� ��
��� e(Tλr) · e(Tλn) = 0�



��� ��� ��������	�
�� ������������ ������ Sr� ������ ���
�������������

������	
� ��
����
� ����
�
 ��������� ��������� e ( � ) = 1 � ��� ��!
��������� ����������� ����� "��� �! ��#�� ������ ��� 	� ����� �!�����
���
� ������
 ��������!$ �	���� ���������!$ ����������� eα ∈ C[Sn]� �%&
�����'�$ ���(����� ������)� ���� �����)��� � ����������
�'�$ �������!� ��%��&
 �� "�� Tλn � ����'�� ����
 �������� "�� λn � n ���������

������� *������� � ����'�� 
��	��( �!�� ��� ��
�! ���������� ����������
&
�'�( ��������( ��%�� � Tλ5 � �����������( � ������+�� ,
��� ��������� � �����
"�� �-��� ��+� ����� �
�� ��������� �����!( ����������
�� ��%�� � Tλ5 � *���!( ���

{∅ 0→ •} �� ���������� ���� e ( � ) = 1� .� ������ ���� � ������ � �! ��%������
����
� �����
 � � /�%!��� ���� ��� �
�� ��������� 	������� 0�� 1�� ��#� �������
��
�� ��	��#!�� �����%���� ��� ����	�� 	��	��0���� � ���
��

1 �

∗

��1���
 ����� ����
�! ������2� 	����!������ � ���� �����)3�4

e( 1 ) · (y2 − 1) · (y2 + 1) = 0 ,

� ������� �������� �! ����� ��� ���������� ��� C[S2] �������� � ���5�22��

e( 1 2 ) =
(1 + y2)

2
, e

(
1

2

)
=

(1− y2)

2
, ������3�

��� �! 
0��� 0�� e ( � ) = 1� *
�� �������� ������ 0�� ������ ������ � ������ ����

{• 1→ ••} ����� � ���( ������ � �����(� ��1���
 ����� �����( ������ ���� +1
� ����������
�'�( ��������� ������ ���������� e( 1 2 ) �	 ������3�� .� �������
���� ������ � ������ 2 ��#�� ��	��
�� � ���� �	 ��
$ ���� ���� ����	��
	��	��0�����

1 2 ∗
∗ ,

��1���
 ����� ����
�! ������2� ����� ��� �������� � ����!� ��#������� � �����6���

e( 1 2 ) · (y3 + 1) · (y3 − 2) = 0 ,

� ������� �������� �! ���� ����� ��� ���������� �������� � e[2,1]1 � e[3] �	 �����5���

e
(

1 2
3

)
= e ( 1 2 ) · (y3 − 2)

(−1− 2)
=

(1 + y2)

2
· (2− y3)

3
, �����+��

e ( 1 2 3 ) = e( 1 2 ) · (y3 + 1)

(2 + 1)
=

(1 + y2)

2
· (1 + y3)

3
. �����+6�

7����� ������ � ������� ���� {• • −1→ ••• } � �������� ��%�������� ���� 0�� ����
&

�'�( �������� ���#� ��������������� ��������� • •• � ��1���
 ���#� %!��

���� �����+��� .� �&� ���� ������ � ������ � ��#�� ��	��
�� � ���� �	 2&$
����� 
��	�!$ � ���
��4

1 2 ∗
3 ∗
∗

,

��� ������� �	
�� ��� �����	��� ���

������	�
�� ������ ������� f(θ) ∈ F �	
��	��� ������������� ��� Sw ·
f(θ) = f(θ) ��� ��� w ∈ W � � ����������������� ��� Sw · f(θ) = det(w) f(θ)
��� ��� w ∈ W � ���� det(w) = +1� ��� det(w) = −1� � 
	��������� �� ���� ���
����� �� w ����
����� ������� ��� �������� ����	 �������� ���	����
���� � �!� "##�

������ �	�
������ Si = Sσ
α(i)

� ��� α(i) � ������� ������ ��� ����� ��	� �������

f(θ) ∈ F 	��� �������������� ��� ������������������ ���	 ����� � ���������
��	� Si · f(θ) = f(θ)� ��� Si · f(θ) = −f(θ)� ��� ��� i = 1, . . . , r� ����������!���
�������� "����#����$ ����� %��� �����
��� �����& ��������� Si ����#��$� ���'
����� ���� ������ W �� ������������ ������� %(�)��&� ��*���� ���
����� �������
*����������� ���� ������� ���������� � +���������� ������

,���! α � ������������� �����! � ������� f(θ) ∈ F ������� �� Sσαf(θ) =
−f(θ)� -���� f(θ) �������������� � ���� �������� ���	������ *��������

fμ(θ) = e(μ, θ) − Sσα · e(μ, θ) = e(μ, θ) − e(σα(μ), θ) = e(μ, θ)
(
1− e−n(α, μ)(α, θ)

)
,

��#��� �
 ������ ����������� ��
(
1− e−(α, θ))� ��� ��� n(α, μ) = 2 (α, μ)

α2 . ����� �����
,�*����� ���� f(θ) ∈ F � ����������������� �������� �� ���� ��� ������� ��
��������� x±1i = e±(λ(i), θ)� ������������ ������� �� ��� �������

(
1 − e−(α, θ)

)
� ���

α ���	����� ���! ��	�� ����#����!�� �������

• ������ ��� �	
����� ��	 ��� ���� α > 0 ���
���
(
1 − e−(α, θ)

)
� 
�
 �	���	��

	� ���������� x±1i � � ������	 ��	���� �
������ ����� �	� ��	 
	��� α ��

�	!�� "�� 
������ ���#	#	 
	��� β�

� ���� ����� �� ��������
(
1 − e−(α, θ)

)
��� ��� ������ α > 0 ����$��� �
�����

��������� �$	�� ����������������� ������� f(θ) ∈ F ������� �� ����
�������
��������

(
1− e−(α, θ)

)
� �� ���! �� �������

e(δ,θ)
∏
α>0

(1− e−(α,θ)) =
∏
α>0

(e(α,θ)/2 − e−(α,θ)/2) ≡ Dδ(θ) , %(�)���&

��� ����
������� ���� �� ���� ����#����!��� ������� ������ δ ������������ �
%(�/�0)& � ������ e(δ,θ) =

∏r
i=1 xi ������

���� � ����� ���� %(�)���& ��� ���!���1�'
�� ���	����� 2������ Dδ(θ) ∈ F %������� �� ��������� x±1i & ������ ��$���$
���! � ���!���1� ���������� � ��
������� ����	��
	�	� �	�� %��
�����
�	��������� ���� �� ������� Dδ(θ) ���������� � 
���������� ������� ����� ���
 ���������3 ��� ��#� ��������� %(�)���&&�

�������
�� ����� $�� ���� ����%&	� ������� ��� ����	��
	�� �	�

�� � �"�''#(

Dδ(θ) ≡ e(δ,θ)
∏
α>0

(1− e−(α,θ)) =
∑
σ∈W

ε(σ) exp(σ(δ), θ) , %(�)��4&

�� � ��	��� �	��� ����� �����	� ����	 �� ��� )����	� σ ������ *��� W �
� ε(σ) ≡ det(σ) = ±1 ���� +������ � �!� "##� � 
	��������� �� ���� �������

������� �������� 	��
� �������
� 
�������� ����������� ������� ���� ���������� ������� P1

�����
� � ������� P2� �
�� 
���
����� ������� P3 ����� ��� P1 = P2 · P3�
��������� e(δ,θ) �� ����� ������� ��������� �	 C[xi, x

−1
i ]� �� �� �� �
��� ���� ��������

��	����� ������� � ����� x−1
1 · · ·x−1

r �



��� ��� ������� �	
�� ��� �����	���

��� (θ, μ) = (θiμi) = gkiθkμi � �	
����� ����������� �������� ����
 � ������� ������
�� ���� ���
� μ �����
������ T (λ) � mult

λ
(μ) � 	
����� �!�"����� ���
 μ� #
��$

���� %�� &��� �

���! θi � �����'� �������(��� ��� )�	����
����� *������
 A
������
%��� �

�����
+�� 	�
���� ����"���!& *�������� ����! G � ����, (
�

����� θi �� ������
%�
- 
���%�!� �
��! θi ����� ����%
� ������ � ����
"� 	�
��� ����"���!& *��������� .
����� �
��! θ � σα(θ) ����%
(� ������ �
���� "� 	�
��� ����"���!& *��������� �
	 	
	 ����
��� ���'��'� �! �����

Sα exp(θiHi)S
−1
α = exp(σα(θ), H) , �����/�

��� Sα = exp(iπT2(α)) � ���
�� ��0����	��� ��
"����� ����
��!0 � 	���� α�
1��(�
� 
 �
	"� �� ���� )
	�
� %�� *	���
�����!� ���
 ���(� ����
	���( 	
�$
���� mult

λ
(μ) = mult

λ
(σα(μ)) ���� 1��������� ������� �������� %�� &

	�� �������

���
�
�� ���
�
������ ( ��������� �� ��0����	�& ��
"���0 χλ(θ) = χλ(σα(θ))�
2����
 ������� �� �%�� �����
 ��� �!%������� &

	���� � ����� ���
���

� ����"����&� �
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���! � *��0 )�����0 ����&����� ��
� 	
������
mult

λ
(μ) ��� ���& ����� μ �����
������ T (λ)� 3 ����0 �����!� ���� �
� ����$

���� ���!0 ��� &

	��
 χλ(θ)� �� 	
������ mult
λ
(μ) �
�� "� �
&������ �� ���


���"���� ������� �� ���� ���
� μ �����
������ T (λ)�
4�� ����%���� ���!& )���� ��� &

	���� ������� � ������� ������ � 
�����$

���� ����
����� F )��	+�0 ���


f(θ) =
∑
μ∈Λ

a(μ) e(μ, θ) , �������

��� �������
��� ���� �� ���� ���
� μ ������0 �5��	� Λ� ��	�� θ = (θ1, . . . , θr)�
����"���!0 �
 �����( �����+�� ���
���"�� 	������� ����
������ 
 a(μ) �
	�*))�+����!� �
����,�� �� ���
 μ� 6���� �%��
� � %�� a(μ) = 0 ��� 	� ��� 	���%$
���� �
��
 ����� μ ∈ Λ� ����
 ����
 � ������� 	���%�
 �� � ���� 
���"���� �����7�
�(���� ���
 �� )���
����
� �!� ���
�� *�
 ����
 � ������� �� 2r �������!&
x±1i = e±(λ(i), θ)� 8
	�� ��
���� �� ���������(� ����
����� F � *�� ������	
�

���� ���
���� �� ������

�� x±1i � 9���
����� F ��"�� 
���
���
� 	
	

����� C[x1, ..., xr, x

−1
1 , ..., x−1r ]� ���"�����( 	�������(,��� *������
�� xi � x

−1
i

(i = 1, ...r)� 1������� %�� )��	+�� &

	���� ������� ����(��� *������
�� *����
����
����
 ��������� F = C[xi, x

−1
i ]�

1������� ��0����� ����! :�0�� � ����
����� F �����(,�� ��
���

Sw · f(θ) = f(w−1 · θ) =
∑
μ∈Λ

a(μ) exp
(
w · μ, θ) , �����;�

��� w � ������� �!0 *������ ����! :�0�� W � � � ��������� 
������� �! ���$
��� ���
��� )�����0 ������� � ������
� ���� ( (μ, w−1·θ) = (w ·μ, θ) ���
��
 w
�� ����5���( 	 �	
������ ����������( �������� 2����
 �����;� ��������� ���$
��
������ ����! :�0�� W � ����
����� F� �
	 	
	 Sw Sw′ = Sw·w′� ∀w,w′ ∈ W �
4�� ��
��(,�& w = σα ∈ W � �
�
��!& � ���'����� �! �����

Sσα · f(θ) = f(σα(θ)) =
∑
μ∈Λ

a(μ)e(σα(μ), θ) =
∑
μ∈Λ

a(σα(μ))e
(μ, θ) , S2

σα = 1 , ��������

��� �! �%�� ��"������ σ2
α = 1� 
 �
	"� ������ ���
��� ���
�
������ ( �5��	�

Λ ��������� �� ��
"���0 σα ∈ W �

��� ��������	�
�� ������������ ������ Sr� ������ ���
������������� ���

������� 	
	��� �������	 �������� ����� ���

e
(

1 2
3

)
· y4 · (y4 − 2) · (y4 + 2) = 0 .

������ �� ���� �� ���! �! �� ��� � � ��������
�	 �� �"���� �����#���

e
(

1 2 4
3

)
= e
(

1 2
3

) · y4 · (y4 + 2)

2 · 4 =
1

6 · 8(1 + y2) · (2− y3) · y4 · (y4 + 2) ,

e
(

1 2
3
4

)
= e
(

1 2
3

) · y4 · (y4 − 2)

2 · (−2− 2)
=

1

6 · 8(1 + y2) · (2− y3) · y4 · (2− y4) ,

e
(

1 2
3 4

)
= e
(

1 2
3

) · (y4 + 2) · (y4 − 2)

2 · (−2) =
1

6 · 4(1+y2) · (2−y3) · (2+y4) · (2−y4) , �����#$�

%���� �	� &���&	 
	 � ��������
�� '	�� � �������� { • ••
0→ ••• • } �	
��	�� �	&��

�����( "�� ���) {∅ → ••• • } ������������� �	*��+� 1 2
3 4 ( 	 ��������
� ��� ����

�	*��+! �	���� �� ����� �����#$��
,	&�
�+ 
	 ������
�� '	�� &���&	 � 
��� �� � ���� ���
�&
��) � ��
�� �� $-�

����.
1 2 ∗
3 4
∗

( 	
	��� �������	 �������� ����� ��� e
(

1 2
3 4

) · (y5 − 2) · (y5 + 2) = 0 �

��������
�( �����������/0�� ��	
�	 �
�� �	*��+� Tλ5 ( �&	�	

�� � ������#�(  	��


e
(

1 2 5
3 4

)
= e
(

1 2
3 4

)· (y5 + 2)

(2 + 2)
=

(1 + y2) · (2− y3) · (2 + y4) · (2− y4) · (2 + y5)

25 · 3 . �����#��

• ������ ���� 	
������ �
 �
���� ���������
� e([n]) � ������������
�
e([1n]) ��� ������� C[Sn] ������������ � ���
� 
����������  ��!�"# $��%
���
� yi� � ����

e([n]) = 1
n!
(1 + y2) · (1 + y3) · · · (1 + yn) =

= 1
n!
(1 + (1, 2)) · (1 + (1, 3) + (2, 3)) · · · (1 + (1, n) + · · ·+ (n− 1, n)) ,

e([1n]) = 1
n!
(1− y2) · (1− y3) · · · (1− yn) =

= 1
n!
(1− (1, 2)) · (1− (1, 3)− (2, 3)) · · · (1− (1, n)− · · · − (n− 1, n)) .

�����#��
&������ �����
��� e([r]) � 
����
���� EP [r] ��  ��'��!# � e([1r]) � 
��%
��
����� �

��� �
������� �� EP [r] �����
� σi → −σi�

����� ����	
����� �������� � ����	��� ��� ����������

�� ������������� U(N)� �����������	�� ���	
��

1	����� �� � ��� 	
���� �� �����/0��� � ����	���
�� � ���! SL(N,C)( �� ���)
N-�� 
�� &�����&�
�� ��&�� 
�� � ��� 	
���� V � *	����� {�e1, . . . , �eN}� 2�������
��
��
��� ��� 	�� 	 A � � ��� 	
���� V⊗n = V ⊗ · · ·⊗V �� ��������� ��	
�	 �
!�
�* 	��� �$�3���

A · (�ei1 ⊗ · · · ⊗ �ein) = (�ek1 ⊗ · · · ⊗ �ekn) A
k1...kn
i1...in

,



��� ��� ��������	�
�� ������������ ������ Sr� ������ ���
�������������

��� Ak1...kni1...in
∈ C � ���	�
�� 	����� ������� A� ����
��	 	
������� ���� ���


��
�� ��������� � V⊗n �� End(V⊗n)� ��������	 ������� Tr(m) � �� �� ����
� ������
���� V! �������"�	� 
 m��	 	���� � ���������
�� V⊗n! �� �����
���
�� End(V⊗n) → End(V⊗(n−1))! ������� �������� �� �������# A ∈ End(V⊗n)
������� Tr(m)(A) ∈ End(V⊗(n−1)) ����#�"��� ���

Tr(m)(A) · (�ei1 ⊗ · · · ⊗ �ein−1) = (�ek1 ⊗ · · · ⊗ �ekn−1) B
k1...kn−1

i1...in−1
,

���

B
k1...km−1 km+1...kn

i1...im−1 im+1...in
≡
∑
im

A
k1...km−1 im km+1...kn

i1...im−1 im im+1...in
, $%���&'(

������
�! ��� ���
�� ���� � ������
���� V⊗n ������� ��� �� �����������)
��
�� ��� ������ �� ���� ������
���� V! ���� "�� � ���������
�� V⊗n*

Tr = Tr(1) Tr(2) . . . Tr(n) ⇒ Tr(A) =
∑
i1,...,in

Ai1...ini1...in . $%���&�(

+
��! � ������ ���! ���� ��������
� �������� ������ C[Sn] � ������
����
V⊗n� ,� �������� ����� ������� ���	�
�� ������ C[Sn] ��������� � 	��
���
�	 ���������
�� s $�	� $%�-�.(! $%�-�/�((� ����
��	 	����
�� ���������
��
s ���	����
�� ���	����
��� e(Tλ) ∈ C[Sn]! ��� Tλ 0 ��
���
 ����� 1
�!
�	��" 2��	# ����		� 1
� λ  n! ����#�"�	 �����	*

P (Tλ) = s
(
e(Tλ)

)
. $%���&3(

4�������� $%���&3(  �� ��� ����	� ���	����
�� ���	����
��� e(Tλ)! �������
�

�� � ��	�")� �
�#����
�� ������#�� $%���3�(� 5��	
�	! ��� 
��� ���	����
��
���	����
��� e(Tλ) ����"� ����� �������� �� 
��� ���	����
�� ���	����
�
��� E(Tλ) = 1

αλ
Y (Tλ)! �������

�� � ��	�")� ��		���������� 1
�� 4����	#

��������� $%���&3( ����"� ����� �������� �� ���������� $%�%�/(�
������� �"�� ���������
�� T ��#��� SL(N,C) $� �� ��	���
�� �����#��

�� SU(N)( ������#�� � ������
���� V� 6����������

� ���������
�� T⊗n ��#��
SL(N,C) $� SU(N)(! ������� �������	�! ������#�� � ������
���� V⊗n� 5��	
�	
$�	� �������� �����(! ��� ���������
�� T⊗n ������� 
 
��������	�� �����
�����
� T (λ)! ������� 
#	��#��� ����			� 1
� λ  n � ������#�� � �
��
��
�
�� ���������
���� V(λ) ⊂ V⊗n� 4��������
��� V(λ) ����� ��� �� ����
���
��� V⊗n ���������
� T⊗n � ��	�")� ��		���������� 1
� $%�%�/(! ��� �
��	�")� ���������� $%���&3(� 7��

�� ������
�� ���������
�� T⊗n 
 
�����
����	�� � ������
�� �
���
�
�� ���������
��� V(λ) ⊂ V⊗n ���������#��� �
��	�")� ��2 ������
� 1
� $�	� +���%�//(! ������� ������� �� ����
�8�
��
$%�%�99(! $%�'�&%( � � ���# �#�)
���� :#��;��� ���� ��2�	 ������
� 1
�
�� ��#��� Sn $�	� +���%�&(

���	
��	�	 ������ ������ ����� 	
����� �� ���������� P (Tλ) � P (T
′
λ)� �����

��� ������������� ���� �������� ���� Tλ � T
′
λ� ������� ���� � ��  � !����

λ  n� ����� ���� ����� 	�� ���" �� #����$� �� ����������� %���� � ������& ����
������ λ� � ����� ��#�������� ������������ V(λ) ������������$ T (λ)'

Tr
(
P (Tλ)

)
= Tr

(
P (T′λ)

)
= dim(V(λ)) . $%���&&(

��� ������� �	
�� ��� �����	��� ���

������	
��	��� ����� A,B ∈ A(G) 	 (A, B)
A


 ������������ 	���	������
��������� ���	�����	����  A(G)� ��������	� �����	� �� ������ G 

f(U) =
(
A, U · y · U−1)

A
,

��� U ∈ G 	 y ∈ H� !�� ��� ������ G 
 ���������" �� �����	� f(U) 
 �����	#���
	 ����	���� ����� ����	���� $�	�	����% ��	 ��������� U = h ∈ G� ��������	�
&������ h ·etB " ����#����' 	� ��#�	 &��������� h ����� ��	��� ���� ���	����(
���� ������ B ∈ A(G) 	 )�	��	' � h $�������� t 
 ���%� !����"  �	�� ����" #�� h

 ��#�� &��������� �����		 f(U)" �� 	����

0 = ∂t f(h · etB)|t=0 = ∂t
(
A , h · etB · y · e−tB · h−1)

A
|t=0 =

(
h−1 · A · h , [B, y])

A
=

=
(
[y , h−1 · A · h], B)

A
⇒ [y , h−1 · A · h] = 0 . $*�+�*%

,������ y ∈ H ���� �� ���	��	����� -����	�" #�� ��� ��)�' ������' ����)��
.	 A(G) ����� ��'����� &������ y ∈ H ����'" #�� ����	� [y, x] = 0 ��� x ∈ A(G)
��#�� x ∈ H� /�'��	������" �)���� ����� �y = (y1, . . . , yr) 	� �������� ��������(
��� ����)�� A(G) ���" #��)� (y, α) ≡ (yiαi) = 0 ��� ��0 �����' α ����)�� A(G)
$����� �y ���	� ����	 ����'(�	)� 	� ����� 1�'��%� !���� ��� ��)��� ��������
&������� Eα ∈ A(G)" �� 	���� [y, Eα] = (yiαi)Eα = 0� ������	�  ����	� [y, x] = 0
���	������' &������ x = xiHi +

∑
α cαEα ∈ A(G)" ��� ����� 	��� �� ��� ������

α� 1 ���������� ����#��� ∑
α

(y, α) cαEα = 0 ,

������  �	�� (y, α) = 0 	 �	��'��' ����	�	����	 �)�����2	0 Eα ������� cα = 0
(∀α)" �� ���� x ∈ H� 3	��	��� ����' y ∈ H  $*�+�*%" �� ����#���" #�� &������
(h−1 · A · h) ����� ��	������	� �������)�� 4������ H 	 ����� )��� �������� ��
)��	�� Hi ∈ H�

���
����
� 1 ������� ����� ����' #���	 ��	�	 )��� ��������" #�� ����� ���(
������� ����)�� .	 A �������	�� ��	�������� �)�����  	�� ����#��' �����'
����� ���������� ���	#���� �)����0 �������)� u(1) 	 ������0 ���������0 ��(
�����)� .	 A1,A2, . . .  

A = u(1) + · · ·+ u(1) +A1 +A2 + . . . . $*�+�5%

6#	���� &��� ����" 6�������	� ����� ����� �����������	�� �� ���#�' ��)�0
$�� ������ ������0% ���������0 �����0 ����� .	 G�

7� ������� $*�+�8% �������" #�� ������ ����������0 &������� ��� �������(
��0 ����� .	 G ��������	������ ��)���� r ��������� θi (i = 1, . . . , r)" ���������
���	������' &������ g ∈ G ����� �������	��  	�� g = exp(A) 	 �������� $*�+�8%
�� 	����

g = h · exp(θiHi) · h−1 , (θi)∗ = −θi , h ∈ G , $*�+�+%

��� �)�����2	� Hi ∈ H  ��)�� ��	������ ����������		 ������� $���	 �)����
��������� θi #	��� ��	���	 #	����	% &��	����	 ����������	� 1 ����' �������(
�	���		 0������� χ̂λ(g) ���	������� ������2	� �)�����

χ̂λ(g) = Trλ

(
T (λ)(eθ

iHi)
)
=
∑
μ

mult
λ
(μ) · exp(θ, μ) ≡ χλ(θ) , $*�+�9%

������ �����	
�� ���� ���
� �	������ 	�� (A, B)
A
:= Tr(A · B)�



��� ��� ������� �	
�� ��� �����	���

��� ��� ��	
���	���	�� ���� λ(f) ������� ����� � ���	���� ������	���� � ��
����� ������� ����� δ � ��
� δ =

∑r
f=1 nfλ(f) � ����� ��������� �� ���
������

	��� �������� 
� ���� 	� 	�!� �����	�� σα(i) "

σα(i)(δ) =
∑
f

nfσα(i)(λ(f)) =
∑
f

nf

(
λ(f) − δfiα

(i)
)
= δ − ni α

(i) , #$%&%'�(

!
� �� �����	��� ������� #$%)%��( � #$%$%)(% *���	���� ������ ���� #$%&%''( �
#$%&%'�(� �� �������� ni = 1 
�� ���+ i = 1, . . . , r� � ���
������	� �����	����
#$%&%',(� �� � ���������� 
������%

• ������ ��� �	
��	�� �
������
 �������� ��� �	
���� �����	 s�(r+1,C)� so(n,C)�
sp(2r,C)� ��
�� !� ��"�� ��	���"� ��� �

�������!#$� %
	"�& ���'�'���
���'�(��� ���'�(��� ���'����  )!"��*�"����"�� ���
� �����((�� ������+�� ������'��
���������

��� �����	
 ��	� �	� �
�
������ ������
�	���

����
����� ������� ����� ��

����� ����	��
	�� 	��� � ������� 	��� ��� �����
	���

-������
���� ���
�����	�� ������	�+ !���� .� G �����	� � 	������
�����
���
�����	���� ���������/�+ ��!��� .� A(G)% 0�� 	�������/�+ !���� .�
�� ����� �����	��
	��	��	�� ��% ���
��� �������� � ����� ����� ���� �	�!�% 1
����� ������	�+ !���� .� �	�!� �����	� �	�����2�� � 	������
���+ ���
�
�����	��+ T (λ) �� ���3�� ����� λ ���������� �� ��	�!� ��
� +��������� ������
����
������ ��� ��	�2�� 	� !����� G

χ̂λ(g) = Trλ
(
T (λ)(g)

)
=
∑
μ

D(λ)
μμ (g) (∀g ∈ G) . #$%,%�(

4
��� �� ������������ ����	���	�� #$%&%�5(6 � ���	���� �� 	������� ����2�D
(λ)
μμ′

���
�����	�� T (λ) �+ ���3��� ������ λ� � ���������	�� �
� �� ���� �������

�����	
���� ���
�����	�� T (λ)% 7�
����	��� �� χ̂λ(g) = χ̂λ(h g h
−1) (∀h ∈ G)� �

��� +������ χ̂λ 8 ��	�2�� 	� ������+ �������		�+ �����	�� !����� G%
0�� ����
���� ������ !���� .� G �����	�	2����	�� �������	�� 
� �

���� �� ��!���� .� A(G) �
 ��� !����� G #��% 9$�:� ;�<)(% =� ��	����� ��
���� �����	 g ������	� ����	� !����� G ���
����� � ��
� �
	� �����	�	�
� g = exp(A)� !
� A ∈ A(G)%

	
�������� ����� ����� G � ��	��
� �	�
���
� �����
� �����
� A(G) �

�� 
�����
 �� �
��
 r � H � �	�
�����
 �
��
�
 � A(G)� ��� ���	�	 ������


A ∈ A(G) ���������� ������ h ∈ G �
�	��  �	

ad(h−1) · A ≡ h−1 · A · h = θiHi ∈ H , #$%,%)(

��� {H1, . . . , Hr} ! 	��
������ �	�
�����" H � θi � �
�
���"�

������� μ �������	
��� T (λ) ����� ���� 	������������ ������� ��	������ ��� �������	���� 	
������� ���� �� 	��� 	���� μ� 	 ����� �
���� ��
� �� �� ���	�
����

��� ��������	�
�� ������������ ������ Sr� ������ ���
������������� ���
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���� ����	 ���� ������	
� �	� ��� ����������	
� ���� SL(4,C) �
 SU(4)�� ��������

��
� � �������	����� V⊗n (n ≤ 5)� ��		�� ��� ������ ����� �	� ��� ����� S5

���� �
�� �!�� "�#��� ���$ 
% ���&
	� ∅ 	� 	������ ����	�� '��#� ���� �� ���&
�

	� � �
������� �	� λ  5 	� ������	�� '��#� ���� ������������� ���	����	��

��(�
)� �	� Tλ 
 ����*���� P (Tλ)� +�*
� �(��%��� *���	���$ ���#��	
� ���������

��	
�� ��������������� �
������ �	� λ� � ��	%��	�� ���
%����	
� ����������
�

����������	
� ���	� ,
��� ����� 
% ���&
	� ∅ �� ���&
	� λ� -� ��		�� ���� ��*�%�	��

,�� ���
����
� ���� .���,�	
� � ��%���� ������ � ����������	
��
 ���� SL(4,C) �


SU(4)� ��
 ������	

 � �
������� �	� λ ����()�� ������� m ≥ 4� /�
 ���������	



����������� ���)����� ������	
� � ���,�� n > 5� 
% ����������	
� [14] = ∅� ��%	
*&��

	� ,�������� ����	�� (���� 0����
0 ���� ��� ������	
� �	�� �	���
,	�� 
%�(��#�	�

	����

������	
��	��� 
�� ����� ���������� ������� Tλ � T′λ� ����� ���� � ��
�� ���� λ� ���������� �� ������!���! ��� � �"����#��$ ������ Λ � Λ′� "������
 ���$��!� ���% � ���%� �  ���#� ���"��#"�$  ����������" &��'�()* ����������$ ���+
����, ai� 
��%�� ������� �����! "� �����! si1 · · · sik  ����������"� �"������$ �
&��'�()* � �  ��"�� ��� -���������! ������ "������  ������!� � �"����#��, ����� Λ
� � �"����#��, ����� Λ′� .�/���� ��� ������ e(Tλ) � e(T

′
λ) ��!���� ���"��#"��

 �����������#���  ������������!�  �����! &��'�(0*	

e(T′λ) = (Ui1 · · ·Uik) · e(Tλ) · (Ui1 · · ·Uik)−1 , &��'�01*

%�� � �� ��#������ ��� ��� � ������� Ui ��! �����! ai+1 = ai ± 1 ������������
2����� ������� ���������

Tr
(
P (T′λ)

)
= Tr

(
s(Ui1 · · ·Uik) · P (Tλ) · s(Ui1 · · ·Uik)−1

)
= Tr

(
P (Tλ)

)
.

3�" "�" e(Tλ) 4 ��� ������ �� P (Tλ) 4  ���"���� ����������!���, ���������
P 2 = P � � � �"�� � ������� P (Tλ) ������� ���#"� �� ����������$ �������, 0 �
+1�  ���� ����������� ��"���� � ���������� �������� +1 ����� �  �� �������+

����� !��!����! ������  ���"���� P (Tλ)� 3�" "�" ���� Tr
(
P (Tλ)

)
����� ���



��� ��� ��������	�
�� ������������ ������ Sr� ������ ���
�������������

�������		
� �	��	�� ������� P (Tλ)� �� �� ���� ������	� ��	 �����	����
���������	��� V(λ)� ������� �������� ������ �������� P (Tλ)�

• ������ ���� �	�
����� �������� ��� 
��������	��  ���
��������	�
�� �������� � �	����� ��������  �	����� �������	
� ����� !�  ����� ��
����
������" T ([1n])  T ([n])�

������� ������� ��� �����	���� 	���������
� ���������	�� T (λ) !���� SU(N)
� SL(N,C) �������	� ���"	� �����	��# ��� ��	����	
� �
�����	���� $���� ����%
	� &������ �� 	�
���� &����� ��'��� �����() � ����"���# �
*� � ������
����� � �
� ������	 �� �
�"�	�� �+�,��, ��� �������� !����
 SU(N)� �������
� ���' ������# �
������� �� &�����
 -���� �+�,�+) � -
�"�	�� ��� �����	�����
������� � ���		�� � .����"��	�� ������� ������� �� ��/�!� ��������	�� �����%
���� �		�!� � �+�,�) �

0������ ��� ������	���� V = CN ��������'/�!� ���������	�� T !����

SU(N) ��	������		� �������� � ������	����� ��������'/�!� ���������	�� T ′

!����
 U(N)� 1�	�� ��� �	���	�	
� ���������	��� V(λ) � V⊗n ��� ����
� ���%
������	�� T⊗n � T ′⊗n ��������'/�� ���������	�� !���� SU(N) � U(N) ��"�
�����'�� 2������� �� ��� ����� !����
 SU(N)� �� � ��� ����� !����
 U(N)�
�
 ��"�� �����#����# ��	� � �� "� �����3��		
� �������
 ������4 � 2�� ����� ��%
	��� ������� ���	��#� ��� �	���	�	�� ���������	���� V([1N ]) ⊂ V⊗n� ������		��
� ����/#' ���	�!� 	�������������� P (T[1N ])� � ����� !����
 SU(N) ��������
������	����� ������#	�!� ���������	���  � ����� !����
 U(N) �������� ���%
���	����� 	�������#	�!� �������		�	�!� ���������	�� T ′([1

N ])5 g → det(g)� !��
g ∈ U(N)� 6��� �
 ����� ���������# ����� ��/�� ����� ����3 g ∈ U(N)�
7� �� �'��' ����3� g ∈ U(N) ��"	� ���������# � ���� g = det1/N(g) · h� !��
h ∈ SU(N)� �� ����� !����
 SU(N) ����� ������#�� �� ����� !����
 U(N) ���
&���3�� det(g) = 1�

����	
���� ������ ����� g = ||gij || ∈ U(N) � λn � ��	
�	��	 �
	 � n �����
�	��� ������ ����

χλn(g) := Tr
(
(g ⊗ · · · ⊗ g)︸ ︷︷ ︸

n

P (Tλn)
)
, �����8� 

�� �	����� �� �	���	����� ����� � �����	� �	����� Tλn ��	����� ������ ��
����� ��	
�	��� �
	 λn� �  �� ��� �	�	������ 
��!!� U(N) � ��!���������
!�����	������ T (λn)" �����������#$�� ��	
�	��� λn�

2������	��� ��� �������� P (Tλn) ������ �� ����	���� ����� � ��	���	�� ��%
��3� Tλn � �� ���# ������ �� �
��� Tλn �
��������������� 9������
 �����	��� g ∈ U(N) � 	����������� ���������	��
T (λn) ����
�'��� � ���� ����	��� � �����+  

T (λn)(g) = P (Tλn) · T⊗n(g) = T⊗n(g) · P (Tλn) , �����8) 

!�� T : ��������'/�� ���������	�� � �
 ����� T⊗n(g) = g⊗n� 2��	
� ���� ��
����� � ����� ����� �����8) ��� &������ �����8� � ������ � ������������ � ��%
/�� ��������	��� �+�,�) ���� ������ ���������	�� T (λn)� 7�� ��� ���� ���#

��� ������������	 
���������� ��
��
���
�� ���������
�� ���

��� k = 2, 3, . . . � �� �	�
�� ��
��� � ������������ �	
��� (Ta)
b
d = Cb

ad = ad(Xa)
b
d

� ��
������� Xa ∈ A � �
����������� �
���	�������� ��� ���� �������� � ��
 
��� !��	� ����� "�� 
����� �������#$ �
��� ���	
������ %����	�� "&�'�()# ��	�
��������$ � !���� ���������� ���
�	�
�� �����
� � %	� ����
� 
���� 
���� r
�
��	�� �����
� *� A� +��� ��
���$ �������
���� ����	������ ���!���, r ���� 
������ ���
�	�
�� �����
� "&�'�()#$ � ����!�� r �
������� �� r �������	���

�������	 �	�
-��� ���� λ� .	�	� ������ "�� /01#$ !	� ����	������ ���!���, c
(λ)
k

���
�	�
�� "&�'�()#$ ����!� ������,� �	 ���	�
�� λ + δ$ �����
��	 �	�
-�� ����
λ ��-� � 	�!���	�� �� �
���
�������� 2���, (λ + δ) → σα(λ + δ)� 3���	��	�����$
�
���
�������, 2���, 
�������	�, � �����
� *� ��� �
���
�������, %��������	 
���	� "&�)�&)#$ "&�)�&(#$ ��	�
�� �� ��,�	 ����	������ ���!���, ���
�	�
�� Ĉk ��
"&�'�()#� 3�, �������!��� �������� 
�-���� ���	�$ !	� �
���
�������, 2���, �� 


����,	 ������	��� ���� � ��������	���$ ��%	�� ������� c
(λ)
k ����	 �������!��

�����
���	� �	�
-�� ���� λ$ ���� � �������	�����$ �������� 4	��
5����� �����$
����5� �� λ ������� ������	���	��

�	
��	�� �� 2���
� ��
�
���� ��
������� Xa � ���	��	�	��� �� �	�
� 
� 
����	�� � "&�'�06#� 7��	� Trλ ������!��	 ���� � �
��	
���	�� �
���	������, T (λ)�
3�, �
��	�� �����
 *� ���	 ��	� 
�����	�� "�� 
����� ������� ��
��� !��	� ��� 
��#

Trλ(T
(λ)(Xa)T

(λ)(Xb)) = cλ gab , "&�'�(&#

��� gab 8 �	
��� �������� � ����	��	� cλ �������	�, ������� �
���	������, T (λ)�
2�!���� ����	��	� cλ� 3�, %	��� ���	�$ !	�

Trλ(T
(λ)(Xa)T

(λ)(Xb)) g
ab = Trλ(T

(λ)(C2)) = (λ, λ+ 2 δ) · dim (T (λ)) , "&�'�('#

��� � �!�� "&�'�(9#� : �
���� �	�
���$ �� "&�'�(&# ������	 ���	��-����

Trλ(T
(λ)(Xa)T

(λ)(Xb)) g
ab = cλ · dim(A) .

:
������, %	� ���	��-���� � "&�'�('#$ � �	��� ����!��$ !	� ������ �
���	������,
T (λ) 
����

cλ =
dim(T (λ))

dim(A)
(λ, λ+ 2 δ) .

�	
��	�� �� 3�, ���	�
� δ$ ��������� � "&�'�(�#$ ���	 ��	� ���!�	������ 	�5 
���	��$ ��	�
�� ��������	�, �� � �������� 
������;

1

2

∑
α>0

α =

r∑
f=1

λ(f) ⇒ δ =

r∑
f=1

λ(f) , "&�'�(0#

��� λ(f) � �������	������ ���� �����
� A� 3�, ������	����	�� "&�'�(0# 
����	
�
�	
�5���� σα(i) ���	�
� δ = 1

2

∑
α>0 α$ ���	��	�	������ ����� �
��	�� ��
��

α(i)� :������� 4	��
5����� ����� �	
�5���� σα(i) ��
��	���,�	 ��� ����5�	������
��
��$ �
�� �
��	��� ��
�, α(i)$ ��, ��	�
��� � ��� σα(i)(α(i)) = −α(i)� 7�%	��
� ����!��

σα(i)(δ) =
1

2
σα(i)

(∑
α>0

α−α(i)
)
+
1

2
σα(i)(α(i)) =

1

2

(∑
α>0

α−α(i)
)− 1

2
α(i) = δ−α(i) . "&�'�((#



��� ��� ������������	 
���������� ��
��
���
�� ���������
��

��� ��� ��	
���
 Ĉ2 ������
	� �� ��	�� ��
������� ���	�
� ��� �� �������

�� �	��	 �
� Ĉ2 �
���
������	� 	�������� ��	
���
 � ����� �	�
��������

�����	����� �
	������	��� T  !�"##���	�� �
���
������$������ ��������� 	��

c
(T )
2 � ���������	
�� ����� ���������� �������������� ����� ���	�� ��� ����
������ |u〉 � ����������� ���������� ������������� T (λ) � ������� ���� λ

�� ����� Ĉ2|u〉 = c
(λ)
2 |u〉� � �������� ��� ������� ������ |λ〉 ����������

Ĉ2|λ〉 =
(

r∑
i,j=1

Hig
ijHj +

∑
α>0

(EαE−α + E−αEα)

)
|λ〉 =

=

(
r∑

i,j=1

λig
ijλj +

∑
α>0

[Eα, E−α]

)
|λ〉 =

(
(λ, λ) + (λ,

∑
α>0

α)

)
|λ〉 ,

����� !"

��� �� 
��� 
����� Eα|λ〉 = 0 ��� ���� ��#����$��� ����% α� � ����������
����� !" ���	
�&�� Hi, Eα ����
�� ������$ ��� ������� T (λ)(Hi), T

(λ)(Eα)� ��%'
���
�&�� � ����������� ������������� T (λ)� (����������� )������ Ĉ2 � ����'
��������� T (λ) ����*������ �������% �����*� � �)++�*����� ����*�'
���$����,

c
(λ)
2 = (λ, λ+ 2 δ) = (λ+ δ, λ+ δ)− (δ, δ) , �����-."

��� �� ����$	���� ���������� �	�������

δ =
1

2

∑
α>0

α . �����-/"

������� 0�� ������� 1� s�(2,C) ���� �� ��&�������% +��� su(2)"� ����� ���'
�� �����������% ��#����$��% ����$� �����% α = 1 �� ��������� � ���%

���� *���� ��� ��
*���� �����"� �� ��
���� δ = 1/2 � ��������� 	������� c
(λ)
2

)������� Ĉ2 ���� λ(λ+ 1)� ��� λ ∈ Z+/2 ���� �
��� � ��	���� ��	�
"�

2���� �� ������ �� ������% ��� λ ��������� 	������� �����-." �����������
������� 3�	����� � ������������� T (λ)� ���� ������ 
����#����� � ��� ��

c
(λ)
2 ��������� ������% ��� λ" � �&�� ��
��� �� �������� � ���$� 	������� �����-."
��� ������� Ĉ2 = gabXaXb � ������������� T (λ) �� +�����
�� �����$� ����'
��% ��� λ = (λ1, . . . , λr)� � 	����� �� �#�� � �&�� ��
��� ��	���� ��	�����$
��)������������ ����������� ������������� ������� A� � ��������� �������'
�� 	������� �����-." ����������� ������� 3�	����� �
��� �������� ��� ���
������������� T (λ)� ��� � ��� ��������������� � ���
 ������������� T̄ (λ)� � �'
��� ���	
�&�� ����� ��� T̄ (λ)(Xa) = −T (λ)(Xa)

T � �)��
 T̄ (λ)(Ĉ2) = T (λ)(Ĉ2)
T�

0�� ��� ���� ��	�����$ ��)������������ ������������� T (λ) � 	�+��������$
������% ��� λ = (λ1, . . . , λr)� ������� ��� ����% ������� 1� A ����� r > 1
��������$ ���� ��������$��� ��	�������� ������� 3�	����� ���� ��	���
�����
 ����% ����� �����"

Ĉk = da1...ak Xa1 · · ·Xak , da1...ak = ga1b1 · · · gakbk Tr(Tb1 · · ·Tbk) , �����-4"

�����������	� �
�������� ����	���� ������� �	 s�(2,C)� ��� �
�
�
� �� λ �	��	������ ������	�

�� c
(λ)
2 = λ(λ+2δ) � �
��
���� �
 ���
����
��	� 
������	� λ+ δ → −(λ+ δ)� � � ����
� λ ∈ Z+/2

�� λ �	��	������ 
��
�����
�

��� ��������	�
�� ������������ ������ Sr� ������ ���
������������� ���

�������� �	
��� ����� � ����� ��	��	��� ���	 λn � �� �	
��� � 
����	 �	��
�	���� 	����� Tλn� ���� � �� �	
���
	 �����!�� �  ���
�"# [g⊗n, s(Ui1 · · ·Uik)] = 0�

���	$%��� �� &
��'����" ������

(	���	 g = ||gij || ∈ U(N) ) ��	���	��� ��	 ���� &
��'����� ������ � ��'�
��� *��
����	 � *���%�$ *�����	��
	��" +�
�
	������� g → h−1 · g · h � ��	���
�	����� ����� g → X = diag(x1, . . . , xN)� ,���	� �	� ���� *��	�	�� 
 �	����� ������
-	�	��� χλn(g) = χλn(X) "
�"��" �������.����� *�������� ��*��� n � N *����
�����- {xi}� ������ �	��
	��" *��������/ �	 ��" ��	��	��� λn� 0*���������
�������.����- *�������
 / �	 ���� �	�� 
�1� 
 �������	���� ����� �2�3�2!��
�2�3��2� 
 �	����� ����� ��� ��� *���"�� 
 ����	 �� �*��������� *�������
 / �	
� �� �	�� 
 4	��.	��� 
 ����� +��� 5	����	�� 6��� �	 �2�3�2!�� �2�3��2� �� 
*����
"
�	"� 	� �	� �*�����"� *������� / �	 
 
��� ���1���" �
 - 	���������.��
���- *�������
� 7�'�� �	 ����
	��� �*��������" -	�	����
 ��������� �� *��
����
"
��� 
��	'���" ��" *�������
 / �	 
 �� .	� �������- �*���	����- ��	��	��
���	 λ�

��	
���� 8�.����� -	�	���� �������� ��" *����	
����� �� **� U(N)� ������
���
��
 $ *�����1�� ����*���	� ���3�22� � ���3�29� ��" 	����� C[S2] � C[S3]�
:�� +�� � ��� ��*�����
	� ���� $%�� �����	.���" ���� 	�'� ���;�<2�� ���;�<���

Pk = s(σk) = I⊗(k−1) ⊗ P ⊗ I⊗(n−k−1) , gk = I⊗(k−1) ⊗ g ⊗ I⊗(n−k) , ������;�

��� P = �	���	 *����	��
��� :���	
�� *����	
����" s(e(T[2])) � s(e(T[12])) �����
*����
 ���3�22� 
 ���� � ��������� 
 ��� ��	� *�� .	��

χ[2](g) =
1
2
Tr
(
g1 g2 (1 + P1)

)
= 1

2
(Tr g)2 + 1

2
Tr(g2) ,

χ[12](g) =
1
2
Tr
(
g1 g2 (1− P1)

)
= 1

2
(Tr g)2 − 1

2
Tr(g2) .

������2�

:���	��
�	 
 ���� � �������� ���	��
 ����*����
 ���3�29� 
 *����	
����� s �	�

χ[3](g) =
1

6
Tr
(
g1 g2 g3 (1 + P2 + P1P2)(1 + P1)

)
=

1

6
p31 +

1

2
p1 p2 +

1

3
p3 , ��������

χ[13](g) =
1

6
Tr
(
g1 g2 g3 (1− P2 + P1P2)(1− P1)

)
=

1

6
p31 −

1

2
p1 p2 +

1

3
p3 , ������3�

χ[2,1]1(g) =
1
3
Tr
(
g1 g2 g3(1− P2 + ε(1− P1)P2)(1 + P1)

)
= 1

3
p31 − 1

3
p3 ,

χ[2,1]2(g) =
1
3
Tr
(
g1 g2 g3(1− P1)(1 + P2 − ε P2 (1 + P1))

)
= 1

3
p31 − 1

3
p3 ,

��������

��� �� ��*�����
	�� ��	��� �����	.���" pk ≡ Tr(gk)�

• ������ ���� � 	
������ � ������������� ���������� ��������� ��������� ��������
� ���������

:��
���� �	��� g � ��	���	����� 
�� g → diag(x1, . . . , xN)� ���	 -	�	����
������2�� ��������� ������3� � �������� 
��	'	$�" 
 
��� �������.����- � �����

χ[2](g) =
∑
i≤j

xixj , χ[12](g) =
∑
i<j

xixj ,

χ[3](g) =
∑

i≤j≤k
xixjxk , χ[13](g) =

∑
i<j<k

xixjxk ,
������9�



��� ��� ��������	�
�� ������������ ������ Sr� ������ ���
�������������

χ[2,1]1(g) = 2
∑

i<j<k

xixjxk +
∑
i �=j

xix
2
j = χ[2,1]2(g) . �������	


������ ��� �������� χ[2,1]1 � χ[2,1]2 � �������	 � �������	 � ������� �� ������
������ � �������� ε� !�� �� �� ��� � �"�#����� ���� $���"#�� ������	 ��
���%���� χ[2,1]1 = χ[2,1]2 ≡ χ[2,1]� �� ��� �������� � ������� �� ����������� ����
�������	 � ������ ��&��'� (� � Tλ� �� ������) �������� ��#�������� � �������
������ �� *���� Tλ ��� #�� ����� (� � λ	�

• ������ ���� 	
����� ��������� ��������  �������� � �
���� �������� � ���������
� ���� ��������� ��������  �������� ��! �����! N = 3 � �����������
"
�
���� #$
%&'��� ���(�����

• ������ ���� 	
����!�� �

��
)��!� ��������* ��������* ������(�  ��������* +�
&
����� �
,������ ��! -���$���
�* $
�
� � �����.� � +����� +�
������!
+����������" ��������/

χ[2](g) · χ[1](g) = χ[3](g) + χ[2,1](g) , χ[12](g) · χ[1](g) = χ[13](g) + χ[2,1](g) ,
�������	

0�� χ[1] = Tr(g) ≡ p1 � -���$��� 
+�����!.1�0
 +����������!�

�����	
���� ������ ��������� χ[k](g) � χ[1k](g) 	
� �
����� �����������
� �
����� ��������������� ���	����
���� ������ U(N) ����� ��	 ������
���� � ���������

χ[k](g) =
∑

i1≤i2≤···≤ik
xi1 xi2 · · ·xik , χ[1k](g) =

∑
i1<i2<···<ik

xi1 xi2 · · ·xik , ��������	

�	� x1, x2, . . . , xN  �!�������� "������� �����#� g ∈ U(N)� $��"�	�%�� &����
#�� 	
� '�������� χ[k](g) � χ[1k](g) "����������� �
�	��%�� !��"�

H(z) ≡
∞∑
k=0

χ[k](g) z
k =

N∏
k=1

1

(1− z xk)
, E(z) ≡

N∑
k=0

χ[1k](g) z
k =

N∏
k=1

(1 + z xk) ,

��������	
�	� �� �
(�
� χ[1k](g) = χ[k](g) = 1 ��� k = 0�

�������������� +�������� ��� ��#�������  �%��� U(N)� ���������%,-
#�� ������ (� � [1k] � [k]� #)���%� � ������������� ��������, �������������
��� � ����������� ������� ��� � k ���� ���#� �����	� .%��� �����'� g ∈ U(N)
����#�� � #�� �������) *��� g = diag(x1, . . . , xN)� /� #� #)���� 0����� g ��
��������� ������ ψ ∈ V⊗k ��� � k ����������� � ��#

ψi1,...,ik → [g · ψ]i1,...,ik = (xi1 · · ·xik) ψi1,...,ik , �������1	

� ��#�������� 0����� g ∈ U(N) � 0��� ��#�������� ���" �����%,��� � ��#
#�� �������� �����' � #�� ��������� 0������� (xi1 · · ·xik)� 2�#��� % ������
����� �������� ψi1,...,ika ��������, �������������� � ������ ψa ∈ V⊗k ��"��
%����#����� ��� i1 < i2 < · · · < ik� � % ���������� �������� ψi1,...,iks ��������,
���������� � ������ ψs ∈ V⊗k ��#��� �� %� &��� %����#���� ��#%,-�� �&�
�����3 i1 ≤ i2 ≤ · · · ≤ ik ���� ���#� �����	� .�0���%� �%����%� �� ��&������

��� ������������	 
���������� ��
��
���
�� ���������
�� ���

������	
����	 ������������ ������� s�(4,C) � ����������� ������������ ��
������
 ����
 λ′(1) � � ���������������� � ��
� ������������ �� ������
 ����

λ′(3) ����������� � ������������ V∧34 � � ��� ���������� � ��
� ��!���������"

��
� ��������
� ������������
� �� ������
� ����
� λ(2) = (1/2, 1/2,−1/2) �
λ(3) = (1/2, 1/2, 1/2) ������� so(6,C)#

• ������ ��� �	
����� �	��
	� �������� ����� ���������
���� ���� λ(i)� �	�
	������� !�� �������� "�	���# $	���� ���%�&%�� ���%�&&�� ���%�'%�� ���%�'���
���%�''� ��$
 ����
���# �
(�)� *� ��������� � ������ �� +&,�-

G2 : λ(1) = (0,−1, 1) , λ(2) = (−1,−1, 2) ;
F4 : λ(1) = (1, 0, 0, 1) , λ(2) = (1, 1, 0, 2) , λ(3) =

1
2
(1, 1, 1, 3) ,

λ(4) = (0, 0, 0, 1) ;

E6 : λ(1) = (−1
3
,−1

3
, 1, 0, 0, 0, 0, 1

3
) , λ(2) = (−2

3
,−2

3
, 1, 1, 0, 0, 0, 2

3
) ,

λ(3) = (−1,−1, 1, 1, 1, 0, 0, 1) , λ(4) = (−5
6
,−5

6
, 1
2
, 1
2
, 1
2
, 1
2
,−1

2
, 5
6
) ,

λ(5) =
1
2
(−1,−1, 1, 1, 1, 1, 1, 1) , λ(6) =

2
3
(−1,−1, 0, 0, 0, 0, 0, 1) ;

E7 : λ(1) = (−1
2
, 1, 0, 0, 0, 0, 0, 1

2
) , λ(2) = (−1, 1, 1, 0, 0, 0, 0, 1) ,

λ(3) = (−3
2
, 1, 1, 1, 0, 0, 0, 3

2
) , λ(4) = (−2, 1, 1, 1, 1, 0, 0, 2) ,

λ(5) =
1
2
(−3, 1, 1, 1, 1, 1,−1, 3) , λ(6) =

1
2
(−2, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 2) ;

λ(7) = (−1, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 1) ;
E8 : λ(1) = (1, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 1) , λ(2) = (1, 1, 0, 0, 0, 0, 0, 2) ,

λ(3) = (1, 1, 1, 0, 0, 0, 0, 3) , λ(4) = (1, 1, 1, 1, 0, 0, 0, 4) ,
λ(5) = (1, 1, 1, 1, 1, 0, 0, 5) , λ(6) =

1
2
(1, 1, 1, 1, 1, 1,−1, 7) ;

λ(7) =
1
2
(1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 5) , λ(8) = (0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 2) ;

����� ������	
��� �����	�� ���
�
��

$���% !��
���� Xa (a = 1, . . . , dimA) ����&��� ��&�� ������� ������� '� A � ����"
������
� �����������
� [Xa, Xb] = Cd

abXd � gab ( 
������) �������� � 
������
*������� � ��������
 ��&���# *�� ���� ����&��� � ������ ����� ����� ��
# ��&"
�� ��������) �������� Ĉ2 = Xag

abXb ��

������� �� ���
� ����&����
� Xa ∈ A �
��&������� ����������
 ���������
 *�&�
���# +�����
 ���
������ ����&����	
{Hi, Eα} ��&��� *������ ( +���� ������� '� A ���) ����� 
������ *������� � !��

��&��� �
��� �� �,#�#-� � �,#�#��) � ����������� �������� *�&�
��� &����������
� ��
��%� !��� 
������ �������
 ����&�


Ĉ2 = Xag
abXb =

r∑
i,j=1

Hig
ijHj +

∑
α

EαE−α , �,#-#�.�

�� ��

�
∑

α ��� �� ���
 �����
 α#

• ������ ��� .	$������ ��	 	"����	� /������� ���&�'��� ��"������� � )�����
/������01��
�� $	������� �	 ����� 	)��� !��� {Hi, Eα} �
(�)�� *�
A� 2$������- �	�"	
��	������ �	3�����	� Cf

abgfd = −Cf
adgfb� $	�	�	� � )��

���� /������01��
� ���� �
	��� Nα−β,β = −N−α,β �



��� ��� ������������	 
���������� ��
��
���
�� ���������
��

������	
��� ��		���� s�(2,C)� �� �	� ������� �� ������	 � �	����	 ��� � ��
��	 �
�	

�� �	����	� ������� ��	 ������� ���
� (1, 0) � (0, 1) � �����������

� ��	 ��
�
�	��
�	��
�� ���	 (1

2
, 0) � (0, 1

2
)�  ��!�� so(4,C) � s�(2,C) + s�(2,C) �������
�

��� ����� ��"���� ��	 
����������� ������	���
�� so(4,C)� �� ��	�#��� ���	���
�	�
��� ��
�	��
�	��
�� ���	� λ(1) = (1/2,−1/2) � λ(2) = (1/2, 1/2)� ���$
� !���
"����	��
�
� ���� ��
�	��
�	��
�� ������	���
��� 	��!�� s�(2,C) + s�(2,C) �
���	�� λ′(1) = (1

2
, 0) � λ′(2) = (0, 1

2
)� �������� �	��� �!�	���� ��	%� ���� ���
��
��

������	���
�&��� ��� so(4,C)� '������� (�� ����� �� ������� )*���+� ��������

�
���
��	�� ��	
�	��
�� �!��
	(�
��,

(j1, j2) ≡ n1λ
′
(1) + n2λ

′
(2) =

(n1

2
,
n2

2

)
, n1, n2 ∈ Z≥0 ,

��� 
����������� ������	���
�& ����������& 	��!�� so(4,C) = s�(2,C)+ s�(2,C)�
�� j1, j2 ∈ Z≥0/2 - ���	 )���
�� ������	���
�& �����& � �����& ���	��!� s�(2,C)�
�����������

��

����	� 
� so(5,C) = sp(4,C)�
.�� 	��!�� so(5,C) ���	�
� )*���/�� �� ����� ��
�	��
�	��
�� ���	 λ(1) = (1, 0)
� λ(2) = (1/2, 1/2)� ������� ����%��� ��	�#��� ���	�� ��������%0�� � )���
����
�

��� ���
��
�� ������	���
�&� .�� 	��!�� sp(4,C) �� ����(	�� ��
�	��
�	���

�� ���	 λ′(1) = (1, 0) � λ′(2) = (1, 1)� ������� �����������

� �	�
� ��	�#��� ����
��������%0�� (���������
�� ������	���
�� � ������	
���� V4 � ��	�#��� ����
	
����������(
�� ���������	�
� ������	���
�� 	��!�� sp(4,C) � ������	
����
V∧24 � 1	� �	� 	
����������(
�� ������	���
�� 	��!�� sp(4,C) � ������	
���� V∧24

��������� � �����$�� ��
����
�� ���������	���
��� �� 	
����������(
�� ������
����	�� ������	���
�� � ����� λ′(2) = (1, 1) 	��!�� sp(4,C) ����� �	����
����

4 · 3/2 − 1 = 5� �����	� �	�
	 �	����
���� ��������%0�� ������	���
�� 	��!�
�� so(5,C) � ����� λ(1) = (1, 0)� 2 ���� ����	��
�� �	����
����& ������	���
��
λ′(2) = (1, 1) 	��!�� sp(4,C) ���$
� !��� ���$�������
� � ��������%0�� �����

��	���
��� λ(1) = (1, 0) 	��!�� so(5,C)� 	 ���	�#���� ��������%0�� (����������

�� ������	���
�� )�� ��	�#�� ����� λ′(1) = (1, 0)� 	��!�� sp(4,C) ���$��������

���� �� ���
��
�� ������	���
��� 	��!�� so(5,C)� � ������� ��	�#�& ��� �	��

λ(2) = (1/2, 1/2)�

����	� �� so(6,C) = s�(4,C)�
.�� ���� �������
�� 	��!� so(6,C) � s�(4,C) �� ����� �����������

� �����%0��
��
�	��
�	��
�� ���	

so(6,C) : λ(1) = (1, 0, 0) , λ(2) = (1/2, 1/2,−1/2) , λ(3) = (1/2, 1/2, 1/2) ,

s�(4,C) : λ′(1) = (1, 0, 0, 0)− 1

4
u , λ′(2) = (1, 1, 0, 0)− 2

4
u , λ′(3) = (1, 1, 1, 0)− 3

4
u ,

�� u = (1, 1, 1, 1)�  
����������(
�� ������	���
�� 	��!�� s�(4,C) �� ��	�#��
����� λ′(2) )��&����%0�� � ������	
���� V∧24 � ����� �	����
���� 4 · 3/2 = 6� �����	�

�	�
	 �	����
���� ��������%0�� ������	���
�� T(1) 	��!�� so(6,C) �� ��	�#��
����� λ(1)� ��"���� 	
����������(
�� ������	���
�� λ

′
(2) 	��!�� s�(4,C) ���$�

����������� � ��������%0�� ������	���
��� λ(1) 	��!�� so(6,C)� '��	�#���� ��	

���� ��������	
 �������� �������� �	������� ���� �������� �����������
 ����������

��
�������� ����	���� � � ������������	
 � �	������	����

��� ��������	�
�� ������������ ������ Sr� ������ ���
������������� ���

�������� 	
����	�� g ��������� � ��������� �� 
	������ ��� ��������	� χ[1k] � χ[k]

��������������	�	 � ����������	�	 
������������ ���� ���� ����������
!	�������"���	 �	�	 ��	 #���$�� H(z) � E(z) �������� � ��������� �������%

���"�	 ����&��� 
�	���	��'��� #���$���� �		����������	 ��� ��������	� χ[k] �
χ[1k] �	�	��� ���� �&��� � ���� 
	���	�	� ��������� �� 	�������� �������& �
�������� ���	��	����"�	�	 �
�� ������

�����	
��� !�� �����$ g ∈ U(N) �	�	��� 
	 	
��������& ����	��������� 
�	%
���	��'�� #���$�� H(z) � E(z) �������� � ��������� ���&� �������������� 
���%
���������

H(z) ≡
N∑
k=0

χ[k](g) z
k = det−1(IN − z g) , �������(�

E(z) ≡
N∑
k=0

χ[1k](g) z
k = det(IN + z g) . ���������

!���������"�	 �	 ������ �������(� � ��������� �����  � ������� �� �������� ���������
���H(z) � E(z) ��� ��� � 
����� ������ )��� �������� ��	�� 
�	��������� �	*�����%
��� �������� �����$ (IN − z g)−1 � (IN + z g) �	 ���" �� �������������

• ������ ���� � 	
 �������� ����������
������ ������� g� ��������� ��� ����
������ �� !������ E(z) �� "�����
��� χ[1k](g) ��
��� "�����
������
����
��������� ���
��� �� �� ����#
��� �� z �
�
�������� $��%��&�'� ( ���
��
 ����������
��) (N ×N) ������� g �������� "�����
������
���
 ��#�
�
���� $������� ����	
������	�'*

N∑
r=0

(−g)r χ
[1(N−r)]

(g) = 0 , �������+�

$�������
����� ��#�
���� $��%��&�' � �+ 
� ����
 ���� � ����
 ,-./''�

• ������ ��%� 0������� ��#�
���� (Tr(g))n =
∑

λ�n f(λ) χλ(g)� ��
 f(λ) 1 ����
����������" ��+��� ��
� �" !���� ��������� 2��� λ� 3������
* ����
����������� !�����) $����.%'� 4���
���� 5�� ��#�
���� �� ����� n = 3�
�������� ���
����� $��%�6�'� $��%�6�' � $��%�6%'�

,����� ����������� 	*	�������� ��� ��������	� χ[k](g) � χ[1k](g) �� ���������-

hk(x) =
∑

i1≤i2≤···≤ik
xi1 xi2 · · ·xik , ek(x) =

∑
i1<i2<···<ik

xi1 xi2 · · ·xik . ���������

.	��� 
�	���	��'�� #���$�� ��������� ��
�����&��� �����&'�� 	*���	�

H(z) =

∞∑
k=0

hk(x) z
k =

N∏
k=1

1

(1− z xk)
, E(z) =

N∑
k=0

ek(x) z
k =

N∏
k=1

(1 + z xk) . �������/�

0���$�� hk(x) � ek(x) ������&��� �		����������	 k%�� ��	���� � �	��������
���� ��������������� 
	���	���� 	� N 
��������� x1, x2, . . . , xN � ,����� �'�
	��� ��*	� �������������� #���$��

pk(x) = xk1 + xk2 + · · ·+ xkN = Tr(gk) , �������1�



��� ��� ��������	�
�� ������������ ������ Sr� ������ ���
�������������

������� 	
���
��� k��� ���������� �	��
�� ����	
� ��������� ��� ����
��		�� ���� ������� ! ���������"� #�	�$�

P̃ (z) =
∞∑
k=1

Tr(gk)
zk

k
, P (z) ≡ ∂zP̃ =

∞∑
k=1

pk(x) z
k−1 =

N∑
i=1

xi
1− zxi

. �������%!

�����	
���� ����� ���������	�
 ������ H(z)� E(z) � P̃ (z)� �����
 �
��������� � ���������� ������ ������
����

H(z) = exp
(
P̃ (z)

)
, E(z) = exp

(−P̃ (−z)) . ��������!

 �!��� ����
���"
���# �����$ ��������� � �������%� ����&
�����'� ������
(
���

hr(x)− e1(x)hr−1(x) + e2(x)hr−2(x)− · · ·+ (−1)rer(x) = 0 , ��������!

r hr(x)− p1(x)hr−1(x)− p2(x)hr−2(x)− · · · − pr(x) = 0 , ��������!

r er(x)− p1(x)er−1(x) + p2(x)er−2(x)− · · ·+ (−1)rpr(x) = 0 , �������&!

)�
 r = 1, . . . , N � *�����
�� �������+� � �������,� �����'��� ����	�
�� ����

���
�

�������������� '�������� ��(������� det(A) = exp(Tr ln(A))) ������� ���
����
���� ��� �*�+ �
���$� A) 
 �
�(� �
���(�	��� ln(1 − z) = −∑∞

k=1 z
k/k) ������

��	
	�� � ��
��� ,
���� �
��	��� �������&! � ��������! ��(	� ������
���� � ����
#�	�$�+ exp

(
P̃ (z)

)
� exp

(−P̃ (−z))) �����������		�� ����
 ������ ����	�-�	��
��������!� .� /��� ��
�	�	�+ � �
��	��� �������0! �����
�� #�����
 H(z)E(−z) = 1)
�����
� �
�� ��(������

( ∞∑
k=0

hk(x) z
k
)( N∑

k=0

ek(x) (−z)k
)
= 1

1
��
2
� ���� ,
��� /��2� ��(�����
 �� z) �� ����,
�� ����	�-�	�� ��������!�
3
����� ������) ,�� ���������"�� #�	�$�� H(z)) E(z) � P (z)) �
�
		�� � �������0!
� �������%!) ����
	� �
��	���
��

∂zH(z) = P (z)H(z) , ∂zE(z) = P (−z)E(z) , ��������!

������� ����,
��� ��##���	$����
	��� �*��� ,
���+ ��
�	�	�+ ��������!� '���
��
���� � �
��	���
 ��������! �
���(�	�� #�	�$�+ H(z)) E(z) � P (z) �� z) �� �����
,
�� ��������! � �������&!�

.�����	�) ,�� � 
�2�*�� P ���� ��������,����� ����	���� �� N ������		��
{x1, . . . , xN} 	
� ��������� K = R,C � �
,����� �*�
��"�� ��(	� ��*�
�� N /���
��	�
�	�� ��������,����� ����	���� {e1(x), ..., eN (x)}� .� ��
�	�	�+ ��������!) �
��
�
2
� �� ����� � ��
��� ,
��� �� z) �������) ,�� #�	�$�� {hk(x) = χ[k](x)} �
{ek(x) = χ[1k](x)} ��(	� ���
���� � ���� ����	���� �� #�	�$�+ {pk(x)}) ���,��
������� �������	 
��� �������� ��� K = R ��� K = C� ���� ����	�� �������� ���� ��������

���� ���� Z � Q�

��� ������������	 
���������� ��
��
���
�� ���������
�� ���

�� ����	��
����� ��������
�� ������������ ������ sp(2r,C)
������ Cr��

����� 	
���� �� sp(2r,C) �������
��� � ��������� 	 ������	 ������� ������ �	�	
� �������� ����  	!��
 ����� " #����� $����� ���	 ������� ������ ��������� #�	�����$
�����%� �	&� �
��#&'#& ������# (#��	����	
)��� ����� �
$ 	
���� sp(2r,C)*

λ(1) = (1, 0, 0, . . . , 0) = e(1) , λ(2) = (1, 1, 0, . . . , 0) , . . . ,
λ(r−1) = (1, 1, . . . , 1, 0) , λ(r) = (1, 1, . . . , 1, 1) .

���+��,�

-�� ������	�
���$ T(f) 	
���� sp(2r,C) �� ��	�.��� ���	��� �	����� (#��	���/
�	
)��� ���	� λ(f)� ������� �������
��� � ���+��,�� ������#&� � ������	����	�
���+�+0� � ��	
�!#&��$ �	� 	��������������� ���!����� ����!������$ ������
$/
&'��� ������	�
���$ T(1) � ����� λ(1)� 1��&�	 � �! (���#
� ���+�0� �
��#��� ��� ���
������������� ������������ ������	�
���$ 	
���� sp(2r,C) ��2�� ��������) �	�
���������	�
���$ � ��$��� ����!������� ������
$&'�� ������	�
���� T(1) 	
��/
�� sp(2r,C)� -�� 3�� ������������ ������	�
���$� ���&'�� ��	�.�� ���	 ���+�0�*

λ =

r∑
i=1

niλ(i) ≡ (λ1, . . . , λr) ∈ Vr (nk, λk ∈ Z≥0) , ���+����

#�#� ������)�$ �	� ������������ ���������	�
���� �

T̄ = T⊗nr

(r) ⊗ T
⊗nr−1

(r−1) ⊗ · · · ⊗ T⊗nr

(2) ⊗ T⊗nr

(1) .

4�� 3���� �	� 2� �	� � � �
#�	� 	
��� s�(r+1,C)� so(2r,C) � so(2r+1,C)� ��	�.��
��� ���+���� ��2�� 	���5�����	�) � ��	��	���� 6��	 �	  ������� # ������� ���
�
������ �� �����.	�� �	�� r 	
���� sp(2r,C)�

7�	�� � �#���	� �� 8 �� 3���� �	!��
	 �� ���������������	
�� ��� (#��	���/
�	
)��� ���	 	
��� s�(r + 1,C)� so(n,C) � sp(2r,C) ���������
)�� �	��� ��	�.��
���	� ������������ ������������� ������	�
���� T(f) 3��� 	
���� -�� ������	�/

���$ T(f) �
� ��������� $���� !	 ���
&������ ��������� ������	�
���� 	
���
so(n,C)� � ������� ���) ������ ��2�� � �	!��
� ���� 9�� �	��� �� !	���.�
� ��/
�	!	��
)���� 9������ ����� �
$ �
#�	$ ������� 	
��� �� �
	��������� ������

�� ���
����

4������� ��� ���������� ������	� ��$!	���� �� :�
#�	�����: �!����(�!�	�� ����
�	!��
 �������� ������ �	��� ������* so(4,C) = s�(2,C) + s�(2,C)� so(5,C) = sp(4,C)
� so(6,C) = s�(4,C)� � ��#��� ������������ ��2�# ������	�
���$�� � (#��	���/
�	
)���� ���	�� 3��� 	
����

���
�� � so(4,C) = s�(2,C) + s�(2,C)�
;
$ 	
���� so(4,C)� �	���	����	$ �� �	� �	����� �
#�	� �'�� 	
���� so(2r,C)
���� ��.� �#��� � �	����� �	!��
	�� ���
	��� ���+�+�� �� ����� �
��#&'�� (#�/
�	����	
)��� ���	 λ(1) = (1/2,−1/2) � λ(2) = (1/2, 1/2)� �������� �	� �
� #�	/
!	�� ��.� � �#���� �� ��
2�� ������������	�) ��#� ��3����	
������ ���������
������	�
���$� 	
���� so(4,C)� < ��
#������� 	
���� s�(2,C)+s�(2,C) ��������
������	����� V2 = R2 �	�2� ��#����� ���$�	$ �#��	 ��#� ���������� ��������



��� ��� ������������	 
���������� ��
��
���
�� ���������
��

���� �	
���	 ��� �	��������
�� � ����	� ��	������� T⊗N(1) 	���
�����
�������
��� T(1)� ��	 �
��� �� �	�	  ����! ��	 �	��������� ��������� 	�"
�������� Hi � 	���
���� �������
��� #$����%& ��
����� ���
� ±1! ��� ��	
�	��	���� 1/2 ��� λ(r) ��� �	������� ������� 	��������� Hi � �������
"
��� T⊗N(1) �	
���� ���� � �	���� '����	! ��� ( ��� � � �
��� �
���� so(2r,C)!

�������
�� T ′(r) �	 ����)�� ��	�

λ′(r) = 2 λ(r) = (1, 1, ..., 1) , #$�*�+$&

���	���� ��� ������������	����	 �	��������
�� � T⊗r(1) ! �������� � ��	"

�������� V∧r2r+1� ,���)�� ���	� �
� -�	�	 �������
��� � ��	� #$�*�+$& �����
 	���
	� #$�*�+�& �
� f = r #��� .����� ��&�
'�����! ��	 �
� �
���� so(2r + 1,C) �� ��� �	
��	 ���� ����	��	 ���"

����
��! � 	�
��� 	� �
���� so(2r,C)! � �	�	�	� ����� ��� �-�����
�����
����	���� �������
��� �	 ����)��� ����� λ(r−1) � λ(r) #��� #$�*�*�&&� ,���	�"
�	 �������
�� T(r) �
���� so(2r + 1,C) ���� �����	���	 ��(! � /���
��
�����! ����� � ������ 0 �����	���! ��� ���� �	�����	! ��	 	���
��� �������"

�� T(1) �
���� so(2r+ 1,C) �	(�	 ���
��� � ����	� ��	������� ����	����
�������
��� T(r) ⊗ T(r)� 1	���! �	
������ ����(���� 	 �	�! ��	 
��	 �	��"
�	���	 �����	���	 �������
�� ��	��	� �
���� A ���	���� ��� �	����"
����
�� � ����	� ��	������� #$�*��2& �������
��� T(f) #��� �	�����
����	
1	��� �����&! �� �	
����! ��	 
��	 �	���	���	 �����	���	 �������
"
�� �
���� so(2r + 1,C) ���
���� ��� �	��������
�� � ����	� ��	�������
T⊗M(r) ����	���� �������
���! �� �	�����
� M ���� M = 2

∑r−1
f=1 f · nf + r · nr�

0 ���
���� -�	�	 ������ ��
�� 	�� �������! �������� �������
���
�
��� 3� so(2r,C) � so(2r + 1,C)�

�	
��	�� �� /����(��� ��� ( ��� � � �
��� �
���� 3� s�(r + 1,C) #��� �	�4
������ � ��)&! �� �	
����! ��	 �� �-�����
���� �������
��� �
��� 3�
so(2r,C) � so(2r+1,C)! �	�	�� ���
����� �� ����	�	 ��	������� 	���
�����
�������
���! ��
��������� �

T̄ = T ′ ⊗nr

(r) ⊗ T
′ ⊗nr−1

(r−1) ⊗ · · · ⊗ T⊗nr

(2) ⊗ T⊗nr

(1) (�
� so(2r,C)) ,

T̄ = T ′ ⊗nr

(r) ⊗ T
⊗nr−1

(r−1) ⊗ · · · ⊗ T⊗nr

(2) ⊗ T⊗nr

(1) (�
� so(2r + 1,C)) ,

#�������
��� T ′(r−1)! T
′
(r) �	 ����)��� ����� #$�*�+2& � #$�*�+$& � ��
�����  ��"

������
�����&� 5�� -�	�! ��� ( ��� � � �
��� �
���� s�(r+1,C)! ����)� ���
�����

λ =

r−2∑
i=1

niλ(i) + nr−1λ′(r−1) + nrλ
′
(r) ≡ (λ1, . . . , λr) ∈ Vr (nk, λk ∈ Z≥0) , #$�*�+*&

�

λ =

r−1∑
i=1

niλ(i) + nrλ
′
(r) ≡ (λ1, . . . , λr) ∈ Vr (nk, λk ∈ Z≥0) , #$�*�++&

�
� �������
��� �
��� 3� so(2r,C) � so(2r + 1,C)! �		��������	� ,���)� �"
�� #$�*�+*& � #$�*�++& �	(�	 ���	4���	���� � ��������	� 6��� [λ1, λ2, . . . , λr] #���
/���$�%&! � �	�	�	� ���
	 ���	� � ����)�� r�

��� ��������	�
�� ������������ ������ Sr� ������ ���
������������� ���

��������	
��� � ���� ����
��� ����� �����
���
�	 ������ ���	 ���� �� �����

��	
� !"�#����$ ���%	 ��	��	�& ��� ��
���� {ek(x) = χ[1k](x)} '��'(��' ����
��
�� !� �	��� ��������	
���$ �� ��
��� �� 
����� {hk(x)}& ��	 k = 1, . . . , N �
)����� � ���	���	 ������(*�� � ���	��	 P �%
� ���%	 �������� ��
	�
�	 
����
�� ��	�	

�� {p1(x), ..., pN(x)} ��� ���
�� {h1(x), ..., hN(x)} ��	����	���� ��
��
�� �

• ������ ���� 	
���� �� ��������� ��������� �
������� �������� � �������� ���
���� ���!� χ[k], χ[1k] �� ���"���� ��#���
� �"" Tr(gr)� � ����� k = 2, 3�

+ ���	���	 ��%
��� ��' �����%	
� ���	�� ����%	& ��� ��	����	���	 ��
��
���,��� χλ(x) ∈ P& �����	�����(*�	 ���������
� ������	-
�� λ = [λ1, ...λm]&
��	 m ≤ N & ��	������'(��' � ���	 
	������ ����
���� ���
�� ��	����	����
����
��� hk(x) = χ[k](x) !k = 1, . . . , N$�

�����	
���� ������ ����� λ = [λ1, ...λN ] � ��	
�	��	 �
	 � m ≤ N �����	��
��� ���� λk = 0 ��� ���� k > m�� ��������� (N ×N) �	����� A(x) � �������	��
Aij(x) = hλi+j−i(x)� 
�� hk(x) = 0 ��� k < 0� ��
�	 �������  ��	 χλ(x) ���!�
��������	����� ������	������

χλ(x) = det
(
A(x)

)
= det

(||hλi+j−i(x)||) . !"�#���.$

������������� !�� ���%	 /""0$� 1���
�& ��� ��
���� ,��� �%
� ���	�	����
� ���*�( ������ 2�����3���� !��.�"�$

χλ(x) =
det(||xλj+N−ji ||)
det
(||xN−ji ||) . !"�#���#$

4�	�� ||xλj+N−ji || � ||xN−ji || 5 (N × N) ������& �� 	��� i, j = 1, . . . , N 6 
�	��
����� � ��������� )���%	& ��� �	������� �	�	
�' ���� ����
��� � !"�#���#$ ���	

��	����	���� ����
�� !"�#���.$� )���� p 5 �	��	 ����� ����	& ��� 1 ≤ p ≤
N & � ����� e

(p)
r (x′) 5 r� ��		
���
� ��	����	��� ����
� �� �	�		

��

x′ = (x1, ..., xp−1, xp+1, ..., xN)� 3����& ������'�� ��������'*�� ��
���'� !"�#��78$&
������	 (∑

k

hk(x)z
k
)
·
(N−1∑
r=0

e(p)r (x′)(−z)r
)
=

1

1− xp z
. !"�#���8$

9�	��& ��� ��� �� k � �	�� ����� !"�#���8$ �%
� ����������
��� 
� �	��
�
�	���� k ∈ [−∞,∞]& 	��� ����
���& ��� hk = 0 ��' ��	� k < 0� :������' ��	
����� ���	
���� !"�#���8$ �� z& ������ ������

N∑
j=1

hq+j−N(x)(−1)N−je(p)N−j(x′) = (xp)
q ,

�� ������ ��� q = λi +N − i ��	��	� ����
��	
�	 ��' ������	�	
�' �����

||hλi+j−i(x)|| · ||(−1)N−je(p)N−j(x′)|| = ||(xp)λi+N−i|| . !"�#���;$



��� ��� ��������	�
�� ������������ ������ Sr� ������ ���
�������������

������ ��	 
� �	���� ��������� ��� λ = [0, 0, . . . , 0] � �
�� ���	�
� det ||hj−i|| = 1�
����������	 
� h0(x) = 1 
 hk(x) = 0 �
 k < 0� ������� ��� ���	

det(||(−1)N−ie(j)N−i||) = det(||(xj)N−i||) . �������!�

"��
��
� ����# �����
 � � 	� 	$�
% �����& ���
� 	�	 �		� 	'� 
� ��������� 

�	��	�#������ �	�����
 ��������� 
 �������!�� " ����#���� �	������ �������(��

• ������ ���� 	
���� �� ��������������� ������������ ��������� ������� �����
����  ����
� ��������� � �����  ��

χ
[2,1]

= det

(
h2(x) h3(x)
h0(x) h1(x)

)
= h2(x) h1(x)− h3(x) .

������	
�� )���� �	 ��� ��� ��
 ��$�
*��
 + �� Tλ� 
����
�
 �	�� �
�,
����� + �� λ ���� -������ 
� ����� � �	������� ������� ����	�
� ��$�
*��
�	�	�� 	���������� �������
� 	$��	�� " ������% �
������ λ  k $���� ��,
�����# �
��� {1, 2, . . . , N} ���� ��	 �.� 	 
  � �$����� � ��	��% �����  ����	 

�/� ��	�	 �	������� � ��	�$*�% ���%� � 
�� )��
���

T =

1 2 2 3 3 3

2 3 3 4 5

3 4 4

5 6

. ������01�

2�$�
*� ���	�	 �
��  ��������� ����	
����
����� 3���# nT(i) 4 �
��	 �%	5,
�� 
& �
��� i � �	����� ��� �� ��$�
*� T� 6�5�	& ���	& ��$�
*� T �	�	����
�
�	 	�

xT =

N∏
i=1

x
nT(i)
i . ������0��

)��
��� �	����� ��� 	& ��$�
*� ������01� �	�	���������� �	 	� x1x
3
2x

6
3x

3
4x

2
5x6 =

xT� -$�� 	 � �
������ � 	�	��� � 7�� sλ(x1, ..., xN) 	���������� ��� 	� 		�,
 �� �	�
 	��� �	��	�  �� � �
�� ����� �	 	�	� ������0�� �	 ���� �	����� ���,
 �� ��$�
*�� T� 
����
� �	�� λ 
 �	��5��
� � ������% �
��� {1, 2, . . . , N}8

sλ(x1, ..., xN) =
∑
T

xT . ������00�

" ���� 	� ������� �	��� λ = [k] 
 λ = [1k]� ����	 �	��
�#� ��	 s[k](x) = χ[k](x) 

s[1k](x) = χ[1k](x)� ��� %������ χ[k](x) 
 χ[1k](x) 	������ � � ������11�� 9	�������#,
���	 ��� ���� sλ(x) = χλ(x) � 	$��� ������� ��� χλ(x) 	������ � � �������(�� 
�

� ���������� 
��	�#������ �	�$
 ��	
�� ��$�
* + �� ���� :�1;�� ��%	�
� �� ���

 �'�& � 
�
�

-����
� ����# �
'# ���������  ��	����� �		$�5� 
� � �	�#�� �������
�	,
��
 ��� ���� sλ(x) = χλ(x)� 3
 ��&���

 ������10� <���� �� g = diag(x1, ..., xN) ∈
U(N) � �	��� ���� �� �		� ψi1...ik � �
����
�	��  �% � �		�������

 �  ��	�	,
	& �
�����	& + �� λ  k � ��	� 
�� ��	 
 ����� i1, . . . , ik �
����
�	��  	�	
�� �	� ���	�������� � ������% �
������ λ�� 
 ����� � �	$����  �% � ��� 
&

��� ������������	 
���������� ��
��
���
�� ���������
�� ���

����� T(r) ⊗ T(r)� 	
� ������� r� ������� � �� ����
������ � ���� �� ��� �����
����
��� ��	
�������� 	
����������� 	
����� �����
� A ��
����� ��� 	��	
���
��������� � 	
���� 	
����������  !�"��#� 	
����������� T(f)  ��� ���������$����
%��
��� ������� �������� �� ��� ��������
��� ��	
�������� 	
����������� ���
���
� so(2r,C) ��
����� ��� 	��	
����������� � 	
���� 	
���������� T⊗N1

(r−1)⊗T⊗N2

(r)

�	���
��& 	
����������� T(r−1) � T(r)� ��� N1, N2 ∈ Z≥0�

�� �������	�
��� ���
���	�� �
���������� �����
 so(2r + 1,C)
���
� Br��

'�� ��
�� �����
� (� so(2r+1,C) 	�
������� �  !���)*�� � ������� 	
����& ��
���
���� �  !���)+�  ��� ,����� ����� ,�-���� ����� Λ ��� ���& ��������
��& 	
�������
����� �����
� (� so(2r+1,C) � ������
�� 
�-���� Λ ���������$�� ���������& ���

������ 
������
������$ � .
���
� �� 
������ ���/ ��� 0�
����  !�)�)1� �  !�)�)2��
3����������$��� ���� λ(f) (f = 1, . . . , r) �����
� (� so(2r + 1,C)� ��� �����
� �
r���
��� ��
����� 	
���
������ Vr� �	
��������� ������-������  !�!�)�� .�������
��� � 4�� ������-���� 	
����� ��
��  !���)+� � 
�-�� 	�����-���� �
�������� ��
��&����

λ(1) = (1, 0, 0, . . . , 0) , λ(2) = (1, 1, 0, . . . , 0) , . . . , λ(r−1) = (1, 1, . . . , 1, 0) ,

λ(r) =
(
1
2
, 1
2
, . . . , 1

2

)
.

 !�"�1��

.������� �� 0����������$��� ���� λ(f) (f = 1, . . . , r−1) ��  !�"�1�� 
���� ���
�
-�� ����� �	�5���$��& ��	
�������& ��������
��& 	
����������� T(f) �����
�
so(2r+1,C)  �������� �� 	��� �� ��������� � ���
��� 	�������� ��� λ(r)�� 6�������
���$��� ��� � � ����� 	
����������� �����
 (� s�(r+1,C) � so(2r,C)� 	
�����������
T(f) (f = 1, . . . , r − 1) �����
� so(2r + 1,C) �� ���
-��� ������� 
������ λ(f)� ��
��
���� ��� 	��	
����������� � 	
���� 	
���������� �	
������7�& 	
�����������
T(1)� � ��������� � 	
���
������& V∧f2r+1 ⊂ V⊗f2r+1 ����������
���& �����
�� 
����
f � 8���$ V2r+1 9 (2r+1)���
��� 	
���
������ �	
������7��� 	
����������� T(1) ���
���
� so(2r+ 1,C)� ' ��������� 	
����������� �� ���
-�� ����� λ(1) 4�����������
�	
������7��� 	
����������� T(1) �����
� so(2r + 1,C) � 	
���
������ V2r+1�

• ������ ��� �	
�
� 	 ��������	
 V2r+1 ���������� ��������	����� ���
��� 	
����	 ε(a) (a = 1, . . . , 2r + 1) � ����������� (ε(a))b = δab� ���������
�	��� 	���� ��� � �!" ��� � #!" ��� �$%!" ��� �$ !" �����&'�( Hi � Eα ��)
��
� so(2r+1,C) 	 ��
�
��&'
� �
����	�
���" ��������" ��� ε(1) * ���+��
	
��� 	 ��������	
 V2r+1 ��
�
��&'
)� �
����	�
��� T(1) �� ���+��
	
���" �	��� λ(1)� ��������" ��� �
���� ���	���
 � ���,���!!

|λ(f)〉 = ε(1) ∧ ε(2) ∧ · · · ∧ ε(f) , f = 1, . . . , r − 1 ,  !�"�1)�

)�
 ε(a) - �������
 	
���� 	 V2r+1" �	��&��� ���+��� 	
������ 	 ���

������	�( V∧f2r+1 �
��	�����( �
����	�
��� T(f) �� ���+��� 	
����" �	�
���� .�����
�������� 	
��� λ(f) (f = 1, . . . , r − 1) �� ������ ���,�/ !�

.�������� 0����������$��� ��� λ(r) �  !�"�1�� 
���� ���
-��� ���� �	�5���$�
���� ��	
��������� 	
����������� T(r)� ����
�� ���������� �	���
��� � �� �����



��� ��� ������������	 
���������� ��
��
���
�� ���������
��

��� ���	
�	� � ������� �m = 1, ..., 2r�

(Hiε
(k))m = (eii − ei′i′)m�ε

(k)
� = (δik − δi′k)ε

(k)
m ⇒ μ

(k)
i = e

(k)
i − e

(k′)
i ,

��	 i = 1, ..., r � �� ����� ��� 
��������� �	
����� ε(k) ����� ε
(k)
� = δk� � �	�� ��������

� 
���� ������ � ���	!�� so(2r,C) ��"��� ������#	��"��

μ(k) − μ(�) = α
(k,�)
− (k, � ≤ r) , μ(k) − μ(�) = α

(k,� ′)
+ (k ≤ r, � > r) .

$�" k < � ≤ r � k ≤ r < � 
���� α
(k,�)
− � α

(k,�′)
+ %���&��	�'�� �� �!��( �����"( k < ���

)��*�� ��	��	�� ��� ����#�+ �	� �%�	�	�"*,	�� %�	������	��" ���	!�� so(2r,C)
���	�

μ
(1)
i = e

(1)
i − e

(2r)
i = δ1i ⇒ μ(1) = (1, 0, . . . , 0) ≡ λ(1) .

-�
�� �!����� ����#�+ �	� μ(1) �%�	�	�"*,	�� %�	������	��" T(1) ���	!�� so(2r,C)
���	� %	����� ������	����'���� �	�� λ(1) � ���������

-	%	�'� ��
 &	 
�
 � � �����	 ���	!�� s�(r + 1,C)� %�	������	��" T(f) ���	!.
�� /� so(2r,C) �� ����#��� �	����� ������� ������	����'��� �	��� λ(f) (f =
2, . . . , r− 2)� %	�	����	���� � ��������� ����"��" 
�
 %�"��	 %����	�	��	 �%�	�	�".
*,�( %�	������	��+ T(1) � %����������	

V2r ∧ V2r ∧ · · · ∧ V2r︸ ︷︷ ︸
f

≡ (V2r)
∧f , ������0�

�� ����#��� �	
������ ��������� $	+����	 �!���*,�( %�����	!�� 1������ � %�	�.
�����	��� ��������� ��	 Hi �%�	�	�	�� � ��������� �� �	
���� �������� ��	� �	��� �����	
������	����'��� �	��� λ(f) (f = 2, . . . , r − 2)�

• ������ ��� �	
���� �	������� ������������

2�	������	��" T(r−1) � T(r) �� ����#��� �	����� ������� ������	����'��� �	.
��� λ(r−1) � λ(r)� 
�����	 �
���� � �%��
	 ��������� �	 ����� !��' %����	�� �
%�"���� %����	�	��" �%�	�	�"*,�( %�	������	��+ T(1)� ��
 
�
 � �%�	�	�"*,	�
%�	������	��� � �%	������� Hi ��	*��" ���'
� ��� ��!���	���( ���	��" +1 � −1� �
%������' 
��������� �	���� �����	 1/2� �	����&��� )���
�� %�	������	��" T ′(r−1)
� T ′(r) �� ����#��� �	����

λ′(r−1) = λ(r−1) + λ(r) = (1, 1, ..., 1, 0) ,

λ′(r) = 2 λ(r) = (1, 1, ..., 1) ,
����� ��

����"��" 
�
 ��������	���������	 %�"��	 %����	�	��" �%�	�	�"*,�( %�	�����.
�	��+ T(1)� �	+����*,�	 � %�����������( ������0� ��" f = r−1 � f = r� �����	����	�.
���

2�	������	��" T(r−1) � T(r) �� ����#��� �	���� λ(r−1) � λ(r) �����*��" �%����.
���� %�	������	��"�� ���	!�� so(2r,C)� 3�� %�	������	��" �	4
�����	���� � !�.
��� �!��&���'�" ��&	 � ���	�	 ������ � ��
&	 � ���	��( ����� � ������ � ���������
� 5��	�	 ����� ���� 6����� ���� !��	� %�
����� ��� �%�	�	�"*,		 %�	������	��	
T(1) ���	!�� so(2r,C) ��&�� %�������' 
�
 %��%�	������	��	 � %�"��� %����	�	.
��� ���( �%������( %�	������	��+ T(r−1) ⊗ T(r) %�� �	���� r � T(r−1) ⊗ T(r−1) ��

���� �����	
������ ����	��
�� ���
� �������������
�� ���

(xi1 ·xi2 · · ·xik)� �����	
��	 � ����� ������ ��������� λ� ����� ����	������ ����
��� ��� ����� ��������� ����� ����� � ������ �����	
��	 � ����� ����� ��� 
������ λ� ����� ���� ����	������ ���� ��� ��� �� ������� ���� �� �����! "�#����
������ ��������� �������� (xi1 · xi2 · · ·xik) ��������	�� ���� ����� $%!&!�'�(� �
���� ����� �������  ����� ������ ���� �������� �����������	 χλ(x)� �  ������
������ ����� )������ *��� $%!&!�''( $�! ����������� ��������	 ��� ������ 
������� ������� $%!&!�++( �� ,���������	 ������(!

��� �����	
������ ����	��
�� ���
� ���������

����
��

- ���������� ������ .���� �� ���	
����� ��������� ������ ������������� ���� 
�������� �������� ����� � �� ������ /�� ���������� ������ ��������� � ���� ���
#�� ��������� �����	 ������ ������ ������������ ��� ��� �� ���� �� �������
���� ������ ���! "����	 ���� 0 #�� ���� .���)����12������ � �����������
������������ ������������ ������� s�(N,C)� ��� ������� g�(N,C) � �� ��
����� 
��� )���� u(N)! 3��� .���)����12������ ������	�� ��4��� �������� ������� 
��	 ������ ���� $�! ����� � � ������� ���(� ������� �������� ������� �������
� ����������� ������������ ������������� ������������ ������ /� s�(N,C)�
� ����� ������ g�(N,C) � u(N)! 5���� #����� ���� .���)����12������ 	��	��	
������� ����������� ��	 �������	 � ����)������ ����� ������������! -�� 
��	 ���� 0 #�� ���������� 5���4�1.������ ��	 ��	���� �����������	 ���� ����� 
������� ������������� ������������ ������������ ����� SL(N,C) � �� ������
/� ��	 ����	 N ≥ 3 $����� N = 2 �������� ���� � 6������ ���(� ��� �������
/������� 6�������� ��	 ���������	 ��	���� �����������	 ���� ������������
������������ ������ ����������� Sr! 7��� ��� ����� �������� �� #��� ����� �� 
��� ��������� ��)�������� �� ����������� ��������	 � ������ 8�9:� 8';: 89+: �
89�:!

<��� �� ��4� ������ ������ ���� ��������	 ����� .���)����12������ �
����������� V(λ) ������������� ������������ ������������ T (λ) ������� /�
g�(N,C)  �������
��� Eij (i, j = 1, ..., N)� ����������	�
��� ���������� ��� 
��4���	�

[Eij , Ek�] = δjkEi� − δi�Ekj . $%!;!�(

"����������	 � ���4�� ���� ������� g�(N,C) ������������ � ������ ���

������� �����! -��������� ���� ��������� ��� � ���������
�� ������� U(g�(N,C))
$N > 2( �����	 ���������� ��������  ����� ������� �� 	��	��	 ����������� 
	�� #�������� ���������� 5������ � ���������� 5������� $��������� 5�������
������ s�(N,C) � g�(N,C) ��������(� �  ������ 0 ����������� � ���� #����� 
���� ���������� 5������ � g�(N,C)! =�������� ��� ���������� 5������ � g�(N,C)
�������� ��������� ����������� #������ � ����� ���������� N > �! ����� ��� �
������� �����! 7���� �������� $�! ������ �����(� ��� �������	 ���������� 5��� 
���� �� ��� �������� ���������� V(λ) ��������	 � ���� )������ �� ���������
���4��� ��� λ = (λ1, ..., λN) �����������	 T (λ)! - ������ ��� ������� ����� �� 
�� ��������� ��� ������������ ���������� ���4��� ��� λ ����	������ ������



��� ��� ��������	�
��	 ��	������ ���� �	�
�������	�����

���������
λ1 ≥ λ2 ≥ · · · ≥ λN ≥ 0 , ���	�
�

� ����������� ��������� ���� Λ = [λ1, ..., λN ]� ��������� ��������� g�(N −
1,C) ⊂ g�(N,C)� ���� ��!��� � g�(N,C) ������"�� ���#�⎛⎜⎝ 0

A
���
0

0 ... 0 0

⎞⎟⎠ , A ∈ g�(N − 1,C) , ���	���

� ���$� ��������� g�(N − 1,C) ��� ���� �� ���#��"�� Eij ∈ g�(N,C)� � �%
��&' ������& �������� #��(��� i, j = 1, ..., (N − 1)� )��������� ���(�%
����� ������������� T (λ) ������& g�(N,C)  �� ��� �������&� �� �������%
�& g�(N − 1,C) � ��#������� � ����� �� ���������&' ������������* T (λ′)� ��!%
�� �# ���&' ����� ��#������$ ���$+�� ,-.�T (λ)� � ��������� ���� ����%
+�� ���� λ′ = (λ′1, ..., λ

′
N−1)� ��� �������& ��� �(��& ��� !� ��� � � ���	�
��

λ′1 ≥ · · · ≥ λ′N−1 ≥ 0� /�� λ′ ����������� ��������� ���� Λ′ = [λ′1, ..., λ
′
N−1] �

������ �� ��������&� #��(��� ���� 0���1�� � λ′i� ������� 2�#����� �� 
g�(N − 1,C)� 3������& 2�#����� �� g�(N − 1,C) ���������� � ���������
2�#����� �� 4��������� ��������& 2������� �� g�(N,C) � �4��� �& �!��
����$#���$ �' ��������&� #��(��� � � ���������$� � #��(��� ������� ����%
+�� ���� λ′ = (λ′1, ..., λ

′
N−1)� �� ������1�� ������ � �������������' V(λ′) ⊂ V(λ)

������������* T (λ′) ��� �� � #��(��� �� ������� ����+�� ���� λ = (λ1, ..., λN)�
5����� ������� �����!���� � ���&� ����$#�����$ � ��#���� ����� �� 0���%
������ ����� ����� �&(������ ��#�������* ������������* �����& SL(N,C)�
���&* ���&���� �� ��!���� ������������* �������& SL(N − 1,C) � ����%
�������� �����& SL(N,C)� 6�� �����!���� � ���* ���� ��������& � � ����%
��� ��!���* ������������* ������& g�(N−1,C) � ������������ ������& g�(N,C)�
/ ��#��$���� �& ���'��� � ���� (� ������������� T (λ′) ������& g�(N−1,C)� ��%
��������"�� ��������� ���� Λ′ = [λ′1, ..., λ

′
N−1]� �!�� �'���$ � ��#�!���� ����%

�������� T (λ) ������& g�(N,C)� ����������"�� ��������� ���� Λ = [λ1, ..., λN−1]�
��$� ���� �&����� ������

λi ≥ λ′i ≥ λi+1 , i = 1, 2, . . . , N − 1 , ���	���

��� 4�� �������$ �'!���� ��!�� ���������� ������������ T (λ′) � ��#�%
!���� ������������ T (λ) ����� �����1�� ��������� �����$ 1��(�� ��!���* ��%
���� g�(1,C) ⊂ g�(2,C) ⊂ . . . g�(N,C) � ��#�!�� ���������� V(λ) ����������
������������ ������& g�(N,C) �� ������������� V(λ′) ���������&' ��������%
����* ������& g�(N − 1,C)� ���&� � ��� (����$ ��#�!�� �� �������������
V(λ′′) ������������* ������& g�(N − 2,C) � ��� ������ ����$ � ���������� �����%
����&' ������������* ������& g�(1,C)� 2�!�� ���������� V(λ(K)) ��������%
�� ������������ ��������& g�(K,C) ��������� ���� ����+�� ���� λ(K) =
(λ

1(K)
, ..., λ

K(K)
)� �������& ���� �������� � ����� � ���� ���	�
�����	����

λ
1(K)

≥ . . . ≥ λ
K(K)

, λ
i(K)

≥ λ
i(K−1)

≥ λ
i+1(K)

, i = 1, 2, . . . , K − 1 . ���	�7�

8�� ��� ����������� ���������&' ������������* ��������& g�(1,C) ������&�
� ���� ������� ���' ����+�' ���� λ(K) (K = 1, ..., N)� �������� 0����������

��� ������������	 
���������� ��
��
���
�� ���������
�� ���

������	
��	��� ������	
�� 	����� ���������
� H ′
i |λ(f)〉 = (λ(f))i |λ(f)〉� �	�

(λ(f))i � ���������� ����� ���������  �
 ���������
� �����!� 
� ���������
"
������#�� ��$
 � �
� %&���� ����� Hi = H ′

i − 1
r+1

Ir+1 ��'�%!(
� �����)� 
 ���������

*��$��� ��(�" ���'

 ��� ����&����'��� ���'
��	
��� �'�	���$��
� T (�n) $+
���'� g�(r + 1,C) �%	%� �'���'
������� ��'�
�
 ����
 �������,

λ(�n) =
r+1∑
f=1

nfλ(f) = (λ1, λ2, ..., λr+1) ∈ Vr+1 (nf ∈ Z≥0) , ������#�

�	� λk =
∑r+1

f=k nf 
 �������������� �� 
����

λ1 ≥ λ2 ≥ · · · ≥ λr+1 ≥ 0 . ��������

-��" ��� ��.�� �'�	���
�� �'/
&���
 � �
	� 	
�'���0�� Λ = [λ1, λ2, ..., λr+1]�
�� ���� � �
	� 	
�'���� 
���'.����" � 1
����)� � ����'�" �$�� ������	
�� 	�+
��
�� nr+1 ���$�2�� ������" (r + 1) �&�� ����������%�� %���.��
! �'�	���$��
�
� 	
�'���" [λ1, ..., λr] � nr+1 �	����'��� �'�	���$��
" T(r+1)�� -�
� ��'����
���'
��	
��� ����&����'��� �'�	���$��
� $���'� g�(r + 1,C)�  ��.� �� ���+
�����" ��(��������" /�'�� u(r+1)� �$��
/
2
'%!��� � ����(�! 	
�'��0�+
�� ����'�� 
��!� �� ��$�� (r + 1) ��'���

�� ���
����
���
 �
���������
 ��
�	���
��� ���
��� so(2r,C)
�
��� Dr��

3�'�
 $���'� 4
 so(2r,C) �'
��	��� � �����5#��  �
���� �'����� ��'��" 6��"
$���'� ��'�	�$�� � �����57� ���� 1�	�$ ����� 8�	���
� �'����� ��'�
 �����57� �
'������ �����5�� 9 '��%$���� �� ��$%&�� �
����% $
��"��� %'����
" � ���'+
	
��� (λ(i))j (i, j = 1, . . . , r) /%�	����$���� ����� λ(i) ∈ Vr� 1��� 6�% �
����%�
�� ��$%&��� &�� /%�	����$���� ��� λ(i) $���'� 4
 so(2r,C)� �� �����' �
r+��'��� ��'����� �'���'����� Vr� ��
���!��� �$�	%!(
� ��'���

λ(1) = (1, 0, 0, . . . , 0) = e(1) , λ(2) = (1, 1, 0, . . . , 0) , . . . ,

λ(r−2) = (1, 1, . . . , 1, 0, 0) , λ(r−1) =
(
1
2
, 1
2
, . . . , 1

2
,−1

2

)
, λ(r) =

(
1
2
, 1
2
, . . . , 1

2

)
.
������7�

8%��� f = 1, . . . , r − 2� 8���'�
� ���'
��	
��� ����&����'��� �'�	���$��
�
T(f) $���'� so(2r,C) �� ��'�
�
 ����
� '����
 /%�	����$���� ���� λ(f) 
�
������7�� 9�� λ(r−1) 
 λ(r) ��� '����'
��� �� �%	���

*�&$ ���.��� &�� ��'�
" ��� ��'�	�$�!(��� �'�	���$��
� T(1) $���'�
4
 so(2r,C) '��� /%�	����$����% ���% λ(1) = (1, 0, 0, . . . , 0)� 9���'�� � �'���'�+
���� V2r ��'�	�$�!(��� �'�	���$��
� $���'� so(2r,C) �'����'�
'������ ��
�+
��� �����' ε(k) = |μ(k)〉 (k = 1, . . . , 2r)�  �
 �����' ���$��� �����% �
	% ������)�
��'�%!(
� Hi (i = 1, . . . , r) ��	$���'� 3'�� � ��'�	�$�!(�� �'�	���$��


����������%!� ����

μ(k) = e(k) − e(k
′) ∈ Vr , k = 1, . . . , 2r , ������)�



��� ��� ������������	 
���������� ��
��
���
�� ���������
��

����� �	
�������� �	���� (r+1)� �	� �	� ����������� �	� �����	���� ��������
μ = (μ1, ..., μr+1)  ���������	�� μi �	����� ���

H ′
i |μ〉 = μi |μ〉 ,

��� |μ〉 � ������	 �
 �����	���	 ���������� �����	������ 	������ g�(r + 1,C)�
�	� �	� �������� ���	
�����  !���"# 	������ s�(r + 1,C) ���	�	��  �������$

�� ���	
������ 	������ g�(r + 1,C)� 	 ���	�����	 %	��	�	 	������ s�(r + 1,C)
���&��	 � ���	������ %	��	�	 	������ g�(r + 1,C)  �	����� �	
���� '�������
 !����# �  !�(�(!##� �� �������� ������	 α(kl) 	������ g�(r + 1,C)� ������� ��������$
��� ���� &� ������	)������� �����*������  !����+#  '������� Hi �����	���
�� H ′

i ������ �	 ����	���� ������)���	����, ����������#� ���	�	��  ���������
������	��  !�����# 	������ s�(r + 1,C) � �����	������ ����� ���	�	�� �- �����$
��� �����	���	� .	������� ��� �������� �����	���� 	������ s�(r + 1,C) � '��
r$����	� ������������ Pu � Vr+1� �����	� �������	���	 ������� u = (1, ..., 1)� �	$
��� ���	
��� � ������� �� �����- 	����� /�� � �������- 	����� /� g�(r+ 1,C) �
u(r + 1) �������� �����	���� �� ���	�	��  �����	����� ���� Vr+1  ��������
�����	���� ���&��� � Vr+1 �	� ��������	����#�

0
 ���� �	
	����� ��*� ������� ���� ��$�����-� � 	����� s�(r+1,C) � g�(r+1,C)
���	�	�� ������ 1�,��� 	 ��$�����-� ��� �� ��	��� � ������ ���������� ����$
�	������� �� �	�*�� ������	 � �����	���	- �����������- �����	�����, 	����$
�� s�(r+1,C) ������������ ����� � �	�*��� ������	�� � �����	���	- �������$
����- �����	�����, 	������ g�(r+1,C)� ��'���� � '��- 	����� ������ �
	������$
��
�	���� ����������   �������� �� ����&���� �	 ���������� �����	������#
��&�� ������������� �����	�������� � �	�*�� ����� 1 �	������ �	�*��
������	 |λ(f)〉 � �����	���	- 2���	����	����- �����	�����, 	������ s�(r+1,C)�
������� ����������� �  !�(�!!#� ����� �	�	����	��� � �	����� �	�*�- �����$
��� � �����	���	- 2���	����	����- �����	�����, T(f) 	������ g�(r+1,C)� 3���$
�	������ T(f)  f = 1, ..., r, r + 1# 	������ g�(r + 1,C) ��,����� � ��- &� �����	�$

��	- V∧fr+1 �������� 	�������������- ���
���� �	��	 f � ��� � 2���	����	�����
�����	������ 	������ s�(r + 1,C)� 4��� Vr+1 = Cr+1 5 �����	���� ���������$
���� �����	������ 	������ g�(r + 1,C)� ������� ���&���������  �����	�����
������������� �����	������ 	������ s�(r+1,C)� 6������� ���	��� ��� � g�$���	�
������ �������������� �������	����� ���������� 2���	����	����� �����	������
T(r+1)  ����� �	�*�, ��� �	���, ������� u = (1, ..., 1)#� ������� � s�$���	� 5 ���$
��	����  ����� �	�*�, ��� �	���, ����# � ��'���� ��� �� ��
����� � ����������
�	��������� %���� ����� � ��� �	
����, � ����������� ���	
����- ���	�����
%	��	�	  !����# �  !�(�(!#� �	�*�� ��	 λ(f) �����	�����, T(f) 	������ g�(r+ 1,C)�
������������� ������	� |λ(f)〉� ����� �����	��� �� �	�*�- ����  !�(�77# ����$
�	�����, T(f) 	������ s�(r+1,C)� 8 ������� ����� ���� �������, 	�	��� 9����$
&����� ������

�����	
���� ����� ���� λ(f) ∈ Vr+1 �����	
���� �
����
����� �������	���

��� T(f) = T∧f(1) ������ g�(r + 1,C) ������� u(r + 1)�� �
�
�� �����	��� 	 ��
�

�������	�� V∧fr+1 �
��
���� ��������������� ����
�
	 ����� f � ��	� ����	���
�� � ��� �!!��

λ(f) = (1, . . . , 1︸ ︷︷ ︸
f

, 0, . . . , 0) , f = 1, . . . , r + 1 .  !�(�((#

��� ��������	�
��	 ��	������ ���� �	�
�������	����� ���

���������� 	��	��
����
�� V(λ(1)) ⊂ V(λ(2)) · · · ⊂ V(λ(N)) = V(λ)� ������ 	���
������
������� ������������� ��������  ��� ���� �����	
�	�����
	

λ
1(N)

λ
2(N)

. . . λ
N−1(N)

λ
N(N)

λ
1(N−1)

λ
2(N−1)

. . . λ
N−1(N−1)

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

λ
1(2)

λ
2(2)

λ
1(1)

�������

����� ��� �!����� �� !������ �������� 	��	��
����
�� V(λ(1)) � !������ ������"
��
� 
#����� �������� ����$��� �����%�����& ��$�
  V(λ)� '��� ��$�
 ��$����
�
�	����� �����	
�	�����
	� (�� ��)��  ���� 	�
������ 	���
������� ��)����
g�(N,C)  ��$�
� *���+����,-������ ��
���� �� �	�������� ��&
��� ����$����#
Ei,j ∈ g�(N,C) �� 
#��� �������� .� �� ����� 	������� $��
� ���� +������ ���
��!�)� ��&
���� '�� +������ ��%�� ��&��  !��)�# /�01� /2�1 /031 � /0�1�

• ������ ���� � 	
��
��� ����� ����������������� � �
��������� V([3]) � V([2,1])

������������ ������ u(3)� �

������� !"�� �����##�# $��� [3] � [2, 1]�
%
�
������� ���#�# ����������������� &�������# ��'�
�# �
�������
V([3]) � V([2,1])( ��' ���� � 
'��� ���
�
� &�#� �
# �� &����)�( * &����)�( �
&����)+( � �
������� ,-��
��, .������ �����(�



��� ������������	 
���������� ��
��
���
�� ���������
�� ���

������	
 ������	 �������� ��������� 	�����������
 ��������� �������� Ψ �� �����
��	����	� ��������� �	����	�	� �!�
 � �����"	!� ���� � �����
 �� ��!�	����
� 	
�������� ����	����� T (�n)(Eα) � �������� �#��� ��������$ � ����������	�� ��������
��������� Ψi1...in � ���	�%�! � �	��&� �����"& � ��	��� 	��� '��� ���� ( ���#�$�
�	�� ��	��	��	 )��	� �������
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 #�	�	��#� ���$�� �� ��������� ���������
�����&� ���	�#�� ������	����� ������������� ������	�����
 T (�n)� ���#	���
 ��
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r

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

︸ ︷︷ ︸
nr

��� . . .
r − 1

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

︸ ︷︷ ︸
nr−1

��� . . .
. . .

. . .

. . . . . .

︸ ︷︷ ︸
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�������� ��� Λ� ��������� �� nr �����	�� ������ r� nr−1 �����	��

������ (r − 1) � ��� ������ � ��������� Λ ������ ������ ����� ���� λ1 = nr +
· · ·+n2+n1� ������ ������ ����� ���� λ2 = nr+ · · ·+n2 � ��� ������ �� ��������

������� ������� ����� ���� λr = nr� �� ���� Λ = [λ1, . . . , λr]�

.��#��%	
�
 ��	��	��	 )��	 Λ = [λ1, . . . , λr] ����	�	�� � ��	��	���� )��	� �
������� %�	 ��$ �&%� � /	��	��� �� ���� �	������	 ���������� 0�	 ��	��	��	
�������
�� ��������� �������� Ψ �	��	 n� �����&� ���	�#�� ������	����� ������
�������� ������	�����
 T (�n)� 1	� ������ ��	��	��& )��	 ��
�	�& � ����������
�������� �� ������	���� ����������&! ������	������ ��#��& SL(r+1,C) �	�����&
2� s�(r + 1,C)�� �& ���#��� � ����	����� ������

��� ���	
���	��	 �	��������	 ��	������	��� ���	�� g�(r + 1,C)�

3�+� � �	����� ������ �����&� ����
 �� �&���# 
��&! 4���#� ��
 !	�	������
������	������ ������&! ��#��� 	 �	�+� � ���"� �	����	 ����� ��� ���#+����� �	���
�	 5��$4	��	67�����	 � ������	����	! ������	������ 	����� 2�� �	� ���	���
��

�������&� 4	��& � ������	�����
! �� ��	�%�� ����� �������&! 	����� g�(r+ 1,C)
� u(r + 1)�
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 ����������&! ���������&! ������	������ 	�����& s�(r + 1,C)�
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 �	 ��#	� ������	������ 	�����&
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H ′
i ≡ eii (i = 1, . . . , r + 1) , ��������

�����&� #+� �� #���������
�� s��#������ �����9�� :	��� ���	���� ���	�����	 1	��	�
�	 � g�(r+1,C) 
��
���
 �	�%������� ��	 ��� ���	�����
 � ��� �������� �	���"&�
���	�����& 1	��	�	 � s�(r + 1,C) � ������	����� Vr+1 ����� 	�����& g�(r + 1,C)
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nf ≥ 0� ������	
��� ������ ��� ������� ������������� ������������ T (�n) ���� !
�" s�(r + 1,C) ����������"� �������� ��������" #"����� �� $��� ����� ���%��"
������������ ������&�� ' (������ ��� �����) ������ ����") �	��������*�"�
����� λ(f)� ��������� �����++� � ��������� �" �����

ni = δif ⇔ Λ = [λ1, . . . , λr] = [1, . . . , 1︸ ︷︷ ︸
f

, 0, . . . , 0] ≡ [1f ] .

,���� � ��%��� ����������"� ������������� T(f) = T∧f(1) � ������ ���� ����")
����" �	��������*�"� ����� λ(f)� � ����"� �����	
 � ����������) �����!
�*
 ����������(�") ��%���� �����+�� ����� f � ������������ ��������� -����
�������� �% ������ ��� .� �"���� f /

T(f) = T∧f(1) ←→ [1f ] = �

�
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⎫⎪⎬⎪⎭ f . ������+�

0����� ��������" � ������ (��� ������+�� ��(���� � ���)��� ������ ��1�� ���!
����* ������" (i1, . . . , if) ����������(�") �������� Ψi1...ik

(a) � �(��*� (� ��!

�	(������� � ��.� �������	� ������*
 ����������(�"� ��%���� �����+���
���������� ����") ��* ���������� ������������� ������������ T∧f(1) �

������	
� �� 2��������� V(�n) ������������� ������������ T (�n) ���� �" s�(r+
1,C) �� ������ ����� ��������� ������ ����1����� �% ������� ������ |�n〉 ���
�������� � ���(�� ������� ��������� ������� ����������� ��%���� ����� n =∑r

f=1 f · nf � 3������� 4�) ��%���� ���� ��1� $�%��� ������ ����������� ���!

������� -��� Λ = [λ1, . . . , λr] � n =
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i=1 λi �������� 2������ 4� 	���1������
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������ ���� �� $��� ��&� 2��������� ������������ T̄ ���� �" s�(r+1,C)� ������
�%� ��1��� �� $��� ��&� �����%	��� � ���������� ��%���� Ψ ����� n =

∑
f f ·nf �

2�����"��� ������" (i1, . . . , in) �������� Ψ
i1...in ��%��� Ψ ������ ��������� �%� !

T̄ = T⊗nr

(r) ⊗ · · · ⊗ T⊗n2

(2) ⊗ T⊗n1

(1) = r
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⎪⎪⎩
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��1���"� � ������ (��� $��� ��& ��� ������ nr ��� .�� �"���� r� nr−1 ��� .��
�"���� (r − 1) � ����� �" ������ (� ���������� V̄ ������������ T̄ � ��%�����
��%����� Ψ � ����������� Ψi1...in � � ����
���� ������������ ������������
�� ����������� ��������� � ������ ��������" Ψi1...in  	�	 ����������(�" ��
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�� $��� ��&� 2�� �"������� �% V̄ ������������ ������������� �������������
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��� ��� ��������� ���	
������� ����� O(N,C)� SO(N,C) � �� ��	����� O(p, q)� SO(p, q)
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�	�	����� �
���� O(p, q) � �����
� �� so(p, q)

�������	
� N���	�� ������������ �����	�� �	���	����� VN � � ����	�� ���
����� ���� �����	�� �a,�b ∈ VN ����� ���	������ �����	�� �	�
�����
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p
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q
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���������� T (�n) ���
���
� s�(r+1,C) �� ���
��	 ���	 �������� ��
����� ��� ����
����������  �
��
	�	 �
��#������ T⊗n(1) ��
������+�" �
���������% T(1) �����
� s�(r + 1,C)� ���

������! n ������ &�
	���% n =
∑r

f=1 f · nf , �	� ������-��

�������� �� ������- ��	 �������� 
� ���������  ���	�����
�� T (�n) ����+��
s�(r + 1,C) � ��������	� 
�+��� ����� ��	�� λi (i = 1, . . . , r)% (������ 	����	!

� ������5� � �������
� λ1 ≥ λ2 ≥ · · · ≥ λr ≥ 0% � �� 	�� ���
� n� 6�+��
Λ = [λ1, . . . , λr] ����� 
����������#
�� ��	�� 	 �(�'�

�� 	��-	���� 
�'�����	�

�#������	 ��	�� n � �+�'
�����	� (�( Λ  n� 2�(� �+��'�% (�,��� 	������
��	� λ(�n) ∈ Λ+ ����+�� s�(r + 1,C) ���� 
� �������� (�
��
���
��  ���	���!
��
�" T (�n) ����+�� s�(r + 1,C)� 	� �	�������	� ��'+��
�� Λ  n% ��� �������
7
�� Λ = [λ1, . . . , λr] 	 n (���(��% � (�����-  ����� 	���(� 	�	���� �' λ1 (����(%
������ 8 �' λ2 (����( � ����% �  �	���
�� r!� 	���(� 	�	���� �' λr (����(� /�'+��
��
� ������� 7
�� ��		��������	# 
��  �� �+	�,��
�� ���  �  ���	��
���(
� /�'���� �������  ����- ��	�� (
��� �	� ��(,� 9����
�� � � /�'���� ���% ���

�,��� :���� ��	�� λk ≥ 0% � ������"3�� ��� ������� 7
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��� ��� ������������	 
���������� ��
��
���
�� ���������
��

��� i = 1, . . . , (r + 1)� �	
�� ��	��� ��� ��	���� ��
��	 |λ(f)〉 ∈ V∧fr+1� ���	����

��� ������	������ T(f) = T∧f(1) � �	���

f∑
k=1

μ(k) =

f∑
k=1

e(k) − f

r + 1
u ,

� ���	�	�� � ����	����	��� � ���� λ(f) �� �!���""��

#�	
� � �
	�	��� $� ����	����	��� � ���	 λ(f)� �	�	�� � � �!���""�� � ���%

�	&� � 
	$����� ��	���' ���� ��������� ' 
��$����� ' ������	������ T∧f(1)

	����� s�(r+1,C) � �����	����	' V∧fr+1� ��� �	� � � �	������� �
	�	�������
����� ����� ��� ���$	� 	����� s�(r + 1,C)�

(��	�� ������ ����� � �� �
	�	��������� ��	���� ���	 ���' 
��$����� '
��������� ' ������	������ 	����� s�(r + 1,C) �������&��� � �!���)� � ����	�%
��*	� ����*����� Λ+� 
��� ��*�	���� ����	����	��� �� ���	�� �!���"���
�!���""� � '	�	
���������� ��
��	�� �n = (n1, . . . , nr)� ��� ni ∈ Z≥0� � �������	�� � 
���$	�� +,-

λ(�n) =

r∑
f=1

nf · λ(f) = (λ1, . . . , λr, λr+1)− n

r + 1
(1, 1, . . . , 1) , �!���!��

��� nf ∈ Z≥0� λr+1 = 0 �

λk − λk+1 = nk ⇒ λk =
r∑

f=k

nf , n =
r∑

k=1

λk =
r∑

f=1

f · nf ≡ |λ| . �!���!.�

(��������&/�� ���������� ������	������ T (�n) ��	�������� 
	
 ��������	���%
���� ��*���� � ������� ����������� ��	������ $� T(f) = T∧f(1) �

T⊗n1

(1) ⊗ T⊗n2

(2) ⊗ · · · ⊗ T⊗nr

(r) , ni ∈ Z≥0 , �!���!0�


��� ��������� � �����	�����

V⊗n1
r+1 ⊗ (V∧2r+1)

⊗n2 ⊗ · · · ⊗ (V∧rr+1)
⊗nr . �!���!)�

1������������ � �����	����� �!���!)� ������� ��	���� ��
�� ��������	������
T (�n) � ��	���� ���� �!���!�� 2 3� ������� ����������� ��	���' ��
��� ����%
��	������ T(f)4

|�n 〉 = |λ(1)〉⊗n1 ⊗ |λ(2)〉⊗n2 ⊗ · · · ⊗ |λ(r)〉⊗nr . �!����5�

6�� ���	��	���� �������	���� V(�n) �� �����	����� �!���!)�� ���������� ����%
��	������ T (�n) � ��	���� ���� �!���!�� ��*�	���� ���� ���
� �� 7	����	 ��� �
������ ������ 
	
 ������	� ��$
	 ��
���

· · · T (�n)(Eγ) T
(�n)(Eβ) T

(�n)(Eα) |�n 〉 , �!������

��� α, β, γ, . . . 8 ���9	����� � 
��� �!����!� 	����� s�(r + 1,C)� 	 ���	�� 
T (�n)(Eα) �������� � ���������� � ��	���� �!����"� ��� ������� �����������
�!���!0�� 6�� � ���
	�	��� ������� �	� 
 �����&/��� �����*����&�

��� ��������� ���	
������� ����� O(N,C)� SO(N,C) � �� ��	����� O(p, q)� SO(p, q) ���

�� ����	
� ������ �������� ��� det(Λ) = ±1� ������� ���	��������������� �����
�� O(p, q) ��� 
	����� �� �	� ���	�����!" ���� � ������ ������#���	� O+(p, q) 

O−(p, q)� ������$
" ����	����	���� 
� �� ��	���!" �det(Λ) = +1� 
 ���� ��	���!"
�det(Λ) = −1� ���� ����	��
% Λ ∈ O(p, q)� ������#���	� O+(p, q) ≡ SO(p, q) �� �
��	���!" ���� ����	��
% � ������ ���&
�����' ��������� SO(p, q) ⊂ O(p, q)� �����
���	
� Λ 	 	
��  �����% ����
&!

Λ =

(
X Y
Z W

)
, �����

��� X � Y � Z 
 W ( 	�$���	���!� ����
&! ������� p × p� p × q� q × p 
 q × q�
����	����	�����

• ������ ���� 	
����� ���
�� | det(X)| ≥ 1� | det(W )| ≥ 1 � �

��
����
��������

)�*  !�� ��*����� 	 ���	�% ����
 *�
�
 ���� ������ �������� ���*� ���� ��� �����!
O(p, q) ��#�� �������
�� ������ �� ��	����% ����"�����% ��������! SO↑(p, q) ⊂
SO(p, q)� *������ ������������ *�* ������#���	� ��������	 Λ ∈ O(p, q) ��*
"� ���
det(Λ) = +1� �  ��*
 X 
 W � ������!� 	 ������ �����
���! ����	
��
 det(X) ≥ 1�
det(W ) ≥ 1� ��������� SO↑(p, q) ⊂ O(p, q) �	������ �	����% *���������% ��
�
����
�� �������� I ∈ O(p, q)� � 	�� ������ ���
� �����! O(p, q) �p ≥ 1� q ≥ 1� �����
� 
�
���!��" �� �	�����!" ���� � ������ *��������� *�#��� 
� *����!" �������	����
�� �% ���#�!% *���� �� ��������� SO↑(p, q)+

O(p, q) = (SO↑(p, q) · I) ∪ (SO↑(p, q) · T ) ∪ (SO↑(p, q) · P ) ∪ (SO↑(p, q) · PT ) , ����,�

��� T = diag(−1,+1, ...,+1) 
 P = diag(+1, ...,+1,−1)� -���	����	����� � .��
���
�
*�������� SO↑(p, q) 
 (SO↑(p, q) · PT ) � ������ ��������� �� ��	���!" ���� �����
	��
% SO(p, q)� � � .��
���
� *�������� (SO↑(p, q) · T ) 
 (SO↑(p, q) · P ) �����	����
���� ��	����' ����� O−(p, q) ⊂ O(p, q)�

/����
�� ��� ������ �����
�!	����� 	 	
�� η = (ΛT)−1 ηΛ−1� �������+

η−1 = Λ η−1ΛT ⇔ ηij = Λi k η
knΛjn , ����0�

��� *��11
&
���! ηkj �� 	��"�
�
 
���*���
� � ������'� �������! � �����% ����
�
&! η−1+ ηikηkj = δji 2 ��� ����������% ����
*
 ������ �! 
���� η−1 = η� )����
����� ����	
� ������ ��#�� �����
���� 	 	
�� ������3��
%� *����!� ������ ����
��� 	 ������%3���

ηij (Λ
−1)jn = Λki ηkn ⇔ (Λ−1)i n = Λn i ⇔ (Λ−1) n

i = Λni , ����4�

Λ k
i ηkn Λ n

j = ηij ⇔ Λ i
k ηkn Λ j

n = ηij . ����5�

/���� 
 ����� ���.�� 
 ����*��
� 
���*��	 ���$���	��'��� � ����$�' ����
*

������� ����
���� Λni = ηnjΛ

j
i� Λ

i
n = ηijΛnj� 
 ��* ������

6�������
	�� �������! Λ ∈ SO(p, q) 	 �
�
 ��
�
&! Λ = I + t A + . . . ����
��������� t 7 ����� 
� ����	
% ������ �! �������� 	 ���	�� �����*� �� t+

Aki ηkj + ηin A
n
j = 0 ⇔ Ai k η

kj + ηin Ajn = 0 . �����8�



��� ��� ��������� ���	
������� ����� O(N,C)� SO(N,C) � �� ��	����� O(p, q)� SO(p, q)

�������	� 	�
���	����� (N×N) ����� A� ���	���	����
�� ����������� ���������
���� ��� 	�
���	����� 	�!������ "���������	�� !������#��� ! ��$����� �� $��""�
O(p, q) 	 �����%�� &������� '�� "���������	� ��� ��%����� !�! so(p, q)� (��%��
���� A � A′ "���������� so(p, q)� �� �� !������� [A,A′] ���	���	����� �������� �
[A,A′] ∈ so(p, q)� )�!� ���� �� ������	� ����� A� ���	���	����
�� ���������
���� ��� ��$���� *� so(p, q)�

+���������� ��������� �%���	�� %�� η , ������%��� ������� ����  �"����#
	 	��� ηjk A

k
i = −ηik Akj � �� ���# ������ η · A , !���������%�� � �� ����

�� �����# "� �� ��� !���������%��� �����

η · A = ωij(eij − eji) ,

$�� eij , ����%��� ������� � "������� ωij = −ωji ∈ R� -����� �������� %��
	 !�%���	� �� ��� 	 ��$���� so(p, q) ���� 	�����# ������ ��� "��!� . /� ����
��������

Lij = η−1 · (eij − eji) , 1 ≤ i < j ≤ p+ q . ��������

0�"��# �� � 	������ "��	��� eij · h · ek� = hjk ei�� $�� h = ||hik||� � "���%�� ���
���� ��
�� �������� ��$���� so(p, q) ����!������ �����������

[Lij , Lk�] = η−1jk Li� + η−1j� Lki + η−1ik L�j + η−1i� Ljk . ��������

-����� %�� &�� ����������� �"��	����	� ��� ���� ��
�� ��$��� *� so(p, q) �
����1 ������%��1 ����!�1 η ��� ��� ����#�� ���$����#��1��

2�"���� %�� 	 "��	�1 %���� !��$� � �"�������� ����$����#��� $��""� !�3
"��!���� ����� !�! ������	� !�"��!���� N × N ����� O� ���	���	����
��
����	�� ����$����#�����

OT η O = η , ������4�

$�� 	 !�%���	� ����!� η 	��������� ����� ������%��� ��	���������� 	�
�3
��	����� ������� 5 %�������� ��� �"�����#��$� 	����� η = IN ����$����#���
$��""� !�"��!���� ����� ��� ��%����# !�! O(N,C)� 6��� "�!� ���� %�� 	 ��3
��%�� �� $��"" O(p, q) 	�
���	����� ������ �� �	���� �� 	����� ����!� η 	��
����$����#��� $��""� !�"��!���� ����� � ���7�� ���$ ���$� � �����	����#��
� ���7�� $��""� O(N,C)� (��$��""� SO(N,C) ⊂ O(N,C) 	��������# � O(N,C) �
"��
#� ����	�� det(O) = 18 �����$�%�� "��$��""� SO(p, q) 	��������# � $��""�
O(p, q) 	 	�
���	���� ���%��� /�������	�� ������ O = IN+t A+t2... ∈ SO(N,C)
	��� � �����%��$� &������ � ���# t , ���1 "�������� � ��"��# �� ����	��� ��3
��������� OTO = IN � � "���%�� ������	����� ����	��

A + AT = 0 ������9�

�� !�"��!���� N × N ������ A� (�&��� ������	���� �"�������# !�"��!����
��$���� *� so(N,C)� !�! !�"��!���� 	�!������ "���������	� ����� A� ���	���	�3
���
�� ������9�� � ��$�����%��!�1 �"������1 	 	��� !�������� ������ -�����
%�� 	 ����� ����%�� �"��������� $��"" O(N,C) !�"��!���� ����� � �� ��3
$��� *� so(N,C) � "��
#� ����	�1 ������4� � ������9�� � ��$�� �� "��# ����
	�
���	������#� ��$����� �1 $��"" *��

5 ���%�� !�"��!���� ����� 	���� ����!� 	 ����������� �������� ����
�3
��	���� � � "������� �� η = IN � 5 	�
���	���� ���%�� 	���� 	 �������� �� ���

��� ������������	 
���������� ��
��
���
�� ���������
�� ���

��� u = (1, . . . , 1) ∈ Rr+1 � ��	 
��
��� �� ����� Hi ����� T(1)(Hi)� ���� μ(k)

�� �������� � 
���� �������� ��	���� ���������	�� μ(k) + α(ik) = μ(i)� ������ ��	
i < k 
���� 
����! α(ik) " ����#���!��$ ��� μ(k) % �� �����$� &�'�� ������ 
(� �����$ ��� �������	')��� �����������	 T(1) �����

μ(1) = e(1) − 1

r + 1
u = (1, 0, . . . , 0)− 1

r + 1
(1, . . . , 1) ≡ λ(1) , ��������

� ��! ����� ������� *���������!���� ���� λ(1) 
����$ �
���� � �����+��, ���
�
#� *������ �����++� ��� f = 1�

-�������')�$ ���� μ(1) = λ(1) �����$ ��
�� " �� ��
�� ε(1) ∈ Vr+1� � �� 
(� ε(1) = |μ(1)〉 ∈ Vr+1 % ��$�����!�� �����$ ��
�� �������	')��� ���������.
��	 ����/�� s�(r + 1,C) ��#�� �/���!�	 	��� �������� ������	

Eα(i) |μ(1)〉 = ei i+1 · ε(1) = 0 . ������+�

0���! �����!������ �������	')�� ������������ �����1� 
������2 �/����')�2 Eα(i) �
3�����	 ������+� ����������� ��	 ���2 i � ��! ��	 ���2 �����2 
����$ α(i) ����.
(�������2 � ���������

4�
 �����$ *���������!��$ ��� λ(1) ����� ������� ���� �������	')���

�����������	 T(1) ����/�� s�(r + 1,C)� 5�������� ����! ������������ T∧f(1) ��.

��/�� s�(r + 1,C)� ���!��� � ���������� V∧fr+1 ���6���!��$ ��
�� �������� �
�����+1��

|λ(f)〉 = 1

f !

∑
σ∈Sf

(−1)p(σ)ε(σ1) ⊗ ε(σ2) ⊗ · · · ⊗ ε(σf ) = ε(1) ∧ ε(2) ∧ · · · ∧ ε(f) , ��������

��� �
 #� 
�
 � � �����+1� ����� ��� �� ���� ���������
�� σ ∈ Sf � p(σ) " (�.
���! ���������
� σ� ��
�� �������� ������� 
�
 ������� ��������������������
������������ �����2 f /������2 ��
���� {ε(1), . . . , ε(f)} �� ��/��� ���2 /������2
��
���� ε(1), . . . , ε(r+1) ∈ Vr+1� 7� ��
�� ���������	� ������	�

T⊗f(1)

(
Eα(i)

) |λ(f)〉 = 0 , ��������

��	 ���2 �����2 
����$ α(i) � 
�
 �� ������ ��#� �
�������	 ��/������� ��	
�/����')�2 Hi �������/�� 8����� � ������������ �����+�� � ��! ��	 ���������
T⊗f(1)

(
Hi

)
�

• ������ ��� � �	
����� ��	 ��
�	� �������� ��	�����	���� ���	���� ���������

9�
�� �/����� �������� % �����$ ��
�� � ����������� ������������� V∧fr+1 ⊂
V⊗fr+1 ������������� �����������	 T∧f(1) ����/�� s�(r + 1,C)� -���������� ���

��
��� �������� 	��	��	 ������ ����� ������������� �����������	 T∧f(1) � :�	

��� (�/� ��$� �� ��� ����$����� �� ��
�� �������� ���������� T⊗f(1)

(
Hi

)
�

������!�����	 *������$ �������� ��	 ���2 ����� μ(k) �������	')��� �����������	
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(−1)p(σ)δj1iσ1 · · · δ
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iσf
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�� � �"#$#�'�� �!�
���� !
��� � V∧fr+1# (� )��	���
�"#$#�$� �������������� �������� ��� ��*����� ��!��� +��	���
X 
���!�� s�(r+1,C)
� �����
������ T⊗f(1) ��		������� � ��*�����	 
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Hi |μ(k)〉 = μ
(k)
i |μ(k)〉 ⇒ μ(k) = e(k) − 1
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* ��$�� ������ ����$����� �����+��� �+�� ���$��& ������������ ���
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(�y, �x) = yiηijx
j = yj x
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T̃ (Λ) = (Λ−1)T , ∀ Λ = ||Λkj || ∈ O(p, q) ,

� ��!� 
�������� � �������� ������������ Rp,q� "�������������� 
������� �����

����� � �#�$�$%� � �#�$��&�� ' ���� �����	� ������(���� � �#�$���) ���
��������� T

� T̃ *����������
(Λ−1)T = ηΛ η−1 , �#�$��$�

� ��������� �#�$�$+� � �#�$�$,� ������������� ��������
��������� ������������ ��!�

� �������� ����������� Rp,q *��- ���
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.��������� ��������� �������
���� �����/�- ���
��������� T � T̃ 	�����
O(p, q)

T (s+t) = T ⊗ · ⊗ T︸ ︷︷ ︸
s

⊗ T̃ ⊗ · ⊗ T̃︸ ︷︷ ︸
t

= T⊗s ⊗ T̃⊗t , s+ t = r . �#�$����

0������������ ���	� ���
��������� �������� ��������� �������
���� �����������
(Rp,q)⊗r� .��������� *�������

t = tk1...ksks+1...kr
�e k1 ⊗ · · · ⊗ �e ks ⊗ �eks+1 ⊗ · · · ⊗ �ekr ∈ (Rp,q)⊗r , ��������
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· · ·Λksns
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	)
�����
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��� � ��	� ��
� ��������% �������� � ������+�
��
	!
�� ������
�� ��� ������
��� xi � xi �
������ � Rp,q ��	��� �
����� �����
(1 + 0) � (0 + 1)� �����
����
���� � �
����� η � η−1 � ���! �����'� � �����,� ��������
������������� �
������� ����� (0 + 2) � (2 + 0)�

*� 	�!" �
������ t � t′� ��
��" ����� r, r′ ≥ 1 ��#�� ��������- ����% �
����
t′′ 	�!���� ����� � ����-� ���.
	!��� ������
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 �!���������� �
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�!�-���
 ���!��
��� ����� �
����� ��������!
��� ��	��
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� ��������% ������'�� 1�����
�� ���������� ��
���! 	�!" �
������ t � t′ �����
((k + t) + s) � (g + (k + r)) �� k ��	
����2

t
j1...jkn1...nt

k1...ks
· t′ i1...igj1...jk�1...�r

= t′′ n1...nti1...ig
k1...ks�1...�r

.
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λ(f) = (1, . . . , 1︸ ︷︷ ︸
f

, 0, . . . , 0)− f

r + 1
(1, 1, . . . , 1) , f = 1, . . . , r . ��������

• ������ ��� � 	
���� �
���� s�(3,C) ��������� ����	 �� ��������� �
�	��	��
Pu ���� ����� � ���� ����	� ���������� ���	��� ������ � ����������
����
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��	�
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!
 �% �
��&
�� -�� �&���������� ���
�
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#�	�� 
�&������.�� �&���������� �!�"&% s�(r + 1,C) �� T(1) � �����

ε(i) �i = 1, . . . r + 1� / �����	�%� "#���%� ����
&��� � (r + 1)+��&�
� �
�������
�
�&
��&����� Vr+1 �&���������� T(1)� 0
!�� ���#
&�%� �&
�#������� (ε(i1)⊗· · ·⊗ε(if ))

"&#��� "#�� � �&
��&����� V⊗fr+1� -�������� �
�
&
!
 �������� ���#
&% &�!
f '

Ψ = Ψi1...if · (ε(i1) ⊗ · · · ⊗ ε(if )) ∈ V⊗fr+1 , ��������

!�� Ψi1...if ∈ C 1 �
��
����% ���#
& Ψ� 2������ X �!�"&% s�(r + 1,C) ��������� �
�&
��&����� V⊗fr+1 �&���������� T
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(1) ����&��%� 
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T⊗f(1) (X) =
f∑
k=1

(Ir+1)
⊗(k−1) ⊗ T(1)(X)⊗ (Ir+1)

⊗(f−k) , ��������

!�� ��&�,% T(1)(X) -������
� X ∈ s�(r + 1,C) � 
�&������.�� �&����������
����� ��
��� &#�
)���� X �
 "#��� 3&��� *
&����� �����4� � �����5� ���

"&#��.�$ Hi, Eα ∈ s�(r + 1,C)� �������� 	�
 �&���������� T⊗f(1) � 
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�
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V∧fr+1 ≡ Vr+1 ∧ Vr+1 ∧ · · · ∧ Vr+1︸ ︷︷ ︸
f

⊂ V⊗fr+1 , ������7�
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Ψ(a) = Ψ
i1...if
(a) · ε(i1) ∧ ε(i2) ∧ · · · ∧ ε(if ) , ��������

ε(i1) ∧ ε(i2) ∧ · · · ∧ ε(if ) := 1
f !

∑
σ∈Sf

(−1)p(σ)ε(iσ1 ) ⊗ ε(iσ2 ) ⊗ · · · ⊗ ε(iσf ) =

= ε(j1) ⊗ ε(j2) ⊗ · · · ⊗ ε(jf ) A
j1...jf
i1...if

= A · (ε(i1) ⊗ · · · ⊗ ε(if )) ,
������4�

�������� �� �	�
�� �
����� ������
 ������
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 Vr+1 ������������� ������
����� � �
�����
� ������
� (r + 1)�������� ������������� ������
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����	� �� $���%��  ��5�5�""� ,����% ����	��� ,%��% �� �	����	 ��� �� ����
�� dim(T (λ)) = 2λ + 1� 3	��� ���	���� ,��)�%
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 �����	 	������ 7� s�(r + 1,C)  Ar�����
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��  ��5�5�"�  ��5�5*" �  ������""� 9����	���� ���	 ������ ,��'��
)�
 �����	��-
(α, λ) ≥ 0 ��
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- ���	�����	�
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����� α(i) �	�� �  �����*"� 6���� ��� ���	 λ(i) ,���	����	 ��������% ,����	��
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λ(1) =
1
r+1

(r, −1, . . . , −1) ,
λ(2) =

1
r+1

(r − 1, r − 1, −2, . . . , −2) ,
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ,

λ(r−1) = 1
r+1

(2, . . . , 2, 1− r, 1− r) ,

λ(r) =
1
r+1

(1, 1, . . . , 1,−r) .
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 λ�

����� ����	
���	���� ���	 � �	������	��� ������	�����

	���� �� s�(n,C)� so(n,C) � sp(2r,C)

2 �����
 	������ 
� ���(�
 ����
�����)��� ���� λ(f) ��' ��#�$	 %� s�(n,C)�
so(n,C) � sp(2r,C) � !���	��
 !	����������' T(f)� ��' ����	� ,�� ����
�����)�
��� ���� $���� ���	��
� ����
�� 2 �!	��������
 �
���� ��
� ���������)���� ���	��

� ������ !	����������' T(f) �������&��' ����
�����)��
� ��	�����)��
� $���
��
�� �� ����	� � ������������ � �	
���
� ������7� � ������8� 
�(�� �	���
���
	���' !	'
�� !	���������' !	����������" T(f)� ������	��	����) �&$�� ��!	������

�� �������
�	��� !	����������� �� ���	��
 ����
 �������� ����
 �$	���
� ������
����
�����)�� ����� !	����" ��
!������" ��#�$	� %� A !�����'�� ��������
*�	����) ��� �� ��!	�����
�� �������
�	��� !	����������'� ��(��� �� ����	� 
������������� ���	��
� ���� �������� ��� ��	���� !��	������ Λ+�

+����	���
 �/� 	��� ��� � �����" 9���� 	��) ���� � 	�����	
��� ��!	������

� �������
�	�� !	����������' !	���� ��#�$	 %��



��� ��� ������������	 
���������� ��
��
���
�� ���������
��

�����	
�� 	 V⊗nf

(f) � I(f)  ��������� ��������� 	 V(f)� �
��� |λ(f)〉 � ������� 	������
�������	����� T(f) 	 ����������	�� V(f) � 	������ ��	���� �
������������� 	����

T(f)(Hi)|λ(f)〉 = (λ(f))i |λ(f)〉 , T(f)(Eα)|λ(f)〉 = 0 (∀α > 0) .  !�"��!#

$��������� ���%������� 	����� 	 ����������	�  !�"���#&

|�n 〉 = |λ(1)〉⊗n1 ⊗ |λ(2)〉⊗n2 ⊗ · · · ⊗ |λ(r)〉⊗nr ,  !�"��"#

'���� �� 		��� ������� �(�)������� �n = (n1, . . . , nr)� *�� ��� 	�����  !�"��"# ��+
������ ��� ��,��� ����)	������ ������� 	������	 |λ(i)〉 �������	����� T(i)� ��� 	�+
���	��� ��, 	��� ����-�������� ������ α� ����)
,�� �������	������  !�"��.# � 	��+
��� 
��	������ 	  !�"��!#� �� �����

T̄ (Eα) |�n 〉 = 0 ,  !�"���#

� 	�+	������ ���	� ����)
,�� �������	������  !�"��.# � ���	�� 
��	������ �)  !�"��!#�
�� ���
����� ��� 	�����  !�"��"# � ��(��	����� ��, ���������	 T̄ (Hi)&

T̄ (Hi) |�n 〉 = λ
(�n)
i |�n 〉 ,  !�"��/#

� �0� 	�� ��	�� λ(�n) =
∑r

i=1 niλ(i)� 0�� ni ∈ Z≥0� 1����� ����
��� ��� 	����� |�n 〉
,	�,���, ������� 	������� ��, �����	�����0� �������	����,  �(�)����� 2�� ����+
���	����� ��� T (�n)# �� ������� 	����� ��	���  !�"�3# � ��������-�4�� ����������
Λ+� 5�	��������� �������������	� V(�n) ⊂ V �����	�����0� ����������	����, T (�n)

	 T̄ ������������ � ����-�����, ��0����� �
���
 �� �) $�)���� ��� ��� �������,
�(������ 	������	

· · · T̄ (Eγ) · T̄ (Eβ) · T̄ (Eα) |�n 〉 ,  !�"��6#

0�� α, β, γ, . . .  ��(�� ����%�������� ����� ��0�(�� A  ��� ����
-����� 	 ����)�+
������	� ���	�� ����� *������ �����#�

7�, )�	������, ����)�������	� *������ ����� �������, 
(������, 	 ���� ���
��-��� �
������������� 	�� λ(f) ������� ��0�(�� 8� A �����	������� ,	�,���,
������� 	����� �������
 ����	����	
�� ������	�����  � ��������� �� 2�	�	�������+
���# �����	������ ������������� �������	����� T(f) ��0�(�� A� '���� �� �� (
���
����)�	��� 2�� 
�	��-������ 9 ����
�4�� $�)���� ����� ��, ��0�(� 8� ��������+
���� ����� s�(n,C)� so(n,C) � sp(2r,C) �� ,	�� �������� 2�� �������	����, T(f)  ��
�������� 	����� λ(f)# � ��� ����� 
�����	�� ����	����	���� *������ ����� ��,
��0�(� 8� s�(n,C)� so(n,C) � sp(2r,C)�

���	
��� �� �
��� w  2������ 0�
��� 9���, W � :�0����� *������ ������ ����
μ  	��� �� 	����� w · μ ��-� 	��� 5) *������ ����� ����
��� ��� 	�� 	������  !�"�3#�
�����,4���, 	 ����-�������� ������ 9���,� ,	�,���, 	�����  �������� 	�����#�
*�� ��� 0�
��� 9���, �����	
�� �� ���-���	� ����� 9���, ����)���	��� �� ����
��(
� �����
 9���, V ��-�� ���
���� �) ����-�������� ������ 9���, �����	���
��������0� 2������� w ∈ W � �� ��(�� 	�����  !�!��#� ��������-�4�� ������ 	���	��
������� Λ � ��-�4�� 	 V � ��-�� ���
���� �) ��������0� ������0� 	��� �����	���
2������� w ∈ W � *���� �(��)��� 	�� ��)�������� 	��� μ� 
��	���	��,�4��  !�.��;#�
�����	������� ,	�,���, 	����� � 
���	��  !�.��;#  ����������� 
���	�� ��0�� ���(�
μ (�� 	�����

��� ��������� ���	
������� ����� O(N,C)� SO(N,C) � �� ��	����� O(p, q)� SO(p, q) ���

��������	� ��
�� ��� �������	�� ����� � ����������� �� 	�� ��������	�� �����
����� � ��� 
����� SL(N,R)� �� ���� ��	� � �� �� ������� �������	�� ����
������ ����������� �����	�� 	���������� ���������	� ���  ��������	���
��� �  ������		�� ������! "���� ��
� �� �����  ������ ����
�	���	�� 
����
����������� ���� ��� ������		�� 	���������� ���������	�� SL(N,R)� �����
��������� ���	�� ���
������ #	
� $� ������ ����� m < N%� 	�&�����	�	�!

'������ ������ ��� �������	�� ���������	�� 
����� SL(N,K) $����� K( ����
������		��� ��� ��������	�� �����%� ������� ��������� �� T⊗N ���	�� �	���
��������������� s(Y (T[1N ])) = P (T[1N ])� �����������  ������ 
����� GL(N,K)

	��������	��� ��	����	��� ���������	�� T (0) ������� ��� T (0)(g) = det(g)� 
��
g ∈ GL(N,K)! )�&����� ���� ��� 	�����*�� 	���������� ���������	� 
����
SL(N,K) ���� ��������	� �
��	������� ���
������� #	
� � ������ ����� m < N �
�� ��� 	�����*�� ��� 	���������� ��	��	����	�� ���������	� 
����GL(N,K)
	��������� ����������� ���
�����#	
� � ������ ����� m ≤ N ! +��
�����#	
�
λ = [λ1, . . . , λN−1, λN ] � ������ ����� m = N ����������� 	����������� ��������
��	�� 
����� GL(N,K),

T (λ) = T (λ′) ⊗ (T (0))⊗λN , $-!.!�/%


�� λ′ = [λ1 − λN , . . . , λN−1 − λN ]� � T
(0) ( �����	���� �0� ��	����	�� ��������

	�	�	�� ���������	��! 1������� ��� ��	���	�� ��������	�� ��	����	�� ��������
��	� T (0)  2������ $-!.!�/% ���	� ����	��� 	� ����	�� ��������	�� �  �����
������ ����	��� *���� �����	� λN 	� ��������	� �������� ξ! 3���� ��������
	���������� � 	�&�����	�	�� ���������	�� 
���� GL(N,K) ���������������
���
����� λ′ � ���������� ξ!

"�� �� �������	��� �0�� ������		�� � ������� ��������� s(Y (Tλ))� ���
P (Tλ)� �� T

⊗r 	���������� ������������	�� T (λ) 
����� GL(N,R)� ����� ��	��
����		� ������� � ���������	���� $ ����� ������ ����������% ���
�����
O(p, q) ⊂ GL(N,R)! 4�� ��	� � �� ��
�� ��� �� ���� 
����� O(p, q)  �������	�
��� V⊗rN $��� � ���� ���
� ������	� ���
����� 
����� GL(N,R)% �����������
� �� ����� 	� &�� �������	��� ��������� ��
���� C[Sr]  ���������	�� s $��!
����	�0�	�� $5!�!.-%%,

s(X) ·
(
g ⊗ · · · ⊗ g︸ ︷︷ ︸

r

)
=
(
g ⊗ · · · ⊗ g︸ ︷︷ ︸

r

)
· s(X) , ∀g ∈ GL(N,C) , $-!.!67%


�� X ( ���� &����	� �� C[Sr]! +��
��� ������� �������������� #	
� s(Y (Tλ))
$��� ��������� P (Tλ)% ����� 8�������8 �	����	�	��� ��	�������	� �� ���� 
����
�� O(p, q)� ����������	��� V̄(λ)  V⊗rN ! 9��������  �������	��� V⊗2N ��	���� ���
��
� ��	
� � �����	�	���� tik � ������� �������������� #	
� $5!5!.�% $��� �
������� ��������� P (Tλ) = s(e(Tλ))� ������� �������� �� ��������	��� $5!-!66%%
���	� ������� ����������	��� V̄([2]) � V̄([12]) ���������	�� ts � �	������������
	�� ta ��	���� � �����	�	����

tiks ≡ t(ik) =
1

2
(tik + tki) , tika ≡ t[ik] =

1

2
(tik − tki) , $-!.!6.%

������� ������������� 	�������� � ����� ������� �������� �� �	����	�	��
����������	���  V⊗2N !



��� ��� ��������� ���	
������� ����� O(N,C)� SO(N,C) � �� ��	����� O(p, q)� SO(p, q)

������ ��	 	�	 
� ��������
�� ���������	
	� ������������
� ������
O(p, q)� �������
� �� ������������ � ���
���
 ��������� ���������� ������� �� ��
�������� �������������� V̄(λ) ⊂ V⊗rN � ����������� �� ����!

tk1k2...kr ηkikj = 0 , ∀ i, j ∈ {1, 2, . . . , r} . �����"��

#��� 	�
����� �� ����� ��

���� ����� � ��
�$�% s(Y (Tλ))� � ������������
%� �����"��� �� ��������� ���������������� ��&����%$�� � ����������� V̄(λ)� ���
������ �������
�
 � � ��� �������
� �������� '�����������' ���������������
T (λ)� ��&����%$�� � �������������� V(λ) ⊂ V̄(λ)� ���������
 ����	� � ���������
��� �� ���� t ���� r� (������� ������������ T (λ) 
�)� �������� ����������
�������� ������������ ������& ������������� �����"��� *�� �������� 	 ������
*��% *���� � �����
�� 	�
���� �� ���� t ∈ V(λ)� +��*��	�
� *�� � ��$�

���*�� ������� ������������� �� ���� t� ��

���� ����� � ��
�$�% ����	�����
s(Y (Tλ)) ���� ����	����� P (Tλ)�� �������� �������
�
� � � �������*�
� �����
���
 ��������
���� �����������& ������ O(p, q)� ����� ����� � �����������
��	�� �� ����� ,�����% ���� ��������
�� �����������& �����$�� �����-����
*���� .���� ����� �����

/� ��)��� ��

���� ������ � ��
�$�% s(Y (Tλ)) ���������������� ��&�����
%$��� � ����������� V̄(λ)� � ����������� ��������������� 
�)� ������� ���
�� ��� �%���� ���� r ≥ 2� 0����
��� �	�)�
 ������� ��������� 	 '�����������

�' ���� �� ���� ������� � �������� ����!

tk1k2 → tk1k2 − 1
N
ηk1k2(ηi1i2t

i1i2) ,

tk1k2k3 → tk1k2k3 − N+1
(N−1)(N+2)

(ηk1k2t∗∗k3 + ηk1k3t∗k2∗ + ηk2k3tk1∗∗)+

+ 1
(N−1)(N+2)

(
ηk1k2(tk3∗∗ + t∗k3∗) + ηk1k3(tk2∗∗ + t∗∗k2) + ηk2k3(t∗k1∗ + t∗∗k1)

)
,

��� ������ ���� 	���	�� ��� �*��� tk∗∗ = ηijt
kij� t∗k∗ = ηijt

ikj � t∗∗k = ηijt
ijk� 1��

	�
 ���� �
� 	��
� ����������� �����������& T (λ)� �����������%$�� ������

�

2�� λ  r� � T⊗r ����� �����)����� ���������������� ����� ����� � �� ����

��-��� *�
 r ����� �� �	�%$�� � �� ������� �����	� � 
����	�& η �� ���� � 
V̄(λ)� ��� .��� �� ���� 
��-��� ���� ���� �)� ���
���� �	� ��% ��-�
���3����� ��

���� �3��� �������� ����������& *���� � ��	 ������ +�� .��
 �� �
�	�%$�� ���� ��������������� ����� ����	���� ������� ������

�
� 2�� �

��-�
 *����
 	����	� *�
 r� 4���� ������� �� ��)��� ������������ T⊗r �
��������
�� ����������� ��������������� ����� ����)������ �)� � ����� ����
������

( 	�*����� ���
��� ���� ����
����
 ����������� V̄([2]) � V̄([12]) ��

����*��
ts � �����

����*�� ta �� ���� �����"��� +����������� T ([12]) ������ O(p, q)�
����� ����� � ����������� V([12]) ≡ V̄([12]) �����

����*�� �� ���� ta � 	�
�
�����
� t[ik] ��
� �����"���� �������� ����������
 � ��������
�
� +������������
����� ����� � ����������� V̄([2]) ��

����*�� �� ���� ts � 	�
�����
� t(ik)

5 �������
�� ��	 	�	 �� �������� � ��� ��������
�� ������������� ��&����%�
$�� � ���� ��������� ��������������� V([2]) � V([∅])� +����� � .��� ����������
���� ���� ����������
� ��

����*�
� �� ���
� t′s� � ������ ��

����*�
 ���
 ���
 t0� 	�
����� 	������� ������3������ ��������
�
� �� ��� �������

��� ������������	 
���������� ��
��
���
�� ���������
�� ���

(λ, α) ≥ 0 ��� ��	
 ������	����
 ����	� α � ��	�����	���� λ �	�� � ������
�	����� ���	�	 �	����

��������� � ������� � �� 	���	 ������	����!� ����� α ������	 ����� α(i)� "�!��
��� ����#	!� �	�� λ ��		�

2(λ, α(i))

(α(i), α(i))
= ni ≥ 0 , �����$�

!�	 ni % &	��	 �	����&��	����	  ����� ����'(��� )���(���� ������� � ������� ��
��!����� �����$� ���( �	� ��'��	��	 ����#	!� �	�� �*+�!� �	���������!� ���	 �
���	���!� ��	������	��� �� )(����	�������� �	���

λ =

r∑
i=1

niλ(i) (ni ∈ Z≥0) . �����,�

������	���� � Λ- ������.		 �' �	��� �����,�- �+�'�� �	��� ��� Λ+� /��		- ��� �����
����� �� +(�	� ��'����� ������	���� Λ+ ����	#	����- 
��� � ���	���� 	����
�� �� '�	��� 0�� �	 �����	 ����	�����

��	 ��#	���'����	 �������� � )���(������	 ��	�(*.	� ����� �	��	���

������	 ����
. ������ ��	 λ ��	
�
� ������ Λ� ���
�����	� � �
�
������
�
������ ������ �	� 	����� ��	� �

�
�� 	

��	��� ����	����
� �	 
��
�
	�� �
 ����������
	� ������
���
� �
����
����
� ����	������� ��!�"��
#� A� 
 �	�� ������
����� �
����
������ ����	������� A �
!� "�� ��
�
�����
���� 
����� �
������� Λ+ = {λ ∈ Λ|(λ, α) ≥ 0 ��� �	�� �
�
��������
�
���� α > 0}$
���		��������� /������ �� (���������-  �� ����� )(����	�������� �	� λ(f)
�f = 1, . . . , r� 	��� ����#�� �	�- �������( �����	����(	� �	���������	 ���	 ���	��
��	 ��	������	��	 T(f) ��!	+�� 1� A- �	����(*.		 � �����������	 V(f)� 2��� 0���
)��� (�������	�- ��- ��� �� �	� �� (�����- �	���������	 ��	������	��	 T (n1,...,nr) �
�*+�� ����#�� �	��� �����,� �������� ��� �����	������	��	 � ������ ����'�	�	���
��	������	��� T(f)3

T̄ := T⊗n1

(1) ⊗ T⊗n2

(2) ⊗ · · · ⊗ T⊗nr

(r) , ni ∈ Z≥0 . ������4�

�����	 ����'�	�	��	 ��	������	��� ������4� �	����(	� � �����������	

V := V⊗n1

(1) ⊗ V⊗n2

(2) ⊗ · · · ⊗ V⊗nr

(r) , ��������

� � �+.	� ��( �	 ����	��� ����������� 5�	�	��� X ∈ A � ��	������	��� ������4�
'�������*��� ��� ��	������

T̄ (X) =
r∑

f=1

(
I⊗n1

(1) ⊗ · · · ⊗ I
⊗nf−1

(f−1) ⊗ T
⊗nf

(f) (X)⊗ I
⊗nf+1

(f+1) ⊗ · · · ⊗ I⊗nr

(r)

)
, ������6�

�	����(*.�	 � �����������	 ��������- !�	 ��	������

T
⊗nf

(f) (X) =

nf∑
k=1

(
I⊗k−1(f) ⊗ T(f)(X)⊗ I

⊗(nf−k)
(f)

)
,



��� ��� ������������	 
���������� ��
��
���
�� ���������
��

�� ����	
��	 ��	� �	����

�����	
���� ����� ��� ������ �	
� μ 
�	
���	� ��	�	�� w ∈ W ������ ���

�������	����� �	
 μ′ = w(μ)� ����	�
� ������������

�������������� ���	�	� �	��� x� ������ �	��� ������ �������	����� ��	�
�� �	��� � �	 ������	� �� 		 ��������	 ���	����
�
��� �� 	
�� (x, α) > 0 ��� �
	�
�������	����� ���	� α�  ��	� ������������� �	
� �� ����!	��"  #���� �	���
�� x� $�
�� �	
 μ �	 ����������� %�	 �	��� � �������	����� ��	�	 �	���&� ��
	
�� 
�'	
���	� �������	����� ��	�� α ����� ��� (μ, α) < 0� (���� ��� #�����

�	������ �	
� σα(μ) = (μ − 2 (μ,α)
α2 α) �� ��		� (σα(μ), x) > (μ, x)� �� 	
�� σα(μ) > μ�

$�
�� �	
 σα(μ) �	 ����������� � 
�'	
���	� �������	����� ��	�� β ����� ���
(σα(μ), β) < 0� ����� σβ(σα(μ)) > σα(μ) > μ� )
�� �	
 σβ(σα(μ)) �	 ������������ ��
����	��� ��*����" ��!	 ���+	���� ���		� �� � ��+	 ��+�� %�� � ������ W
��	��� � ������ ���+	���� ������ ��������
�& ��� �	������� w ∈ W �������
#�����	����� �	
 w(μ) = μ′� ��� ������� ���	� ��	�� (μ′, α) ≥ 0 ��� �
	� α > 0 �
������ ���� ����*�� ���	� ������������

���
������ (� � ������ W ���������	�� 
����� ���	� �� ����������� � ��
��
���������� ����������	 ������� w ∈ W ��������� 
����� ���	� 
�����	 ���������
��� μ� � ������������� 
����� ���	� ������������ �������������� � ��
��������
���� ����������	 ������ ��������� ��	 ������������� ��
���� μ ��� � 	��������
����!� ����"��� � �� �� ��������������� 
����� ���	� #����� �������� $�� ��	
�� �� 
����� ���	 ��"������� ������� w ������ W � 
������ ��������� �� � �����
��������� 
����� ���	 �� ��������������� � ������ ������� w−1 ∈ W ���������
������������� 
����� ���	 � �� �� 
����� ���	� #����� �������� $�� ������
W ��������� �� ��������� 
���� ���	 ������������

• ������ ��� �	
����� ��	 ���� ��� μ′ � �	���������� �	 μ′ ≥ σ(μ′) ��� ���	�	

�������� σ ∈ W �

%"� ��� ���$��
���� $�� �� � ������� ���$�� ������& ���� � '�� ��	 
�����&
�����
� gij 
�������� ������������ 	��	���	 ��
��������

���������	� �����. ������� �	
 λ ��	���	���� � 	����������� ��	�
����

�	�� T ���������	
�� ����	�
� ���������


������������ (���� λ ) ����*�� ��� ������������	 T � ����� �������� +������
����� ��� �������
�� ���������

σα(λ) = λ− 2(λ, α)

(α, α)
α ,

���� ��� ������������	 T � ���$��� ���� α ������������� 
������ �� ������ ���
����	���	 �����������

2(λ, α)

(α, α)
≥ 0 , �,�-�.!

���$� ��� σα(λ)  ��  � ������ ���� λ � ��
������� 
���$����� ������������& 
���
��� α� $�� ���������$���  � ����������� ����*��� ����� +�
�� � ������ �� �����

��� ��������� ���	
������� ����� O(N,C)� SO(N,C) � �� ��	����� O(p, q)� SO(p, q) ���

����� ηrst
(rs)�

t′ iks = t(ik) − 1
N
ηik (t(rs)ηrs) ,

tik0 = ηik(ηrst
(rs)) .

�	
�
��

�������� ������������ �	
�
�� � �	
�
�� ������������ ������� � ������������
ti1i2a � t′ i1i2s � ti1i20 ���������� �� ������ ������� � ������������ tk1k2 � ���� !�
������������" ����������

(Πa)
i1i2
k1k2

= 1
2

(
I i1i2k1k2

− P i1i2
k1k2

)
,

(Πs)
i1i2
k1k2

= 1
2

(
I i1i2k1k2

+ P i1i2
k1k2

)− 1
N
Ki1i2
k1k2

, (Π0)
i1i2
k1k2

= 1
N
Ki1i2
k1k2

,
�	
�
�#

��� P i1i2
k1k2

= δi1k2δ
i2
k1
$ �����%� ������������� I i1i2k1k2

= δi1k1δ
i2
k2
$ �����&��� �����%� �

Ki1i2
k1k2

= ηi1i2 ηk1k2 


• ������ ���� �	
 ��������� Πα� �� α = a, s, 0� �������� ��������� �������

���
 ΠαΠβ = δαβΠα � ��	��� ��	���� Πa +Πs +Π0 = I�

'���� ������������ ������������� ���������!��" ��(�� O(N,C) ��� �������)
��������� ������� ��
 *���&���� � ������� �����+ � ���!��,-�� �� �� �(��� �����!
.�( �������( � �" �����(�� O(p, q) �� ��������" �����%� ��,���(�� � ��������)
����" ����������" �������� ����� r� ���������������" � ������������ � �����%���
/��� Tλ� ��� λ 0 ��������� /��� � r ��������
 1�� 2�� ��� � � ��(&�� ����,)
��" ��(��� ��� �������������� ����������� �� �����%�� Tλ� ���� �� ���( � �(
2� 3���( λ� 0 .��������������
 4 � ��� (��2��� &�� &���� ����� � ���������"
/��� λ� � ���� !� ������" ������3�%��(���� ������������ ������������� ��)
��,��" ��(��� �� ���2�� �����-��! N � ��(&�� ��(��� GL(N,C)� � (N−1) � ��(&��
��(��� SL(N,C)
 5&������� &�� .�� ������&���� ��"������� � � ��(&�� �����&��"
�����(�� O(p, q) ⊂ GL(N,C) � SO(p, q) ⊂ SL(N,C)
 6���2�� �����!� &�� ����&��
������� η �������� � � � ����� 2������( ������&���� �� 3���( ��������/��� λ�
������� ����������(�� ��.������������ ������������ �������������� ���%���!)
��" ���������!��" ��(�� SO(N,C) � �" �� ��������" �����(�� SO(p, q)
 '� .����
������&���� �������� �( ��������� ����&�� ������3���%�� �����������" ����)
��������, ���������!��" ��(�� �� ������3���%�� �����������" ����&�������"
������������, ����,��" ��(�� ���
 ������� ����� � �����


��	
��
��
 ����� ����������	
	�� ����
����	�� T (λ) ����� SO(N,C) �N =
2r ��� N = 2r + 1� � �� �����
��		�� ������� SO(p, q)� ��� N = p + q� ���
�
��
�
���
 ��	�� ��������� �	�� λ� � ��
��� ����� �
�� 	� ���������

r�

�������
����	�� 6��2�� ����� ������� ���� ��2��� ����&�� ������� ���������)
��" ����&�������" ������������, ���������!��" ��(�� SO(N,C) � �" �����(��
�� ��������" �����% SO(p, q) �� ������� �����������" ����&�������" ��������)
����, ����,��" ��(�� SL(N,C) � �" �����(�� SL(N,R) � SU(p, q)
 7 ��(&�� ���)
%���!��" ����,��" ��(��� ��� �� ������ ��� ����������� � ���� !� ��������)
������� /��� s(Y (Tλ)) ������������ ������������� T

(λ) ��.������������ ���� ���

������������	
��� � 
���� ���������	��� ����� �� 
��� ��������� ���������	
��� �����������

������ ��� ���������� 
����	� �� �
� ��������� ���
����� � ���
����
���� ��

������� ���������



��� ��� ��������� ���	
������� ����� O(N,C)� SO(N,C) � �� ��	����� O(p, q)� SO(p, q)

������������� 	
��� ��
�	
��
����
 λ � ������ ��	�� m < N � � ������� �� ����
�� ����
� � ����
� �����
���� �	�����
���� �	��� ������� 	
��� ��
�	
��
���
 λ  r� λ′  r, ... � ������ ��	�� m < N �
���� ��� ������������ �� ���	��
������ �	����
������ T (λ), T (λ′), ... �	��� SO(N,C) � �� �� �������� ����	���
SO(p, q) !���� �����
������ "�#����������� � ���� �
����� ���
	�
����# ���	��
�� η ��	������ �� T � �����	������ �� T̃ �	����
������ �	�����
���� �	���
$ �����
������ ������� �����
����� �	����
������ T⊗k � T̃⊗k ��� ���� k > 0�
"
���� ��� �����
���� ����#�� �	��� SL(N,C)� 
 �
�%� ��� ���� �� ����	����
�����
� SO(N,C) � SO(p, q) ⊂ SO(N,C) ���	�������� ����	����
������ � T⊗k�
	�
�����
���� � �	���	
����� 
���������	���� �����	�� � ���������
�� t[r1...rk] �
���	�������� ����	����
������ � T̃⊗(N−k)� 	�
�����
���� � �	���	
����� 
�������
���	���� �����	�� � ���������
�� t̃[r1...rN−k] ��
��
���� �����
�������� &��
����
�� � �� ������
���� ��������� 
���������	������ ���
	�
������ �����	
 �
���������
�� εi1...iN � "�#����������� �����	
 t � t̃ �� �	���	
���� ��
�
��� �	���
��
�����# ��%�� ����
�� '�	����#

t[j1...jk] εj1...jk,r1...rN−k
= t̃[r1...rN−k ] . ()�*�+),

-
� �
� �	����
������ T̃⊗(N−k) � T⊗(N−k) ��� �	��� SO(N,C) (� �� ����	���
SO(p, q), . �����
������ �� ����
��� ()�*�+), !���� �����
����� � 
����������

	���� �	����
������� 	�
�����
��� �
 �����	
� � ���������
�� t
[i1...ik]
1 � t

[i1...iN−k ]
2 �

�����
� �� ��
�	
��
� ���
 λ1 = [1k] � λ2 = [1N−k]� ��
����������
���� ��������
����� ��%�� �����	
�� �	���	
���� ���� �	����
�����# ���
�
����
���� � ���� ��
'�	���

t
[j1...jk]
1 ↔ t

[i1...iN−k]
2 εi1...iN−kiN−k+1...iNη

iN−k+1j1 · · · ηiN jk . ()�*�+/,

-
��� �!	
���� 
���������	���� �	����
������ �	��� SO(N,C) � SO(p, q) ���%�
� �
	
���	����
���� ��
�	
��
�� ���
 [1k]� ��� 2k ≤ N �
0����������� ()�*�+/, �������� �!	
��� �!�! 
���� �
 ����
# �����	�� � ����

������
��� ���� ��� �	��� �������� j1, ..., jk (�������� i1, ..., iN−k,� �� ����	� ���

���������	���� � � � �	���� ������� 1
�	���	� �	����
������� 	�
�����
���
�
 �����	
� � ���������
�� t[j1...jk]j � t[i1...iN−k ]j� �����
������ "
����#2�� �!�! ��
��� ���# �����
��������� ������ ��� 1
������� ��� ������ ��������� �����	

t ���	��������� �	����
������ T (λ) ������	������� � ���� �� �	�����	
 ���

s(Y (Tλ))� ����	# ��
�
�
 ������	����� ������ � ��	��
�� 
 �
��� 
���������	��
���� ������ � ����!�
� ��
�	
�� ���
 λ = [λ1, . . . , λm] (����� m < N �
� %�
�
� � � ����
� �	����
�����# �	��� SL(N,C),� 3����
� ���� 
 �
�%� �����
�����
����� ()�*�+/,� � �
����
��� ��� ��!�# ����!�� � ��
�	
��� λ� ����
 k ����	���
!���2� N/2� ��%�� �
������ �
 ����!�� � ����2�# �����# (N − k) �� ��	���
���
���� ����!�� � ��%��� ����� (��� 4���)�*,� �������� ��
�	
��� λ′ �
���� ��� �����
�������� �� �	����
������ T (λ′) !���� �����
������ �	����
������ T (λ)� "��
� ���
�	�����	� ��� ���� ����!��� � �����#� !���2�# N/2 (���� �
��� ����!� �������
� ��
�	
��� λ,� � �����
�� �� λ ��
�	
��� λ′� � ����	�# ����� ��	�� �� �	�����
����� [N/2]� ��� [x] $ ���
� �
��� ����
 x� "	����� ����
��� ����
 ���� ����!���
� ��
�	
��� λ′� ���������# ����� ���� ���� �
��� � ��	���
������ �� �	��������� r�
����
 N = 2r ��� N = 2r + 1� 5� ������ ��
�
����� �2�� ������� ��	
����������
3���	%����� ������ �� ���� �������� ��� �������
������ �	����
������ T (λ) �	���
� SO(N,C) (N = 2r ��� N = 2r + 1, � �� �� �������� ����	��� SO(p, q)� ���

��� ������������	 
���������� ��
��
���
�� ���������
�� ���

������	
� E−α|u0〉 � E ′−α|u0〉′� �� α � ������������� ������ � �������� �	���� ����
������ ���	���� ���	�������� ������������ 
���� ���
� ������	
� ������	����
V � V ′ 
���� ���������� � �	����
�����
�� � �� �
� ���	!	�������� �!	�
������!�	"��� ������������ 
����

������	����	
� V � V ′� ������� 
� �	"	�� �� �	��
������� "	����� ���
��	� #��
��
 ��$�����	�� �� ���������� %���� ��������� &'�(��) � ��� *��
∑

k

∑
α

γα1 ,... ,αk
E ′−αk

E ′−αk−1
. . . E ′−α1

|u0〉′ ≡ |Ψ〉′ = 0 . &'�(�+)

%�������� ������	������ T ′ ���������
�� ������ |Ψ〉′ ��������� �	� � ��� ������
�	� �����"����
 � V ′� � "	�������� �� ������� *��
��� O′ �������	� �$ 	�����
U(A) � ������	������ T ′� ������$ ��������� |Ψ〉′ � ��,����$ ��	���$ ������ |u0〉′�
-���
� ����	
� 
� �
��


|u0〉′ = O′|Ψ〉′ ,
�� ����	��� O′ . ����$�	� ��
���	��� ����!������$ ���	!�� �, 	����� A �
������	������ T ′� � �����$ 	�	���� � �	���������
�� ������!�	���
� � ���	!	�
�������� �����$ "	��� /����
� ������ ��$����� ����	���	 O′ �	 ����� "	��� &'�(�+)
�������� � ����	���
 ��

��	���� ��!����� �
 ����
������ �	��	������� ���	�
!�� �� � �������� ���	!�� �� � ������������
� �����
� α �	��	�� � ����!���
�����, ���	!�� �,� � ��$����� ��	!	���, ���	!�� �, �	 ������ |u0〉′ &"�� �	��
μ
(0)
i |u0〉′� � ���"	� ��$����� Hi� � ������$ ������� � ���"	� ��$����� Eα)� 0� �������
��� "�� *�� ����	��� ������!��� ������ ��

��	������� ����������� 	����� A
� ��� 1	��� "�� |u0〉′ �������� �������
 ��	���� ���	 μ(0)� � ��!����	�� ����"���
"���	 �	��, ����	��$ &� ���� ����"����� ��

� � &'�(�+)) 
� � ����"�
 ������ |u0〉′�
2	��
����
 ������ ����	��� O� ����"	� �$�� �� O′ ������ ��
� "�� � ��
�����

���	!�� �, ���	�� ����,�� %�� ��$����� *��
 ����	����
 �	 ����� "	��� &'�(��)

� ���
���
 � ��"����� �� �� ����	���� "�� � ����,��	���
 ���"	�� � ����"�

������ |u0〉� 3�� ���������"�� ��
�� "�� ������ &'�(��) �	��� ����� 4� !	���"	�
�
� "�� �������
����� ���������� &'�(��) � &'�(�+) ����!
����� �� ������	�������
�
����� �!�
������!�	"��� ������������ 
���� ������	����	
� V � V ′� -�$�����
���	!�� �, �	 ������	 ���	 &'�(�() ��������� ������������ ��

��	������
� ���
���������
� � 	����� A � ��	���
 ����
 μ(0)� ����	����
 ��� ������	�����$ T
� T ′� ��*��
� ��	!	���� ������������ �������� �!�
��1�!
�
 *��, ������	�����$�
/����
	 ���	!	�	�

5	��
��
 &�
� 2	!��� ������� �����$ "	��� ����)� "�� ������ x ����� � �������
������$ �	
��� ��$�� &����"	� �� �	��"��� �������������)� ���� (x, α) ≥ 0 ���
���, ������������, �����$ α� %��
�
 ���	������ ���	��� ������
� ���	 �����
��	�����$ 
��� ���� "	���"�� �������"���� -�� *��� !	1�������
 ��������$
������ x � ������������$ �	
��� ��$�� � ����� μ � λ . ��	 ���	 ������	������ T �
#���
 �"��	��� "�� λ ≥ μ� ���� (λ, x) ≥ (μ, x)� 6��� �	!����� ���, ����� λ−μ =

∑
i αi

�	���� ��

�$ ������������, �����$ αi > 0� �� λ ≥ μ ��!	����
� �� �����	 ������	
x� 6��� λ � ��	���$ ��� ������	������ T � 	 μ . ����$ ��� *��� ������	������� �� �
���� &'�(�') 
� �
��
 λ ≥ μ� ��������� !���� �������"���� ����� ����� �� ��������
������!��	���� �	
� ���� � 2	!���� ����
-�� 1�������	���� ������	������ T ��� μ′ �	!��	���� ��
��	����
� ���� ��

����� � ������������$ �	
��� ��$��� 5	��
��
� "�� ����	 ��$�� W ��$������



��� ��� ������������	 
���������� ��
��
���
�� ���������
��

������	
��	��� ����� 	
���
�� ��
 �	����
����� T  T ′� �������� ����	�
���
���� �����
���� ��� �������� � T  ��	���
���� ��� T ′�  ���������� �
!�� ��"�
����� �����
�� �	���	
����
 �	����
����# T  T ′ �
� V  V ′� $������
������ ������ 	
������
 ��
	�� ����� ��� !���
������� �	����
����# ���
���
�
���� �����%&� ��	
���� '�� !���
������� �	����
����# ������ ��	
���#
���	
��	 S� ���
�
���
%&# ��
���������
���� ����������� ��(�� �	���	
��
���
� V  V ′  ��� �
�	)� !���
������� �	����
����# ����
�� �	���	
���
��
�� T ′(X) = S · T (X) · S−1 (∀X ∈ A)� 
 ��
	�# �����	 |u0〉′ �����
���� � ��
	��"�
�����	
 |u0〉 �� *�	���� |u0〉′ = S|u0〉  ���� ��� (� ����

'��
(�� ����	� ����
�������� ������ 	
������
 ��
	�� ����� ��� !���
�����
���� �	����
����#� +���� |u0〉  |u0〉′ , ��
	�� �����	
 � V  V ′ � ���
�����
��
	�� ����� μ(0) ��� ���� �	����
����#�  �� �����	
 � �	���	
����
� V  V ′
�	����
���%� ����# ���#��� �����
) �����	�� ��


E−αk
E−αk−1

. . . E−α1 |u0〉 , E ′−αk
E ′−αk−1

. . . E ′−α1
|u0〉′ , -.����/

��������������� 0���� �� ��������
� �	
���% *�	�� �
�� Eα  E
′
α ��� T (Eα)

 T ′(Eα)�  ���������� � 0
���
��� � 1��	��� ����� ��(�� ���
��� ��� � �
���
���� αi � -.����/ ������
%� ����������	
� ��	�� 2���
��������� T  T ′ �����
���
�
�
� ��� �� ���
(��� ��� �%��� ���#��� ���������� ��� ����	���
��
��� �����	�� ����� ������������
�� �
���� (� ���#���� ���������% -� ��� (�
��!**)���
�/ ��� ��	���
���� �����	���  �
���	��� 2�� ���
�
��� ��� ��(�
�� �	���	
����
� V  V ′ ������ ��
���������
���� ������������ 3�
�� "���	��
����� � �	���	
����� V ������ ����������∑

k

∑
α

γα1 ,... αk
E−αk

E−αk−1
. . . E−α1 |u0〉 = 0 . -.����/

$
� �	������� ���
�
�� ��� ��������� �� (� ����������� �� �� ��	�
��∑
k

∑
α γα1 ,... ,αk

E ′−αk
E ′−αk−1

. . . E ′−α1
|u0〉′ = 0 �  �
���	��� ��� �"	
����� ��&����

��(�� ���
��� ��� ��� �����	
 � ����� -.����/ ��%� ���
����# ���� �
�� �����
������ -.����/ 	
������ �� �
 ��������� ���
����� ���������#� '�� �
����#�
��"� �
�(� ������� �
������ ��� � 	
���
�	�
���� ����
� ���������	��� �	���
��
����# ����
 � -.����/ ������
�

+	�(�� ��� �� �
�� ��&�� ���
�
�������� ��
���������
���"� �����������
��(�� �	���	
����
� V  V ′� 	
�����	� ��� ��%��	
) �
����# �	��	� $
�
������ ��� �� ���� ����������� ��(�� ��
	�� �����	
� |u0〉 ∈ V  |u0〉′ ∈ V ′�
'
��� 	
�����	� �����	
 E−α|u0〉 ∈ V  E ′−α|u0〉′ ∈ V ′� "�� α 4 ����(������# ���
	���� 2� �����	
� ��� �� ���������� ��%� ���
����� ���
 (μ(0)−α)  �� ��(��
���
����� ����������� ��(�� ��� +��
(��� ��� ��� E ′−α|u0〉′ = 0� �� E−α|u0〉 =
0�  �
���	��� '�� ��������"� �����	
 E ′−α|u0〉′ �� �����
�� 〈u0|′E ′αE ′−α|u0〉′ = 0 
��!����

E ′α E
′
−α |u0〉′ = [E ′α, E

′
−α] |u0〉′ = αiH ′

i |u0〉′ = (α, μ(0)) |u0〉′ = 0 ,

�� ���� (α, μ(0)) = 0� 5�
��"��
� ����
��
 ��� ����	���
��� ����� �
�� �����
������ EαE−α|u0〉 = (α, μ(0))|u0〉� �����
 � ������ ��	
������
 (α, μ(0)) = 0 �������
E−α|u0〉 = 0� +�!���� ��#��������� ������ ����������� �� ������ ��(�� ��
	�
�� �����	
� |u0〉  |u0〉′� ��%&� ���
����� ���
� ��  ��(�� ���������

��� ��������� ���	
������� ����� O(N,C)� SO(N,C) � �� ��	����� O(p, q)� SO(p, q) ���

[N
2
]

⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
N

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

λ =

μ

λ′ =
μ

���� ���� ��������� ���� λ	 
 ������ ����� ������ ��
� ������� ���������
�� [N/2]� �� ��� ������ ��������� �� ��� ������	 ������������ μ	 ������
��������� � λ	 ��� �������� �� ��������� λ′ � ������ ���� ���
����  �������
����� T (λ) � T (λ′) �
�
 !�����������

N = p + q� �		
��
�
��
 ������ ���������� ���� λ�  �	
	��� ����	 �
�	� ��
����	��	��
 r� ������ ���	� �	�����
�� � 
��� ������� ��������� � !��������
"� � ������� ������ � �	������� �� 	��	�� ������#���$�� �����
������� ����%� &�
so(2r,C) � so(2r + 1,C)� ��
����'�� �� 
�	��� ���	��

��	
���
 ����� 	%'�� �������� GL(N,C) � 	%'�� 	�
	�	���(��� ���� O(N,C)
)� �� ��'��
������ �	����� O(p, q)* +��������
�	�
�� ������	� � )����"�*� ��
�
,����
������� +
�� ���� �� ��	�
����
�� 
���	�	� t̃[j1...jN−k] �� +��������
�	 ����-
�
������� �� ��	�
����
�� 
���	�	� t[i1...ik ]εi1...iN−kj1...jk � 
�� ��� ���	%���	����� +
��

���	�	� )��� )����./** 	
�����
�� �� #��
	� det(Λ)� �	
	��� �		%'� �	�	�� �� ��-
��� �����$� ��� +�����
	� Λ 	%'�� �������� � 	�
	�	���(��� ����0 ���������
det(Λ) = −1 ��� ���	%�
������ +�����
	� Λ ∈ O(p, q)� 1 +
	� ����� � ���	� �
����	� ���
� #	���� )����"�* �� ����� ���
	�� �� ��+��������
��� �����
����-
��� � �		
��
�
��� )����"2* �� �	����
�	� ������ #��
 ���	��
����
 ���$�#��
������	����� �����
������� �	���� 	�
	�	���(��� ���� O(N,C) � �� �	�����
O(p, q) )p + q = N* � ��������� �	 ��	��
���� �����
������� ���$���(��� 	�
	-
�	���(��� ���� SO(N,C) � �� �	����� ��'��
������ ��
��$ SO(p, q)� �	
	���
%��� �#	�����	���� � 3
��� ����� ������
4%���� +
 ���$�#�� %	��� �	��	%�	� 5� 3
��� ����� ����� �����
� �
	 ���-

�	 ���
	� � ������ ��� �
	�%$�� �������� ����� �����
�����'�� ������	��-
��� �����
������� ���� SO(N,C) � �� �	����� SO(p, q)� �� �����6��
 2r� ���
r = [N/2]� 1 ����� �	���� 	�
	�	���(��� ���� ����
 ���
	 ����	����	� 
���-
 ������ �	
	�	� �� �#	������� � ���� �������

• ������ ���� � 	
������ �
 ������
����� �
����
������ ������������ �����
O(N,C) �� �� �
������ ����������� ���� O(p, q)� ��� p+q = N! ������"
����#�� �����������$���� � �

��� ����
 ���
� � ������ ���� �
�% ��
�� �����&�� N � '�������( �
����� )
����� ��� �������
��

dim(T (λ′)) =
(a− b+ 1)

(a+ 1)!b!

N !(N + 2)! (N − a− b+ 1)

(N − a+ 1)!(N − b+ 2)!
, )����"7*

������������ T (λ′) ������ O(N,C)� �

�����#���
 ��������� λ′� �
�
"
���* �� ���� �
�% 
� ���

* a � b �a ≥ b!�



��� ��� ��������� ���	
������� ����� O(N,C)� SO(N,C) � �� ��	����� O(p, q)� SO(p, q)

��� �� �����	�
� 	��� ��	�	�
������� �������� �
� ��
��� � ��!���
���� ! ���
��� ���� � ��"�����# �� ����$��� �� ����� �� �� �������� � ����	
%
�� T (0)(Λ) = det(Λ)&

T ([1k]) = T (0) · T ([1N−k]) , ������'�

!� T (0)(Λ) = +1 � T (0)(Λ) = −1 ����	���	��� �
� ��(��	���� � ���(��	����
�
����	 Λ ∈ O(N,C)� )������ ��  ��
����� *���"� ��� � +�	 $���� ����� �
%
���� "�� �� �	����� ���	�	�
���� � ����	
��� T̄ (λ) ��
��� � ��!���
����
! ��� O(N,C) � �� ���! ��� O(p, q)� !� p + q = N � �� ��� ���#��� ���! ������
,�!� λ � "��
�� �� �� m ≤ [N/2] = r � �� �
�#��� -� ��
�. �� �	��� � ������/��

T̄ (λ)(Λ) = T (λ)(Λ) · detξ(Λ) , ������/�

!� T (λ) 0 �� �	����� � ����	
�� SO(N,C) ��
� SO(p, q)�� ����	���	�#1
���! ��� λ� � ξ 0 � ���	�
���. �� ��� ��
� ξ 2 3
� "��� "��
�� �� �� %
��������. -���� 	 ������/� � �	��
�� ��� ��� det(Λ) = ±1��
������	
� �� 4������ ���� 	�� � �3�� � 	��
��� ���"��� ��� �� �	�%
����� � ����	
��.  �(���� �
� 	�� � ��!���
���� � ����
���"���� ! ���
SO(p, q) � Sp(N,R)� �	
�#1���� ���! ������ N ×N 	1��	���� ��� �3 	 ! ��%
��� SO(N,C) � Sp(N,C) �	 ���
��� �
�"� N = 2r 0 "����� 5������ 	 �����.
� �3�� � 	 �
�"� "���� ��� ! ��� SO(N,C) � SO(p, q)� !� N = p + q = 2r�
����� ���� ��
�$��� ����
�!�"�� ��
�$��� ����� � � � ���� ���� �� �%
	������ � ����	
��. ! ��� Sp(2r,C) �  ���! ��� Sp(2r,R) � Sp(p, r − p)6 ���
4���
 ��� ��$�� 7�� ��
�$��� ���	� �	����� � ��1��	�	���� ��
�����# ����%
����� �"��!� ���� � ε  ��!� 2r� 8 ����1�# ���� � ε � ����	
���  �
���	��%
�� �� ��������� �"��� ���� ��  ��!� r� ��$��  ��(��� �� �	� �� �	������
���� ����	
���� ���� �� ���� ��  �
������ �� �������
���� t(+)� � � �!� ��
�����������
���� t(−) ��������� �"��� ���� ��  ��!� r&

α

r!
εi1...irk1...krt

k1...kr
(+) = t(+) i1...ir ,

α

r!
εi1...irk1...krt

k1...kr
(−) = −t(−) i1...ir , �����9:�

!� �� 	�(� �� α = e−iπ(r+q)/2 ����� ��  ���. � �	���� α2 = (−1)(r+q)�� ;���%
���
��� � �����������
��� ���� � 	 "�� �� ��� � ��� ����	  ������ �%
	�
��� 	 4���
 ������� � 	�. "���� ���!�� 5������ "�� ���� ���	���� <����%
���
���. � �����������
���. ���� �= �	
�#��� ��
�	���� � ��	���� �� ����
%
���
���� ��!
����.�

• ������ ���� ��	
��� ���������
� �������� � �
�� 	���������� ��������

(P±)
i1...ir

k1...kr
tk1...kr = 0 , (P±)

i1...ir
k1...kr

≡ Ai1...irk1...kr ±
α

r!
εi1...irk1...kr , �����9��

��� Ai1...irk1...kr � ���
�
�����
����� ����� r�  �����
� ��!""
#
���� �
�	����$��
�� �������� ����
������%�$��� ��������& �$� ���� 	�����
� ��'(
������ P 2

± = P±� )�����
�* �$��%�� %����& ��� �$� �������� � 	�������(
�$
����� 	������������ Rp,q 	��+�� 
 �	%����
� 
������� ��%,����$�����
� 	���,- ����
�
 �.������ η = Ip,q& 	�!���%& � ��������
& 
���� �����
���������
� εk1k2...kp+q = (−1)q εk1k2...kp+q�

��� ������������	 
���������� ��
��
���
�� ���������
�� ���

� ��� �� 	��
� μ(0) �
��� ��� ������� ��� k |μ(0)〉� ��� k � �
����������� ��� �� �	��
���� ��� �
������� � �
���
� 
� �
��
���� ���� ��
 	��� μ(0) � �
�!!�"��������
��	��#$��� 
� �
����
	�����
��� �
���% . . . , δ, γ, β, α� &� ������ �� ������� ���
����� �������� '�
 · · ·+ δ + γ + β + α = 0� (
��
�� �
 ���%��% ���� 
��� �� �
���%
�
���� ��� �
�
��������� (��� ���	�% ����	� �
�
�������% �
��� ������
������� �
���� γ� )����## EγEβ �� [Eγ, Eβ] +EβEγ � ��� ������ �
 ��* �
� �
�� Eγ
�� �
��%��	��� �� |μ(0)〉 � 	��
����#� '�
 Eγ |μ(0)〉 = 0� �� �
��'��� ����� 	���
�
	
� ��� �� 	��
� μ(0)� �
 � ��� �� '���
� �
���	�* 
�����+$�* E '�� 	 ,��-��.
,�
��
��� [Eγ , Eβ] � ����%��# �
�����"�# 
�����
�
	 Eα � Hi.� (�
�
���# ��
�
��
"��� �
 ��* �
�� �
�� �
��� �� 
�������# 
�����
�
	 E � �
�
��������� �
��
�#��� �� ������ � ����� ��
��	�����% Hi� ��%��	�+$�* �� |μ(0)〉� '�
 	 �
��'�
�
��
�� ���	��$����# 	 �
���
� 
� �
��
���� μ(0)� ���
�����% �� |μ(0)〉� �
�!!�"��
���� ��
�
 �
���
�� 
'�	���
 ��	��#� 
� ���
�� �
���% . . . , δ, γ, β, α�

/�. (��� ���� �% 	�� ����
�
 �����	
���
�
 �������	����# T �� ������	����%�
�
 ��� ��$���	�+� �	� ���� �* 	��� μ(0) � λ(0)� �
�
��� �� ��	�� ���� ����� �
�

�	����	�+� �	�� ���� �� 	���
��� |μ(0)〉 � |λ(0)〉� 0+�
% 	���
� �����	
���
�

�������	����# � "����'����%� �
��
�� 	 �

�	����	�� � �������� �� � �� �������
��� ��$���	��� �
����
	�����
�� �
���% δ, γ, . . . , α ����#� '�
���

|λ(0)〉 = EδEγ · · · Eα|μ(0)〉 , ,��-�/.

��� δ+· · ·+α = 0� 1 �

�	����	�� � ����������#��� ���
������� ��� �
���������	�
���	
�
 ������� ��� 
�����'���# 
�$�
��� �� �
��� �'���� 	�� �
��� δ, γ, . . . , α

���"��������� (
��%��	��� �� 
�� '���� �

��
 ���# ,��-�/. �
�
�������� �
��
��� E−δ� 1 ��������� 	 ��	
% '���� �� �
��'��� ���� � 	 ���	
% '���� �
��'���
������	
% 	���
�� (
������� ��	�������� ������� �� �
�
 !����� '�
 ���� Eδ|ψ〉 = 0�
�
 E−δEδ|ψ〉 = 0� �
��
��� 	 ���� ,��/�2. �� �����3 〈ψ|E−δEδ|ψ〉 = 〈ψ|E†δEδ|ψ〉 > 0�

��	
���
� (�� �
���������	� ���	
�
 ������ 4�	�������# ���
 �
�����
� '�

���� |μ(0)〉 ∈ V � 	���
� �
 ���� �� 	��
� μ(0)� �
 �+�
% 	���
� ��
�������	� V �
	��
� μ �
��� ��� ������� 	 	��� ����%�
% �
�����"�� 	���
�
	 ,��-��. � �������

�	
���� ������� . . . , δ, γ, β, α� 5������ ��
	���� �+�
% 	�� μ = μ(0) ������	����#
T �
��'����# 	�'������� �� ���� ��
 	��� μ(0) �
�
�������* �
���% � ����
	��
����
 �� �����

μ = μ(0) −
∑
i

niα
(i) , ni ∈ Z≥0 , ,��-��.

��� α(i) � ��
���� �
��� ������� A�

�
��
	� �����. ��� �	��������� ���	����	��� ��	�����
	��� T � T ′ �
�	��
�� A ������
	��� ����� � ��
��� ������ ����� �� ������	 �	�� �����

��������� ����	��
 ���  ����� ������� �������� �������� �������
 ������ ��� μ(0)
 �����
��� !�"���� ��� k |μ(0)〉
 #�� k $ ����������

���%����� #����� ������ |λ(0)〉 � �����&� ����� ������ �� ������� ������� ��������
Eδ · · · Eα|μ(0)〉
 ������ ! ������' �� ��	 ��������
 ���	����(�#��� � "	���� �� ���� ��� λ(0)�
)�#�� ��� *� ������� � ��	 "����#� "	���� �����#� +��������� "��"������� �� ��	# ��	#	

���� ����(� ��� λ(0) ��� �� �� "������
  �� "�'��� � �����&��



��� ��� ������������	 
���������� ��
��
���
�� ���������
��

�����	��
 ����� �� ������ ���������	�� � ������� �� �������� �������	
 ��

��������������� ����� ������� ��!�"�� #	 A∨

λ∨(i) =
λ(i)

(α(i))2
. ����$�

%��� ����$� ��&���'��
 ���������������	 (�)�����	 ��!�"�� #	 A

��� ������	�
���� ����������� 
���������

������������

����� ����	
������ 	� 	
����� ��	��

������	�
�� ������ ��� λ ������	
���� T ������� 	������ � A �	��
	����
����	
�� ��� λ+α �� �
������ 
���� ������	
���� T ��� 
��� ������������
������ α 	������ A� ������	
���� T � ������ ��	��� 
��� �	��
	���� ����

������
� �� ����	
� �����

%�(��� |λ〉 � ������������ �����������	
 T � �����������'*	 �������� ���� λ� ��)
&������
 �����	� ��(����� +��"���	��� �����	�� ��!�� ���"� ��(��� |λ〉 "��
�����	�� ����	� ��������� Eα|λ〉 = 0 ��
 ���� �����	������� (���� α ,��	
�����	 ��� λ - ������ ��� (����� �� � �� ��(��� ��	�	�� ��� ��
 ����	���	���
�����������	 T ��( ��� 	 ����� �� .�� �����	� 
��
���
 	 ����������� /� ����
���������	� ����� �� ������� ���	 T 0 ����	���	��� .(�	�������� ����� ��� |λ〉 0
�����	 ��(��� ��!�� 	 ����(� ��!��� (�!�� Eα|λ〉 = 0 ��
 ���� �����	������� (��)
�� α 1�����(���� ��� ���� ���������� ���������
 T ������ �


A ������� ���������
� �� ����	
� ���� 2� ���	������� 	& (������)
�������	 T �������� ��� � �����������	
 T �"
&������� ������ ��*��������� ��� λ
��(� � ��� (λ+ α) �� ��� ��
 ���� �����	������� (���� α

• ������ ��� �	
����� ��	 ��� λ ������	���	�	 ������������� T ������� �� A
� �������� �	 ��� Eα|λ〉 = 0 (∀α > 0)� ���� λ + α(i) �� �������� ���	�

������������� T ��� � �	�	 ��	��	�	 
	��� α(i) ������� A� !
������" �	�#
�	��	����� ���� ��	 	����$ %�� Eα ∈ A� ��� α � � �	� �	�	&�������

	���� �������������� � ���� ��	�	
����	�	 
	��$���	�� 	����$ %�' Eα(i) �

������ 3& ���������	 ����4� �������� ��� ��(��� |μ〉� &������ � ������� 
�)
�
���
 �����	� ��(����� ��
 �������
'*�!� ���������������!�� �����������	

��!�"�� s�(3,C) �����	 ��� .��!� ��(���� ����� ���������������� ���� λ(1)

������ �����.  �! "�� ������	
���� T �� ��	��� 
���� ����
����� �� ���
��	��� 
�� �������� #�! $�� �	����� ����
������ ������	
���� T ��	���

�� % �����
������

��������	������ �� 1���� |μ(0)〉 0 ��(��� �� �����	� ����� μ(0) � ������������
V ����	���	��!� �����������	
 T  /�( (�( �'"� ��(��� � ������������ V� �(�')
��
 |μ(0)〉 - 5	(�	���(	 � �� � ����������		 � ���(���	 �� 	 �� ��&���� ��� ���
���"���	�� ��(�&���� ��� �'"� ��(��� ������������ V �	��

. . . EδEγEβEα|μ(0)〉 , ��4��

��� ��������� ���	
������� ����� O(N,C)� SO(N,C) � �� ��	����� O(p, q)� SO(p, q) ���

���������	
 ��� �� ������ ������������� ����� O(2r,C) � O(p, q)
 ��� (p+q) = 2r

�������������
 ������������� �� ������		�������� �������� ����� r
 �� ��������
��� �� ��� ���������	�� ���������������
 ������������� �� ��	��������� � ���
����	��������� ������		�������� �������� ����� r� ��� ������ � ��	
 ��� ������
�������� ������� Λ �� ����� O(2r,C) � O(2r − q, q) �������� ��	��������� ���
����		�������� ������� ����� r � ������	��������� � �������� ������ �������
�����	�������� �������� det(Λ) � ����� ����� ������ �!�"�#$%%�

������	
� �� ���������	
 ��� �����%��	��������� ������������ ������� t(−)
� t(+)
 �������� � �!�"�#$%
 	�&�� ���������� ������ � ������ ������������ α
 �����
(r+ q) ' ������ ������ ��� � ��������� ��������� �� ��������� ������ SO(4k)

�� ���� ����� q = 0 � ����� r = 2k ' ������ ������	��
 �� SO(4)%
 �� �� ���������
�� 	����	���� ������ (����)� SO(1, 2r−1)
 ����� q = (2r−1) � r = 2k
 �����	��

�� ��������� ������ (����)� SO(1, 3)� ��� �������	 (r + q) ��	��������� �
������	��������� ������������ ������ SO(p, q)
 ��� p+q = 2r
 	���� ���� ������
��	�������	��

*������ ��� ��������� ��+�
 ����	������	
 ����� ����,� ���������	�� ��-��
����������� ��	�������� ������������ ����� SO(N,C) � SO(p, q)�

�������	
� �	
	� � ������ N = (p+ q) = (2r+1) ��	
� �
������
� �����
���
�
� ������������ ��� SO(N,C) ���� SO(p, q)� ����������� � �
��������� 	���
����
��� �
 ���� ���� ������
�� ����
�
�� ��������� �
�
��� ������ ��������
�
� ���� � ����
� ���
�� �� ������� �� r! � ������ N = p + q = 2r ��	
�
�
������
� �����
���
� ������������ ��� SO(N,C) ���� SO(p, q)� ����������
�� � �
��������� 	������
��� ����
�
�� ��������� �
�
��� ������ ��������
�
���� � ����
� ���
�� �� ������� �� (r − 1)� ��� � �
��������� 	������
���
����
�
�� ��������� �
�
��� 
���������� ��������
� ���� λ � ����
� ���
��
������ r� �� "�
� ����
�� �������� ��� ���
����#����� ��� �������
����#�
����� 
 
��
����� �
 ���� ��
�	$�� ��������� λ ���
�
� r!

��������� ������&���� � *����&����� �	
	� ��������
 � ���������
 ��� �����%��	��
�������� ������������ �� -����������� ������	 �����	 ������������	� *�����
&�����
 -������������ -��	�
 �������� � ����� ./!0� 1��	� ����
 ��������� ������&��
��� � *����&����� �	
	� ��������
 ��� ���������� ������
 ������ �������������
������		� 2��� λ � �����	 ����� m = r � ��� -��	 ���� 
 ��� �� ����+���, �
����� �����)�� ������ r -��� ������ ��	�������
 � �� ����+���, � ����� �����
' ������	�������
 ����� ���,� 3 ���, ������� -�� ������� �� �����&����
 �������
	� ����	������	 � ���� 4������

• ������ ���� � 	
�� ���������� tk1...kr;�1...�r ������������ ������� ����� 2r� t ∈
V⊗2r� ��� V � ������������ ��������� ��� �����������!� ��
��� SO(2r,C)

"��
��� SO(2r−q, q)#� �!�����!������ � ����������!! � ����!$�%
k1 �1
�

�

�

�

�

�

kr �r

� &�'

����� ��(������ (P+)
i1...ir

k1...kr
(P−)

j1...jr
�1...�r

tk1...kr;�1...�r = 0� ��� "���!#����'
�
����� ��������� P± ���������� � "�����)#� "������#�

5� ������,�������	 *����&����� �	
	� � 4����� ��� �� ������	 ���	����



��� ��� ��������� ���	
������� ����� O(N,C)� SO(N,C) � �� ��	����� O(p, q)� SO(p, q)

������� ��� ����� SO(2) 	 SO(1, 1) �
�����	� ����� t �
��
 k = 1 � �������
�
�	 t� 	 ������	� ��� ��� �
��	��
���
����� �
��	 t(±) � �������
�	 t�(±)�
����� �
�
���� �������	� ��
��

SO(2) : tk(±) = tk ± i εk� t� ⇒ t1(±) = t1 ± it2 = ±it2(±) ,
SO(1, 1) : tk(±) = tk ∓ εk� t� ⇒ t1(±) = t1 ± t2 = ±t2(±) ,

��� εk� = −ε�k� ε12 = +1 	 εk� ε�s = −δks� ����	�	 ���
�	 ����� ����� �
��
 t

� � �
�	�
�� � �
��	��
���
����! �������
! t±"

SO(2) : t� → t± = t1 ± it2 , SO(1, 1) : t� → t± = t1 ± t2 . �#�$��%�

&
 �����
! t(±) ��
 �������
! t±� ��
�	������ �������� ����	��	��� �����
��
����	� T (±) ����� SO(2) 	 SO(1, 1) �� ����� ����
� ���������� 
 � ���� '
�������������
(
�����	� ���������� ������
����	� T ([k]) ������ SO(2) ������� SO(1, 1)��

����� ��
�	������ � �����
����� ������� �	�����	���! ���������! �����
�� t �
��
 k � �������
�	 ti1...ik (i1, . . . , ik = 1, 2)"

t...i...j... = t...j...i... , ηij t
...ij... = 0 , �#�$��)�

��� η = diag(1, 1) � ����
� ������ SO(2) 	 η = diag(1,−1) � ����
� ������ SO(1, 1)�
�
���� ������
����	� ����������� �������� �	
��
��
� *��
 [k]� �����
� ����
� ����� SO(2) �	�	 SO(1, 1)�� ���
 r = 1� � � �
���
��	�
�� �
� �	
�
��
��� *��
� �����	� 	� k ����+� ����, 1� -���� ���	� ����� ���	�� ��
������
����	� T ([k]) ��	��	�� 	 �
��
�
���� � ����� ���! �������! ����	��	�
��! ������
����	,� ����� ��
�	������ �
 �������
! t++···+ 	 t−−···−� � ���� �
��.��	� � ���� ����+
� ����, r = 1 �� ��.��	� � �
 ��� 	� k 	������
� ������� ti1...ik� ����� t �������� �	� �
���
������ �	� 
��	�
���
������
/� ��,���	����� �
�" � ����
� ������ SO(2) �����
, ������ SO(1, 1) �
���
��	�
�
���� 
�
��	��� ��� ���.
���! ������� t...+−... �� ����
��

t...+−... = t...1−... + it...2−... = (t...1 1... − it...1 2...) + i(t...2 1... − it...2 2...) = 0 ,

��� �� 	������
�	 �����
��
�	� �#�$��%� 	 ����	� �#�$��)�� 0����
 �������� ��
� �	�����	��� ��������� �����
 t �
��
 k ���������	 �
���
���� ����
��� ��������� ���
 ��� 	������ �
��� +� 	�	 ���
 ��� 	������ �
��� −�

����� ����	
��	�� ��������� �������
���	� �������������

������ ���	��	����	� ����	�� ����

1������ ��� ��
�	�
� 	�� ����� ��.�� �� � �� �
�� 	�� ��	������	� T⊗n

���������	! ������
����	, T ����
����! ����� �
 ����	��	��� ������
��
���	� 2�	! ������ 3�	 2��� ������ ���������	�
� ���	�����
� �	����������

������� ����� 	
� �
��
��� ���������� �����	
������� ��	��� �
 �
��� ���� �����	�� �����

�	
�������� �� ����� SO(p, q)� 
 �� 
����� ��� ��� �
���
���� ����� Spin(p, q)� �����
Spin(p, q) � �� �����	
������ ���� �
�	�� �� � � �
����
� ����� � ������ !��"������ ��� �
�� "	�
� �
���
	���
��� ��
��� 
���#�����
��� � �����	
�������� 
����� so(N,C)� 	
� � �� �����	
����������� �����	
������ ����� SO(N,C)� ��	��� ����� 
	�� � T⊗r1 ⊗ (T ∗)⊗r2 � ��� r2 > 0 �
T ∗ $ �����	
������� ���������� ����� ����� � �������������% ��� &
��"
��� � ���#� �
����


������

��� ������� ���	� ���

������	
��� �� ������ ��	�� |μ〉 ������� ���
�� ��������

Eα(i) |μ〉 = 0 , ��������

� ��� �
�������� ���� �!"���� 	����� ��������! ���������
�� 	��#

��� $����� ������� 
� ��	��� �������� ���� �!"��� Hi �����%���� &���
� �
��������!"�� ���������
�� �����'�� �� ��������� �� (� ��	��� ���! � ��
�#
�� ���� μ = λ(1)� μ

′ = μ(3) � μ′′ = μ(5)� 	����� ���� �	� �
� ��)��

• ������ ��� �	
����� ��	 ���� λ(2)� μ(6) � μ(4) �		���������� ������������	��
������������� �
	���������������� �	 ��� ���� �������� ��
�	��� � ��	�
��������� V̄3 ������������ � 
	����!��������	!	 
 	������ �"����

*�
����
���
�� ���� λ(1) � λ(2)� � ������

�� 
� +��� ���� �������! ��!
��)�	� ����� ��%���� ,� s�(3,C)� ���������
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+��� ���. ������� ��	�
�� Λ ������ �� s�(3,C)� ������ ���	����� �������� ����

��	�
�� ������ Λr�

� ���
��� ���
�� �� ��)�	� ����� Λ� ������

�� �� ��	���� λ(i)� �������
�����)�	� 	��
�� Λr� � /�	�� %����� Λ/Λr = Z3� $��������
�� �� ����� ���	�
�� �� 
�0 ����
�0 	����� Λr� λ(1) = λ(1)+Λr� λ(2) = λ(2)+Λr� � ����1� ��
���
��
(�0 	������ �������� � ����1�� ��
���
�� ��� %����� Z3� � ��� ��%	� ���������
 ����� ���� ������2� � ������3��� �� 2λ(1) = λ(2) + α(1) ∈ λ(2)� 3λ(1) = 2α(1) + α(2) ∈ Λr�

λ(1) + λ(2) = α(1) + α(2) ∈ Λr� 2λ(2) = λ(1) + α(2) ∈ λ(1)� 3λ(2) = α(1) + 2α(2) ∈ Λr� � ���

λ(1) + λ(1) = λ(2) , λ(2) + λ(2) = λ(1) ,

λ(1) + λ(1) + λ(1) = λ(2) + λ(2) + λ(2) = λ(1) + λ(2) = Λr .

4����
��� �� 1�
� � %����� SU(3) ���� ���
 ���� (����
��� {I3, ei 2π3 I3, ei 4π3 I3}
� � ����/�
 %����� Z3� � ��� � ����/�
 /�	�� %����� Λ/Λr�

�������	�� 5 
�	����0  �����0 ����� ���������
�� ��%��� ,� 
���0�����
������ ��)�	� ����� ��� �����
�0 ��%��� ,� A∨� 	����� ���� ��������
� �
	�
1� +� ���� ��
� *�
����
���
�� ���� λ∨(i) ��� �����
�� ��%���� ,� A∨ ������#
��!�� ���
�)�
����

2
(λ∨(i), α

(j)∨)

(α(j)∨)2
= 2 δij ⇒ (λ∨(i), α

(j)) = δij . ��������



��� ��� ������� ���	�

�������	�
�� ����������� � ����	�� ���������� 	 ������� 	������ ���� 
�� 
�� 	�!�"�#"�$% 	���� $�����&�� 	 �������� '���� �������� "(�� ����)#�$# $ !� 

���%� �������������� $�����&��* [Hi, Eα(k)] = α
(k)
i Eα(k) �$��	��� $� 	�����

$�����&��� �� ��������� '���	� !��$����$�	� V2 )"# �"(��� +� s�(3,C) )	� 
����� � ����	�# �&��� Λr �������$#� $�("�$�� �����,�� $ !����%� )	�� !��$���
����* ��������� -���	�$�	���� ���)�����"%�� 	$� ��.�� !�"�
��%� �&�#
���	���# �����/�

2
(α(i), λ(j))

(α(i))2
= δij ⇒ (α(i), λ(j)) = 2 δij . ��������

0)$% �� 	�$!�"%��	�"�$% ������* gij = κδij 	 !��$����$�	 V2� !��!�������"%��*
Tr(HiHj) = 2δij� � )"# !��$���� �����$���	�"� ��$&�����* !������ κ = 1� �
��� 
	�# ��� 
�� "	� 
�$�� ���/���� � �����/� � ��	�$#� �� ���(� !�������� 1�)$��	"##
	 ���	���# �������� !��$�� ����� �������� �� ����)�� ���)�����"%�� 	$�

λ(1) = (1,
1√
3
) , λ(2) = (0,

2√
3
) , ������/�

������ 	�$� $ ����#�� �������� �"(��� s�(3,C) �������� $�$��� 	$�	� ���� 
��.���� �� 2�$� ��3� �� ���� ��$��� α(1) � α(2) 4 !��$�� ������ � λ(1) � λ(2) 4
���)�����"%�� 	$��

� α(1)� �
�
�
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�
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α(2)
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λ(2)
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#
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μ(5)

μ(3)

�
���μ(4)

#
##%μ(6)

2�$� ��35 ������� ���	� 
�� 	��
�������	 � �	�	��
�������	 ��
��������� ���

����� �� s�(3,C)�

0������ 
�� 	$�

λ(1) , μ(3) = λ(1) − α(1) = (−1, 1/
√
3) , μ(5) = λ(1) − α(1) − α(2) = (0,−2/

√
3) ,

������.��� �� 2�$� ��3� $���	�$�	��� ���)�����"%���� ���!"�� ��!�)"#� 
��� !�)$��	"����� � 	$�

λ(2) , μ(6) = λ(2) − α(2) , μ(4) = λ(2) − α(1) − α(2)

4 ���)�����"%���� ���� ���!"��� �� $�% !�)$��	"���� ������(��)�������
� �!�)"#���� ��� �!�)"#���� !�)$��	"����� 6*$�	��"%��� !�"%��#$%
�!�)"��� ������� ����	�� ���������� Eα� 	$ ����$�� 	����� 	 !��$���� 
$�	 V3 �!�)"#��(� !�)$��	"��# �"(��� s�(3,C) ��.�� !�$�����% $")�����
�������

|μ〉 =
(
1
0
0

)
, |μ′〉 = E−α(1) |μ〉 ∼

(
0
1
0

)
, |μ′′〉 = E−α(2) E−α(1) |μ〉 ∼

(
0
0
1

)
. ��������

��� ��������� ���	
������� ����� O(N,C)� SO(N,C) � �� ��	����� O(p, q)� SO(p, q) ���

���������	�
� ��� SO(N,C) �SO(p, q)�� �����
� ������������� �����������
�
���������
� ������������� ������ �� so(N,C)� ���������� � ������ �������
�
� ������������ {T⊗n}� ��� n = 1, 2, . . .  

!�� �
�� ���"��� � #�"���� ������ ������� ������������ ��������������
������������ T (λ) ��������������	��� ���
 SO(p, q) ���� ��
���� �
 �������
N = p + q�� ������� ��������� � ����������� ���������
� ���"���� ����� n� ����
��������� ��������� $��� λ % n �������� � ������ ����� �� ���
&��'�� �����
[N/2] = r (������ ��� ���������	�
� ���� � ���� ������ �����
� ����������	
� ���
��'�� ��"����� �� �"������ ��������� ������������ ������� �������
�
������� ��� ������ ��������� ������������ ��� SL(N,C)� ������� �"������ �
#�"���� ������ � ����	"������ ������� �������� $��� ) �������� ������� �����
��� ���"����� ���"������� T (λn) ⊗ T [1] ������������ ������������ T (λn) ���

SO(p, q)� ������� ������������� ��������� ��������� $��� λn � n �������� � ����
������ � ��'��������� ����������� V(λn) ⊂ V⊗nN � � N�������� ��������'��� ����
��������� T = T [1] ���
 SO(p, q)� ������� ���������"����� ���������� [1] � �����
�������� � ��������� � ��'��������� ����������� VN = Rp,q ) ��"��	���� � ��'��
������ ��������� ��������� ������������ T (λn)⊗T ���
 SO(p, q)� ������� ��"�
�������� � ����� ���������
� ������������� ���������"���
� ��� �����������
$��� � (n+1)�� ��������� ��� � ����������� $��� � (n− 1)�� �������� ���������
� *������� �+ + ,,��

T (λn) ⊗ T ([1]) ≡ λn ⊗ [1] =
(⊕k+1

j=1 λn+1(j)
) ⊕ (⊕k

j=1 λn−1(j)
)
, �� - ++�

��� ������������ T (λ) ��� ��������� ���"�����
 ������������'��� �����������
$��� λ� ��������
 λn+1(j) ��������� �" λn ����������� (n+1)�� ������ �� ���&�
��� ���
 ��������
 λn � ������������ (nj−1+1, λ(j)+1) ��� #�� � .�� � ��������

λn−1(j) ��������� �" λn ��������� ����� �" ������ �� ���������� ����� ��������
�
 λn � ������������ (nj , λ(j)) ������ �� #�� � .� /����� k � *������ �� - ++�
0 ����� ������� �" �����
� ���������� ��������� λn �� #�� � . 1���� ����"���

. . .

. . .

n+1

(nj−1+1,λ(j)+1)

n−1

λ
(1)

n1

nj−nj−1

nk−nk−1

n1 ,λ(1)

nj−1 ,λ(j−1)

nj ,λ(j)

n
k
,λ

(k)

#�� � .2 ��������� ���� λn = [λn1

(1), λ
n2−n1

(2) , . . . , λ
nk−nk−1

(k) ]	 
�
���� �� k ������

������� λ(k) � ��
���� nk�	 
 ����������� �� ������� ���� (n+1)�� �������	 �����
��� ���������� (nj−1+1, λ(j)+1) � 
 ���������� (n−1)�� ������� �� ����������
����	 ������� ���������� (nj , λ(j))�

���������� ����� ������ � ��������� $��� λn ���'���������� � ������� ���
����� �������� ��� ���"������� ���������
� ������������ ���
 SL(N,C)



��� ��� ��������� ���	
������� ����� O(N,C)� SO(N,C) � �� ��	����� O(p, q)� SO(p, q)

���� ���	 ���
����
�� 
�����
����� ����
������� 
�
���� �� ������� �����
(n+1)�� � ����������� ����� �� ������ ����
����� � ��������� ����� ������		�
λn ���������� ����  λn � ��� ������  λn� ������� ������	���� 
�	�� �����
 
��� 
����� � 
�	�� ������  
��	 
���� �! 
	" #�
"$"%�" & ��
�����	 
�����
���
����
�� 
�����
����� ����
������� 
�
���� �� ������� ����� (n− 1)" '��
���
���� ����	 
�����(� ��� ��
�� 
���� m � ������		� λn �� ����)��� (N/2−1)
� ��������� ������  ����� 
����� �� ����)��� �
���� m ≤ N/2 ������ 
�����
��

	����� ����� 
	" ��
" $"* � �����
( � ��	��"

+��
��	 ����� ��������� ����	�  ���������� �$","--�� ���	� ����
������� 

������		�	� λn+1(j)� ������.� ����
������� 
 ������		�	� λn−1(j)� ������� ��/
����.�
� �� λn 
�������	 ������  ����	 �� �� ��������� ����" 0���	��	� ���
���	���� ���
����
� ��������	�� ����
�������� ������.���  ����������
�$","--� � ������������	�� ������		�	� 1��� 
 (n+ 1)/� � (n− 1)/� ������	�� �/
��.�
� ��

�����	� �������	�" +���
������� �$","--� ���
����  ���
����
��
V(λn)⊗VN � ������� 
�
���� �� ������� ψ ����� (n+1) 
 ��	�������	� ψi1...in;j" '��
������� 2��
��������� �����
� j� ��	����.���� ����
  ���
����
�� VN � ��	��/
����� ψi1...in;j ��������.� ������ n/�� ������ ���.���
� ���	����	 ���
����
��
V(λn)�  ������	 ���
���� ��������	�� ����
������� T (λn)" 3���	 ������	� ������
ψ � ��

������ �� ����	 n �����
�	 � ��� �����
� 
�		��������� 
 ��	��(.
��������� s(Y (Tλn))� �����.���� ��������� 
���������� ����� �� �	�.��� 2��	�
������		� 1��� λn" 4������ 
����� �.���� �� ����� (i1, . . . , in) � ��
������� j

�����
�5 ψ i1...in;j ηikj = ψ̄ i1...̂ik...in ����
( îk ����������� ��� ������ �����
 �������
�� ������� �����(
� ���. � ���������� ������ (n − 1)/�� ����� ψ̄" 3������ ψ̄ 


��	�������	� ψ̄i1...̂ik...in �� ��
������. ��

����� � ��
����.� 
�		����. �������
ψ ∈ V(λn)� � ��
�	� ������.� ���
����
�� ��������	�� ����
������� ������
SO(p, q)" 6�		����� ������� (n − 1)/��� ����� ψ̄ ������ �������������(
� ���/
���		�	� 1��� 7 (n − 1)/� ������	�� ������� ������.�
� ��� ���������		� 
������		� λn� � ��� � �
�( ������		� λn−1(j)� ������� ������.�
� �� λn ��������	
����� �� ������ � ��������� ����� λn"

+����� ���������(
�� ����� ����	�  ���������� �$","--� ������.� 
� ����/

�������� �����.��� ������		�	 λn−1(j)� ��� � ��� ����	� ������
�( ���� ����/

�������  �$","--� ���� ����� �� ������ �� ��	�� ��)�� �����"

8�������� �)� ������ ��������� ��� 
������� � λn ����� ������  
�����
n = 0, 1, 2, 3 ���.
�������
� 
 ��	��(. ���2� ������� 1���� ����
���������
�� #�
" $"* ������� ���2� 1��� �� #�
" -",,  
����� �������� ����� SL(N,C)�"
0� ���	 ���2� 
� ������ ������		 1��� 
��	������ ���������� �����	�" 0�
���2� $"* ������ ������		� 1��� λ� ��
���������� �� ����� n� 
����� �������/
������	� �����	� 
 ��������	� ������		�	�� ��
���������	� �� ����� (n+1)�
�� �
�( �� ���� �����( ����" 9�� ����� �������.� ��� ������.�
� ��� ���/
�����.�
� ������ � ������		� λ� � ��	 
�	�	 ��	��
������� ������ �������
����
�������"

+��
��� ���	�� ���������� ���������� ����������� T⊗2  
�		� �������	��/
��� ��������	�� ����
������� ������ SO(p, q) ����
� 2��	���	� �$","*,��
�$","**�� ������� 	� ������)�	  ��� �
���� ������� �
	" :����� ����

tik = tika + t̄iks +
1

N
tik0 ⇔ I = Π1 +Π2 +Π3 . �$","-$�

��� ������� ���	� ���

��� ��	
������ �� 	��� ����������� 	
����������� T � 	
��
������ V�
������� � ���� ������� ����
� |μ〉 ∈ V� �� ���� 	����� ���! �
��!
����
 � V� ��!����� �� |μ〉 �
������ �
����"��� Eα � 
������
���� ����!���
��������� 	�����#�$�� ����
�% &���
 Eγ . . . EβEα|μ〉 ∈ V ������ ��!���� �
�� '������ ��� ����� ��� (μ+α+β+ · · ·+γ)% (���� �
��� ��� ���� ��	
������
	
����������� T �����
� A ��������� � ����
� )����
����� ���� μ *��
	
����������� �� � ����������! ����! �
��!� ��� �
����� ������ ��� *��
���� 	
��������� ���� � ��� �� ������� ������ �� Λ/Λr%

����	� 
� ��� �����
� +� s�(2,C) �
���� 	
��
����� ����
� ���% ,
���


� '������ ����� � �� ���� ��������� �� � ��"�������! � � R� � ���������-
��! 	
��! �
�� α ���
�� � ���� α = 1 ∈ R % .
����� 
�#���� Λr ����� ��
�
�������! � R �� ��������! #��� � ��� Λr = Z/

�� α-α• • • • • • • •
�� �� �� � � � � �

0���������� ��! ��� λ ����� �������
�� ���#���� �1%1%2�/

2(λ, α)

(α)2
= 1 ⇒ λ =

1

2
. �1%1%3�

4�������� � ������ 
�#���� �������� 	�������� #������ ��� Λ = Z/25 ��%
'��%1%1% ������ ������ 
�#���� ��� ���� 	��
��� ���� � ,
���
� 
 � ����

• • • • • • • • • • • • • • •
�� �� �� � � � � �

�
5
2 �

3
2 �

1
2

1
2

3
2

5
2

7
2

'��% 1%1/ ������� ��	�
�� Λ ������ �� s�(2,C)�

	
�����"�� '������ ��� ���% '��% 1%2�% 6��� �� Λr ⊂ Λ � Λ/Λr = Z2% ,������!
)��� ������� �� ��� �� � Λ ������� �� � 2 ��*�����������$ ������$ ������/
0̄ = {0 + Λr} = {Λr} � 1̄

2
= {1

2
+ Λr}� ������� �������� ��
�$ ������ ��-

	����� � �������! �������� �
�		� Z2% 4 �
��! ��
�� �������� �� �
�		�
Z2 = {I2,−I2} �
����� ����
 � �
�		� SU(2) � ��������� � ����
 �
�		� SU(2)
��!������� � ���
)�� )���
-�
�		� Λ/Λr%

����	� �� &���
�� ����� .�
����7&�!�� �����
� +� s�(3,C) � 	
������"��
	
����������� ������"�� �
��� ���% '����� �����
 � 	�
�! ����� ������

H1 = e11 − e22 , H2 =
1√
3
(e11 + e22 − 2e33) ,

Eα(1) = 1√
6
e12 , Eα(2) = 1√

6
e23 , Eα(1)+α(2) = 1√

6
e13 ,

E−α(1) = 1√
6
e21 , E−α(2) = 1√

6
e32 , E−(α(1)+α(2)) =

1√
6
e31 ,

�1%1%��

��� eij 7 (3× 3) ���
����� �������� H1 � H2 7 �
����"�� 	������
� .�
����� �
Eα(1) , Eα(2) 7 �
����"��� ����������"�� 	
���� �
���

α(1) = (2, 0) , α(2) = (−1,
√
3) . �1%1%�8�



��� ��� ������� ���	�

�����	
�� ����� ���������
� �
� �	� ����������� ��	� μ ����
 �� ����
�� Λ�
��
���� ���������
	� ��������
������ ��	�� λ(i)� !��� "
�# ����
� ��$���
	�
� 
����$

∑r
i=1miλ(i)� %�� mi & �	��������� '���� � 	��� ����
�� Λ� ��
���� ������(

���
	� �� ��������
������ ��	��� �������
	� ������� �����	��� )������� ��
 �*��
��� �
������� �� ��
���� ������ ���
	� 	����+, � �*������

������	�
�� 
�
��. ����� ���	� 
���
� �����	� Λ ����
����
��� ��	������
�� ������������ 
���� ������� ���
���� ����� 
�	��� μ ��
��

μ =
r∑
i=1

�i λ(i) , ���-�

��� �i ∈ Z� � 
�	���� λ(i) ���������� 
 � � �!"� ����� μ # ���������� 
���

������������� .� ������ ������
�� �
� ��� ���
��� ���-� ��������
	� �	��(
� � ��/��0�� 1�� �����%� ����� α ������� � ��(������ α∨ = α

(α)2
� 1���� ������ ��

�
� ��(���� α∨ ��%�
 *�
� ��� 	��� ��� '���� 	������ 	���� �����0� ���	
�$

��(�����# α(i)

(α(i))2
� 2�%���  	������� �������� � ���-�  �����0�� ��� �+*�%� ����� α

��  ����
2(μ, α)

(α)2
=

r∑
i,j=1

ni�j
(2λ(j), α

(i))

(α(i))2
=

r∑
i=1

ni�i , ���3�

%�� � ��	������ �����	
�� �� ��	��������� 	� ���/�� 4����� ��	
� ���3� �	
� '����
� 	��� 
�� ��� ni, �j ∈ Z� 4�"
���� 	�%��	�� ��/��0�� ���
�� μ� �������# � ���-��
�����
	� ����������� ��	���

2�� ��� ���� ��%�*�� 5 A ������������ ����+
	� ��	�� �� 	��� �����%�
����	
����� � ��%�*�� A� 
� �� �� �������
 ��	���# ����
�� Λ� ����
�� Λr� �*(
���������� ���	
�� ������ α(i) 
��� �
� �	� ���� �� Λr 	��
��
	
��+
 ���
����

α =
∑
i

α(i) ni , ���6�

%�� ni ∈ Z� �������
	� 	������ �����	��� .����	
�� ���� � Λr ���� ���

�������
�� � Λ� 
� �	
� Λr ⊂ Λ� ����
�� Λ� �*���������� ���
���� ������ ����

��		��
� ��
�	� ��� �*����� %����� 	�� %�� � r(������ ���	
���	
��� � �� �������
(
�� Λr �*�����
  ���� ��
��+ ���%����� � Λ� 7�������
	�� �
� ���
�� %����� Λ/Λr
 �������� '��
�� Z(G̃) ����	�����# ��������+,�#� %����� G̃�  ��+,�# � ����	
��
��%�*�� 5 ��%�*�� A� 8
�
 ���
 �� �	
�� � *�� ������
���	
��� �� ��� ��+	
� (
���� � �� �� ����
���$ �� ����$� 9������� ����
�� Λr �����
	� �������
��# � Λ�
��"
��� �+*�� ���� � ���+��� ���	
��� �����%�+
	� �� ��������
������ ��	��
	 '���� 	������ ��"�� ' ��
�� � 2�� ��� ���	
�� ���� α(i) �*����+
 *�� 	 �
�������� ���	
���	
�� Vr� 
�  ��������
������ ��	� λ(k) �*����+
 *�� 	 � Vr�

• ������ ��� � �	
����� ��	 ����	����� ��	���� 
	���� α(i) �	 ������������
��� ����� λ(k) ����� ��� α(i) =

∑r
k=1Kik λ(k)� ��� Kik = 2(α(i), α(k))/(α(k))2

 !������� �����"� #������ $��� ������ ������� ����	� ����� 
����%� �	�

����� ��	 �	�&�	
 ������ Λ/Λr ����� det ||Kik||�

��� ��������� ���	
������� ����� O(N,C)� SO(N,C) � �� ��	����� O(p, q)� SO(p, q) ���
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���� ���	 ���� ����� 	

���	����	� ����	��	� ������� ���	������	� ������
������
���	� �������
��	� ������ SO(p, q) �� ����	���	��� 	 �������	����
�	� ���
��	� �������
��	� ������ SO(p, q) ��
� �
���� N = p + q ≥ 8� !�
	
�����
"	# $� ���� ���
��	� �	"�� � �� ��%����� ������ ���� �����

�#�� �	������� � �	�
�� ���% ��
#&� [N/2] '�%	� �	������� �������	�� �����
�����	# �� $%�	��
����� � ����
� (	� ) * 


 ������� ������� ���� ��� ��������� ������������� � ����

⊗ = ⊕ ⊕ ∅ , ������ !

��� ∅ �"����#��� ������$��� ������������ SO(p, q)� %��� �� ���� ���&���'(
���� ���)� '����� �� ���� ���* �� +����� ���"����) �� �� �������) ����*
#�� � � ����, #���� ������ !� 
 +�#����� "���� �������� ����� �������� ��(
-��'' �)������� +���#�����)� ���������)� �����������, �'��) SO(p, q) ��
��������� ����������� ��� �������&.�� �����������, SO(p, q)� 
 ��'�$����
���'#����� ����'&.�� -���#+� �������	

⊗ ⊗ =
(

⊕ ⊕ ∅
)
⊗ =

(
⊕ 2 ⊕ ⊕ 3

)
, �������!

����� #���$ +����, ���������� ����, '����$ ��/� ���� �� �������� 0�+�(
��-* �������� ����������� #��)�� �������&.�� �����������, �������� �
�����1�!!

⊗ ⊗ ⊗ =
(

⊕ 2 ⊕ ⊕ 3
)
⊗ =

=
(

⊕ 3 ⊕ 3 ⊕ 2 ⊕ ⊕ 6 ⊕ 6 ⊕ 3 ∅
)
. ������1!

2���), ��'�$��� ��+�� ���&���'���� � ����.$& ��/� ��������� ���� �� ����
���* � ������* �'��� ������1! ����������'�� �����' ���+��' #�������' '���& ��(
/� ���� �� ���� ���� 0��'��� �����$* #�� +��//�-����) �+�������! ���� +��(
��, ��������, ���� λ � �������!* ��� ������1!* �� ��������& �������&� � #�����



��� ��� ��������� ���	
������� ����� O(N,C)� SO(N,C) � �� ��	����� O(p, q)� SO(p, q)

����� �� 	
��� ��	� �� ��� ���� ����
�� ���� �� ��
���� ��
���� ∅ 	
��� ��
��
����� �
�����
������� ���	
����� λ � 
������	������ �� �
��!��� ��� ��
"����
���� ��#��� �
���� 	
���� $������� "�� ��������� � �
���� "���� %��&�'�(
�
������� )������������ �
����������� T (λ)� ����
�� ������� �� �
����� ������*
�� �
����������� 	
���� SO(p, q)� �
�������
�
������	� �� ��� ���� �� 
����
"���� ������
���� ��+��,� ������� ��
�� λ %��� )�� +��� � ���"�� �����
��	�
�
��������� �
����������� 	
���� SL(N,C)� ��� ��
���� %'����'( � 	
�� ��	� ��
���'��(� -�� �� ���� � ���� "�� ����� ������ �� ��
���� ��
���� ∅ � ��
���� λ ��
��#��� �
���� 	
���� �
�����������	� �� ������� �
���� � "�
�� ������������!*
����! ���	
���� ����
�� ����"���� �� ���!�� ��+�������� ������ %��� )�� +���
� ���"�� 	
��� ��	� �� ���'��� �������
�
����	� ��������� �
����������� 	
��*
�� SL(N,C)(� �� � ���
����� ������� .��
���
� ���� �� ����� �� ������� ������

�� ��
���� ∅ �� ������� �
���� � ��
���� •• �� "����
��� �
����� �������������

��������� ������������!����� ���	
���

{ ∅ → • → •• → • → •• } . %��&�'/(

0���� ������������!����� ���	
�����	� ��������� ����������	�
� �����

��
� ���� %�� +���� �+��#���! ��,����
����� ��+��,� ��	� ��#�� � 
������
�����(� 1���� ��
���� %�
�����
������� 
�+�
( � ��,����
����� ��+��,� ��	� ��*
������� ������ )��� ��+��,�� .��
���
� ����� ��+��,� %��&�'/( 
���� 4�

2���� ���� ��������� ����� 
�����
��� � ���� ��������	� ����
#���� �

���	
��	�	 ����� ����� {T (λ)} ���	
 ���������
�� �
���������� �
����
SO(p, q)� �		������������ ���
����� ���� λ� � ����	� ��
	� m ≤ r� ����
N = (p + q) = (2r + 1)� � � ����	� ��
	� m < r� ���� N = (p + q) = 2r� � ������
N = (p+q) = 2r � ���	
 {T (λ)} ������� ��� �
���������� T (λ′)� �		������������
���
����� λ′ � ����	� ��
	� m = r ������ �
���������� �
��	���� ��� ���
�������� ����	� ���	�����	�	 � �������	�����	�	 ���
��	���� �
������� 
���!� "��#	
�	� �
	�#������ T⊗n 	�
�������� �
���������� T �
���� SO(p, q)

������������ � �
���� ����� ���
��	���� �
���������� T (λ) � �
������� 
��� T (λ′)� �� λ ���� λ′! $ �	������ ���
���� ���� � 	�%����
����� �����%�
����

Λ = {λ0 = ∅, λ1, . . . , λn = λ} , %��&��3(

���� n� &
���	��� ��	'���� �
���������� T (λ) ���� T (λ′)! � T⊗n 
���� �����
	�%����
����� �����% ���� �(�)�(*! ���� n� �	 ���� �
���	��� 
���� ����� �� 
��� �� �
�+� ���� �� T⊗n� �	�	
�� ���������� �# ��
,��� ∅ �� �����	� �
	���
� �	������� ���
���	� λ ���� λ′! �� �	������ n 	� �
	���� -��� �� ���	�	
	�
�
	��� �
�+� ���� �	#������ ���
���� λ′′ � ����	� ��
	� �	��,� [N/2]� �� ��'�	
#������� �� 	�	���������� ���
���� ���� .���(�) � �	���� � .���(�/!�

$������� "�� 
��+����� %��&�'3( �
����������� [1r] �� ��������!��� � ��������*
����!��� �
���������� � ���"�� 	
��� SO(2r,C) �� 	
��� ��	� �� T⊗r %��� ���
��� �� ���"� T⊗4 � (p + q) = 8( ����� �� ��
�#���� � 4�� �
���������� 	
���
SO(2r,C)� ��������������� ���	
����� λ �� 	
��� ��	� � "����� ��
��� 
�����
r� ������� �"����! �
���������� � 
��+����! �� �� ��� ���
�������� �
������*
���� %��������!��� � ������������!���( �� �������� ��� ��� )�� ��#�� ��
����!

���� ������� 	�
�	 ���

��� ������� 	�
�	

� ����	�
��� ������ ��� �	�� ���
���� 
������ �������� ��������������� ���� 
���	 2(μ, α)/α2 ��! ���" #����$ α ������$ ��%���	 A � ����� μ �� #����������	"
������������$� &�� 
������ !��!���! �� ���'#� ����"����	�( �� � ���������	� ��!
��%�( ����	 μ �	�� ����� #�����������%� ������������! ��%���	 )�A� *	 �� �
���
��#��	���' ������������' +��%� 
�����! ��! ���� �����	" ��%��� )�( � �%������� 
�! #��������#��� ����!�� s�(n,C)( so(n,C) � sp(2r,C)� � +��� ��
��� ��#������'����
���� �����	 ����� � ������ �
��� �������� �� !���� ���������� ������������!( ��!
#�����%� �,��$ ������� ������	$ ��#��� μ( 
���������!,��$ 
�����, ��������( �
 
��� ������ -���' .� �	 �
��� ������'( ��� ��� �����/���	� ����
����	�� ����( ��
���' ��#����( 
���������!,��� ��������( !��!,��! ������ ��#����	" ������������$�

��������� �����	� #���� {α(i)} ��%���	 A� � ������������ � �������� ��! �,��%�
�����/����%� ���� μ �	 �����

2(μ, α(i))

(α(i))2
= mi ∈ Z . �������

&�� 
�������! !��!,��! �����	� ��
���� 
�����$ ��������� 0���� ��#����� μ( ����� 
�!,��"�! �������( ���,��! �������'�	� ��#���� λ(i) (i = 1, . . . , r)( 
���������!,���
������/���!�

2(λ(i), α
(j))

(α(j))2
= δji . �������

��#���� λ(i)( #����	� ���������	 � �������( !��!,��! �����/���	�� ������( ��# #�#
��! ��" �� �,�	" #����$ α� �	������	 
�����! ��������� 1�$�������'��( ��%�����
�����2�� � ������� ��! �,��%� #���! α ��%���	 A � ��#����� λ(i) �	 ���
����

2(λ(i), α)

(α)2
=

r∑
j=1

nj
2(λ(i), α

(j))

(α(j))2
= ni ∈ Z .

3�#�� �������( � ������������ � 
�������!�� ������� #�.���
 �������
 #���, α(i)

���������� ���������!���! ��� λ(i)( #����	$ ���	�����! ����	
���	���
 ���

��
� 4��'�
!�' ������� � �������( �	 ��"����

(
μ−

r∑
i=1

miλ(i), α
(j)
)
/(α(j))2 = 0 . �������

3�# #�# �����	� #���� {α(i)} �����
,� ����
, ������
 ��#����� � r ������ #�� 
����� ������������ Vr � �����#� gij � ������������ Vr ��#������ ���� ���
.�����
����� 5���
�	 �����6��( �� �� ������� �	��#��� ���������

μ =
r∑
i=1

miλ(i) , mi ∈ Z , �������

�( ����������'��( �,��$ ��� μ �����%����! �� 5
���������'�	� ����� � ������� 
����	�� #�+55���������� 3�#�$ 7#���������	$8 ���#�� ����� ���' ���������'���
���$���� #����������	" ������������$ �����	" #�����#��	" ��%��� )� A � ���"
�" ����������	" 5��� ��#�,��! #����#��
,��



��� ��� ��������	�
�� � ����

������	 
���
�� �������� ������� ��	��� �������� ���	��

[Tk(α), Tj(α)] = iεkjnTn(α) .

�

������ ������� � ���� π ������ ������ �
�� ������� ��
�����	�
 ��	���!
��� eiπT2(α) � �����"�� � ����	��� ��	�#	� �
� T3(α)→ −T3(α)$

eiπT2(α) αiHi e
−iπT2(α) = −αiHi . ������%�

&�	���� eiπT2(α) � �	����	� �	��	�
��	 ����	��	� ��
���#��� �� �� 
	�'
 ��	!
"��
 � 
���	"����

eiπT2(α)Hi e
−iπT2(α) = [σα(H)]i , ������(�

�"	 ����	��	 σα ���	"	�	�� � ��������� ) 
��� ��
�	"�	�� ��	�
�� ��	�������!
��	 *�	�	��� ��	��� eiπT2(α)Hi e

−iπT2(α) ��	�� 
��
��	���	 ��'	�� [σα(μ)]i�  *��
� ���'	�� '�� ������+��� ��	���$ A → eiπT2(α)A e−iπT2(α) �	����	� ����	��	
�� ������ )	�� �

,� "����	�#
�� ������(� ��	���� '�� 	
�� �	���� ξ ��������	� α� �� 	
�#
(ξ, α) = 0� �� [E±α, ξiHi] = (ξ, α)E±α = 0� � ��		� �	
�� ��	�
���

eiπT2(α) (ξ,H) e−iπT2(α) = (ξ,H) (∀ ξ ⊥ α) . ��������

-�������#��� �	���� x � 	����"���� ���
���
��	 Vr ����� ��	"
����# �� ��!
�	���� ������.�� �	����� ������.����#���� �	����� α� � ��������#���� �
�	�� �	���� ξ� /��" �� ������%�� ��������� �� ����'	�

eiπT2(α) (x,H) e−iπT2(α) = (σα(x), H) = (x, σα(H)) , ��������

����"� � 
��� ��������#��
�� x� � 
�	"�	� ������(�� )� ������ ��	�
��	 � �������� ��
��
���#�����
# �	�� '�� "� ����	��� �������� � "��0 ����0 �	������ β, γ ∈ Vr


���	"���� ��	�
���
(σα(β), γ) = (β, σα(γ)) . ��������

1���	 �
	�� ���'	�� *�� ���'	�� '�� ������2�	 σα ������ )	�� W �	������
 
�	
��
��	����� ��������#���� ��	������ �� ����3	��� � 
�� ����� �����!
�	"	��� (β, γ) = βi g

ij γj� 4�	"���	�#�� "� ��������#���� *�	�	�� w ∈ W � ��!

���	����� �� ������	"	��	 ������2�0 σα� �� ����'	�

(w · β, γ) = (β, w−1 · γ) , ��������

� ��		� "�	 ��������
��

det(w) = +1 , det(w) = −1 , ������5�

� ���
���
�� �� ����  �� 	�
 �� w ∈ W ������	"	��	� '	����� ��� �	'	�����
'�
� ����	��� σα�

• ������ ��� ��	�
��� ��� ��� ����
������� 	������� ����
����� Eβ ∈ A �����

������� �����������

eiπT2(α)Eβ e
−iπT2(α) ∝ Eσα(β) . ��������

��� ������� ���	
�� Brn � �� ������������ ���

������� �	
��	��� ��� �����	��� ��� ����
��	��� ��	
�� �� ��	���	� �����	
������

���	�
��� P (λ)� ��
���	 ��	���
 �	��������	��� ��	�
���	��� � ������
������		��� ��	�
���	��� T⊗n ������	��� ���	�
���� � �!�"#$� ���	���% ��
������ T⊗2$� �
���
�� ��� �	���
	�
� ���	��� &���'��� 	��
�����	 � ����
���(
�
�	 V⊗n ��	�
���	��� T⊗n� ) ��	����% ���	��% �� ���		��� ���	��� &���'��
� ������� ���*	� ����
���+�� �	���
	�
�� �� '
�� ���	����

��� �����	
 �	
�	
 Brn � �� �	����
������

) ����� ���	�	 �� �	����
�����	� 
	���� ��	�
���	��� ���	��� &���'�� Brn
���� ���		�	��	 � ���	�	 �����$ �����,��� ��%�� ��
���� ������	
 ��%� -���,(
����.)	�*��� /# 0 �� ��������� ���	��� ������ �	�	�
������ C[Sn]� 1	�, �� ��(
	� ��	���
, �	
���	 ����
 /#20 � /#30 ���� 
���	 ����
� /#40 � /#�0$�

) ���+	 '
��� ���	�� �� ��	5���� ����� ����
���+�� ������ ���
	�� �����(
�� ��
������,��% �	���
	�
�� ���	��� &���'�� Brn� ��	+���,��	 ��	�
���	��	
��
���% � ����
����
�	 V⊗n 
	������ ����� n ��	�, V 6 �����	����	 ����
���(
�
�� ���		����	�� ��	�
���	��� ������ SO(N,C)� ��� �	�	�
�	���	 ����
���(
�
�� ���		����	�� ��	�
���	��� ������ SO(p, q)$ �	
 ���	�
���� ��	�����	 �
V⊗n ��������
��	 ������
����
�� V(λ) �	��������% ��	�
���	��� ��
������,(
��% ������

����� ����	
� �
��
� Brn� �������� ��������
�� ��� ���

��	
� Brn
7 �����,� ��
��+ P � K� ��
���	 �� �����,������ � � �!�"#$8

P j1j2
i1i2

= δj1i2 δ
j2
i1
, Kj1j2

i1i2
= ηj1j2 ηi1i2 , � �9�!$

�	 ηi1i2 6 �	
���� � ����
����
�	 V ���		����	�� ��	�
���	��� �	�	�
�	����
�������� SO(p, q) ⊂ SO(N,C)� ���		��� ����� ��	��
���� Pk � Kk �k = 1, . . . , n−
1$� 	��
�����% � ����
����
�	 V⊗n 
	������ ����� n� �������� �������� �������
	
� �#�9��$$8

Pk · (�ei1 ⊗ · · · ⊗ �eik ⊗ �eik+1
⊗ · · · ⊗ �ein) = (�ei1 ⊗ · · · ⊗ �eik+1

⊗ �eik ⊗ · · · ⊗ �ein) =

= (�ej1 ⊗ · · · ⊗ �ejk ⊗ �ejk+1
⊗ · · · ⊗ �ejn) δ

j1
i1
· · · δjk−1

ik−1
P
jkjk+1

ikik+1
δ
jk+2

ik+2
· · · δjnin ,

� �9�9$

Kk · (�ei1 ⊗ · · · ⊗ �eik ⊗ �eik+1
⊗ · · · ⊗ �ein) =

= (�ej1 ⊗ · · · ⊗ �ejk ⊗ �ejk+1
⊗ · · · ⊗ �ejn) δ

j1
i1
· · · δjk−1

ik−1
K
jkjk+1

ikik+1
δ
jk+2

ik+2
· · · δjnin .

� �9�"$

) �	���	����% �������	���% ��
��+� ��	��
���� Pk � Kk ����� ������
, � ��	

Pk = I⊗(k−1) ⊗ P ⊗ I⊗(n−k−1) , Kk = I⊗(k−1) ⊗K ⊗ I⊗(n−k−1) . � �9�#$

���� ��������� 	� ��
��� ��� ����	�������� �
��� ���� SO(2r,C) � ����� �� ���	����
�����

�������������� 	���������� ���� � r ���������



��� ��� ������� ���	
�� Brn � �� ������������

������	
� ���
��� 
��������	�� ��	 ����� P � K

P K = K P = K , K1K2K1 = K2 , P1K2K1 = P2K1 ,

� �� ������ � ���� ����
�������� ������ � ������ � ����� ��������� !� ��������
Pk ≡ s(σk) � Kk ≡ s(κk) �������" ����
������� s �#����"$�% σk � κk �������&
�

��������& ��'�#�� 
 �������	"$��� 
��������	��

σ2
i = e , κ2i = ω κi , σiκi = κiσi = κi , i = 1, . . . , n− 1,
σiσj = σjσi , κiκj = κjκi , σi κj = κj σi , |i− j| > 1,

σiσi+1σi = σi+1σiσi+1 , κiκi+1κi = κi , κi+1κiκi+1 = κi+1 ,
σiκi+1κi = σi+1κi , κi+1κiσi+1 = κi+1σi , i = 1, . . . , n− 2 .

������ 

(��
� )����� e �#����!�� ������� � ω * �������� %���������"$�& ��'�#��� +
������&��� ��� ������#�
	 ��

������� �����!��� ���!���	 ω �� �
� �����!,
��� ��'�#�� � � � '����� SO(N,C) ���� �������� ��'�#�� 
 ω = N - .������
������ *������ ����" ����
������� ��'�#�� ������ 
 ��������� ω� ������ N �

������	�
�� ����� ����������	�
 ������ Brn(ω) 	�� ���� �������	�� ����
� ��	��� � ����������� σk � κk ��� k = 1, . . . , n − 1�� ������ ���������
��
�����
���� ����	��	�
� � !"! �� 	�������
 ����	
�� 
���
�!

+
� #���
��� )������ ��'�#�� Brn(ω) 
��	
	 ��� �����������	 �#����"$�% σk
� κk� /��� �
�� �#
������� ����� 0�
���� �� �������� !� ��'�#�� Brn(ω) ����!,
������� � �� ��������
� �����

dim(Brn) = (2n− 1)!! ≡ (2n− 1) · (2n− 3) · · ·3 · 1 . �����1 

2�������	 
��������	 � ������ � ���"!�"$�� ����� σk� 
 
��������	�� ���1�� �
�� ������ !� )������ σk �#����" �����'�#�� C[Sn] ⊂ Brn(ω)� � �
� ��'�#��
3���)�� Brn(ω) 	��	�
	 ��
�������� '�������& ��'�#�� C[Sn] '����� ����
���,
��� Sn� 4����
������ ��� � � ������5 � �������� Pk� �������� � ������ � ������ �
	��	"
	 ����
������	�� �#����"$�% σk �
�
����% ���
������& '����� Sn� 6�,
'�#�� 3���)�� Brn(ω) �'��� � �� ���� � ����� ����
������& ���'�������%
'���� SO(N,C) �� �% ��$�
�����% ���'���� SO(p, q) � !� � '�������	 ��'�#��
C[Sn] � ����� ����
������& ����&��% '���� SL(N,C) �
�� 7���� �� ������ ��� �
8� 
�	���� 
 ��� !� ��	 ��'�#�� Brn(ω = N) � ����
������� s� �������� � ������ 
� �����5 � 
��������� �����' 9��������	 ������

�������
�� ����� #���$ T % �����
�� ��������	� ���	�� ������	��$&
	�� ������ O(N,C) � �������	��� V � ������� η! '������ X� ���������� �
V⊗n� 
��
��
 O(N,C)&�	�����	�	�� ���������

X ·
(
T⊗n(g)

)
=
(
T⊗n(g)

)
·X , ∀g ∈ O(N,C) . �����: 

��� � ���$�� ��� X = s(a)� �� a ∈ Brn(N)� �� ��$ ������� X ��������
��

� ��� ��	�	�� �����	����(

X =
∑
i

xi s(ai) , �����; 

�� ����� ��� �� ��� �����	�� )��	��� ai ������ Brn(N) ��	��� i �������
�	��	�
 i = 1, . . . , (2n− 1)!!� � xi % �������	� ��)**���	��!

��� ��������	�
�� � ���� ���

�����	 r = 2 
�����
���� ������� �� s�(3,C)� ��
���� �
� ��������� �����

������	 ������� s�(3,C) � ������� �
� ��� 
�� ����
������	 ������� s�(3,C)
����� ��

�������  �� ���� ����

������ �� !������ 
�
���� ������� so(2r + 1,C) "Br�
����# 
�
���� � �������
������ "$���%&# "
�� ����� �  ����� ���� ��	�	#� '� ����� �
� μ �� �� �
���
������� e(s)  r������� ������� ���
����
��

μ =
r∑
s=1

ms e
(s) ∈ Vr , "$�%�%�#

� ���
����� (�� �
�  �
���� "$�%��)#* ��� ������� ������ α ����  "$���%&#* ��
�������� 
���������� (mi ± mk) ∈ Z � �
���� 2(μ, e(i)) = 2mi ∈ Z� ���������+��
���������� �,���� �
� "$�%�%�# ������������� ����
������	 ������� �� so(2r +
1,C) ���-�� ���+ .����� ��� ����.����� ��
����

mi ∈ Z/2 . "$�%�%/#

0���������� �
� ������,�
� ��� ��	
��� �� �
��	 ����� "$�%�%�# (������
�� � ������ 1�	�� W � 1 ������ � ���� ����+
�� 2���-����� ����� "����� ���
��	��# ���� ���� ���* ��� ������ 1�	�� W ������	 
�
���� Φ(so(2r + 1,C)) � ��
���3�� ��
������, ������ Sr 
�� ����
������ ��������� mi �
���� ������
"$�%�%�# ����� ��������� � Sr �����.�	* ���� ���4�� �,��� ��
�� � ������	  ���
��5 mi → −mi� 1
� (�� ������� ����� � ������ W 
������,� �
���� "$�%�%/#
� ��(���� W �����
� ������	 
�������� �������* ���� �����	 �
��� "$�%�%�#*
"$�%�%/# ������� so(2r + 1,C)�

������ �� 6�� ������� sp(2r,C) "Cr�
����# ������� 
�
���� ����� �� "$���$�#
"
�� ����� ��� ��	�	* ����� �# ��(���� ��� �
� "$�%�%�# � �
����� (mi ± mk) ∈ Z

��������
� �
����
2(μ, 2e(i))/(2e(i), 2e(i)) = mi ∈ Z . "$�%�%7#

8
���+ �� 3������ "$�%���# ����-���� �
� "$�%�%�# ����
����+�� ���
��
��	* ����
������������� ������� ������� "$���$�#* �������� ���� ��+ "
�� ����� ��  ���
�� ����+
�� ����-����� �����* ����� ��� ��	��#* ��� ������ 1�	�� W ��� ������
Cr�
���� 
������� 
 ������	 W ��� ������ Br�
���� "
�� ��� 9����� ��#� 9�����
�� ����� � (��	 ������ 
������,� �
���� "$�%�%7# � ��(���� W �����
� ������	

�������� ������� �
� ������� sp(2r,C)�

������ 
� 6�� ������ so(2r,C) "Dr�
����# ����� ���,� �� "$���%�# "
�� ����� ���
��	�	* ����� �#� 2
���� "$�%��)# ��� �
� "$�%�%�# ���� mi ± mk ∈ Z* ��� i = k* ���
(��������� "$�%�%/#� ���������+�� �
� �� -�* ��� � ��� ����
������	 ������
so(2r+1,C) "Br�
����#* �� ������ W  
����� ������ so(2r,C) 
�
���� "
�� ����� 
� 
���� ����+
�� ����-����� �����* ����� ��� ��	��# � 
�� ����
������ ���������
mi ������ "$�%�%�#* � ���-� �  ����  ���� � ������� ��
�� ��������� mi� 9�� �����
������� ������ �
���� "$�%�%/# 
��������
� � ��(���� ��� ����� ������ 1�	�� W
�����
� ������	 
�������� �������* ���� �����	 �
��� ������� so(2r,C)�

��������� :���-���� � ������ 1�	�� W ��-�� ����� ���+ �� (�������� ���
����� �� A� :�������� ���������

T3(α) = Hα =
αiHi

α2
, T2(α) =

1

2i
(Eα − E−α) , T1(α) =

1

2
(Eα + E−α) , "$�%�%&#
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������	
�� ��� ��� ��� ���� � ������� ����� ���� ���� � 
�	������ �����
�������� �
������ ���� ������	
� ����� ���� ���������	�� 	�
	���
��
������� ����� ���

������ 	�  �������� ������� ����� ������ �� s�(r + 1,C) !Ar"����#$� ���	���"
	� � �%��� ���������
�� 	��
���	�� �����%��� !&���'$ ����%� ���������∑r+1

i=1 Hi = 0� ��� μ ���� 	�
��
����
�� ���������
�� ������ �� s�(r + 1,C)
���� � 	��
���� ������
���� Pu� 	������ ��������#�� ����� r"���
�% �����"
����	���� � ������
���� Rr+1� �����
��	��#�
�% ��	���� u = (1, . . . , 1) ∈ Rr+1 !���
��
	� 	 � ��������� ��	�	$� (	�� ������� ��� ���
� �������� �� ����
��
��	���� e(s) ∈ Rr+1)

μ =

r+1∑
s=1

ms e
(s) , !&�*�*&$

���
r+1∑
s=1

ms = 0� +���� ���� ��� !&�*�*&$ ����
� ����������#�� ������% !&�*��,$� ���� -

������ #�
��� ��� !&�����$ 	��
�� ������ s�(r+1,C)� �������� 	 �����
�����
���
����
�.�
�% 
 	�/00�1��
�� mi)

2(μ, e(i) − e(k))

|e(i) − e(k)|2 = mi −mk ∈ Z , ∀ i = k . !&�*�*�$

2 ��
	�� 	 ��	�������� 3�������
�# ����� !��� �������� ��	��$ ���� ��	�"

�� ��� ����� 2���# W = Sr+1 	��
���� ������� ������ s�(r + 1,C) ��������� 

������� ��	��� !&�*�*&$ �	� ��� ��������#�� ��� 	����
�
�� mi � ��/����� ����"

#�� ������� !&�*�*�$� 4���������
�� ����� 2���# W #��#���# ������� ���������
��.��	�� ������

�� ����� !&�*�*&$� !&�*�*�$ ������ s�(r + 1,C)�

2 �������.�� ����� r = 1 � ������ �� s�(2,C) ������# ���
����

�� �������
	���
� α = (e(1) − e(2))�  ��� ��� !&�*�*&$ � ������ m1 + m2 = 0 � ������# !&�*�*�$
������%��# � ���� μ = m(e(1) − e(2))� ��� m ∈ Z/2� (	�� ������� ��� ��� ����
	�
��
����
�� ���������
�� ������ s�(2,C) �����%� ��
����
�% ��.��	� � ��"
�� 
 ��
�� ��#���� 
�����

�� ����� 	��
# α� 		 /�� ��	�
� 
  ���&�*�
���������
�� !&���5�$ �� ������ 2���# W ������ s�(2,C) �������# 	 �����
�%
μ → −μ� �� ���� ����� W � �

�� ������ 		 � �������� ������� ������0

S2 = Z2� 6������� ��� ��
����
# ��.��	 
  ���&�* ���������
 ��
�������
�
�����
�# μ→ −μ�

(1)

(2)
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•
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•

•

•

•
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�

 ��� &�*) ���� ��� ����	
� � s�(2,C)� ���� ...,−1
2
, 0, 1

2
, 1, 3

2
, ... ������������� ����

����� m�

��� ������� ���	
�� Brn � �� ������������ ���

������	
�� ������	�
�� ����� ���� ����	� ������	��� � 	�� ��������
�� ��
��
���
�� ����� SO(N,C) � SO(N − q, q)� �������
�� 	�� ���� ����� ��
�����
���� � ���
 ��
 ������ N = 2r! ��	� � "#�$�%& ���� ���������� �� ���	�����
��
�� T⊗n 	�� n ≥ r� ' �� ������ ���� �(� 	
� �� �
��� ������� �
���
���
�
�� �������! 	�)�����(�� � V⊗n � 
� ���	����� �� � ��	� "#�$�*&� +
�
�
����������� � � (�� ��
���� �
����  �����
� ��
��� � � �
�
�� �
εi1...i2r � ' ����
��� � ���� ������� �
����� ������ �  ������) εi1...irk1...kr !
����) 	�)������ � ������
���� V⊗r� , � (�� ��� ������� ������� 	��
������� "#�����& 
� ������
���� �� 	����
�� � �
���� 	����
�� ��
����
�
����  �����
�� ��
��� ��
�� r "� � �	�-
� -���	�
�� "�
��&�� 	����
��
���	������
�) ����� SO(2r,C) � SO(2r − q, q) � �
�� .��	��� �����&�

� ����� ��������)
 �	-
� ���/������ ���	������
�� ��� �
�� ����-��
0������ Brn(ω)� 1
�����
� ���	������
�� ���� ��������� 	�� ������ ��������

�� Sn � ���	��� ������ � ����) ����� �
���� +-�����(�� σi ∈ Brn(ω) ���	�����
���� � ��	� ���

σi =
• • . . . • • . . .• • •1 2 i i + 1 i + 2 n − 1 n

��
������

��

� � � � �• • . . . • • . . .• • •
! "#�$�2&

����� � ���� ��
3�
�� σ2
i = 1 �� "#�$�#& 
����
! ���	�� �� ��
��! ��	��


��(�� ���3�
� i � i + 1! ������ ��
��! ��	�
��(�) ���3�
� i + 1 � i! ���
�
��� ��) ��
��� 4�� ��
3�
�� �����
��� σiσj = σjσi �� "#�$�#&  � � �� 
"i+ 1 < j < n− 1&

σjσi =

. . . • • . . . . . .• •i i + 1 j j + 1

��
������

��

� �. . . • • . . . . . .• •
��
������

��

� �. . . • • . . . . . .• •
=

. . . • • . . . . . .• •i i + 1 j j + 1

��
������

��

� �. . . • • . . . . . .• •
��
������

��

� �. . . • • . . . . . .• •
= σiσj �

,�
3�
�� �� σi+1σiσi+1 = σiσi+1σi �� "#�$�#& � ��� ���	��(�� ���/������ ���	�
������
��

σi+1σiσi+1 =

��
������

��

�

• • •i i + 1 i + 2

• • •
��
������

��

�• • •
��
������

��

�• • •

=

i i + 1 i + 2• • •
��
������

��

�• • •
��
������

��

�• • •
• • •
��
������

��

�

= σiσi+1σi �

5��
�� ��� �
� κi ∈ Brn(ω) ���/������ ���	���������� ���

κi =
• •. . .

. . .

. . .

. . .

• • • • •1 i − 1 i i + 1 i + 2 n − 1 n

� � � � �• • • • • • •
� ��  � "#�$��6&

7������� ���/� � "#�$�2&! "#�$��6& 	�� -�����(�� σi, κi ∈ Brn(ω)! ��-) ����
 �
�! �����

�) ��� ������	�
�� ���� -�����(��!  �
 ��-������ ���/����
��� � ��	� ���� 7�� �� ��
����(�� �����8
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=
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�

�
�= ω .
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�	
��
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 ���	���� �� �
������� ω�

• ������ ���� �	
����� ������� �������� ��������� �������� ��	������� ��� 	��� 
��
�!"�� �		�#	$�#�� ��������

�
�����
 ������	��
�� ��	�����	��� ����� �! ������"�! ���
# �
�
� ���	��$
Brn ��
���%�	��& � ��	 ����� ���� '������� � n ����&��! �	 ��%�& �� 2n �	�(��!
���
&)���& � �	���	� ��� ��%�	� �&�! ��&���� 
�
# ����	# � ���
#*�
 �� (2n−1)

����(���& �	�(�� � +��� �&��� '���$	 ����$ ���
�
 ���� 
��		�&�� ������$	
+�	�	��$ � ���	��	 Brn � �� ����
 ���
���& ���� ,	���& �� 2n �	�(�� ����� ��		�
(2n− 1) �
��
%�
��� �
	������& � ������ �	�(������ ��	��)�& �� 
����(���&
(2n − 2) �	�(�� ��		� (2n − 3) �
��
%�
��� �
	������& � ������ ��
�
�$��
�	�(����� � ��� ,�
���		��	 ���	� (2n − 1) · (2n − 3) · (2n − 5) · · · �	� ����

����$� ����
� �������
�
 ����! �
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������� ���
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�
�� ������� Brn� �
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�
 	�	

��
��������� 
��������� σi, κj ∈ Brn�

/ ��	�����	��� s ���	��$ Brn(ω)! �����
� � �������! �����0�! ��%
	 �	��
 ��
������ ����� � � ������"�! �
	��&�)		 k*� �	�(��� � �	���	� �&� � j*� �	�(��� �
��%�	� �&�! �

��	�����	� 	����*����
�� δikij ! ��� +�
� ����$	 �� ����	 ������"�!
�
	��&�)�	 �	 �	����	! ��� �	 ��%��	! �	�(��$ � �
�	���� k � j! �

��	�������
�	������ ηikij ��� ηikij � ,
+�
�� � ��	�����	��� s �	��� �������� �$��%����& � ��	
��	���� ��� �	���� � �����	�� ω ���	��$ Brn(ω) �������	��& ��� ω = ηikηik = N !
��
 �
�����	��& � �%	 ���	���$�� ��� ��������

1��		��� �& ���	��$ 2���+�� Brn ���		 �$ �	 ��	� � 
�
����	��� ���	��$
2���+�� ����$���� �������
��� 
� �����	��� ω� ���
� +�	�	��
� {ym} (m = 1, . . . , n)
��������	 � ���-����.

y1 = 0 , yk =
m−1∑
k=1

(σk,m − κk,m) =

=
m−1∑
k=1

σm−1 · · ·σk+1(σk − κk)σk+1 · · ·σm−1 , m = 2, 3, . . . , n ,

��������

�	
σk,m = σm−1 · · ·σk+1 · σk · σk+1 · · ·σm−1 = (k,m) ,

κk,m = σm−1 · · ·σk+1 · κk · σk+1 · · ·σm−1 .
������0�

• ������ ��%� �	
����� ��������
�#��� �������� �������� ��	������� ��������&�
'
���#�( ������)��

1�	���
�$ ym ���$�����& ���������� 	
�������� ���	��$ 2���+�� � ����*
�� ����� %	 ��%��� �
�� ��� �
���
	��� ���������$� �	��
�	��
� � ���	��	 Brn

��� ��������	�
�� � ���� ���

������	
�� �����	
 ������� ����
��� �
�����	��� ��� ����� ����� �
���� μ ����
�
���� ������������ ��� �
��� ���
����
����� �
��	���	���� ��
������
�	� T ���
�
���  	 A� !
����� μ� "����
�����#$	
 "����	# �������� �� �"�
� ��%����& ����
�������	
 ����	
� '��%���
���� ��� (�� "����	
 ���������� ��� ����� �����
�
���� μ ��� �
��� �
�������� ��
������
�	� T ���
��� A� )	*
 ���� ��%�
��
����� 	 ������ �� ����*
� ������������& "����	� ������� ��� ������� ���
��  	
�����	�
��	� �
�	+, s�(n,C)� so(n,C) 	 sp(2r,C)�

� -�������	� ���"�" �
��� ��
������
�	� T ����& ����� α 	 �"��& �����&��+
�
� μ′ = μ(0) ��
� �
����� |u0〉� � ���"�
 ������ ��� (μ′ + α) . �
 �
�� /"��& ��
�
�	 �
��� μ(k)� �����
����"#$	� �
������ |uk〉 �����0�� k > 0� 	�
#��� �
 ������

�
��� !��
�
� ��	�
�&1

 k� ��� �������� �
� μ(k) 	�

� ��������& ���&1
 1� 2��
���� ����
 �
����� |uk〉 	�

��� �	�
+�� �
%��	�	��+ � �
�" �
���� |vk〉 � �
� *

�
��� μ(k) 	 ����+� ��� Eα|vk〉 = 0 �	���
 �
���� Eα|vk〉� �	�
+�� �
%��	�	��+ �
|uk−1〉� 	�
� �� �
� μ(k−1)� ��� ��� �
� μ(k−1) ��� �� �
 ������+� ��� ����	���
�	�
�����" k 	 �����" �����&���� �
�� μ′ = μ(0)�� 2��	� ����%��� ��� �
����� |vk〉 ��
��*
� ������	�& ���3
�"�"� 	%��*
��"# ��	 ����%��
�&���
 2
��
�� ����� 	 ���
����	�& ������	�
�&�"# ���"�" �
��� �������	�
�&�"# ���"�" �
����� �
�������
����& ����� α� ���	��#$"#�� � �
�� μ(k) 	 �	��
��	��"# �����	�
�&�� ��������	
Pα� 4���"# ���3
�"�" ��*�� ������	�& ��� ��
� �
������� 	�
#$	� �
 ������

�
�� μ(k)� 	 �
� ����� ����
������	�����& ����"# �	��
��	�����& �	��
�� �
���
� "�
��� 	� ��������
+ �����	�
�&�� �	�
���������	 Pα� 5�� � ��������	 �%����
��

��� �
�� μ(k) 	 σα(μ
(k)) = μ(k)− 2(μ(k), α)

(α,α)
� �	��
��	���
 �����	�
�&�� �	�
���������	

Pα� 	�
#� ��	�����"# ��������&�

• ������ ��� �	
����� ��	 ���	� ���	�	� ��
�	� |μ〉 ������������� T ��������
������	� 
	��������� ����

|μ〉 =
∑
b

(E−α)kb|u(b)0 〉 �����

��� ��
�	�� |u(b)0 〉 �����	�� ���	�� ��
�	�	� |vk〉! ��� �"�
�  ��#�$ 	���%

���� ��	����	� Eα|u(b)0 〉 = 0� &
������' �	
�(��� �������� ��	 ��� 
	������
��
�	��� ��������(�)�� �	���	���	� ��#� ���"��� �	(�	 ������ 	��	�	%
������� ��"� ��"�"�

��������	
� ����� ���� �����	�
���� T � ��	���� �������	�� ���� � �����
�	������� �������� � ������ W � � 	��� �������� ���	 ������
�� ���	 
���	!� ����
��	�� "�

����	����

! ���&�
+1
� ��*�"# ���& �"�
� 	����& ����� ���� ���	����� ����� ����

����
���
	�� �������	����� �����������
� ��+ 	�	 	��+ ������+ �����
���
��+ ���
���  	 A� )	*
 � ��	�
���� � ���*
 � ��%�
�
 ���� �"�
� ����%���� ���
(��� ����� 	�

� %��
���
�&��
 ���+����, �#��
 ��%��*��
 �
�� ��
� ���
����
��
��� ��
������
�	+ ������+ ���
���  	 A ��	����
*�� � ����
��� �����������
 Vr

�
������+ �
1
��
 Λ� ������� 	����	����� �����	�
�&�� ��
����%����	+ ������� 	%
��"��� W ���"��� !
+���� ������$
+ 	% ����*
�	+ �����	�
�&�� �	�
���������
+
Pα� �������$	� �
�
% ������ �����	��� 	 �
��
��	�"������ ������ α ���
��� A�



��� ��� ��������	�
�� � ����

����� 	
���	� ��������	 �������� ����������	 ��� k ���� 	�	 ����������	 ��� (k−
1) � �� �����

mk+1 = (μ′, α)− k(α, α) +mk . ��������

��� ��� Eα|u0〉 = 0 ��������	 �������� ���	������� ��� �������� �������! k = −1
� m0 = 0 �
��� ���"�#��� �	$�	�" �������� ���	������� ��� ��� k > −1�

%	��	���" ������������� �	����	����	 ��	#��"�� ������&� �	�'�� 	
��������
�� ���	�	�	� (�)� k = j �	 ���� |uj+1〉 = 0� �	)�� �� �������� ����"�� mj+1 = 0� *���
��(�� "�������� �������� � )��������� "��	����� m0 = 0 = mj+1 �� �	�"����
��(����+

mk = k(μ′, α)− k(k − 1)

2
(α, α) ,

2(μ′, α)
(α, α)

= j , ������,�

)�� ��	�	� ��������	 �	�"������ �� ����	)	 ��� k = j + 1� ��� ����� �� �	������
��	 ���� α - �	���� � ���	�	! ����	� |u0〉 �		�������"./�! ���" μ′ "�	�����	����
Eα|u0〉 = 0 �	 � ��"��� (α, μ′) = 0 #��	��� ����	�	� ������&� 	��������� �	����	��0
�����	��� ����"�"� ���	�

μ′ , μ′ − α , . . . , μ′ − j α = μ′ − 2
(α, μ′)
(α, α)

α , ������1�

)�� �	������! ��� 	����������� ��	��� �		��	(����� �� ������,� �� ��"��� (α, μ′) = 0
�	����	�������	��� ������1� �	��	�� �	���	 �� 	��	)	 ���� μ′�� %	������! ��� (μ′−jα)
� ������1� ����� σα(μ

′) )�� 	���'���� σα 	��������	 � ��������� %	��	���" ��� (μ
′−jα)

�	�"������ �� ����	)	 ���� μ′ 	���'����� 	��	�������	 ��	��	��� Pα ���������"0
����	! �	��. α ��� ���"�� ������1� ����������� ��� 	���'���� σα � ���� ��� μ
��������'�� ���"�� ������1� �	 � ��2 σα(μ) ��������'�� ���"�� ������1��

3������� �	������ ��	 �.
	! ��� μ ������������� T ��������'�� ���	!0��
	
���"�� ������1� ����������	! 	��	�������	 	���'���! σα � %"��� μ 4 ��	���	����!
��� � |μ〉 4 �		�������"./�! ���	�	! ����	�� 5"��� ��	)	�����	 ��!���	���� ��
��)	 	�����	�	� Eα � �	�"���� �	��� ���	��� ����	��� %	��	���" �������������
�	����	����	 ��!����� ���	� q ��	 (Eα)

q|μ〉 = |u0〉 = 0 � (Eα)
q+1|μ〉 = Eα|u0〉 = 0�

6��"�� ���	� �	���	����� ��� '� ��� � ��(� �� 	�� �� ����	�� |u0〉 � ���	� μ′ =
μ + qα �	���'�� ��� μ7 �		�������"./�! ���	�	! ����	� �������� (E−α)q|u0〉 �$�	�
����	� �		
/� )	�	�� �	'�� 	��������� 	� |μ〉 � ��	�	�#�	������ ��" ����	�	�7
��� �	 $�	�" �	�	�" ����"./�! �"��� �� � ����������� 	��	�������	 	���'���!
σα� 3��.�� ����"�� ��	 ����	� σα(μ) � �	����	� ��	��������� �	�"�����! �� ����
μ 	���'����� �������� 	��	�������	 ��	��	��� Pα 
"��� ���'� ��������'��� $�	!
���"�� � ����	�������	 
"��� ���	��

����	
���� 6 "���	� 8	��"� ������,� �		��	(���� �������� �������������� � ����

EαE−α|uk〉 = (α, α)

2
(k + 1)(j − k) |uk〉 , (k = 0, . . . , j) , ��������

)�� Eα|u0〉 = 0 = E−α|uj〉 |uk〉 = (E−α)k|u0〉 � ���� ����	�	� |uk〉 	��������� �
������9�� %	�������� ��	 8	��"�� �������� ����� �	���	 ��� ���	�� ����	�	� |uk〉
�	�"����� ��	)	������� ��!������ 	�����	�� E−α �� ����	� |u0〉 �	�	��! 	
��0
���� ��	!���	� Eα|u0〉 = 0�

��������� (E−α)
q|u0〉 �� ��	�� �
�� ��������
 〈μ|(E−α)

q|u0〉 = 〈u0|u0〉 = 0�

��� ������� ���	
�� Brn � �� ������������ ���

���� ��	
�� � � ��
�
�������������� � ���
��
 C[Sn] ��� ������
��� ���������
�� �!
����
���� � ���
��
 C[Sn]� "��
���� #�� ��
�
��� ����������� �$�%�&%�
��	�� '�!��( � ����)(* ��!+�����, ����
!+��

y1 = 0 , ym+1 = σm − κm + σm · ym · σm . �$�%�&��

-' ���
!
�
��, �$�%�&%�� �$�%�&�� � ������.
��, �$�%�$� ��
!+
�� #�� ��
�
��� ym
+!���
����/*� ���
������ ���� ����!��/��/ ��� � !��(�
,.
��0

ym+1 · σm = σm · ym + 1− κm , σm · ym+1 = ym · σm + 1− κm , �$�%�&$�

κm(ym + ym+1 + ω − 1) = 0 , (ym + ym+1 + ω − 1)κm = 0 , �$�%�&1�

[ym + ym+1, σm] = 0 , [ym, σi] = 0 , m = i, i+ 1 . �$�%�&2�

3!
�( � !��

 
!���#��, ��
�
�� e ∈ Brn� +���	
���, �� �������+ c� �+!
� '����
�����(�/ � c� 4��	
� �
���
 ���
����� � �$�%�&1� �� ��!+��� ������
 ���
�����
!��'���
��/ �������#���� 5�!������ � �
�+* #���( �
����� ������.
��/ � �$�%�&1�
���
!
�
��
 �$�%�&�� � ������('+
��/ �$�%�$�� � �
'+�(���
 ���+#�
�

κm(ym + ym+1 + ω − 1) = κm
(
ym + (σm − κm + σmymσm) + ω − 1

)
=

= κmym
(
1 + σm

)
= κm

(
σm−1 − κm−1 + σm−1ym−1σm−1

)
(1 + σm) =

= κmσm−1ym−1σm−1(1 + σm) .

6��� ����'��� �
���
 ������.
��
 � �$�%�&1� ������
���� �
�
������
��/ � ��!


κkσk−1yk−1σk−1(1 + σk) = 0 . �$�%�&7�

4�/ k = 2 ������.
��
 �$�%�&7� �#
��!�� ������/
��/ � ���+ +�����/ y1 = 0� 4���
	
�� #�� 
��� �$�%�&7� ������/
��/ !�/ k = m� �� ��� ������/
��/ � !�/ k = m+ 1�
4
,�����
�(��� �� ��

�

κm+1σmymσm(1 + σm+1) = κm+1σmσ
2
m+1ymσm(1 + σm+1) =

= κm+1κmymσm+1σm(1 + σm+1) = κm+1κmym(1 + σm)σm+1σm =

= κm+1κm
(
σm−1 − κm−1 + σm−1ym−1σm−1

)
(1 + σm)σm+1σm =

= κm+1[κmσm−1ym−1σm−1(1 + σm)]σm+1σm = 0 ,

#�� � !��'���
� �
���
 ������.
��
 � �$�%�&1��

• ������ ���� 	
������ �������� ���������� ��� ������ y2 = (σ1 − κ1) ������
������� ���� ����
����
 ��� ��!��
��� ������"� ����� �

(y2 − 1)(y2 + 1)(y2 + ω − 1) = 0 ⇒ Spec(y2) = {+1,−1, 1− ω} . �$�%�&8�

"��
!
��� ��!���
��+ Yn ⊂ Brn� �����/ ����	!�
��/ ��
�� ��
�
����� ������
����� {y2, ..., yn}� -�

� �
��� ��
!+*)

 9��
�	!
��
 :�1; ������� 9��
�	!
��/
������ �����
 ���� �����+�������� !�/ ���
��� C[Sn]��



��� ��� ������� ���	
�� Brn � �� ������������

�����	
���� ����� ��������� 	
�������� {y2, . . . , yn}� �������� � ���������
�������� ����� ����� !�""������#�$ %��"����� � Brn&

[yi, yj] = 0 , ∀i, j , ��������

�� ���' ��(���� Yn ) "�!��"��'��* !�""��������* �����(���� � Brn� + �����"
���,�� ������� ������ !�""������#�$ %��"����� ����,���� ,�� ���� %��"���
y ∈ Brn� !�""������#� �� ���"� %��"����"� yi� ���������*���* � ���� ������-
"� �� %��"����� yi�

�������������� �	

������	��� ���
���	� ���������� ������� �� �		��	���
�� �k < � < r�

[σk� − κk�, σkr − κkr + σ�r − κ�r] = 0 ,

!	�	�"� � ��	# 	$����� �"��!#� �� �	%�����

σk�σkr = σ�rσk� , σk�κkr = κ�rσk� , κk�(σkr − κ�r) = 0 , κk�(σ�r − κkr) = 0 ,

� ���!���"& ! ��
 �	%������ '�� ��� �	%����� ��(!	 �	!�"�#��) � *	
	+�#
(���$��!	(	 *����������) �����,�- �����.�� ��
� /�$� ����� 0	!��������	 �	(	-
$�	 Yn 1 
!��
���) !	

������) *	��(�2� � Brn 
" ����� *���	���� ��
2���
�

����� �����	
��� ������� � ����������� � 	������ Brn�
������ ����	����� ����	������

'����
 �����	
��� ���
���" Uk ∈ Brn �������� � ���3�..��

Uk = [σk, yk]Wk =Wk [σk, yk] =

= Wk

(
(yk+1 − yk)σk − 1

)
=Wk

(
σk(yk − yk+1) + 1

)
, k = 1, . . . , n− 1 .

������.�

(�� 
" ����� 	2	��$����

Wk ≡ (yk + yk+1 + ω − 1) ,

� ��*	���	��� �	%����� �����.3�- �����.4�- !	�	�"� � ���
��& ���
���	� Wk �*��
�"�#��) � ����5

κkWk = Wk κk = 0 , σkWk = Wk σk . ��������

6
��� 
���	 �����#+�� 7����%����� �������� � 7����%�����
 ������

�����	
���� ����� .��"���� Uk ����������*�� ������/���*"

Ukyk = yk+1Uk , Ukyk+1 = yk Uk , Ukyi = yi Uk ��) i = k, k + 1 ,

Uk [σk, yk] = (1 + yk+1 − yk)(1− yk+1 + yk)Wk ,
������8�

Uk+1Uk Uk+1 = Uk Uk+1Uk , κk Uk = Uk κk = 0 . ��������

��� ��������	�
�� � ���� ���

������	�
 ��� �������� ���	������	� � ���������� Vr �����	������ ����������
	 �������  ������� ����	�	 ������� �� ������� ����� ��

������	
��	���!������������ �����	���	 �������� ��������� ����������"
��� #�����$ ������� 	� �����% ���	 ��	&	 ��� '����� ��������
 � ������% ($�	
������	�����$ �����$� ��%��� �����% ����$) ��&�(� *	� '���	�	� � ������"
�������) ���	������ 	�"�� �����
 �������&�  ���
 ��� ���
 � ���	�	� �� �����%

��&�� ($�� �� ����$�	�

+���
 ��� �����&� ����� α ��&�(�$ *	 A ��	 ,�������

Hα =
1

α2
(αiHi) , E+α =

√
2

α2
Eα , E−α =

√
2

α2
E−α ∈ A , ���-��-�

&�� α2 ≡ (α, α)
 �(������ �����&�(�� *	 s�(2,C) ⊂ A  ����������	�	 �����.�"
�	��	 �-�����

[Hα, E±α] = ±E±α , [E+α, E−α] = 2Hα , ���-����

�����$� ������ 	� �������
 �����-�
 �������� !�� �����&� ������� |μ〉 	� ����������
V ������������&� ����������	� T �$ 	����

Hα |μ〉 = 1

α2
(αi μi) |μ〉 . ���-����

/�� ($�� �������� � '������ ���
 ��� �����������$) ����������	% ��&�(�$ s�(2,C)
 ����������	�	 �����.��	��	 ���-���� �(�����$� ������	� ,������� Hα ∈
s�(2,C) ������� 0��$�	 	�	 ����0��$�	 �	���	� 1�,���� (α, μ)/α2 ∈ Z/2
 ����"
�� ������ ���-��2��

!�� ������������� ��&�
 ��� ���-���� 3 ���� ��
 ������	� �����% ������
|u0〉 ∈ V  ���� μ′
 ����%
 ��� Eα|u0〉 = 0 �����% ������ ��������
 ��������
	���� 	����� ($ (��������� �	�� ����$) �������� ���-�4�
 ��� ���������� ���
������������&� ����������	��� 1����	� 0������ ��������

|u1〉 = E−α|u0〉 , |u2〉 = E−α|u1〉 , . . . , |uk+1〉 = E−α|uk〉 , . . . , ���-��5�

	 (���� �	����
 ��� |u1〉 = E−α|u0〉 = 06 	���� �$ ��	)��	� � ��	�	������� �����

��� ������&� Hα|u0〉 = [Eα, E−α] |u0〉 = 0
 ��,���� (α, μ′) = 0
 ������ α �������	��"
����� μ′ 	 σα(μ′) = μ′ 3 ���� ��� 1������
 ��� �� k"�� .�&� � 0������ ���-��5� �$
	����

Hi|uk〉 = (μ′i − kαi)|uk〉 , ���-�� �

�� ��� �� ������� |uk〉 ����� μ(k) = μ′ − kα� !����
 ������� �� 	����0		 �����"
.��	�

Eα|uk+1〉 = mk+1|uk〉 , ���-��7�

���,��	0	��� mk+1 (���� ���	�	����� �	���
 ������� �� ������ ����	��� � 	��
��������% �������	 ����� 1��������	�
 ��� ���-��7� �������	�� ��� ��������&�
(k − 1)
 ��&�� 	������� ���-�� �
 ��������

Eα|uk+1〉 = EαE−α|uk〉 = [Eα, E−α]|uk〉+ E−αEα|uk〉 =
= (αiHi)|uk〉+mkE−α|uk−1〉 = ((μ′, α)− k(α, α) +mk) |uk〉 .



��� ��� ��������	�
�� � ����

������	�
 ���������� T ����������� ��� �����
� �� ������ ����� |μ〉 = 0
������������ ������� ��������� Eα�

. . . EδEγEβEα|μ〉 ,
� ��� ������ ���������� ����� �������� �� ���
��� �� ������ ������������
V ����������� T ����� ����� �������� �� ��������� �� ����������� ������ 
���������� � ���������� T ���� �� ����������!" #$��� ����� |μ〉 ∈ V� �� ���� 
��%� 
�������� ��& �������� �������� �����
$'�� � �� ����������! ����( 
����� �� ������������ V� ��������� ���������� ����� ���������� ��� )���
��( ��������� ����������!" *���� �������� ��� ����������%� �����������
�$��� ����� �� ������������ ����������� ������� ����������" +� ������ 
��%� ����
(����� � ���������� ���
�� ��� ��� ���� ������	
��	�	 ���
��������

T �	������� 
��� �� 
���� 
	��������� �	����� �� ��	 ��� �$��� ��
� ���� μ �
λ ����������� T �� ���

μ = λ+
∑
α

mα α ,

%� �
��� ��� �� ��� ������ α� ������ ������ � �
��
 � ��������	$ mα ∈ Z≥0"
�������� ' ���� ��� ��� ����������� T ��%
� ���	 ����(������� ��

��	 � V ��%
� �
'�������	 �����	�� ������ ���������� ������� � ����� �
�� ( ����" ,������� �
��	 (α + β + γ) = 0� ��%�� ������ ����� |μ〉 � �����
EαEβEγ |μ〉 ���� �� ��
����!� ����' %������ ��������� �� ��$� ���� � ��� (
�� μ"

������	�
�� �����. ����	 ������	������������ ���	�	� � V � 	
��� � �� ��

���	� ��������� ����	��� �	�	 ����� ���� ����	�� ���� �����  ! 	 
�����

��� ��������� ��	����

������-�� ��%��� #� s�(2,C)� ��$'� ���������� ����	� ���m = −j,−j+
1, . . . , j �$��%� ����������%� ����������%� ����������� �� ������ j . ������
���" ����� ������� ����� ����� ���%�� � ���( ����� ���!"

• ������ ��� �	
����� ��	 � ����	�������	�	 ������������� ��	��	� ������� ��

����� r > 1 �����	� ��� μ = 0 ������ ���	���� � ��	 
����	�� ����� r�

�� /�$���� ��������� ���� ������� ���
$'"

������ �����. "�� ���	�	 ���� μ �	����	����	�	 ������	
��	�	 ���
�������� T
������� #� A � �	��� α ������� A! ����	 2(μ, α)/(α, α) $ %��	�&

2(μ, α)

(α, α)
∈ Z , �0"1"��!

� ���	�

σα(μ) = μ− 2 (μ, α)

(α, α)
α , �0"1"��!

�	�����'���� � �������� 	������� (���� ���� μ 	�	������	 ��	��	�� Pα!
������
�������	� �	��� α! ) ��	�� ��� ���
�������� T �

��� ������� ���	
�� Brn � �� ������������ ���

������	
��	��� ������	
�� ������ Uk ��� ������� ������� Brn ��������� �
���� � ������	
�� ������� �������� ��� ������� C[Sn]  � ��!�� Wk" !����
�����  ���#�##� ��� �� $� ��  � ����� � κk ���
����� %  ��&� '����%�� �" ��
������� C[Sn] ��������� �( ������� Brn ��!���(�)��� � �� *� ��� κk = 0"
�!�(����&��% %��+ ����� ���#�#,� � ���%� ������ �( ���#�#�� ��%����� ��!
$� !�! � �!�(����&��% ����� ������,�-�������� �( '�%��$�� �� ������ .���� ��
������ % ���#�#�� �%������ ���%���& �� ������%��� ���#�##��

/���� �� Uk ��	� %�$ �	 � ����)�	  ���!��� ����� �% 0)���123��� {yj}
������� Brn ����% ��� � '�%��$�� ��� �������

�	�
���
��
 ����� ������ ���	�
��� yj ∈ Brn ������������ ������

Spec(yj) ⊂ {[1− j, j − 1], [2− j, j − 2] + 1− ω} , ���#�#��

��� j ≥ 2� ������ [−z, z] ����
����� 
���� ����� ����� �����
��� � ����� !""

[−z, z] = {−z, . . . ,−1, 0, 1, . . . , z} , z ∈ Z≥0 , ���#�#��

� [−z, z] + a ����
����� 
���� ����
��� 
� a �����

[−z, z] + a = {a− z, . . . , a− 1, a, a+ 1, . . . , a+ z} .
������	
��	��� 4!�$�� ��  � ��%��$�� �� � � ��!)��� '��%�� ���#�#�� ��1
%��  %��� �  ��� y2 ���� ���#��5��� .�����$��" �� ���%�� ���#�#�� %��� � 
���  �!��� yj−1" ��� (j − 1) ≥ 26

Spec(yj−1) ⊂ {[2− j, j − 2], [3− j, j − 3] + 1− ω} . ���#�#7�

4!�$��" �� �� ���%�� %��� �  � ��� yj� .���& f(yj−1) = 0 8 +���!���������1
�!� �$����% ��� ������� yj−1 ���� ���#��5��� 9���

0 = Uj−1f(yj−1)[σj−1, yj−1] = f(yj)Uj−1[σj−1, yj−1]

= f(yj)(1 + yj−1 − yj)(1 + yj − yj−1) (yj + yj−1 + ω − 1) .

:���& �� %���&(%����& ����� �� ��%� ��%� �( ���#�#,�� 9�!�� ���(�" ��
�����

Spec(yj) ⊂ Spec(yj−1) ∪ {Spec(yj−1)± 1} ∪ {−Spec(yj−1) + 1− ω} ,
�� � ����� ���#�#7� �!�(�%��� ���#�#���

;�*�� )��&	 �%������ ����� �� �� �  ���� �������% �+ %(���  ��1
� ��& �+ ������� �% eα ∈ Brn �� ��!� α  ������� ������� ���" ��� !���+
%��� �	��� �� *� �� �����,�" �������6

eα · eβ = δαβ eα ,
∑
α

eα = e . ���#�#<�

9�! $�" !�! � % ������ ����� �� ������� �% ��� ������� C[Sn] % ��+�� =��*�!�1
>!� &!%� ���� ��(��� ������" �� ��������" ���� ������� �� eα ∈ Brn �%��1
���& ����%�  ��� %�!����� ������% 0)���-23��� ���#��#� % ��%� �������1
 � �������%�� �� ������� Brn6

yk · eα = a
(α)
k eα (a

(α)
k ∈ R) ∀ k = 1, . . . , n . ���#�#5�



��� ��� ������� ���	
�� Brn � �� ������������

����� �	
�� ����������� �� ����
�	 Brn ����� ��������� ��� ��� �������	
��������� � {y1, . . . , yn} ����!���!"� �!� � �!��� #�
���!"� ����!������!"
������
�! � Brn$% &�� ����� ��� � � ��!'�� ����
�	 C[Sn]� ����� �������(� '��
���������	 eα� !���������")�� #*%+%+,$ � #*%+%+-$� ����!���!"�

��� �� ����� ����
������� ��������� � yk � �������������� ����"���  !������� �� yk% .�������
'�� � ���! /��������� ����� ��� ��
������	� ���'���� a

(α)
k � #*%+%+-$ 0 ��)�������

�	� '����%

������� ��� ������	 Br2
 ���� ������������ ������� y1 ≡ 0
 ������ ��� ����
������ ����������� y2 = σ1 − κ1
 �����	� ������������� ������������ �����
��!������ "#$%$&'($ )���*���� ��� ������������ ���� ��!������ ������ +���
��, ������ �*���� �����������	� +�������	� ���+������� ��� Br2

ea =
(1− y2)(y2 + ω − 1)

2(ω − 2)
, es =

(1 + y2)(y2 + ω − 1)

2ω
, e0 =

(1− y2)(1 + y2)

ω(2− ω)
. "#$%$-.(

/�� ���+�����	 +� +��������, �����������,� ������0���� "#$%$%'(1

y2 · ea = (−1) ea , y2 · es = (+1) es , y2 · e0 = (1− ω) e0 , "#$%$-&(

� ���!� ������0���� "#$%$%2(
 � � +������������ s
 *������ � "#$%$%( � "#$%$-(

���+���,� � +��������� "#$&$-3(
 �����	� �	����,� ��+������	� +������������
� +��� +���*������� ���� �+������,��� +������������ ���++	 SO(p, q)$

4�!�	� +�������	� ���+����� eα ∈ Brn �������� ���������	 ������� ���
���� �������� yi "i = 1, . . . , n( � ���������	� *�� ����� a

(α)
i 
 �����	� ����*�,�

�+��������	� �����

Λα = (a
(α)
1 , . . . , a(α)n ) ∈ Rn ,

��� +� �+��������, a
(α)
1 = 0$ 5��� ����*�
 ��!��� +��������� ���+������ �

������� Brn ������������� ���� �+��������	� �����$ ���!����� ���� �+��������	�
������� ���� ���*�� ��� ��� Spec(y1, . . . , yn)$

��� ������	 Brn ���� ���� �����,��� ������ 5����	 �����
 ������� �+��	�
���� �������� �+��������	� �������$ 6���� �����!����� ���� 5����	 	 ����*���
�	0�$ )����� ����*��������� ���� 5����	 	 �� +������ "�$ 7389($

������� ����� ���������� �	
�������� �����

Λ = (a1, ..., ai, ai+1, ..., an) ∈ Spec(y1, ..., yi, yi+1, ..., yn) , "#$%$-%(

�����
��������� �
�������� 	����������� ��
�	��
��� eΛ ∈ Brn�

������� �����	
� �� ���
	 �������� ���� �� eβ 	 �������	����
� �� α�

��� ��������	�
�� � ���� ���

������	 ��
������� �	 � ����	� ���� ������� 	��
������	 �	���� ���� ����	��
 ��	� μ(0)� � �� !�	 � � � ����	�� |u1〉, |u2〉, . . . , |uk〉� "�� k ≤ �� �������� �# �
��� $ ���� �������

|u0〉 − |u1〉 − · · · − |uk〉 = |uk+1〉+ |uk+2〉+ · · ·+ |u�〉 . �����%�

& ���	� ���� �����%� �	
��� �	��� ����	� |μ(0)〉 ≡ |u0〉 −
∑k

i=1 |ui〉  ��	� μ(0)� '��
��� � ����	� ���� �����%� ����	�	�  ��	� μ(0) �� 	���	�� �	� 	"���	 ������	�
��
�����	�� ����	�	�  ��
���� ������ ����� � ������ ���� �����%� �	����
�������� � �$ � �	!�	� �� �����

|μ(0)〉 = 0 ⇒ |u0〉 = |u1〉+ |u2〉+ · · ·+ |uk〉 , �����(�

"�� |u1〉, |u2〉, . . . , |uk〉 ���$� �	� �� �� μ(0)� ��	 � ����	� |u0〉�
& �������)�� �� � ��� �
 ���� ������������� ��	�
���
��� ���������*

��� ��	��# �	�������# ��"��� +� A  	�������$,��� 		��	)������ ������� -
�������� '���� ������������ ��	��� ��� ������������ �	�������# ��,�������#
.	�� ��"��� +� A� �	��
 �� ������ .���	�� � /�
���� ������� ��� 0�������� ��
����	� ���� ���"� ���	 �	��
��	� ��	 �$�	� �	����	����	� ������������ ��"����
+� A !����������	 �����������$ T � � �	�	�	� !������� ��
�� 1������-&����
��
���� � �	����	���� 		������ $,�� �� �� ���� 		��	)����� ������� - ��������
�����
 $�� 	�����	���� T (Hi)� T (Eα) ��������	 �	���	��� 	�	
������� T ���
������������ 	���
 $,�#� ������� ��	

[T (Eα)]
† = T (E−α) , [T (Hj)]

† = T (Hj) . �����2�

3�	 	
������� ��	 � ��	������� V ������������ T 
����	 !����	�	 ������	�
��	�
�������4

〈ψ|φ〉 ∈ C , 〈ψ| = (|ψ〉)† , |ψ〉, |φ〉 ∈ V , �����5�

	��	������	 �	�	�	"	 �� �����(〈ψ|T (Eα)|φ〉)∗ = 〈φ|T (E−α)|ψ〉 ,
(〈ψ|T (Hj)|φ〉

)∗
= 〈φ|T (Hj)|ψ〉 . �����6�

�	��������� ��	 .	�� �� !����	�� 	�������� � �����2� � �����6� 	"�� $�� 	
�� �� ����� 		��	)������ � ������� - ������� � � ���� ��� �	������ ����	��
α = (α1, ..., αr) - ��,��������

�	�	��� � �����������	� ������������ T ������	���� 	���
 $,�� Hi !�*
���	��� �	���� � � 	 ����$�� ��	���� ��������� 	�,�# �	��� ���� �	�*
� ��� $,�# !����	��# 	�����	�	�� 7	��� �	"	� 	�������� ����	�� |ψ〉 	�����	�	�
Hi ��� ��	�� ��)�� Hi ����	 T (Hi)� 	���
 $� ��
� � ��	������� V � �# ���
μ = (μ1, . . . , μr) ����������� 8������� ��	 �	������ ����	�� α = (α1, . . . , αr) ��	*
�	� ��"���� +� A ����$�� ����� ���	�������	"	 ������������ !�	� ��"�����
& ��
�  !���  �	��	 ������ �� ��� ��"���� A ��	 ��� ��� ��# ������������
!�	� ��"����� ����	���� �	����	"	 ��	������� Vr ��"���� A�


� 9�� |μ〉 ∈ V - ����	�  ��	� μ� �	 ����	� Eα|μ〉� ��� 	� �� ����� � �$� �����
	����������� �� μ+ α� :����������	� �� �����

HiEα|μ〉 = [Hi, Eα] |μ〉+ EαHi|μ〉 = (αi + μi)Eα|μ〉 . �������



��� ��� ��������	�
�� � ����

V� ����	 
�� |μ〉 ∈ V � ���������� ����� ��� ������������� ��
� �����
��������� T (Hi)�

T (Hi) |μ〉 = μi |μ〉 , (i = 1, . . . , r) . ��� ��!

"�
� r#����������� ������ $����%& ����������! ����� μ = (μ1, μ2, . . . , μr)&
������� ��'�����% ����� ������ |μ〉& � ���� ��'�����% ����� ��
�������% T
��$��� A� " 
��	��(� �� ��
� �������	 ������ T � )������� � ��
� �*����	
����'��(� +������,"��% {Hi, Eα} �����-���& 
���������� � �������������
�������� ����������� V ��
�������% T �

.�% ��������% ����� ������
���� ��
�������� ������� ��$�� /� �����
'���	 �������� ���� μ& ������ '�
����% ������(��%�� ��� ��!� ��*����� 0��
���������

�� +��
� ��
������� ��� ���% �� �
�� ��� .�������	��& ������� H1 �
����������� ��
�������% V ��� �� ������ �� �
�� ���������� �����& ���#
������ '��*�� ������$� ���'��*�� '� μ1� ��
������������ ���������� �������
|μ1〉� H1|μ1〉 = μ1|μ1〉 � ���������� '��*��� μ1 ���'��*�� '� V1� 1�� ���

H1H2|μ1〉 = H2H1|μ1〉 = μ1H2|μ1〉 , ��� � !

�� H2|μ1〉 ∈ V1� 2������ H2 ��� ���% �� �
�� ���������� ����� |μ1, μ2〉 ∈
V1 �����& *�� H2|μ1, μ2〉 = μ2|μ1, μ2〉� 2��'��*�� ��
������������ � V1 ����������
������� H2 � ���������� '��*��� μ2 '� V2� ���
����% 0��� ���-��& �� ���
�
� ���
���� ��
������������ Vr& ������ ��������� �' ���������� ������� |μ〉
��� ��������� H1, H2, . . . , Hr& �������������� ��� μ = (μ1, μ2, . . . , μr)�

�� " ����������� V ��
�������% T ��������� ������ |μ〉 ��������� +����#
�� H1& H2& . . . , Hr& ����� ��'�� ��� μ& ������ �'�������� .�% 
���'���	����
0��$� )���� ���������� ��������� ������ |u1〉, |u2〉, . . . , |u�〉�

Hi|uk〉 = μ
(k)
i |uk〉 .

����	 |u〉 , � �
�� ���������� ����� � ���� μ = μ(k) (∀k) ���*� �����& *��
������%��% �������� |u〉 =

∑
k |uk〉� ��
������ �� �� *���� 0��$� ��������

���������
∏

k

∑
i ξ

i(Hi − μ
(k)
i ) =

(∑
i ξ

i(Hi − μ
(1)
i )
) · (∑i ξ

i(Hi − μ
(2)
i )
) · · · & $
 ξi ,

����'���	�� ��0))�-����� 1�$
� � ������ *���� �� ����*�� ���	& � ��������
���� ���� *���� 0���������� �� ���� ����'���	����� ��0))�-����� ξi! ��������
|u〉 = 0� 3�� � 
���'���� ������� �'���������	 ���������� ������� � ��'����
������ 2���
� ��
��& *�� � 
����� ��
�������� ����% � ��� N = dimV
��'��*��� �����

"���� ��
*�����	& *�� ��� ��$�� ���	 �����
�����& �� ��	 ��$�� ���#
�������	 �����	�� ������ �'�������� ������� � �
��� � �� � ����� " 0���
���*� ���'�� ���	 � ��
� ��
��� ��������� ����	 |u0〉, |u1〉, . . . , |u�〉 ∈ V � ���#
������ ������ ��������� {Hi} � ����� μ(0), μ(1), . . . & μ(�)& � ����	 ��� ����
������% '���������	

|u0〉 = |u1〉+ |u2〉+ · · ·+ |u�〉 . ��� ��!

1�$
� �' �$����*��% �������� ����� �*����	& *�� ���
�� ����� � ������ *����
��� ��! ��� ��� � �� μ(0)& *�� � ����� |u0〉 � ���� *���� ��� ��!� 1� ��	& ��
��� μ(1) = μ(2) = · · · = μ(0)� .�������	��& ��� ��� ������ � ��'���� �����

��� ������� ���	
�� Brn � �� ������������ ���

������ a1 = 0 �

(1) aj ∈ {[1− j, j − 1], [2− j, j − 2] + 1− ω} , ∀j ≥ 2 ;

(2) ai = ai+1 , i = 1, . . . , n− 1 ;

(3a) ���� ai + ai+1 = (1− ω) � ai+1 = ai ± 1 ⇒ σi · eΛ = ±eΛ , κi · eΛ = 0 ;

(3b) ���� ai + ai+1 = (1− ω) � ai+1 = ai ± 1 ⇒
Λ′ = (a1, ..., ai+1, ai, ..., an) ∈ Spec(y1, ..., yi, yi+1, ..., yn) , κi · eΛ = 0 , κi · eΛ′ = 0 ;

(4) ���� ai + ai+1 = (1− ω) ⇒
∃ m ∈ Z≥0 � ����	�
� ����
 ����	������ ���

� (k = 1, 2, . . . , 2m+ 1) :

Λ(k) = (a1, ..., ai−1, a
(k)
i , a

(k)
i+1, ai+2, ..., an) ∈ Spec(y1, ..., yn), ���������� Λ ∈ {Λ(k)},

��� a
(k)
i + a

(k)
i+1 = (1− ω) ,

2m+1∑
k=1

a
(k)
i = m(1− ω) ,

2m+1∑
k=1

a
(k)
i+1 = (m+ 1)(1− ω) .

�
��
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� ����� n �

	��	�	���	
�����	������ ����	����� �����
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� ����	����� ������
 
	
�
������� �����
	��	
� � ������ Brn� (�
)	
� ��� ����	������ ���
� 
������	 ��
��	����� ������������� �  �
���
������

����� ����		�
���� ���	��� ���� � �� �����
� ����
���

���

(��	� (s, t) * �

����	� ���	�� � �������� +��� λ� ,��
����� �	
 ���	�� (s, t)
�������� λ �� ���������� ����
 (s− t)� �
	

� �������	�! �����	
���� -
�����	�� ����� ������� �������� [4, 3, 1] � �
�	��������� � ���	��� �
����"
��!��.

�

�

s

t

0 1 2 3

−1 0 1

−2

/����
	�� 	���� �
����
��	����
�	� ������� +��� Λ = {λ0, λ1, . . . , λn}� �
	
�!
�������	�! � 	�������
� �������� λ0 = ∅� � (k + 1)"! �������� λk+1� �	
!��!
� �
����
��	����
�	� Λ �
��� �������� λk� �
�����	�! ���
 �
��������� 
��
�
���	�� �
 ���0��� ���� �������� λk� ���
 ��������� 
��
� ���	�� �� ���	��"
���
 ���� �������� λk #��� ���� �� /���$�$'� ,��
����� �	
 	���! �
����
��"
	����
�	� ������� +��� Λ �������	�! 
�1��������� 	����1�� +���� ��� �����
������ �
����
��	����
�	� #$�2��3'� (��� 
�1��������� 	����1� +��� �������
� #$�2��3'� 4������� �
������� �
�������
� ��� �������
� ���	�� (s, t) ������"
�� λk ��� (s− t)� ���� ���	�� �
�������� ��� 1−ω− (s− t)� ���� ���	�� �������� ,�
������ $�$ �
������� �
�������
� � �������
� ���	
� ������� � �����	�� ������
�
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�
�
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−1′ 4

0 1 2 3

−1 0

−2

0 1 2 3 4

−1 0 1

−2

���� ���� ��������	� 	�	 
�����	� ����� ���	 �� ���� λk → λk+1 � ���	��	�
��
��� ����	�� ���� Λ = (..., λk, λk+1, ...)� ��	 �	�	�������� �	������� λk �	�������
λk+1 ����� ��	�	���� ����� ����� ��� 	 ����!" 
� ��! �� �	�
��� #����
�! (−1′) 	 4� ��	�	����!� �������� ����������
�� ��������	$� 
�������� 	�	
����������� ���	  �	������� λk% ��$ ���������	  ��	�	 �! 	����� 
�� ����
 ��&��	� (−n′) = (1− ω)− n�

	
 �����
�� ��
�� �
���� ������������ �
���� �	�
 ���������� �������
 
��!	���! ������� "��� ��
��
""
"� �	�


Λ = {∅ a1=0→ λ1
a2→ λ2

a3→ λ3
a4→ · · · an→ λn} #��$�%%&

�� �
���"� ������ λk−1 → λk ������'�
��( �����
	� ak ���
��		�� ��� ��
 
�		�� ����� � ��
��
""' λk−1� )
��" ���
*�"� �
���� ������������ �
����
�	�
 Λ ���	' n ����������� ������ �����	
�� ���	' n

Λ = (a1, a2, . . . , an) ,

�� � ����������� � �����	�" �����
	�� ���
��		'� � ��
�		'� ����� "'
�"" #��
�	�� � +�����	�" ����� &

ai ∈ {[1− i, i− 1], [2− i, i− 2] + 1− ω} . #��$�%�&

������	�
�� ����� '�������� ������������������� (a1, a2, . . . , an) &	���� ���
�
&���!" � �����! ��������	� ���" ���	��	�
��	" ����	� ���� ��	�! n (� �����
�
 
���������$��	" ()�*�+,--� �� !�����$ ���	������ �������� �����	
�

��� ����� n 	 ��� ��&����$ Contn�

,��
������ ������ ������	��

������ ����� #�����$ � �	������� ��&��� ����������	� ����
 ����������
���������!" ������� Spec(y1, . . . , yn) 	 ���������� ������� ��������	� Contn�

- ���� ������	�(� �����		��� ���� )��"' ������ .�� �*	
/
�� /�� 	�����
�$ � �	������� ��&��� ����������	� ����
 ���������� ������� ��������	�
Contn 	 ���������� ��	�	�	��!" � �	��� �����������!" 	����������� � ���
����� Brn�

0
� � � ���/
 ������	�( ����� �����
��	�� 
����' C[Sn] � �
*��
� �����
� ������ ������	�( )��" ����� � ����� "��	� ��������������
�! � ��"��!�
����
�!	��� �
���
1		��� ��
2
 �	�
 ��( 
����' Brn�

��� ��������	�
�� � ���� ���

��� ����	
� ���	� � ��������� �� ���	�� ������ 1
2κ

�������� �	
�� ����� �����
�
�
����������� �	
� ���������� 	����
� 	 	�	�
��� ����
� �������� ��
���
sp(2r,C) ��!���� �� ��

� so(2r + 1,C)∨ = sp(2r,C)� "���
��� 	��������	��
�����##� �	���$��
����� ��
�� %� G2 � F4 ��
���� ����� ����� ����� �����
��

	�	�
�� �	���$��
����� ��
�� %� ��� � &��
�
 ����� � &��
�
 ������� �
����
$	�� ������ �� �	���'
� $���
�� � �$
	��
 	��	��'�
������ �����
��'�

"
�
��
� � ��	���
��� 	�����(
��� �����#)� ������
 	�'����� ���	� ���*
	��� ����
� 	�	�
� Φ(A) � Φ(A∨)� +� �
 ���
� ���� ��
	� ���

 �����
��*
	��� !��� 	�����(
��� �	�� ,-. /�� 0 1�2 "�
����
��
 #�� 3�	���$�� ����
*
���� �����#)� '��� ������'	� �����
����� 4������� ������5� �����6#� �����6-� �
������)� 	����
�	��
��� ��' ���	��� ����
� ��
�� %� ��		�$
	��� 	
��� s�(r+1,C) 
so(2r,C) so(2r + 1,C) � sp(2r,C)� 7�� ����
���  ���
 ����
��� 	�����(
���
�����#)� ��' ���	��� ����
� �	���$��
����� ��
�� %� G2 F4 � Er �� �	���'
�
$���
�� � �$
	��
 	��	��'�
������ �����
��'�

�	
����
 �� 8� �� ���	��
 ����� (α(i))∨ ������� ��
��� A∨ ���	' 4�������
�����#)� �� �	
 ����� α∨ ��
��� A∨ ����� ���� ���	�� �� 9
��$�	�
���
 	����

α∨ =
α

(α)2
=

r∑
i=1

ni
α(i)

(α(i))2
, ni ∈ Z . �����)2�

�	
����
 �� :���	�� �����#)� ��' ����9� ;��� ������-� ������� 	�	�
��
Φ(A∨) �� ������

K∨
ij = 2

(α(i)∨, α(j)∨)
(α(j)∨)2

= 2
(α(i), α(j))

(α(i))2
= Kji . �����)��

8��� ������ ����9 ;��� ������� ��
��� %� A∨ ����$
�	' �� ����*
9� ;��� ��
��� A ���	���������
�� 7�� ������'
� �
��� ��
���4�9������
������
 ��
��� %� ������'	� �� ��
�	���
��
� �	�� &�	����� � ���
 ������
3������ < �
������
 ��' 	�	�
� ��
���� ���	��
 ����� ����� ����� �� ��
*

�

Dso(2r+1) =
� � . . . . � � �> ←→ = Dsp(2r)

� � . . . . � � �<

DF4 = � �> � � ←→ � �< � � = DF4

DG2 = �< �←→�> � = DG2

$�� ����	�����
� ������ 	�
����
 � =��
���
��� ������

��� �����	
����� � ���


"�	�� Hi �i = 1, . . . , r� > ��������
 �����
��� ;��� ���	��� �����
�	���
��
��� %� A ��� r T > �����
�	��
 ��
�	���
��
 ��
��� A � ���	���	��




��� ��� �������� �	�
��� ����
� ������ �	

��� α ∈ Φ(A)� �	�
���� 	� ���� |α1| > |α2|� � |α∨1 | < |α∨2 |� ������ α∨ ����
�����
�������� ������� �� A� �������  ���!� 	� ��"���
 
����
 α∨ ��
���
�
���� 
��� �
#��
�� ����
# �������� $�#��
����!�� ��� ����% α∨, β∨ ∈ Φ(A∨)
�� �����

2
(α∨, β∨)
(β∨)2

= 2
(α, β)

(α)2
∈ Z . &����'()

� ���� ��� 	� �� ��
����� ����
�% 
����
 α � α∨ �
 ������ � �
 �����
� ������ ��#�� ������ Φ(A) � Φ(A∨)� *��� ��� ���"���� ��#�� ��� ����!��%
������  ���%��� ���� 
 �����

α→ α− 2
(α, β)

(β2)
β ⇔ α∨ → α∨ − 2

(α∨, β∨)
(β∨2)

β∨ ,

� +� ���	��� 	� ���  � ��#�� ������ Φ(A) � Φ(A∨) ����,��� -�#	�� �� �������
��� 	� ����
�� ������� Φ(A∨) �"�� ���! ���.���
��� � �����# ������# ��
A∨� ����� ����
����� �������� ��	
���� �� *����� ������� �� A �
�����
�� ������ ����!�# ������� �� A∨ � ������ /�� ��� (α∨)∨ = α� � (A∨)∨ = A�
- ��
����
 ������0�� ��
��"������ ����  �������� ��� 
 ���!��#1���

�����	
���� ����� ����� ����� ���	
���� ��������� 	
������� ���	

�������� ��������� ��

s�(r + 1,C)∨ = s�(r + 1,C), so(2r,C)∨ = so(2r,C), &����'2)

so(2r + 1,C)∨ = sp(2r,C), &����'�)

G∨2 = G2, F∨4 = F4 , E∨r = Er (r = 6, 7, 8) , &����'')

�� ����� ��� ������� ������� �� ����	
����� �� ���������� ����� ������ sp(2r,C)
� so(2r+ 1,C)� ������� 	
���� 	�
� 	�
�
�  ������ ���� α(i) (i = 1, . . . , r) �����!
�� �� A ����"�	�� � ������� ���� α(i)∨ ������� A∨ � ������� �������������
	
������� #$�%�&$'(

(α(i))∨ =
α(i)

(α(i))2
. &����'3)

�������������� 4��� 
�� ���� α ������� �� A ����� �����
�� ������ �
��
����
��0�� ������ &����'�) �"� ����� �����
�� ������ � ����
�� ���
����� ������� �� A∨  ��	����� �� ����
# ������� ������� �� A ���1������
 ������
����� &���"����� 
��% ����# ��  ������# ,���� 1/(α)2)� -���
��
���!�� ������� �� A∨ �"����
���� ������� �� A� 5+��� ������� �� s�(r+1,C)�
so(2r,C) ����# Ar� Dr � ���"� ������� �� E6,E7 � E8� ��
����
��0�� ����������
$������� � ����% ������� ��!� �������� �
��� ��"�� 
��1������ �
�����
�� �������!���� &� +��% ������ 
�� ���� ����� �����
�� ������ 	� �"�
 �
����! �
�)�

������! ���������! �������� ���� ����% ����� ������ ������ 5�
����
���1���� ����!���� &����'�)� ��� ���� ������� �� so(2r,C)  ��
����� 
 &����63)
� ��
����
��0�� ����!��� ���� &����'�) ����� 
��

±1

κ
e(i) , α

(i,j)
± =

1

2κ
(e(i) ± e(j)) , −α(i,j)

± = − 1

2κ
(e(i) ± e(j)) , i < j . &����'7)

��� ������� ���	
�� Brn � �� ������������ ���

����� ����		�
���� �
�� ���� �	� �	���
� Brn
�� ����		
������� ���	������ ��	������� � ��������� �����	�� ������ �����
� ������ �� ������� ������������� �� ����	�� �������� � �����	� ������ �����
 ��� �	! �	��"�� Br4� ���"��������� �� ���# $#%# &����' ���� �������� ��
 ��(
�����)�
 � ������������ ��������	���!� �	��"� Brk (k = 1, 2, 3, 4) � �����	��
����	���! *��� ��������	���'#

y1 =

y2 =

y3 =

y4 =

0
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+��# $#%, ����������	
 ���������
 ���� ����� ����������
 ��������
��������	� �����������
 ������	 ������� Br4(ω) ������	 �� �� � ! ���"
������	� #��$�� ��������� ����"%&�� yk ������	 Br4' �� �����������
#��� ����(#����	 ���#��$�� ±n′ ≡ (1− ω)± n)*

-����! ������� ����� �������! ���'��� �������� {λ; k}� ������' �������(
����� ���������  ��� λ � ����
 k ������ �� ������� *�� ��������� �����	���(
�� ������ ����� �.���
��! ������ � �����)�! ��.������! � 0�# /������ {λ; k}
����� ������������ ������������ ��������	���
 ρ{λ;k} �	��"�� Brk# 0��������
�����! ������� {λ; 4} �� ����� ������ ����� ����� +��#$#% ������������ �����(
������� ��������	���
 ρ{λ;4} �	��"�� Br4 ��� �"���� *�� �����"��� .�� ��(
���# 1��� ����� �� ������' ������� ∅� �����	������' �� ����� 0� �� �������
����! �� ��������������� �	.�� *�� ��� �	��� 4� ��������	!
��! ��)�		��(

��� ��"	�)��  ��� �$#2#33�� ������� � ���
 �.����� ����������
� �������	�(
��� ��"���� Λ = (a1, . . . , an)# 0�������� ���� �� ���� ���'� ����� �� ����(
��' ������� {∅; 0} �� ������� {∅; 4} �� .�������� ������ �����! ��)�		��
��'
��"	�)�' Λ = {∅ a1=0→ [1]

a2=−1→ [12]
a3=+1′→ [1]

a4=0′→ ∅} �	� �������	���� ��"����
Λ = (0,−1, 2 − ω, 1 − ω)# 4���� �"������ ��� ��� � ��)�		��
��� �����  �(
�� ����������
� ����������� ������������ eΛ ∈ Br4 5 ��"�������� ��������
*	�������  )���(�6��� (y1, . . . , y4) � ��"��������� ���.���!�� Λ = (a1, a2, a3, a4)#
7�"�������� ���.���! (a1, a2, a3, a4) ������ �� ��"��� ���' � ����� ���������!�
��"��	����� �	� ��	����� �	����  ��������  ���� .���� ������� �������� ���(
��' ���# -����' ����������' ���������� eΛ ��� ��'����� �� ���� �	��� ��������
���' �	��"��' Br4 ��������� ���# �����	 ������ � ���	!���� ��������	���� �����(
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������� 	��	
���������� � 	
���
����� ������ ���� LΛ �	
���� ���� RΛ��
������� ����� 	��� Λ � �������
����� �
��  ��! "��#�������$ � ��
%
&��� {λ; 4}! ������
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σr := σα(r)� ���������� �+�� ���#����� ������� ����� α(r) = e(r−1)+ e(r)� ���#	���
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α(i)	 � 
� α = α(i) �# ����� σα(i)(α(i)) = −α(i)�

�������������� 0 ��/ �����/ α =
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�	��	 �	�	����	�	� � �	�����
�������

λ =

. . .

λ
(1)

n1
n1 ,λ(1)

n2 ,λ(2)
n3 ,λ(3)

n
k
,λ

(k)

���� (ni, λ(i)) � �������	�� ������� �	��������� � !
�	 ��	
�	��� ��
	 λ =

[λn1

(1), λ
n2−n1

(2) , . . . , λ
nk−nk−1

(k) ]" #	������ � �$�����!%&�� 
�	�� ��
	 	�
�'�� Brn+1

�%'�� �!�� T{λ;n}� ��!&�� ���� �� ������� ∅ � ������! {λ;n}� �� ��� �	������
�!��� ��������!%&�� �$�����!%&�� �	'��$� Λ = {λ1 = ∅, λ2, . . . , λn = λ}" (!��
ET{λ;n}

∈ Brn � ����������� ����������� ��������!%&�� T{λ;n}" )�����!* ��	��+
�� ��������*� ������� ����!��* �$�����!%&�� 
�	��� ��
	 ��* 	�
�'�� Brn+1

�� ���!,	��� ,�� ��* ����������* �!�� T{λ;n} �� !����* (n + 1) �	� ���' �����
��'	���� � �$�����!%&�� �	'��$� Λ = {λ1 = ∅, λ2, . . . , λn = λ} �&� ���! ��	
�	��!
��
	 λn+1� �����	* ���!,	��* �� λ ��'� ��'	������� ������ �� ������� !
�� λ�
��'� !�	������ ������� �'�	�!%&� ��!������� !
�� λ" ��	* �����	��* ��'	����+
�� ��� !�	����� ������� �� ��	�� �� ��������� �'������� ��	,���* -������	
yn+1 � �����	������ ����� ��������

ET{λ;n}
·
k+1∏
r=1

(
yn+1 − (λ(r) − nr−1)

) k∏
r=1

(
yn+1 − (1− ω + nr − λ(r))

)
= 0 ,


�� λ(k+1) = n0 = 0" .	��� �'�	���� ��* ����� ��	
�	��� λn+1 = λ′� ���!,�����
��'	������� � λ ����� ������  �������	�	�� (nj−1 + 1, λ(j) + 1)� ��������!%&��
����������� ���������� ����� ��� ��*&�� ����������� ����� ���

ET{λ′;n+1}
= ET{λ;n}

·
k+1∏
r=1
r �=j

(yn+1−(λ(r)−nr−1))
((λ(j)−nj−1)−(λ(r)−nr−1))

k∏
r=1

(yn+1−(1−ω+nr−λ(r)))
((λ(j)−nj−1)−(1−ω+nr−λ(r)))

. ��"�"/0�

1�* ����� ��	
�	��� λn+1 = λ′′� ���!,����� �� λ !�	������ ������  �������	�	��
(nj , λ(j)) �� ����� ����������� ����������

ET{λ′′;n+1}
= ET{λ;n}

·
k+1∏
r=1

(yn+1−(λ(r)−nr−1))
((1−ω+(nj−λ(j)))−(λ(r)−nr−1))

k∏
r=1
r �=j

(yn+1−(1−ω+nr−λ(r)))
((nj−λ(j))−(nr−λ(r)))

. ��"�"/2�

)�����!* -�� ����!��� 	 �	��� 3�	,	����� �	����3 ET{∅;0} = 1� ����� ������
�	
 �	 �	
�� *���� ���	����* ��* �� ���������� ����
��	���� ������������
�*�	���  �!�*�� � �$�����!%&�� 
�	�� ��
	 ��* 	�
�'�� 4�	!-�	" 5�����	
��	����� ����
��	������ � ������� ��* ���������� �	��� �'�	��� ����� ���+
������� ������������ ���!%� 	����	��,��� ��" 6���������� ������ � �	�����
������"

���	
�� (������ ��* 	�
�'�� Brn *���� ���	����� ��* ��������	���	 ET{[n];n}
"

7 �����	���� ����
� ��
!�*���
� �����	�����* 	�
�'�� Brn ���������� ET{[n−1];n−1}

�����	�� ��������	����� � ������� -������ yn ����� ������	�� ��� �'������ 
��	,���*" 1������������ �
�	�� ��	���! ��������* �����	������ �����* ���

��� �������� �	�
��� ����
� ������ �	 ���

������	
��	��� �������	
���� ���	� ���	�	�� ��
��� �
� �
�	�� �� �
�����	�
���� �	��� ���������	��	 �
���� ���
����	
���� �
�	�� �� �� ����
�	� �����	�

�  ���	��	 ���������	
����� ���� �	���!"

��� #���	� � ��������	��� ������ $	�
� �
� ����	�� ����	�� Φ(s�(r + 1,C))"
����� 	���� μ ����	��� ����������� Pu ⊂ Rr+1 �
�	��� s�(r + 1,C) �Ar��	���%
��" &���� � ��	����'	�� �������	
� �����! �� �� ���
� ��� �� �������� 	������
e(s) ∈ Rr+1(

μ =
r+1∑
s=1

ms e
(s) , (μ, u) = 0 ⇒

r+1∑
s=1

ms = 0 . ��"�")*!

&�
������ +����
�� ��"�"),! � ��� 	��	� ��"�"��! �
� ����	� α(ik) ∈ Φ(s�(r+1,C))-
����	� ���� 	���� 	����

σα(ik)(μ) = μ− (mi −mk)(e
(i) − e(k)) =

r+1∑
s=1
s �=k,i

ms e
(s) +mke

(i) +mie
(k) . ��"�",.!

/� ����	��� ��"�")*! � ��"�",.! �
	��	�- ��� � 	����� μ � σα(ik)(μ) ���������� mi

� mk ���	��
��� �	����� �- �
	����	
���- ������ W - ���� �	���� ���� 	�����
σα(ik) - ������+�� �����	 �	� �	�	������� Sr+1 ������	�� mi 	����� μ �� ��"�")*!"
$ ��
� ��"�",.! ���� 	��� σi = σα(i) (i = 1, . . . , r)- �������	 � �������� �������
α(i) = e(i) − e(i+1)- �
����� ���	����� ���������0����

σi · (m1, . . . ,mi,mi+1, . . . ,mr+1) = (m1, . . . ,mi+1,mi, . . . ,mr+1) . ��"�",�!

1��	���	 ���������0�� σi ���� ���� �� ������ W = Sr+1 ���" ����	
 �������
 �	��� ����� �����! � ��������� ��������	
	 �������" 2��	�	
��'�	
������3	��� �
� ������ Sr+1  �	������ �������'�� σi �
	���� �� ��	����
	���
��"�",�! � ��	�� ��(

σi · σi+1 · σi = σi+1 · σi · σi+1 , (i = 1, . . . , r − 1) ,

σi · σj = σj · σi , (|i− j| > 1) , σ2
i = e , (i = 1, . . . , r) ,

��"�",4!

��	 e 5 �� �	��	���� �	�	�������" 1�����3	��� ��"�",4! �������� � ������3	�
����� ��"�")6!- ����������� �
� �
���� �
�	�� �� Ar��	���"

��� 7���	�� ����	�� �
�	��� so(2r+1,C) �Br��	���! ������� �� ����	�� 	�����
��"�"46! ���" ����� �  ��	����'	� �������	
	 �����!" ����� 	���� μ  r��	����
����	�� ����������	 Vr = Rr ���
���	��� �� �������� 	������ e(s)(

μ =

r∑
s=1

ms e
(s) ∈ Vr . ��"�",�!

�	����	 ��"�"),! �� 8��� 	���� 8
	�	��� σα ∈ W - ����	�����'�� ������ α =
(e(i) − e(k)) ∈ Φ(so(2r + 1,C)) ���	�	
�	��� +����
��- ���
������� ��"�",.!- � �
�
������ ����	� {±(e(i) + e(k))- ±e(i)} ∈ Φ(so(2r + 1,C)) �� ��		�

σ±(e(i)+e(k))(μ) = μ− (mi +mk)(e
(i) + e(k)) =

r∑
s=1
s �=k,i

ms e
(s) −mke

(i) −mie
(k) , ��"�",9!



��� ��� �������� �	�
��� ����
� ������ �	

����� ������ 	
��� �������
 ����
��
 ����
��

�� ������ 	
���

������	
�� ���	�� Φ(A) ���� ��
��� �
��	�� �����
� �� A� ��� ��� ���	�
��
α, β �� ��
������ �
��	
���	�� Vr ��
������ �	
������ ���	�
� β �	����	�����
�������	� Pα ��
��������
��� ���	�
 α!

σα(β) = β − 2 (β, α)

(α, α)
α . "����#$%

��� ��� ��
��� α, β ∈ Φ(A) �������� ��&�� 	��
�� "��� 
����� ������� ��
��� '��	�

�����% ��())�*���	 2 (β,α)
(α,α)

� "����#$% �����	�� *���� '����� � �	
������� ��
���

σα(β) ����� �
��������	 Φ(A)� +���� ��
���� ��
����� ���	��� Φ(A) ��	��	��
����
���	��� �	����	����� ���� �	
������ "����#$% � ���
�	�
� σα ��� α ∈ Φ(A) 
������,	�� �	
�������� -���� � ��
����,	 �
�� W � +�� ��� ��
����� ���	���
����'�� 	� �
��� W 	��� ����'���

���
�
�
��
 �����. ������ W � ��	���
 �������	�
 ���� �	�����
��
��������� �� α ∈ Φ(A)� ������	�
 ������	 
�	��

.���
�������	� Pα ��
��������
��� ��
��� α ����	 r/��
��� ��
����� �
��	
��/
�	�� Vr �� ����
��
���,&���� ����� ������ �� ��	�
�� �������	�� ������	


�	�� .
��� W ��
�����	 ��� ����
 -���� � �
�, � �������	����� W ���/
�	��	 �� ������	�� ����
 -���� �
�'�� (	� ����	��� 	
����	����0 ��������� ����/
�	�� 1 2����	��� � 3	��
�����, ������

• ������ ��� �	
����� ��	 ��� 	�������� �������� ����������	 �	������	
σασβσα = σσα(β)�

4��� �� ������� '	� ��� �
��� -���� W ��
�����	�� �	
�������� σi := σα(i)  
��� α(i) 1 �
��	�� ��
��� 5	� ����� ������	� ����,&�� ��
����� 6� )�
��
σασβσα = σσα(β) � ��
�������� ����� �����	 '	� �
��� W ����
��	 ��� �	
������
σα ��� ���	�
� α ���'��� ������������� �	
�������� �
��	�� ��
��� α(j)!

α = σi1 · σi2 · · ·σik(α(i)) , "����#7%

�
�'�� (	� ���	�
� ��
��,	 ��, ��
���, ���	�� Φ(A) "� �� �� '��	�% ���'�
�����
� A �� ���� �� �
��	��� 8�������� )��	 �� �'������ ��(	�� ���� ��
����� �
��� ������	����	�� �����	� ���	��� ��
��,&�� σi ���������� �� �����
�
���	������� �
��� W ��� �
��� �
���
�������� � ��
����� �
��	
���	�� Vr�

���
���
��
 �����. ������ ���
 W ������� ���	�� Φ(A) �������	�
 �	�� 
���
�� σi := σα(i) � ��
������� � ����	��� ����
�� α(i) ���!�� A� "!����#$�
σi ������ ���
 W �����	���
#	 ����#$�� �	���	����� ���	��%��
�

σ2
i = e , (σi · σj)mij = e , "����#9%

�� e & ����'��� (���	 � W � � ������	�� mij �����
#	�
 �� ��������
)������ D ���!�� A ���� *�������+ ��� ��%��� α(i) � α(j) ��������� D �������
0, 1, 2, 3 ����
��� 	� mij = 2, 3, 4, 6� ���	�	�	�����

��� ������� ���	
�� Brn � �� ������������ ���

��������	
� �����
� ���
�� � ��������� [n − 1]� ��� �
� �������� ����������� �
��������� ��� �����
� ��	������ � � �� ���
�� 	 	���������� (n− 2)!

0 1 . . . n"3n"2 ∗
∗ . ��������

#��
��
	
����� ���$����� ��	
����� ������
��
��� ���������% �&'�� �& �����
(����
���	
���	��� ��������� �� ������
 yn

ET{[n−1];n−1}
· (yn − (n− 1)) · (yn + 1) · (yn + ω + n− 3) = 0 , ������)�

��
���� ���
 ��������
��� 	��
��'���� �� 	����
����
��� �n ≥ 2�

ET{[n];n}
= ET{[n−1];n−1}

· (yn + 1) · (yn + ω + n− 3)

n · (2n− 2 + ω)
. �����*+�

,�'� �
� ��������
��� 	��
��'����� �& ��������  ���� -������ �� 	����
��"
��
��� �	�����
� ��� n = 2 	 -������% ������+��

ET{[n];n}
=

(y2 + 1) · · · (yn + 1)

n!
· (y2 + ω − 1) · (y3 + ω) · · · (yn + ω + n− 3)

ω · (2 + ω) · · · (2n− 4 + ω)
. �����*.�

• ������ ���� 	
������ �
 ����� �
����� ��� ������������
�� ET{[1n];n}
∈

Brn ���� ��� �n ≥ 2��

ET{[1n];n}
=

(1− y2) · · · (1− yn)

n!
· (y2 + ω − 1) · · · (yn + ω − n+ 1)

(ω − 2) · · · (ω + 2− 2n)
. �����*��

������	
� �� /
��� �& ����0 ���� �����
����� ���$������ �	�������� �� -��"
����( ������1� � ������2�� ������ �3��  ��� 	
���
� ������ 	�	
��� ������� ��"

��������&( �����
���&( ������
��
�� �����& 4������ Brn� 5
� ������
��
& �
����	
������� s ��������� � �������� �������� ���
 �����
��& s(ET{λ;n}

) � ���	
���"
	
�� V⊗n 
������� ����� n� 6��	� V 7 ���	
���	
�� ������� �3��� ����	
������ T
�����& SO(N,C) ��� �� ��3�	
����&( �������� SO(N−q, q)� 8���& s(ET{λ;n}

) ���"
��
���&( ������
��
�� ET{λ;n}

� �����
����
 	 ��%	
���� �����& SO(N,C) ������&
SO(p, q)� p+ q = N� � ���	
���	
�� V⊗n � �&�����
 ��������
�&� ������	
���	
��
V(λ) ⊂ V⊗n ����������&(��� ����	
������% T (λ)� 9�� �����
��� s(ET{λ;n}

) ����	�

�
 �	$�������3�% 
���$& :��� Λ = {∅ → λ1 → ... → λn−1 → λ}� ����3�%
��������� λ �� ��	������ ������ n� 9 �3�� 	����� �	
� ��	������ ��
�% T{λ;n}
� ���-� :��� ��	$�������3�( 
���$ :��� Λ�� ����3�( � ����	
�� ��	�����%
���'��& ���� � 
� �� ��������� :���� 8������ 
�� �� ��� � � 	����� ����%�&(
������ ����������&� ����	
������ ��
��������&( ������ ��������&� 	 ����3��
����&( �����
���� s(ET{λ;n}

) �� ����&( ��
�% T{λ;n}� ���������3�(	 �� ����% �

�% �� ��������� :��� λ� ����&���
	 ���������
�&�� � ���������	 �
��


��
� ��������
� λ� ;�%	
��
������ ��	����  ��������� λ ������� �
 ���� �	"
	�������� 
������ � ��� 	����
���� ���
��� �����
��& s(ET{λ;n}

) �� 
���� 
�����&�

���������� ��	
�� �� ������ ������
�� � ����� N = 2r � �������� λ� ������� r �����
���� ������
�� � � � � ��
�� ������ ������� ����� ���������������  ��������
��  �������! �
���������� � ����� �������"
��� � �
���������"
���  ��������
�#�



��� ��� ��������� ���	
������� ������ Sp(2r,C) � �� ��	�����

�������		
� � ������ ���	
� ��������	
� ��������	���� ����	
 ����� �����
����	�	
� ����������	��� ����� ��	��������	�� �� ��	�	�� ���!� "���� ��	��
���
���� 	� ���������	�� ���������� ���������� Uk� ����		
� � #��$�$%&' ��� "������
#��(�)*& � �	���!�+	�� ,�������	�� ����� � ���+�� ����������	�- !����
 SL(N,C)�

������	
� �� .���� ��������	�	���� ����������	�- !���� SO(N,C)� �����		�-
� ����
����� ����+�	��� � ���+�� ����!�	��	
� !���� ������� �����	����	
�
��������	�	���� ����������	�-� �����
� 	��������� ���	
�� ���!������� /	!�
λ � λ′� �����		
�� ���������	����� ��������		
�� 	� 0��� ��%� 1�� ����� ��� � �
����
����� ���+��� ��������	
� ��������	�
 s(ET{λ;n}

) � s(ET{λ′;n}
) � ��!���� �����

���� �������		
� �� ���	
� ����� T{λ;n} � T{λ′;n} � !��"� /	!� ��� Brn #�� ���	
�
��2���������� �����2��& � �� �����
 � ����������	�� s ����� ���	
��� 3�� 	� ���
	�� 	���������
� ����������	�� !���� SO(N,C)� �����		
� � ����������	�� T⊗n

� �
����		
� � ������ ���������� s(ET{λ;n}
) � s(ET{λ′;n}

) ����� ��������	�	
���

������	
� �� 4������� +�� !��" ������	�� 	���������
� ����������	�- #����
��		
� � ����������	�� T⊗n& !����
 SO(N,C)� ��������		
- ��� +���	�!� ���+��
n = 4 	� 0��� ��5� � !��" ������	�� 	���������
� ����������	�- ��!���
 �����
��� Brn(ω)� �	���!�+	
- ��������		��� 	� ����	�� ��(� ����� �������� ����� �
���+�� n ≤ [N/2]� 6 ���+�� n > [N/2] ��!���	� ,�������	�� ����� !��" �������
	�� ����������	�- !����
 SO(N,C)� � ����+�� �� !��"� ������	�� ����������	�-
��!���
 �������� 	� ����� �������� ���!���� /	!� � +����� ������ ����
7���
��� [N/2]� 8��" /	!� ������	�� ����������	�- #�����		
� � ����������	�� T⊗n&
!����
 SO(N,C) #0�����5& � !��" /	!� ������	�� ����������	�- ��!���
 �������
Brn(ω) #0�����(& ����+����� ����� �	��������2��- +���� ����- T{λ;n}� �����
� ����
�� � ��+����� ������	�- ���7�	
 ���� ��	� � �� �� ���!����� /	!� λ 	� ����	� n�
9��� � ������ ���+�� #������	�� ����������	�- !����
 SO(N,C)& : ��� ����	���
������	�� 	����������!���� ����������	�� T (λ) � ����������	�� T⊗n #��� 0�����
����&� �� �� ������ ���+�� #������	�� ����������	�- ��!���
 ������� Brn(ω)& :
��� 	� ����� ����	��� ������	�� 	����������!� ����������	�� ρ{λ,n} � ��!�����
	�� ����������	�� ��!���
 Brn(ω)� 	� � ������	��� ���!� ����������	��� ���+��
����������	�� ρ{λ,n} �	����������� ��� ���!�����- /	!� λ� ��� � ����	�� n� 	�
������� ��� ���!����� ���������� � !��"� /	!� #��� 0����� ����&� 1����������
	�� ρ{λ,n} � ρ{λ,n

′}� �	���������		
� ��	�- � ��- �� ���!�����- λ� ���������		�-
	� ���	
� ����	�� n � n′ !��"� /	!�� �������� ����������	���� ���	
� ��!���
������� Brn(ω) � Brn′(ω)�

��� �����	�
� �	���������� �	���
 Sp(2r,C) � ��

����	��� Sp(2r,R)� USp(2r)� Sp(p, r − p)

;����	�� ��������	�� !���� Sp(2r,C) � �� ���!���� Sp(2r,R)� USp(2r)� Sp(p, q)�
� ����� 	����	�� ��������	�� ��������������� ��!��� <� #��� ������
 ������� �
������� � �����- +���� �	�!�&� =��������+����� !����� Sp(2r,C) : ��� �	�������

���� ������ �	�

� SO(2r,C) 
	���������� T (λ)� ������������ ����	����� λ � r �	������

������� 
	��������� � 	��������� �� ������������ � ��������������� 
	�����������

��� �������� �	�
��� ����
� ������ �	 ���

������	 e(8)
 ���� ������� ����� ��� ������� E8 ����� ����

α(i) = e(i) − e(i+1) (i = 1, . . . , 6) , α(7) = e(6) + e(7) ,

α(8) =
1

2

[−(e(1) + · · ·+ e(6)) + (e(7) + e(8))
]
= −e

2
+ e(7) + e(8) ,

��
�
���

��� e =
∑8

i=1 e
(i)
 ����� ��������� �� ������������ �������� ���
 ������ �������

� ����� !���� ������ "���!�������� �������"�� �������� ����� α(8) �� ��
�
��� �
����� ��
�
#�� ������� so(14,C) ��$�� ��������% ��� ������	� ������	 Φ(E8)�

Φ(E8) =
{
±(e(i) − e(j)); ±(e(i) + e(j)); ±e

2
; ±

(e
2
− (e(i) + e(j))

)
;(e

2
− (e(n) + e(s) + e(k) + e(l))

)}
, 1 ≤ i < j ≤ 8 , 1 ≤ n < s < k < l ≤ 8 .

��
�
�#�

&���� ���' ����� ��
�
�#� ������� E8 ������

dim(Φ(E8)) = 2(C2
8 + C2

8 + 1 + C2
8) + C4

8 = 2(3 · 28 + 1) + 70 = 240 ,

� ��(���	 dim(E8) = 240 + rank(E8) = 248


)��� ��� �����% � ���������� ������� ������� Φ(E7)
 *������ !�� ���������
������� E7 ���	!����� 	�������� ���+��� � � ��������� ������� E8 ���
 ,��
�
��

-����� ������ �����% α(1) ������ ����������	�� ���+��� � �� ������ ��
�
��� �
���	�%���� ���	!��� ����� ������' ����� ��� ������� E7�

α(i) = e(i+1) − e(i+2) , α(6) = e(6) + e(7) , α(7) = −e
2
+ e(7) + e(8) , ��
�
���

��� i = 1, ..., 5 � e =
∑8

k=1 e
(k)
 . ������ ��	!�� ������� ����� ������� E7 ���$�/

�� � ���%�������� ������������ R8 � ��������$�� ��������� �������������� V 
����������	����� ������	 v = e(1) + e(8)
 0����% ��$�� ������%�����%�� ����!�/
���%��� 	����$������ Φ(E7) = Φ(E8) ∩ V ���
 123� ��� �� �������% ��� $� ��� � �
��	!�� ������� E8 � ��������% ��� ������	� ������	 Φ(E7) ⊂ R8 �� ������' ����� 
��
�
��� ���
 ������ ������� � ����� !���� ������
 . ���	�%���� ���	!����

Φ(E7) =
{
±(e(8) − e(1)); ±(e(i) − e(j)), ±(e(i) + e(j)), 2 ≤ i < j ≤ 7;

±
(e
2
− e(k) − e(8)

)
, ±

(e
2
− e(1) − e(k)

)
, k = 2, ..., 7 ;

±
(e
2
− (e(i) + e(j) + e(k) + e(8))

)
, 2 ≤ i < j < k ≤ 7

}
.

��
�
�2�

4������� ��
�
�2� ������ !���� ����� ������� E7 �����

dim(Φ(E7)) = 2(C2
6 + C2

6 + 1 + 6 + 6 + C3
6 ) = 2(2 · 15 + 1 + 12 + 20) = 126 .

�������� � dim(Φ(E7)) ���� ������� E7 �� ���	!��� !�� ����������% ��� �������
E7 ����� dim(E7) = 126 + 7 = 133


• ������ ��� �	
����� ��	� ������ 
	��� α(1) �� ���	�� �������� ��	���� 
	����
�� ���� E7� !� �	�����! ���	� ��	���� 
	���� �� ���� E6"

α(i) = e(i+2) − e(i+3) , α(5) = e(6) + e(7) , α(6) = −e
2
+ e(7) + e(8) , ��
�
���

 �� i = 1, ..., 4� #������ 
	���$�% �����!� Φ(E6) �� 
	���$	� �����!� Φ(E7)�
$	��	��	$�$&�� ��$��'�����! Φ(E6) = Φ(E7) ∩ V ′ ��!� ()*��  �� V ′ ⊂ R8

+ $�
�	��	� ��	�������$	� 	��	 	����	� $�
�	��! v = e(1) + e(8) � v′ =
e(1) + e(2) + 2e(8)�



��� ��� �������� �	�
��� ����
� ������ �	

(α(6), α(i)) = 0 (i = 1, 2, 3, 5)� (α(6), α(4)) = −1 � (α(6))2 = 2� � �	
�����	 ������� ����
�
 ���� �	�	��� ��� α(6)� �� ������	� ��	�� !�	 ������	 "���� ��� ��#	��� E6$

αi = e(i) − e(i+1) (i = 1, . . . , 4) , α5 = e(4) + e(5) ,

α6 = −e
′

2
+ e(5) + βe(6) ,

�����%&�

#�	 e′ =
∑6

i=1 e
(i) � β = (1 +

√
3)/2� '"�����	���� ��� ����	�� "���	� Φ(E6) ��		�

��� ���� �����
�	� ������� �	���� ����� "��#��${
±(e(i) − e(j)); ±(e(i) + e(j)); ±

(
e′

2
+ (β − 1)e(6) − e(i) − e(j)

)
;

±
(
e′

2
+ (β − 1)e(6)

)
; ±

(
−e

′

2
+ e(i) + βe(6)

)}
, 1 ≤ i < j ≤ 5 ,

�����%(�

)���� ��	� "���	� �����%(� ��#	��� E6 ����� dim(Φ(E6)) = 2(3C2
5 + 1 + 5) = 72� #�	

Ck
n * ����������	 "�+,,�-�	���� .�+���� dim(E6) = dim(Φ(E6))+ rank(E6) = 78�

�� 	
���� ������ ����� �� E7 � E8�

/������ �� �������� "���	�� ����	�� Φ(E8)� � 
��	� ��"�0	�� "�" ��0�� ����1
��� "���	�� ����	�� Φ(E7) �
 "���	��� ����	�� Φ(E8)� 2���	� ������	 "����
��#	��� E8� /������	 �	����� ( � ���#����	 E8 �� 3������ ��	� ��� ���#����� D7

���� 3������� ��� ��#	��� so(14,C)� .�+���� 	��	���	��� ������ � "��	���	 �	����
�	�� ������� "���	� α(1), . . . , α(7) ��#	��� E8 ������	 "���� �����4&� ��� so(14,C)$
α(i) = e(i) − e(i+1)� (i = 1, . . . , 6) � α(7) = e(6) + e(7)� 5�" ������� ���	� ��"�� �����1
����� ������� "��	� � ���	 α(8) =

∑8
i=1 ai e

(i)� 6����-� 5������ ��� E8� "������
,�"����	��� ���#������ 7��"��� 3������� ��		� ���

||Kij|| =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

2 −1 0 0 0 0 0 0
−1 2 −1 0 0 0 0 0
0 −1 2 −1 0 0 0 0
0 0 −1 2 −1 0 0 0
0 0 0 −1 2 −1 −1 0
0 0 0 0 −1 2 0 −1
0 0 0 0 −1 0 2 0
0 0 0 0 0 −1 0 2

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
. �����%8�

'��	���� ��� �����-� 5������ �����%9� ��� E6 ������	��� �
 �����-� �����%8�� 	���
� �	� ������ ��� �	���� �����-� � ��	 �	���	 ����"�� 5�+,,�-�	��� Ki8 �����-�
�����%8� ��"�� � ��� ��	�� !�	 ������� �� "��	� α(8)$

(α(i) , α(8)) = 0 (i = 1, . . . , 5, 7) , (α(6) , α(8)) = −1 , (α(8))2 = 2 , �����:��

"�����	 �������� " �����	���� �� "�+,,�-�	��� ai$

a1 = · · · = a6 ≡ a , a6 = −a7 , a6 − a7 = −1 , 7 a2 + a28 = 2 .

;�� �����	��� ��	 � ��� �	�	���$ ai = −1/2 ��� (i = 1, . . . , 6)� a7 = 1/2 � a8 = ±1/2�
'����� ������ � a8 = +1/2 <�� %=� ����� a8 = −1/2 +"�����	��	� 
	�"������ ��1
��0	�� "���	��� ����	�� Φ(E8) �������	��� #��	�����"����� �	��	���"�������

��� ��������� ���	
������� ������ Sp(2r,C) � �� ��	����� ���

��������	
� (2r × 2r) ����� T � �������������� ��������

T T · J · T = J , �������

��� ���������		�� 	��
�� ��		�� �����������!����� ������

J :=

(
0 Ir

−Ir 0

)
, J = −JT , �����"�

	�#
����� ��������!����$ ������$� %	�!� ������� Sp(2r,C) & '� ������ ��	�$(
	
� ��������� � C2r� ����
� ��� ���� �x, �y ∈ C2r �����	�� 	��
�� ��		�� �	(
��������!	�� )���	�$	�� ����� f(�x, �y) = xi Jij yi� *����� !� ��)�$ �����$
�
)�� 	��
�� ��		�$ �����
 J � �������� �������������$ J = −JT� ������� �
��������	�� ������ �#�����	
� Sp(2r,C)�

• ������ ���� 	
������ �
 ∀ T ∈ Sp(2r,C) ���
������ ���
��� det(T ) = +1�
��������� �������� �������� 
 
���� �����  ������� !"�#��$�

+�� ��������!����� ����� �������� �� ���� 	� �����$ T (t) = I2r + t A+O(t2)
� )��#��� � ���	�!	��� '����	� �������� t , ����� �����

AT · J + J · A = 0 . �������

-�����	� ���	��$ 	��� ��������� ���� ������ !��. �	��� /�0� ��� �����
 1�� �� �
�������� �# ��������	
� ������ ����������� 	��� ��� �������		
� �	����)(
��#��� ������� � ��!���� ������.	
� ������	�� �����)� 1�� , �������		
�
�����	
� ������	���� 2���� �)��#��� ��������		��� ����)�� 1� ASp(2r,C) ,
'� �������		�� �����	�� ������	��� ��������	
� ����� A� ��������������
������� �������� 3�����		� ��������. ��������	�� ����)�� sp(2r,C) ��� ���(
�����	�� �����	�� ������	��� ��������	
� ����� A� ���!�	������� ��������
4��!���	��� !� ASp(2r,C) � sp(2r,C) , ��#	
� �)5��
�
6 ������ Sp(2r,C) ����� ��� 	�����.�� �� 	
� ��������� ����)�
 1� ���(

�
� , �������		
� ����
 ��������	�$ ����)�
 1� sp(2r,C)� 4����� ���������
Sp(2r,R) & '� �	� ���� ������������ 2r × 2r ����� T � ��������������
������� �������� 6���� ��������� USp(2r) & '� �	� ���� ��������	
� 2r × 2r
����� T � �������������� ��� ������� ��������!	��� �������� �� � �������
�	���	��� T † · T = In� ��'��� USp(2r) = Sp(2r,C) ∩ U(2r)� 7���� ���� � ������
Sp(2r,C) ������ ��� ����� ����� ��������� ����
� �)�#	�!���� Sp(p, q) �#���.
p + q = r�� +�		
� �����
 ����������� ��� �	� ���� ��������	
� 2r × 2r ��(
��� T � �������������� ��	������		� ������� ��������!	��� ������� � �������
���������	���	���

T † · Ĩ2p,2q · T = Ĩ2p,2q , Ĩ2p,2q :=

(
Ip,q 0
0 Ip,q

)
, �����8�

��� ������ Ip,q ��������	� � �������� 2���� �)��#��� �
 ����!���� !� Sp(p, q) =
Sp(2r,C)∩U(2p, 2q)� *!����	�� !� Sp(r, 0) = Sp(0, r) = USp(2r)� ��'��� �	���� ���
�����
 USp(2r) �����.#�� ������ �)�#	�!�	�� Sp(r)�

6����	�� ������	��� �������		
� ����� A� �������������� �������
�������� �)��#�� ����)�� 1� sp(2r,R)� 9� , ����)�� 1� �����
 Sp(2r,R)� � ��.



��� ��� ��������� ���	
������� ������ Sp(2r,C) � �� ��	�����

sp(2r,R) = ASp(2r,R)� ����� 	
� �
� ����
����� ������� � ����
����� �����
������� sp(2r,C)� ������
���� ������
� ������ Sp(p, q) ����� r = (p+q)!� �����"

���#��� ������� ���$�%! � ���$�&! � ����'�� ' �����	����� ����	���� 	
� �������
(� sp(p, q) ) �
� ����
����� �'
����� ����
����
� 2r × 2r '�����'���* ��
��+
A� '�
���� ����������� ���	���#
�� ���
��,����� ���$�$! �

A† · Ĩ2p,2q + Ĩ2p,2q · A = 0 ���$��!

���
��+� Ĩ2p,2q ����������  ���$�&!!� -� ������
����� '���.� ����'�. ' �����+�� 
������ USp(2r) ������
� 	
� ������� (� usp(2r) � �
� ����
����� �'
����� ���"
�
����
� '�����'���* ��
��+ A� ����������� �����
���#��* ���$�$! � �����#
���$��!�  '�
���� ���
� ��
��+� Ĩ2p,2q ����*����� ��
 �����	��# ��
��+� I2r�
/�'�� �������� usp(2r) = sp(r, 0) = sp(0, r)� 0�� ������� sp(p, q)� '�#	�� '����'
"
��# ������� usp(2r) � ����
����� ����� ������� sp(2r,C)�

1��
 T(1) � ��������#��� '�����'���� �����
������ ������� (� sp(2r,C)� 0
������� ������ ���'
 �� �� ��'������ 	
� ��� ��������
�� ��� �����
������ T(f)
����� f = 1, . . . , r! ������� sp(2r,C) �
���
�� '�' ��,��� ����������� T∧f(1) ����"
����#���� �����
������ T(1)� 2����� �������� �� �
�� ��'
�� �� ��'������
	
� ��� '�����'���� '���	�������� ����������� �����
������� '�
���� ���"
#
�� �����
�������� �� �
��,��� ����� λ = (λ1, . . . , λr)� ��� λ1 ≥ λ2 ≥ · · · ≥
λr ≥ 0� ����'�#
 '�' ����������� ��������
������  
�������� ��������"
��� ��������
�� ��* �����
�����. T(f) � *���'
�����#
�� ����������� 3���
[λ1, . . . , λr]� 4
�#�� ������
� 	
� �� '���	�������� ����������� �����
������
������� sp(2r,C) '�����#
��  
�������� ����������� ��������#��* �����
�"
����.� � ������� ��������* �����
�����. �'�
���� ������ � ������� so(n,C)! �
������� sp(2r,C) ��
�

1��
 T � ��������#��� '�����'���� �����
������ ������ Sp(2r,C)� '�
�"
��� ����������� ��
����
  '�	��
� ��������#���� '�����'����� �����
������
��* �������� Sp(2r,R)� USp(2r)� Sp(p, q)  ������ Sp(2r,C)� '�
���� �� ������
"
���� �,�� 5 �����
������� T ��
��
����� ������� ������ ��������#��� ����"
�
������ T(1) ������� (� sp(2r,C)� 0����� �����	���� ������
� �#��� ��
��+�
U ∈ Sp(2r,C) �����
����  ��� U = exp(t A)� ��� A ∈ sp(2r,C) � t � ����. ����

�	���
�� ������
�� 5�� ��6�� ��������#��� �����
������� ������ Sp(2r,C)
� ��������#��� �����
������� T(1) ������� sp(2r,C) ���
�� �������. ������
�
� 7���	�����   ������� ���!

T
(
exp(t A)

)
= I2r + t T(1)(A) +O(t2) . ���$��!

8� ����� ��� ���
 �� ����� � 
�� 6� ������	����� T ≡ T(1) ��� ��������#��*
�����
�����. ������ Sp(2r,C) � ������� sp(2r,C)� 9
� '���
��'+��� '�' ���	"
��� �������
�� �� 
�������� ����������� ��������#��* �����
�����. ������
Sp(2r,C) � ������� sp(2r,C)� 0 ��� ��.,�� ��� �� �������� '�6��. ��� ���"
+��� ��� ����� ������
���
 
�� '� 
� �����
������ ������ Sp(2r,C)� '�
����
�����6�
��  
�������� ����������� ��������#��* �����
�����.� 5 ���� ��"
�����������	��� ������� ������ ��� �����
������ ������� sp(2r,C) ����'�� '�
�� �� �����
������ �����6�
��  
�������� ����������� ��������#��* �����
�"
����.! � ��� �����
������ �������� Sp(2r,R)� USp(2r) � Sp(p, q)� -
�'� �� �����
��'�
 ����������� �����
������ ������ Sp(2r,C)� �����6������  
��������

��� �������� �	�
��� ����
� ������ �	 ���

�����	�
 ��� �	���	� ����	�� � � �	������� F4 ���� ��� �	������� B3 ���
�	����� ��� ������� so(7,C)� �� ����
 ������� so(7,C) ������� !���������" �
F4
 	 #������� 	���� Φ(F4) ����$	� � ��� �#�# !��	����� #������% 	����
Φ(so(7,C))
 #������ �!�������� � ������&� 	 �������� !�	 r = 3� '���� � #������
!����( ���( !����( #����" ������� F4 !����� #���	 ������� so(7,C))

α(1) = e(1) − e(2) , α(2) = e(2) − e(3) , α(3) = e(3) ,

	 	*�� ��������" !����" #����+ ������� F4 � �	�� ��#���� α(4) =
∑4

i=1 ai e
(i) ∈

R4
 #�����" ���$�� ������������+ ��������	�� ������� �	�� ����	,� -������
���������)

(α(i), α(4)) = 0 (i = 1, 2) , (α(4))2 = 1 , K34 = −1 ⇒ (α(3), α(4)) = −1/2 .

.�%�� �� !������� a1 = a2 = a3 = −1/2
 a4 = ±1/2 	
 !����	��� � !�������
�������� /��# 0+0 �/��# 0−0 ���� /��#��+��% ����	���+�� !��#��	 Pe(4) 	����
Φ(F4)�
 �#�������+�� 1	#	���� !����� #���	 ������� F4)

α(1) = e(1) − e(2) , α(2) = e(2) − e(3) , α(3) = e(3) ,

α(4) = 1
2

(−e(1) − e(2) − e(3) + e(4)
)
.

��������

2� #������� 	���� Φ(F4) ���	� 	/ #����" ������&� !�	 r = 3 	���� Φ(so(7,C))
	 #������( ��#�����
 ����$�*	( !����" #����+ α(4)� 2 	����
 !����� #�������
	���� ������� F4 	���� �	� ��� !����/��� ������� � 3�4�

Φ(F4) =

{
±e(i); ±e(i) ± e(j) (i = j);

1

2
(±e(1) ± e(2) ± e(3) ± e(4))

}
, ������5�

��� i, j = 1, 2, 3, 4 	 /��#	 ± ����� ���	���+� ��/��		��� 6�#	� ����/��
  ���7
��� ��/������	 !��������� -������
 �����" �
 ��/������+ ������� F4 �����)
dim(Φ(F4)) + 4 = (8 + 24 + 24) + 4 = 52�

�� �	
���� ������� �����
� �� E6.
8���	,� -������ ������� E6 �!��������� !� �� �	������� 9��#	�� ��� �	�����
	 	���� �	�

||Kij|| =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
2 −1 0 0 0 0
−1 2 −1 0 0 0
0 −1 2 −1 −1 0
0 0 −1 2 0 −1
0 0 −1 0 2 0
0 0 0 −1 0 2

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ . ������:�

�����	�
 ���
 ��# $� #�# 	 � !������*�� �����
 �	���	� ����	�� : � �	�������
E6 �� �	���� ���� ��� �	������� D5 ��� ������� so(10,C)
 	/����$����% �� �	�����
�� ����
 ������� so(10,C) ������� !���������" � E6
 	 #������� 	���� Φ(E6) �7
���$	� � ��� !��	���� Φ(so(10,C))
 #������ �!�������� � ������5� 	 ������;� ���
r = 5� 2 #������ !����( !��	 !����( #����" ������� E6 �� ��/+��� !�����
#���	 ������;� ��� so(10,C) 	 �����	� # �	� ����" #����+ α(6) =

∑6
i=1 aie

(i)
 #�7
����" ���$�� ������������+
 ������ �	�� ������:� ����	,� -������
 �������	��



��� ��� �������� �	�
��� ����
� ������ �	

����� ����	
�	 ���	�� ������	����� ���	�� �

� �����	 
��� � ����������� ����� ��������	 � ������� ������� � � ����
��������� ������� �����  � ����� ����!�������" ��� �������" ������ ��� �����
 � ������#���� ���	" ������ �� ������ ������� � �������� �����!�� �����$
%��������� ���#�� ����&#������� �����  � ���� ����������� #�����& � ���
#��� �������������	 ������$ � ���!� � '��� � ������ �����!�� �� �� �
��� ������ ������� ������� ����� ����&#������� �����  � G2" F4" E6" E7"
� E8$ (�� �������� �!����� ����� ������� ����� ����� ��	�� � �����!��
������� ����	 #���� ���	 ����� )�* +��$ ���� )�*" ),*" )-* � ).*/$

�� �	
���� ������� �����
� �� G2.
%��� ������  � G2 ���� ����" � ����������&��� ��������� 0������ �!�������
�� %��$-$�$ 1����2� 3������ +-$�$-,/ �������� �� '��	 �������� 0������ � ���
���

||Kij|| =
(

2 −1
−3 2

)
. +-$�$.4/

3����� ������� ������������ ��� ������ G2 ������ ������� ��� �" ��� � ����
��� ������������ ��� ������ s�(3,C)" � �����" ��� ������������� Pu � ������
��� ��������� �����������" ������� ������������� ������ u = e(1)+e(2)+e(3) =
(1, 1, 1)$ 5�6������� �������	 ������	 ����� �! ������	 ������ Φ(G2) ������
G2 ����&��� ����!��7 α

(1) = (e(1) − e(2))$ �����	 ������	 ����� ��� G2 �� ����
������ � ��� ������

α(2) = β1e
(1) + β2e

(2) − (β1 + β2) e
(3) ∈ Pu .

8���!���� ����� ����� �����2� 3������ +-$�$.4/ � ������� (α(1))2 = 2" �� �����
#��" #�� ����� α(2) ����� ������������ ���� �����������7 (α(1), α(2)) = −3 �
(α(2))2 = 6" ������ ��&� �������� �� ��'66�2���� β1, β27

β2 = β1 + 3 , β2
1 + 3 β1 + 2 = 0 .

9�� �������� ��&� ��� ����� (β1 = −2, β2 = 1) � (β1 = −1, β2 = 2) � �����
��&� �� '���������� +����������� !��������� ������!������: ��$ �����!��
������� ����	 #���� ����� )�*/ ������ ������$ ������� ���� ����" �� ���
��#�� � ��#��� ��!��� ������� ����	 ������ G27

α(1) = e(1) − e(2) , α(2) = −2e(1) + e(2) + e(3) . +-$�$.�/

�� �� ����	 ������	 ������ Φ(G2) ����#�&��� �! +-$�$.�/ ����������� �����
!�� +�������" ��� ��������� 2��#������ ����� ������� ����	 +-$�$.�// �
���������� � ���

Φ(G2) = {±(e(j) − e(k)) , ±(3e(i) − e(1) − e(2) − e(3))} , +-$�$.�/

�� 1 ≤ j < k ≤ 3 � i = 1, 2, 3$ %�!������� ������ G2 ����� dim(Φ(G2)) + 2 = 14$

�� �	
���� ������� �����
� �� F4.
1����2� 3������ +-$�$-,/ ��� ������ F4 �������� ��  �������� 0������ +��$
%��$-$�/ � ��� ���

||Kij|| =

⎛⎜⎝ 2 −1 0 0
−1 2 −2 0
0 −1 2 −1
0 0 −1 2

⎞⎟⎠ . +-$�$.-/

��� ��������� ���	
������� ������ Sp(2r,C) � �� ��	����� ���

������	
	��� 		 ���	
	����� ��	
�����	���� � ����� ������� ���
	� ��	 �	����
��
���	 �����	����	 ��	
�����	�� ���	��� sp(2r,C) � ����� Sp(2r,R)� USp(2r)�
Sp(p, q)� ����	 ����� ������� ������ ������	�� �	�������� ������	
	�� ���	
	�
����� ��	
�����	��� ������ Sp(2r,C) �� �	�����
���	� �� �
����	�	��� �����
 �� ����� ������ 
� ���	��� sp(2r,C) � ����� Sp(2r,R)� USp(2r)� Sp(p, q)� !��	����
 �� "��� �	 ��
��
 #������	��	 �� �	�����
���	 �	������� ������	
	��� ���	
	�
����� ��	
�����	���$ �� �����%������ � ��� �	 ������ SU(2) � ���	��� s�(2,C)
� ���
	�	 ���� � ����	 � ��� �	 ������ SU(N) � ���	��� s�(N,C) � &���	 ��

'���� ��
	� ��
	��% �	�����
���	 ��	
�����	�� T (λ) � �	������� ������	
	�
��� T⊗n ���	
	����� ��	
�����	��� T ≡ T(1)� (�	
�����	��	 T

⊗n ������ Sp(2r,C)

	�����	� � �����������	 V⊗n �	������ ����� n� !��	����  �� ���	
	���		 T � ���
���	
	����	 T̃ ��	
�����	�� �����	��� 	���� ����� #��� �	 ��� � ���������%�
��� �����$ ���������� "������	������� )	����� �����	��������� �����������

V � Ṽ ��	
�����	��� T � T̃ �	�	��
�� 
��� � 
���� � �����%� �����	��� 	����
�	������ ) ���	� ��� �	 �	���� ��	*������ ����

t = tk1...ksks+1...ks+t
�e k1 ⊗ · · · ⊗ �e ks ⊗ �eks+1 ⊗ · · · ⊗ �eks+t ∈ V⊗s ⊗ Ṽ⊗t , #��+��$

�
	 �e k � �eks+t , �������	 �	����� � ������������� V � Ṽ� �	�	��
��� � �	����
t′ ∈ V⊗(s+t) � �����%� ��
-	�� ��
	���� � ������	��

t′ k1...ksks+1...ks+t = Jks+1�s+1 · · ·Jks+t�s+t tk1...ks�s+1...�s+t
. #��+�.$

(�"����� � �� �� ��	�� �	���� ��	
�����	��� �����	��� 	���� ����� �	� �	����
��
����� ������������% ��	*����	 ��	
�����	�� T⊗s ⊗ T̃⊗t� 
������ �� ��������	�%
���%�� ��	
�����	�� T⊗(s+t) � ��
	��% �	�����
���	 ��	
�����	�� T (λ) � �	��
������ ������	
	��� ���	
	����� ��	
�����	��� T �

'����������	 ��
������������ V(λ) � V⊗n� �� ������� 
	������� �	�����
���	
��	
�����	�� T (λ) ����� Sp(2r,C)� ������ ��� �	� ��� � � ��� �	 ����� SO(N,C) �
SO(p, q) � �����%� ��	/���%��� ���	������� ������� ��� ����	���������� 0����
(�
������������ V(λ) ���������� �	�������� ����	��� ������� 
����	�� 
�������
��� 0��� λ � ������	 ��� "��� ����
��� ��������� �	���	
������ �� ����*	��� �
��������	��� ��� �����	��� 	���� �	����	 J #�������	 � ������	� #��1�+2$$

tk1k2...kn Jkikj = 0 , ∀ i, j ∈ {1, 2, . . . , n} . #��+�3$

4���� �������� � �	��
	 ������	�� ������������ ��
����������� V(λ)� �������
����	��� 
� ����� SO(N,C) � SO(p, q)� ����� ������ ���	���% #��	�
�$ 	�����

��� �	����� η �� �����	��� 	���� �	����� J �
��	
��� 5��������� ������ ��
	�	�� ������������ ��
����������� � ���������
���	 V⊗2 ��	
�����	�� T⊗2� �� 	��% � �����������	 �	������ t ������� ����� � ����
���	����� tik� 6�� ���� ��� �	 ��� � � ��� �	 ����� SL(N,C) � SO(N,C)� �	���
��
��� ������% �	���� t �� ����	��� ��� � ��������	��� ���  ����7 t = ts + ta8
��� #��1�+1$� 9��		 ����  �� �� ����*	��� � ��������	��� ��� �	����	 J ����	��
�� ��	 �	����� ts � ������	����� ts = t(ik) , �	���	
��� � �������� ������������
�	�����
����� ��	
�����	�� ������ Sp(2r,C)� � ������������ ��������	��� ���
�	������ ta �����
�	�� �� 
�� ������������ ��
������������ V([12]) � V(∅)� �������
�	���� �� �	���	
���� ��������	��� ��� �	������ � ������	�����

t′ ika = t[ik] + 1
2r
J ik (Jrst

[rs]) , t′a ∈ V([12]) , #��+�1:$



��� ��� ��������� ���	
������� ������ Sp(2r,C) � �� ��	�����

� �����	
� �������������� �	��
������ �	����
����� ��	
���� � ����������

tik0 = J ik (Jrs t
[rs]) , t0 ∈ V(∅) , ��������

��� J ik � ���������� �
�	� � J̄ = ||J ik|| �!	
���" � �
�	� � ���	��� J = ||Jik||�
�� ���� J ik Jkj = δij � Jik J

ik = (−2 r)�
#� ��	�������" �����	
 ts � $�	��� ������%�� �������� �������� &�� ���	�������

�����	� � ���������
�� t′ i1i2a � ti1i2s � ti1i20 ����'���' �� ��!��� �����	
 ��	��� 	
��

� ���������
�� tk1k2 � ������� ��	��	�
���( �	�����	� ��	
���� � ������)��

(Πs)
i1i2
k1k2

= 1
2

(
I i1i2k1k2

+ P i1i2
k1k2

)
,

(Πa)
i1i2
k1k2

= 1
2

(
I i1i2k1k2

− P i1i2
k1k2

)
+ 1

2r
K̃i1i2
k1k2

, (Π0)
i1i2
k1k2

= − 1
2r
K̃i1i2
k1k2

,
������*�

���
P i1i2
k1k2

= δi1k2δ
i2
k1
, I i1i2k1k2

= δi1k1δ
i2
k2
, K̃i1i2

k1k2
= J i1i2 Jk1k2 , ��������

P i1i2
k1k2

+ �
�	� 
 ���	
��	
 ��	���
����� I i1i2k1k2
+ �����&�
' �
�	� 
 � K̃i1i2

k1k2
+ �
�	� 


�����&���� 	
��
�

• ������ ���� �	
����� ��	 	�����	�� Πα� �������� � ��������� 	������� �	����
����� � ���� �	 	��	!	�����" ��	�
�	�	�

Πa +Πs +Π0 = I , Πα · Πβ = Πα δαβ . ������)�

,�' 	�-���' �!��" �	�!���� �������' ���	������( ����	����
����" T (λ)

�� �	'���� �	��������' T⊗n ��	����'���( �	����
����" �	���� Sp(2r,C) ����
�	����
����" �	��� Sp(2r,R)� USp(2r) � Sp(p, r − p)� ���!(����� ����	���� ���.
��� ������� �
���� �	�����
����( � �	�������( �	�����	� P (λ) ������ ������
λ ����	��� �	�����	��� ����	�� !���� �	��
��  �	���	
���� V⊗n � �	���	
����
�����	� 	
��
 n� ��
	�
����� ����	���	
���
 V(λ)� /
��&
������� &�� 0�
 �	�.
!���
 	�-
���' ��� 1� �������� &�� � 
�
����&�
' �	�!���
  ���&
� �	�����
��.
��( �	���� ,�"���������� ������'�� ��	����	
�� ��������� �� ��1�� ����	����
���	
��	�� ��"�������  V⊗n� ��	
���� � ���*�*�� ���*�����

s(σk) · (�ei1 ⊗ · · · ⊗ �eik ⊗ �eik+1
⊗ · · · ⊗ �ein) =

= − (�ej1 ⊗ · · · ⊗ �ejk ⊗ �ejk+1
⊗ · · · ⊗ �ejn) δ

j1
i1
· · · δjk−1

ik−1
P
jkjk+1

ikik+1
δ
jk+2

ik+2
· · · δjnin ,

��������

s(κk) · (�ei1 ⊗ · · · ⊗ �eik ⊗ �eik+1
⊗ · · · ⊗ �ein) =

= (�ej1 ⊗ · · · ⊗ �ejk ⊗ �ejk+1
⊗ · · · ⊗ �ejn) δ

j1
i1
· · · δjk−1

ik−1
K̃
jkjk+1

ikik+1
δ
jk+2

ik+2
· · · δjnin ,

������2�

��!	
���� ���
��� �
 ��
� �����  �	
�" &
��� ���������� 3 !����������( �!���
.
&���'( ���	
��	� ��������� ������2� ��1�� �
���
��  ���

s(σk) = −I⊗(k−1)⊗P⊗I⊗(n−k−1) ≡ −Pk, s(κk) = I⊗(k−1)⊗K̃⊗I⊗(n−k−1) ≡ K̃k . ������4�

5�� ���	
��	� �
�
�� �	����
����� 
���!	� 6	
�0	
 Brn(ω) � �!	
�������
{σk, κk} �k = 1, . . . , n − 1� � ��	����'����� ������-���'�� ���*���� ,
���� �	��.
��
����� ��"�����  �	���	
���� V⊗n� �	� 0��� �
	
���	 ω 
���!	� Brn(ω) $��.
��	����' �
� ω = −2r ������ V � �	���	
���� ��	����'����� �	����
����' ���.
������&����( �	�����

��� �������� �	�
��� ����
� ������ �	 ���

• ������ ��� �	
��	��� ��
 ��� �
	� �������� ��	������� � ��� ������� �
 !
"��#� $	
���� �
	��� ������%� � #��
�������  �
&''#���� � $	!
�� ��� $
�
�������� �
	��� �������� ��� #��
�������� �
&''#����
��
�	#��������

������	
�� ��� ��	
 �
����
 � �����	� ������ ����
� ����� ����� ������� ��
�
���� �
��� α(i) (i = 1, ..., r) ��
���� �	���� �� A ���� r � �

������������ ����
�� � ������

Kij = 2
(α(i), α(i))

(α(j))2
, !"#�#"$%

��������	&���& ���'������ !�
�������&% � ���� �������� (���� D !��# )��#"#�%#
*��+�� ��������� D � 
���
� i �

���������� ��
��
�� �
�� α(i)� ����	�� >
!�	� <% ��������� � �
��, ��,+�� �	�� !��	� ���+�� �
����� 
�
� 	��
���� �
 �

������������ �
�� ����� 
����
��� �	�� � ����	�� � �������&%� �
���	
 	��� ��-�� ���+���� i � j ���
 (Kij ·Kji)#

������� �
 �����
����
� ���
�

Ar � � � . . . . . � �� � � r�1 r

Br
� � . . . . . . � � �>

� � r�2 r�1 r

Cr
� � . . . . . . � � �<

� � r�2 r�1 r

Dr
� � . . . . . . � � �

		�



� � r�3 r�2

r�1

r

������
����	�� ������� �


G2
�< �� �

F4
�� �� > �� ��

E6
� � � � ��
� � � � �

�

E7
� � � � � ��
� � � � � �

�

E8
�
�

�
�

�
�

�
�

�
�

�
�

�
	

��

)��# "#�. ��������� ���	��� 
�� ������ 	������������ ������ ���



��� ��� �������� �	�
��� ����
� ������ �	

�� �����	
� �����
 ��� 
������ sp(2r,C) �Cr�������
�����	
 �� sp(2r,C) �	��������� ���� �
���� ������� ��	�� �
��� ������ �
� ���
����� �������� ! �
�	�" A# $������	�%&�! ��$ �� $����% �'����(�# � �
������������	�
� ���������������� ��� 	������ ��&�������� ���	���

η =

(
0 Ir
−Ir 0

)
, �'���')�

��� 0 * ���
�
�� �$��� � (r×r) ����# 
 Ir * �������
� (r×r) �
�	�"
� +	����
���
�
�	�"$ A � ����� ����

A =

(
X Y
Z W

)
, �'���'��

���X, Y, Z,W * �������� � r×r �
�	�" � ,��
 $����� �'����(� � ���	��� �'���')�
�
��

X = −WT , Y T = Y , ZT = Z , �'���'��

� �
��� -
	�
�
*.���� � 
����	� sp(2r,C) ���� � �/ � �	
� ����$%&�� �	
��0

ei,i − er+i,r+i ≡ Hi (i = 1, . . . , r), ei,j − er+j,r+i ≡ Xij (i = j = 1, . . . , r) ,

ei,r+j + ej,r+i ≡ Yij , er+i,j + er+j,i ≡ Zij (i, j = 1, . . . , r) .
�'���''�

1�
��
�/� � 2������ Hi (i = 1, . . . , r) �	
�$%� ��
����	$ -
	�
�
 � sp(2r,C)�
+�/�$��/ �'���''�# ��$�
�� ���$�
"��� � ���3����# �	�����%&�� �	�

��� � ����	


[Hi, Xkl] = (e(k) − e(l))iXkl , [Hi, Ykl] = (e(k) + e(l))i Ykl , [Hi, Zkl] = −(e(k) + e(l))i Zkl ,
�'���'4�

��� �
� � �� e
(k)
i = δki * ������� �
���� ! ������� ! ����	� � r���	��

�	���� �	��	
������ ,
��� �	
��# �	���
� ������
 
����	 sp(2r,C) �����
��� ���� �
��� �
���� ������� ��	�� �
��� ������

±(e(k) − e(l)) (k < l) , ±(e(k) + e(l)) (k < l) , ±2 e(k) , k, l = 1, . . . , r . �'���'(�

5��	��$ � �	���� �	��	
����� Vr �
6����	$�� ����$%&�� �	
��

gij =
1

2κ
Tr(HiHj) =

1

κ
δij . �'���'��

+	� 2�� �	��� � ����	
 �'���'(� ���%� ����$0 |(e(k) ± e(l))| = √
2κ � |2e(k)| =

2
√
κ ��
�3�
�� � 6
��	 κ# ��	 � �	��������� �� �	
������ �'���'�� � �'���4� �

�
�/���3�� �$��� ���$&������� ��� -	��

(e(k) − e(l)) k < l , (e(k) + e(l)) k ≤ l , �'���'7�

����
�� �������/� ��� ,��
 �
��� �	�� ! �	��� ��� �	���� ������ �'���'(�
6����	$���� ����$%&�� �	
��

α(i) = e(i) − e(i+1) (i = 1, . . . , r − 1) , α(r) = 2 e(r) . �'���'8�

��� ��������� ���	
������� ������ Sp(2r,C) � �� ��	����� ���

• ������ ���� 	
��
���� ��� ��
���
� �������� � �������� ������ �
��������
����
� �
� !
� Brr(ω) � ��
�"�
�" ω = −2r� #$�����% ��������������&
������'��&"� ��& "��
�( P � K̃% P K̃ = K̃ P = −K̃� (K̃)2 = −2r K̃�
K̃1K̃2K̃1 = K̃2� P1 K̃2 K̃1 = P2 K̃1 � ��$ ���� �� Pk � K̃k ��
���� �
������)��

� �����	� ��� 
� �����	� ������ ��������	���� �	���� ������� Brr(ω) � ������
���	� ����������� ��������� ��
 !��
�	� �� " #$%& �� " #'% � �����	� �����%& ����
��	��(�� ���� ��������) ��	��� �����
� ����
�� ��������	)��* ���
��������
ET{λ;n}

∈ Brr(ω) +�� ���
������� � ��������	���� s ��
 �� # ,'%% ���� ���������

s(ET{λ;n}
) = P (λ)& ��������(�� � ������������ V⊗n �������� ����� n& �� ���) � ����

��������� �������
��� ��������	���� T⊗n ������ Sp(2r,C) -�������� s(ET{λ;n}
)

�������� � V⊗n ������������ ��������������� V(λ) ���������
�* ��������	����
��
�	����.����* �����& ������� ��
������� ������

�� /��� λ& �����	�0�����
�� ���	����
 ������ n � ����		����(�� ��	��� /��� T{λ;n} 1���
 �����
& ���&
.�� �	� ������� � ���	����
 2�
�.���� � ����� �����	� ����� ������.���� ��
��
������ ����������� �� �	�.�� ��
�	����.����* ����� 
����	�
�� �� 1�� ��� ��������� �� # ,'% ��(��������& �� ����������� � �* ���

�()� ��������� s(ET{λ;n}

) ���0� ��(�������� � 
���� ����	)�����)�� �	� �����
	���� ���������
�* ��(��������* ��������	���� ������ Sp(2r,R) ⊂ Sp(2r,C) ��
���������� ������������ T⊗n ��(��������* ������	��(�* ��������	���� T ������
Sp(2r,R) 
����	�
�� �� -�	)����) ������	�������)� �	� ��	����)� ������

����.��* �����
����	���� ����� Sp(2r,K) � Sp(r− q, q)& *�����������
�* ������

�
� /��� [1k] �
[1N−k]& ���������� �� ������������ ��������� � �� , #$%%

t
[j1...jk]
1 ↔ t

[i1...iN−k ]
2 εi1...iN−kiN−k+1...iNJ

iN−k+1j1 · · ·J iN jk , N = 2r , �� # ,3%


� 
�0�
& ��� 0� ��� � � �	�.�� ��������	)��* ����� SO(N,C) � SO(N − q, q)
��
 4����	 �����%& �������) ������	�������) ��������	����& *�����������
�* ����
���

�
� λ′ � .��	�
 ����� m > r � ��������	����& *�����������
�* ������

�
�
λ& ������� ����	����	)�� ������

�
 λ′ � �
��	� ������� � , 1���
 �����
&
���������
�� � ��������	������ ��������	���� ����� Sp(2r,K) � Sp(r − q, q) *��
������������� ������

�
� /��� � .��	�
 ����� m ≤ r 
����	�
�� �� 1�� 0� ��� � � �	�.�� ��������	)��* ����� SO(2r,K) � SO(p, 2r−p)
��
 2�
�.���� �&� � � � ����� 4����	� �����%& ��������	���� T∧r ����� Sp(2r,C)
� Sp(p, r− p)& ��������(�� � ������������ V∧r ������

����.��* �� 5���	�����*5
�� # �%% �������� ����� r& ��	����� �������
�
 6��������	)��& � ��
�()� ��	���
��)� ������

����.���� ������� � ��
�������
� εi1...i2r 
� 
�0�
 ������	��)& ��	)�
����) ��
� 0� !��
�	�
� �� , 78%& �����%��
����	)��� ������� � � �	�.�� �����
Sp(2r,C) � Sp(p, r − p) -�� ���
 ���*���
� ��
���)& .�� �����
 � ��������� ���
������ � �	�.�� �������� ��
�	����.����* ����� ���(����	����� � ��
�()� �����
��

����.��� 
������ J ��
 �� # 3%% 9�
����	)��� t(+) � ������
����	)��� t(−)

������� ������� ��� �����������* �������������� � V∧r � ��������	���� T∧r ����
	������� � ���
�� ��

� ��
����	)���� � ������
����	)���� ��������	���� :��
(�� ���� ����	)���& 
� ��	�.��
& .�� ��� ��������	���� ����� Sp(2r,C) � Sp(p, r−p)&
*�����������
�� ������

�
� /��� � .��	�
 ����� m = r& ��	����� �������
�
�
� ���	������� � ���
�� ��

� ��
����	)���� � ������
����	)���� ���������
�*



��� ��� ��������� ���	
������� ������ �� so(N,C)

������	
���� ���	
��� �� 
����� �	���� ��
������� ������ �����	� �	�	����
����� SO(2r,C)  SO(2r− q, q)��

��� �����	�
� �	���������� �����	 �� so(N,C)

�	�  ������ Vr �����	�	�� r !���"� �����
"� ������	���
	 	����� # so(2r,C) 
so(2r + 1,C) �	��	 r� $ �	����� ����� ������" �  �� �"�� ���	�	��� ��� ��� 	�����
so(2r,C) ��%���
��� �
	 ���&	���"' ����
��!"' ������	
���� � (���	!�� 
�	���"! 
��	!

λ(r−1) = (1
2
, . . . , 1

2
,−1

2
) ∈ Vr , λ(r) = (1

2
, . . . , 1

2
, 1
2
) ∈ Vr , �)�*�+�

	 ��� 	����� so(2r + 1,C) , ���� ����
��!�� ������	
���� � (���	!���	���"!

���!

λ(r) = (1
2
, . . . , 1

2
, 1
2
) ∈ Vr . �)�*�-�

.� ������	
���� ��
��!���� 
����� 
 ���!�� ����
����� T⊗n ���������%'
������	
���� T 	����� so(2r,C)  so(2r + 1,C)� /���
����
����� 0� ������	
�� 
�� �� !���� �"�� ������	
����! ����� SO(N,C)  ' 
�%���
���"' �����������

SO(p, q)� .� ������	
���� �"� �	�
	�" ����	
����� $ �	���! �	����� ��� 	� 
���� # so(2r,C)  so(2r+ 1,C) !" �
�� ������! (���	!���	���"� ����
��!"�
������"� ������	
���� �� ��	�1! 
��	! �)�*�+�  �)�*�-�� 2�� 0���� �	! ���	 
������ ��	��	&� 	����� # so(N,C) 
 ���!�	' ��!������"' 	����� ��((���	
C�N � 3�����" ��((���	 C�N  ' ������	
���� !" ������	� 
 4	����� ����

����� ����	
��� �
���������� �����
 �� so(2r,C)

4	��!���! 	������ ��((���	 C�N � ����"! ����! N = 2r ���	���%'5

(Γ1, . . . , Γ2r) =
√
2 (z1, . . . , zr, zr, . . . , z1) , �)�*�6�

��� �
�����"� (��!��" {zk, zi} ���
���
����� ������1���! �+�6�+7�

[zi, zk]+ = 0 , [zi, zk]+ = 0 , [zi, zk]+ = δik I (∀i, k = 1, . . . , r) . �)�*�*�

/���	��� �)�*�6�  �)�*�*� ���������%� ������1��� ��� ���	���%' Γm ∈ C�2r
�	��"
	���� 
 
�� �+�6�-��5

Γm Γn + Γn Γm = 2 ηmn I , ηnm = δn,N−m+1 , �)�*�)�

��� m,n = 1, . . . , 2r  ||ηmn|| , 	���	���	���	� !	��&	�
/�	��	���"� �	��� �	���"' 0��!����
 	�����" C�2r ��	�	� 
 �+�6�)�� $"����!


 0��! �	���� �	���"� 0��!���" - �� ������	 ���	
��� � �+�6�6*��

Lmn ≡ 1

4
(Γm Γn − Γn Γm) =

1

2
Γ[mn] ∈ C�2r . �)�*���

������ ������	
���� 
���� ������	
������ ����� Spin(N,C) � Spin(p, q)� ������� �	���
	�

�� ������ SO(N,C) � SO(p, q)� ��� �	��� ��	
� �� � ���������� �����	����  �� ������	
����

�����	 �	��
	��� �
���	����� ������	
������ �������	�!��" ������

��� �������� �	�
��� ����
� ������ �	 ���

������	
����� ����������� ��� ���	������ ��������� ������ � � ������!�� �"��#
�������� $����%� %�$���	� ��&$� %'��������� � � �����

[Hk, Eij ] = (e
(i)
k − e

(j)
k )Eij , [Hk, Eij′] = (e

(i)
k + e

(j)
k )Eij′ , i < j , ��������

[Hk, Eji] = −(e(i)k − e
(j)
k )Eji , [Hk, Ej′i] = −(e(i)k + e

(j)
k )Ej′i , i < j . ��������

&�� e(i) (i = 1, . . . , r) ( �	����� �����'�� %�$���	 � $������	�	�� e
(i)
k = δik % $��#

��%�� r#������ "�����	���%� Vr� ����� )��� ����������* % ���'	� n = 2r + 1 �
����� ��"�������+��

[Hk, Ei,r+1] = e
(i)
k Ei,r+1 , [Hk, Er+1,i] = −e(i)k Er+1,i (i = 1, . . . , r) . ������,�

-	$�� ���	���� ��&�	��� �������� � ��������� $���� α 	�&��� so(2r,C) ����� %�� ����
�	$.� /	���� ������� "��%�* '	��� $��&��

α =
{
α
(i,j)
± = (e(i) ± e(j)) , −α(i,j)

± = −(e(i) ± e(j))
}
, 1 ≤ i < j ≤ r . ��������

0�%	��	���	� �����$	 % $����%�� "�����	���%� Vr �"���������� ��	��	����1

gij =
1

2κ
Tr(HiHj) =

1

κ
δij , ������2�

"�)���� ����	 %��� $����%� %�$����% �������� ����	$�%	 � �	%�	 |α(i,j)
± | =

√
2κ

��	���	��* $�)33�
���� κ ��� �	�+��*��&� �� ����� %	.���� ����� e(i) ± e(j)

(i < j) ���	���� ������� "���.����+�� $����*� 	 $���� −(e(i) ± e(j)) (i < j) (
������� ����
	���+�� $����*� 4����� $����� �"���������� �	��� % $����%��
"�����	���%� 	�&��� so(2r,C)� %���	���� ��������� ���	���1

α(i) = e(i) − e(i+1) (i = 1, . . . , r − 1) , α(r) = e(r−1) + e(r) , ������5�

�	$ '�� %�� $���� �������� 	�&��� so(2r,C) �	"��%	���� % %��� ����*��* $�����	#

�� "����� $����* ������5� � 
���'�������� $�)33�
����	���

6�� 	�&��� so(2r+1,C) �Br#������ $ �	���� $����* �������� ����������� ��&�	�#
�� ������,�� ���	%��+ $����%� %�$���	 ±e(k) (k = 1, . . . , r)� -	$�� ���	���� "���	�
$����%	� ������	 ��� 	�&��� so(2r + 1,C) ������� �� %�$����% ���� /	���� �������

"��%�* '	��� $��&��

α =
{ ±e(k) , α

(i,j)
± = (e(i) ± e(j)) , −α(i,j)

± = −(e(i) ± e(j))
}
, 1 ≤ i < j ≤ r , ��������

&�� ����	 $����* �������� �	%�	 |α(i,j)
± | = √

2κ � |e(i)| = √
κ �����+ � %��"��+��%	���+

��* .� �����$�* ������2�7 �	���	��* $�)33�
���� κ ��� �	�+��*��&� �� %	.����
4����� $���� ��� $����%�* ������ �������� %���	���� % %���

α(i) = e(i) − e(i+1) (i = 1, . . . , r − 1) , α(r) = e(r) , ������ �

� %�� %�$���	 �������� $����%�* ������ 	�&��� so(2r + 1,C) �	"��%	���� % %���
����*��* $�����	
�� $����* ������ � � 
���'�������� $�)33�
����	���



��� ��� �������� �	�
��� ����
� ������ �	

� �����	
 � ���� �������	�����	� ������
 � �		�	� ��� ������� ����� ����

�� ����������� ������	�
 �	���� �� �	 	��	� ����	���� � ������ 1!

||ηij|| =

⎛⎜⎜⎝
0 0 . . . 0 1
0 0 . . . 1 0
�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

0 1 . . . 0 0
1 0 . . . 0 0

⎞⎟⎟⎠ , ηij = δi,n−j+1 . "#$�$�%&

'	����	��� ������ "#$�$�%& � "#$�$�(& ��� ���	���

Aij = −Aj′i′ , "#$�$�)&

���
i′ = n− i+ 1 .

*		�	+���� "#$�$�)& � 	�������� ������ A
 �	��������� ���� �� ,� so(n,C)
"����� � ����� �� ��+�� -���� �� so(n,C)- ����	 -���� ��
 ��	�	�.��� ���� ��
so(n,C)-&$ /��	��� "#$�$�)& �	�	�� 	 	�
 �	 ������ A ������������� ��� 	0
��1���� 	�	������	 �� �	 	��	� ����	����$ '���������	 ��	�	 	����������
���� �� so(n,C) ������	 � ��
 �	 �	����� �� 2����� � ����	� .	������	���
	 ���	���� ����	�������� ��������

Hk = ekk − ek′k′ , k = 1, . . . ,
[
n
2

]
, "#$�$�3&

��� �	� �	������ 	 ��������  ����� 2�����45���� ���� �� so(n,C) ���� ���

Eij = eij − ej′i′ , Eij′ = eij′ − eji′ , 1 ≤ i < j ≤ [n
2

]
. "#$�$�6&

Eji = eji − ei′j′ , Ej′i = ej′i − ei′j , 1 ≤ i < j ≤ [n
2

]
. "#$�$�7&

��� eij 4 (n× n) �������� ������� � [y] 4 ����� ���� ����� y$ 5 ������ n = 2r+1
� �� 	�� "#$�$�6&
 "#$�$�7& ��	 �	���	 �	 ���� �	�	��������� 	 ��������

Ei,r+1 = ei,r+1 − er+1,i′ , Er+1,i = er+1,i − ei′,r+1 (i = 1, . . . , r) , "#$�$��&

�		��� �� �	����� � �� 	�� "#$�$�6& � "#$�$�7&$ 8 �������� "#$�$�3&
 "#$�$�6&

"#$�$�7& � "#$�$��& ���	���� ��� "� ���	� ����������� �	 	�	+���� � �	 	�0
�	� ����	����& ������ 	 �������� A ��
 ��� ��������	 �	�����	 �� ���������
�������!

A =

�
�
�
�
�
�
�
�
��

�
�

�
�

�
�

�
�

��

0
0

0

0
0

0
0e11

e22
e33eji

ej′i

eij eij′

'	��������
 �	 ���� � ������ A
 	�������� �� ������� ����� 1������ �����0
��
 � ������ n = 2r 	������
 � � ������ n = 2r+ 1 ���	����� �	�	����������
	 ��������� "#$�$��& "�� ����������� ��������	�	 ������� Ar+1,r+1 = 0
 ��1�0
���	 �� ����������� �����	� � �	 	��	� ����	����&$

��� ��������� ���	
������� ������ �� so(N,C) ���

�������	 Lmn 
���������� ����
�������	� ������������ ��� �����
���� ���
����	 �� so(2r,C) �������� � �� � �!""

[Lnm, Lk�] = ηmkLn� + ηn�Lmk − ηnkLm� − ηm�Lnk , �� # $"

% ������������&��' �������' η = η−1( ������� �)��������  �� # �" *����������
�� # $" ����� 	������( ���� ��)��&����&�� ��+�������

Ln� =
1

2
ΓnΓ� (n = �) , [Lnm, Γk] = ηmkΓn − ηnkΓm , �� # ,"

�����	�  ��� �-����& )��������� � )����&� �� # �" .�)����� ��� )
��� � ����
���� �����"( -�� 	��� ������������&��' ������� η  �� # $" 
����� )�� )���������
�����	� ������ ������ �� so���)� 

/ ������� �� so(2r,C) � 0��������� �� # �"( ����������	��  �������� �����
��
��� ������	 1��22����( ��2�����
�� ����� 1������3/�'�� ����
���� ������� 
4
��& )��������� 1������ ��������� 0��������� (k = 1, . . . , r)5

Hk =
1

4
(ΓkΓk′ − Γk′Γk) =

1

2
I − z̄k zk , [Hm, Hk] = 0 . �� # 6"

��� k′ = 2r−k+1 7���� )���+����&�	� ����� ��������
�� �����	� �����
����
�i < j"

Eij =
1
4
(ΓiΓj − ΓjΓi) = zi zj , Eij′ =

1
4
(ΓiΓj′ − Γj′Γi) = −z̄j zi , �� # �8"

� ���������&�	� ����� 9 �����	� �����
���� �i < j"

Ei′j =
1
4
(Γi′Γj − ΓjΓi′) = z̄i zj , Ei′j′ =

1
4
(Γi′Γj′ − Γj′Γi′) = −z̄j z̄i . �� # ��"

7�( -�� 0������	 �� # �8" � �� # ��" ��'������&�� ������� �����	�� �����
����
�� ������	 �� so(2r,C) ����
�� �� ����������' �i < j"

[Hk, Eij ] = (δkj + δki) Eij , [Hk, Eij′] = (δki − δkj) Eij′ ,

[Hk, Ei′j] = (δkj − δki) Ei′j , [Hk, Ei′j′] = −(δkj + δki) Ei′j′ ,
�� # �!"

�����	� ������-�	 ���
��
��	� ������������ �: � !!" � �: � !:" 
/ ;������ ����� �	�� )�������� ��)�������� 2r������� )����������� ρ ������	

������	� 2������� �� # #"( �������  ���
 ������ �� # :" ������ )�����������
������	 1��22���� C�2r � �)����������� ������������� �� # �" .�)�����( -��
)����������� ρ ��'��
�� ��� �� : !�""  2��������� )���������� <��� F � �����
���( ��������� �� ������ �� : !!"5

|j1, . . . , jk〉 = zj1 · · · zjk |0〉 (1 ≤ j1 < · · · < jk ≤ r) . �� # �:"

��� ��

��	' ����� |0〉 �������� ������������� �� : !�"5

zk|0〉 = 0 (∀k = 1, . . . , r) . �� # �#"

=������ �� so(2r,C) � �����
����� �� # �" ��+���  ������
 1��22���� C�2r(
)�0���
 )����������� ρ ������	 ������	� 2������� � ������	 C�2r �����������



��� ��� ��������� ���	
������� ������ �� so(N,C)

�������� 	
����������� � �����
� �� so(2r,C)� ���� 
��������� ������ ��
����
����� �����
� �� so(2r,C) � ��
���� �������� ��
����� ������ ��
������
 !�"�#$� !�"�%%$� &�'�(��) *�� +�� 	
���������� �����
� so(2r,C) 	
������� � ��

���������� � 	
���, ����� ���� �	
�������� 	
���������� �����
� so(2r,C)
�� ���
-��� ������  !�"�%$�

&
�(�� ����� �������) *�� � ����  !�"�%"$ ��'����� ��'��
 |0〉 ∈ F ���������.

��� �����-����

Eij |0〉 = 0 = Eij′|0〉 (i < j) , Hk|0〉 = 1

2
|0〉 (∀k = 1, . . . , r) ,  !�"�%!$

��� Eij � Eij′ / ��
���,0��  !�"�%1$) �����������,0�� 	���(����2�� '�
�� ��.
���
� so(2r,C)) � Hk / ��
���,0�� 	�������
� ��
���� 3� �����-���  !�"�%!$
�������) *�� ��'��� |0〉 ∈ F �������� ���
-�� ��'��
�� �	
��������� 	
��������.
�� �����
� so(2r,C) �� ���
-�� ����� λ(r) = (1

2
, . . . , 1

2
)) �'����� �  !�"�%$4 �	��.

��) *�� '��	���� �������� ��'��
� λ(r) �	
�����,��� ���������� ��*�����
�	�
���
�� Hk�

5������� � ���
-�� ��'��
 |λ(r)〉 ≡ |0〉 ��
���,0���  !�"�%%$) '���
�� �������.
����,� ��
������2�� '�
��) �� 	�
�(���� ��� ���
����� 	��	
���
�����
V(r) ⊂ F �	
��������� 	
���������� �� ���
-�� ����� λ(r)� 3� ����� ���� ��
�.
��,0��  !�"�%%$ �������) *�� 	
���
����� V(r) ������� �� ���� ������ '��������
������� ��'��
��  !�"�%6$) ���,0�� *���, ���	�2 	� �	�
���
�� 
�(���� zk7

|j1, . . . , j2k〉 = zj1 · · · zj2k |0〉 (1 ≤ j1 < · · · < j2k ≤ r) .  !�"�%�$

5����) 
������
�� ��'��


|λ(r−1)〉 ≡ z̄r|0〉 ∈ F ,  !�"�%8$

'���
�� � 	
�����(�� 	
���
����� V(r) � ���������
��� �����-����

Eij|λ(r−1)〉 = 0 = Eij′|λ(r−1)〉 (i < j) ,

Hk|λr−1〉 = 1
2
|λ(r−1)〉 (∀k = 1, . . . , r − 1) , Hr|λ(r−1)〉 = −1

2
|λ(r−1)〉 .

3� +��� �����-��� �������) *�� ��'��
 |λ(r−1)〉 / ���
-�� ��'��
 �� ���
-�� �����
 ���  !�"�%$$ λ(r−1) = (1

2
, . . . , 1

2
,−1

2
)� 5������� � ���
-�� ��'��
 |λ(r−1)〉 ��
���,0���

 !�"�%%$) '���
�� �����������,� ��
������2�� '�
��) �� 	�
�(���� ���
���.
�� 	��	
���
����� V(r−1) ⊂ F �	
��������� 	
���������� �� ���
-�� �����
λ(r−1)) '���
�� ������� �� ���� ������ '�������� ������� ��'��
�� �� ���
�
 !�"�%6$) ���,0�� �*���, ���	�2 	� �	�
���
�� 
�(���� zj7

|j1, . . . , j2k−1〉 = zj1 · · · zj2k−1
|0〉 (1 ≤ j1 < · · · < j2k−1 ≤ r) .  !�"�%9$

3��') ��� 	
���
����� :�'� F ) ���,0�� 
����
���2 2r  ��� ��
����  %�6��"$$)

���������� � 	
���, ����� ���� 	��	
���
���� V(r−1) � V(r)  �*����� � *�����
	� ���	��� �	�
���
�� 
�(���� zk$) � '���
�� 
������,��� �	
�������� (2r−1).
��
�� �	��
�� 	
���������� �����
� so(2r,C) �� ���
-��� ������ λ(r−1) � λ(r))
�'������ �  !�"�%$�

• ������ ���� 	
������ �
 �������
�� �
���
������ V(r−1) � V(r) �
������

� ����� dim(V(r−1)) = dim(V(r)) = 2r−1�

��� �������� �	�
��� ����
� ������ �	 ���

��� α
(kl)
i � �	
�	���� (r + 1)�
����� �	������ ���	�	�

α(kl) = e(k) − e(l) (k, l = 1, . . . , r + 1; k < l) , ��������

�		��� �������� � ��
���� ��������� �������� ���	�	� e(k) ��
����� �		����

��� e
(k)
i = δki � � (r + 1)�
���	
 ���	��	
 ��	�������� ��
��
� �	 ��� �	���

�������� �	����	 ����
� �!����� s�(r + 1,C)� 	�	�	��!"�� ���	�#

u =
∑
k

e(k) = (1, 1, . . . , 1) ,

� �	$	
# !�%� � r�
���	 ������!	��	�� Pu� 	�	�	��!"�	 ���	�# u �$	 &���
���#
���'� �� �!#���� � ��	������ �� �����(��� )����	%�����' ���!��	�� 
�����
� ������!	��	�� Pu 	�����!'��' �!��#���
 	����	


gij =
1

κ
Tr(HiHj) =

1

κ

(
δij − uiuj

(r + 1)

)
, ��������

� 
� �
��
 (α(ik), α(ik)) = κ · |e(i) − e(k)|2 = 2κ� *��+���� �	$&&�,��� κ� �	�
	�� 	�����!'��' �� ��������' &	�
#! �����-� � ��������� �#�� �	�����"�' �	
���� ��!"�� +�� �		�	+���'�� �	$	
# �!' ��	�	� 
� 
	%�
 ����" ��	 ����
��
 �����,�� . ������� ���	�� x� &�����#����	 �	!	%��!"��� (α, x) > 0 �
	��,��!"��� (α, x) < 0 �	��� α� ������
 ���	� x = (x1, x2, . . . , xr+1) ∈ Pu� � �		��
�����
�/

∑
i x

i = 0� � xi > xj� ��!� i < j� 0���
 	����	
� �	��� (e(k)−e(l)) �	����	 
����
� Φ(s�(r + 1,C)) ��� k < l 	����#� ����
# �	!	%��!"��� �	��� {α(kl)

+ }�
� ��� k > l � ����
# 	��,��!"��� �	��� {α(kl)

− }/

α
(kl)
+ = (e(k) − e(l)) , α

(kl)
− = −(e(k) − e(l)) , k < l . ��������

. ��!"�� +�
 �!' �	!	%��!"��� � 	��,��!"��� �	��� α 
� �#��
 ����"
α > 0 � α < 0� �		�������	� 1� 
�	%���� ���� �	!	%��!"��� �	��� α

(kl)
+ �

�������� � ��������� ������� r ��������
�� �	!	%��!"��� �	��� 

α(i) = α(i i+1) = (e(i) − e(i+1)) , i = 1, . . . , r , ������-�

�		��� 	����#� ����� � �	����	
 ��	������� Vr = Pu � '�!'��' ��������

	��
���� 2� ����!"�	� ��� �	��� �������� ����������' � ���� !��� ��� �	
���
��,� ��	��� �	��� ������-� � ,�!	���!����
� �	$&&�,����
� ni� �����
 ni ≥ 0

�!' �	!	%��!"��� �	��� α
(kl)
+ � ni ≤ 0 �!' 	��,��!"��� �	��� α

(kl)
− �

�� ����	
�	 ���	�� ��� ���	�� so(2r+1,C) �Br��	���  so(2r,C) �Dr��	����
3!����� so(n,C) 	�����!'��' ��� 
�	%���	 �	
�!������ n× n 
���, A� #�	�!��
�	�'���� #�!	���

AT η + η A = 0 , ������4�

��� η � ��

������' �����	%�����' ����������' 
������ �		�#� 
	%�	 ����
���� � ���		�	
# �������	
# ���#� . ����	 ���� ����� ��
� �#�� � �����!�
�������� ��! ���!�� ���	� η = In� )��	
��
� �	 !��	 ��#�	 ���	� ��

�����	 

����� η ����	�� � 	�����!���� �!����� 5�� ��	
	�&�	 so(n,C)� 2!' ��#����'
���	� �������!��� �!����� 5� so(n,C) #�	���� �����" 
����# η � ��#�	
 �����



��� ��� �������� �	�
��� ����
� ������ �	

Tr (ad(Hk) · ad(Eα)) = 0 , Tr (ad(Eα) · ad(Eβ)) = δα,−β . �������

�	 
�	�	 �	����� ������� �������� gjk 	������� �������� 	������� � ||gjk||� � 

������� ����� � �� !	 
��� �	��"� α ��#���� $� A� % !	�	&'� ������ ||gjk|| �
||gjk|| �� �	(�� !	 �����' � 	!�����' �� ���� � �	�!	���� 
���	�	
 �� �	���
	#	
!�	�������
� Vr�

)������� *�	 ����� {Hk} !	 ��#���� +������ 
 !�	��	 �	�!�����	 ��#����
A 
��# � �	(�	 
�����' ���� *�	�� 	� �	
!� �� � �����	� !	 ��#���� +������ 

�	�!����	 
�&���
���	 �	��� ��#���� A� ,��� !	��� ��	#	 � ����' !	 ����	
��
Hk → iHk� �	� ��� !	�����	 
 !��
	 *���� ���#� ���� -���*���� � 
 ��� ��� ���������

 ���	� �	��*�	����	� !�� ���
����� �������� �������� !	 ��#���� +������ �
	.
 "��" � !	�	&'� !��	����	
���" ��
�
������	��� � �����	
�� ��������� � ��	�
���*�� �	��� α / 
�&���
����� 
���	��� � ������� gij � �	#����	 
�	�	�� ��
����
�
�� �������� 	!�� ��"�� �
��� 	
� ������� 
 r.����	� 
�&���
���	� �	���
	� !�	.
�������
� Vr� 0���
����'�	� 
 ��	� ���*�� ����"��	� !�	��
� ����

(x, y) = xi gij y
j = xi yi (∀ x, y ∈ Vr) , �����1�

!	�	(����'�	 	!�� ����	� ��� ��� �� ����� (x, x) = (xigijx
j) =

∑
α(x, α)

2 > 0  �"

��2 ������
�2 
�&���
����2 
���	�	
 x� �  ��'��3�� �� �� �� ��!	�'�	
��'
�����	 ���	 
��	� �������2 �������	
 !	 ��#���� +�������

4�!	����� *�	 ���� α 5 �	���' ��#���� $� A� �	 (−α) 5 ���(� �	���' ��	 ��.
#����� 6	��	�� ���� ��� �� ������� !��
	 *���� ���#��� 
�����" ���	�	�� 
���	�
x ∈ Vr� ���	� *�	 (x, α) = 0 (∀α)� ��	(���
	 
��2 �	��� α �	(�	 ������' ��  
�
!	 ��	(���
� !	�	(����'��2 (x, α) > 0 � 	��������'��2 (x, α) < 0 �	���� 6	�	.
(����'��� �	���� �	�	��� ���'�" ����	(��' 
 �����  
�2 !	�	(����'��2 �	����
����
����" ��������� 7���	 !�	���2 �	��� ��
�	 ���#� r ��#���� A � 	�� 	���.
���� ����� 
 �	���
	� !�	�������
� Vr� ��� 	����'��� �	��� α "
�"���" ��������
�	�������"�� α =

∑
i α

(i)ni !�	���2 �	��� α(i) (i = 1, . . . , r) � ������ �	������.
������ ni� !��*��  �" !	�	(����'��2 � 	��������'��2 α �� �		�
����
���	 �����
ni ≥ 0 � ni ≤ 0�

0����  �" �	���
�2 ������ ��#��� $� A �� �� ��!	�'�	
��' ���� ����	� 	�	.
���*���� Φ(A)�

�� �	
���� ������� ��� �����
� s�(r + 1,C) �Ar���
����
�������  �" ��#���� $� s�(r+1,C) �Ar.����"� ����� +������/���"� �	��	"&� ��
�������	
 ���� 8�� �� ������� !��
	 *���� ���#��

Eα(ij) = eij , E−α(ij) = eji (i < j) , �����9�

Hi ≡ eii − 1/(r + 1) · Ir+1 (i = 1, . . . , r + 1) , �����:�

# � eij / (r+1)× (r+1) �����*��� � ������ Ir+1 =
∑

i eii / � ���*��" (r+1).�����"
������� � Tr(Hi) = 0� ;������� Hi !	 *��"���"  	!	������'�	�� �		��	3����

r+1∑
i=1

Hi = 0 , �����<�

� 	������� !	 ��#���� +������ 
 s�(r+1,C)� � Eα(ij) � E−α(ij) / �	���
�� 	������&���
;������� �����9� � �����:� � 	
���
	�"�� �	�������	���� �		��	3���"� (k < l)=

[Hi, Eα(kl) ] = α
(kl)
i Eα(kl) , [Hi, E−α(kl) ] = −α(kl)

i E−α(kl) , ������>�

��� ��������� ���	
������� ������ �� so(N,C) ���

� �����	
��
 ���� �������
�� �����
�� ��� ��������
 ��
������
��� � �
���
�� ����� ! �������� ��� ���
"�� #� so(2r,C) � ��$	�
 ����������% ��������&��%
�
����� ηik = δik� '�� ���� ��
��
� ���
%�$� ���
�$ � ��� (!

Γ2k−1 = zk + zk = Γk + Γk′ , Γ2k = i(zk − zk) = i(Γk′ − Γk) ,

zk =
1
2
(Γ2k−1 + iΓ2k) , zk =

1
2
(Γ2k−1 − iΓ2k) .

����� )!

������� �
�
����� �"���$�*�
 Γk� $����
������*�
 ������+
���� ������!� � �"���$�
�*�
 Γk� $����
������*�
 ����������� ������+
���� � ��� ! � ��������&��% �
��
����%

ΓmΓn + ΓnΓm = 2δmn I . �����,-!

'��

� �������� �
�
��� ��������
 � � �����! � ������!!

M(k,j) =
1

4
(Γk Γj − Γj Γk) =

1

2
(ΓkΓj − δkj) ∈ C�2r , �����, !

������
 $����
������� ����$��.������ ������+
���� ��� � ,!

[M(n,m), M(k,�)] = ηmkM(n,�) + ηn�M(m,k) − ηnkM(m,�) − ηm�M(n,k) , �����,,!

��� �"���$�*�/ ���
"�� #� so(2r,C) � 
��������% �
�����% η = I2r� � �
�����/
�"���$�*�/ Γm ∈ C�2r �
�
��� �����)! 0 �����  ! "����� 1������0�
%�� ���
"�� #�
so(2r,C) ������������ � ���
 (i < j)

Hk =
1
2
I − zk zk = −iM(2k−1,2k) (k = 1, . . . , r) ,

Eij = zi zj =
1
4
(Γ2i−1 + iΓ2i)(Γ2j−1 + iΓ2j) =

1
2
M

(+1,+1)
(2i−1,2i;2j−1,2j) ,

Eij′ = −z̄j zi = 1
4
(Γ2i−1 + iΓ2i)(Γ2j−1 − iΓ2j) =

1
2
M

(+1,−1)
(2i−1,2i;2j−1,2j) ,

Ei′j = z̄i zj =
1
4
(Γ2i−1 − iΓ2i)(Γ2j−1 + iΓ2j) =

1
2
M

(−1,+1)
(2i−1,2i;2j−1,2j) ,

Ei′j′ = −z̄j z̄i = 1
4
(Γ2i−1 − iΓ2i)(Γ2j−1 − iΓ2j) =

1
2
M

(−1,−1)
(2i−1,2i;2j−1,2j) ,

�����,�!

��
 �� ����
���� �����
 ���
����� �� �����, ! � �����&������ �"����	
��� ��� ����
�
��/ �"���$�*�/

M
(ε,η)
(2i−1,2i;2j−1,2j) ≡ (M(2i−1,2j−1) + iεM(2i,2j−1)) + i η(M(2i−1,2j) + iεM(2i,2j)) .

'����
 ����
��
 �"���$�*�
 "��� ��
�
�� ���� � �
���% 	���� ����� ���� 2���
�
�������! ��� ������
��� ����
��/ ����
� ���
"� #� so(N,C) � ��$	�
 ����������%
��������&��% �
����� η = I2r� 3���� �"������ ������
��
 �
���������/ ��������/
��
������
��% �� ����+��� �
���� ����� ! � ��$	�
 ��������&��% �
����� �������&�
������
���� ������
��� ����/ ��������/ ��
������
��% � ��$	�
 ������������&�
��% �
������
�	
��	��� 4������� ���� ����
� �����!� 	�� � ���
"�
 1��55���� C�2r � ���
�
�
���*��� ������+
����� �����,-! ��

��� ����% ������% �
�
��

Γ2r+1 = (−i)ν Γ1 · Γ2 · · ·Γ2r ∈ C�2r , �����,�!

������% ��������$���$
� �� ��
�� �"���$�*��� Γk ���� Γk! ���
"�� C�2r� � 
��
������� ���
� 
����.
6

[Γ2r+1, Γk]+ = 0 = [Γ2r+1, Γk]+ , (Γ2r+1)
2 = I . �����,�!



��� ��� ��������� ���	
������� ������ �� so(N,C)

�� ����	
	 ��	��� ������� ��	 ������ �������� �	��������� �	 ����� 	������ ���
�������� �� ������!�� �
���" #� so(2r,C)

[Γ2r+1, Lmn] = 0 = [Γ2r+1, M(m,n)] .

$	��	�� �	
���	 #���� %��� � ������	���"& �	������"& ������������& �
��'
�" so(2r,C)� 	��	����"& �� ������(��& ������� � ������!�� ������ Γ2r+1 �	)�� �"�*
��	�	�(�	���� �������	�� 	�����	��� � �	
���	 �	������� ��������� � ��������
�	�++�(���� ��	�	�(�	��*�	��� �	)�� ������*�� 	��	�� �� ���& �	��	)�"&
�	�������"& �������, ������� ��������- +1 �� −1� . ������������ /	�� ��	�	�'
�"& +����	�	� ������ �������� �����"������ � ����

Γ2r+1 = (z1z1 − z1z1) · (z2z2 − z2z2) · · · (zrzr − zrzr) = 2r H1 ·H2 · · ·Hr . ��������

0
	 �������� �� ������	���"& ������������&� ��,����� �& � ������	� V(r−1) �
����	� V(r) �	���	���������& � F ����"

Γ2r+1 · V(r−1) = −I · V(r−1) , Γ2r+1 · V(r) = +I · V(r) ,

�	 ���* �	���	��������� V(r−1) � V(r) ������� 	������� ��	���	�	�

P− =
1

2

(
I − Γ2r+1

)
, P+ =

1

2

(
I + Γ2r+1

)
. ������1�

2������� ��	 ������ Γ2r+1 	���������� � �������� � �	��	��*� �	 ������ �	��	��
����� � +	���� ������1� �	
�� �����*�� � �������	��� 	� 	��������� �������
Γ2r+1�

������	�
�� ����� ������� � 2r	
����
 ��
������
 ������������ ���� F � ��	
����
 ��������� �� ������
 ��������� ��
������� ������  �!!���� C�2r � ����	
��"#�
� ������$� � ������ so(2r,C) � ������"#�
� �����%��� ���&��"��� ����	
��
	��� ���
���� � 2r	
����
 ������������� ������� � 2r−1	
���&' ��
����	
�&' ���������������' V(r−1),V(r) ⊂ F � ����������&' ��������(�� �������� �	
����& so(2r,C) � ������"#�
� �����%�� � ���"#�'�� ������
� ���������� �����%)��
���&��"��� ������	��� ���
���� � 2r	
����
 �������������

����� ����	
��� �
���������� �����
 �� so(2r + 1,C)

3� �	
	� ��	�" �	���	��* ����	��"� ������������ �
��� so(2r + 1,C) �	 ����'
4�� +���������*�"� ���	� ������� ��� ��	�&	���	 ���	*�	���* ������	���	�
������������ �
���" 5�++	��� C�N � ������"� ���	� N = 2r + 1 	������'
 �&� ��	����	��� �& 	������� �� �		��	4����� ������6�� . 7����� ���� �"
�	������ ��	 ����� ������������ �
���" 5�++	��� C�2r+1 �	)�	 �	����* ��
������	���	
	 ������������ ρ �
���" 5�++	��� C�2r� �	��	*�	���4��* �	)�'
���� C�2r+1 → C�2r� ��� �	�	�	� ����"� 2r 	������ �& �
���" 5�++	��� C�2r+1

	�	���)����� � 2r 	������ �& Γk �k = 1, . . . , 2r� �� �	��
���" C�2r� � �	������
	������ �� Γ2r+1 ∈ C�2r+1 ���	���� � �������& Γk ∈ C�2r ��� ���", ����", ��'
����

Γ2r+1 = ±(−i)ν Γ1 · Γ2 · · ·Γ2r ∈ C�2r . ������8�

����� �

���	
������� ���
��� ������ ��

����� ��
��

� ������ ���	
 �� ��
� ��������� �� �
��������� �����
���
 	 ������ ���� ����
���� ��� !� ��"�
 ��#
��	
��� ��������
� ���
����� ��
����	�
���� 	 �
�	�� $����
"��%� 	 ���	
 ��� &'���
	�
 ����
�� � "�����(�"�)�� ������� ��%
� *�& +����
��
����� � �����, 

��� �����	
� �����
 ����
� ������ ��

����� �����	
� �����
 ������ �� s�(n,C)� so(n,C) � sp(2r,C)

� -��� �������
�
 �� ����� "���"�
 �������
 "���
	�� ����
� ��%
� *� "���.
��$
�"�� �
���/ s�(r + 1,C) +Ar.�
���,� so(2r + 1,C) +Br.�
���,� sp(2r,C) +Cr.�
���,
� so(2r,C) +Dr.�
���, 0"������
 "���
	�
 ����
�� ��
����	��1� ���$��
�����
���
�
� ���� �� �

 +�������
 �����
��
 "���
	�� ����
� ������� ��%
� *� ��.
�
������ 	 ����
�
 ����� �
�	�� $���� "��%�,2 "���
 ��%�� ��� ���������� ��� 	
��
��1#�� ����
��� ��� �����
��� ����
��	� ���1������1#�� �#�
 �����
���
�
���� 	
��	 � �
���� ��
����	�
��� ������� ��%
� *� 

3�� ������� "����
"���� ��%
�� *� A ���%� r 	�
�
� ���� '������ . �
�.
�� {Hi, Eα} +��
�� i = 1, . . . , r � "���� α = (α1, . . . , αr) 4 	
"���� 	 	
#
��	
����
r.�
���� ����������	
 Vr� "�����
 ����	�
��� "���
	�� ����������	��, � ���
�
.
��1#��� ������5
�����/

[Hi, Hk] = 0 , [Hk, Eα] = αk Eα , +6 7 7,

[Eα, Eβ] = Nα,β Eα+β , Nα,β = 0, 
��� (α + β)− "��
��,

[Eα, Eβ ] = 0, 
��� (α + β)− �
 "��
�� � α + β = 0 ,
+6 7 8,

[Eα, E−α] = αkHk , αk = gkj αj , +6 7 6,

� ��(�"����
� �������	"� �����1#�� Hi �����%
�� '������ � "���
	�� ���.
��1#�� Eα ��"� $��� �
���"� '�����%� ��
�� 	��

gkj = Tr (ad(Hk) · ad(Hj)) =
∑
α

αk αj , +6 7 9,

787



��� ��� ��������� ����	
��� � ��� �������

���� ����� � �������	
 �� ����� j3 ↔ j12 ��������� ��� j12 = j4� j23 = j6�� Q → k � � ������
�������������� � �������� �������� ����� (−1)B

′+j1+j2+j3+j5 = 1 ������� � �������� ����
����  !"#� �����$ �!%&�!%���

��� ��������� ���	
������� ������ �� so(N,C) ���

����� �	
�
 +� � −� � �������� ������ � ���� 	�����
��	�	�� 	���������
������
���	�� 
������ C�2r+1� �������  
�
������!��� ����� �����"	�� ���#
����		�� �	
$�	�� ±1 %�	��
�&	��� �����	�


Γ ≡ (−i)ν Γ1 · · ·Γ2r · Γ2r+1 ∈ C�2r+1 . ������'�

������&������ ��
��
%�( �����)'� ���
��!* 
������ C�2r � ����	
 ������	� 
+����	��� � �����&�
�� �� ���"�	 C�2r+1 → C�2r ��� ������	�( ���
��!*�(
�������� 
������ C�2r+1 �� ����$
�� ��
 ������
���	� ρ±,

ρ+ : Γ2r+1 = +Γ2r+1 , ρ− : Γ2r+1 = −Γ2r+1 , �����-.�

(Γ2r+1)
2 = I , [Γ2r+1, zk]+ = 0 = [Γ2r+1, zk]+ (k = 1, . . . , r) ,

��� �����	� Γ2r+1 ∈ C�2r ��������	 � ��������� ���������

/
������� ���$
( ������
���	� ρ+� 0
� "� �
�  � �������*�� �
����� �
#
�
�� 
������ 1�++���
 C�2r+1 � 
	��
��	
�&	�( ������(� ��� $��� �������
���
��!*� Γ′k ∈ C�2r+1 � ��� ���
�	�� � �����-��

(Γ′1, . . . , Γ
′
r, Γ

′
r+1, Γ

′
r+2, . . . , Γ

′
2r+1) =

√
2 (z1, . . . , zr,

1√
2
Γ2r+1, zr, . . . , z1) =

= (Γ1, . . . , Γr, Γ2r+1, Γr+1, . . . , Γ2r) .
�����-)�

2
���� ��� �������	� ����� �
��
 
������ so(2r + 1,C) ���
�� � �
��	��
�����	�
� �������� �����'�� �����).�� �����))� 
������ so(2r,C) 	
��� �����	���&	� 
���	��� ���
��!* 

Li,2r+1 =
1
4
(Γi Γ2r+1 − Γ2r+1 Γi) =

1
2
zi Γ2r+1 ,

Li′,2r+1 =
1
4
(Γi′ Γ2r+1 − Γ2r+1 Γi′) =

1
2
zi Γ2r+1 ,

i = 1, . . . , r , i′ = 2r − i+ 1 ,

�����-��

��� Li,2r+1 �����������!� ����"���&	��� 
 Li′,2r+1 3 ���%
���&	�� ���	�� ���
�#
	�� � �-�)�����

[Hk, Li,2r+1] = δki Li,2r+1 , [Hk, Li′,2r+1] = −δki Li′,2r+1 .

4������ $�� ����� � �����-.� ������� 	�����
��	�	��� ������
���	� ρ− 
������
1�++���
 C�2r+1� ������ �5& � ���	�	! �	
�
 � �����	���&	� ���
��!#
* �����-��� 6	
� �����	���&	� ���
��!* � �����-�� ��"	� ���	�& �����#
�
���
	�� ����
��	�	���

Γ2r+1Li,2r+1Γ2r+1 = −Li,2r+1 , Γ2r+1Li′,2r+1Γ2r+1 = −Li′,2r+1 ,

������� 	�����
��	�	�� ������
���	� ρ+  ρ− 
������ 1�++���
 C�2r+1 ����#
����!� ����
��	�	�� ������
���	� 
������ so(2r + 1,C)�

• ������ ���� 	
������ �
 
��������� �������� ����� � 
���������� ��������
�������� ������ �� �������� ��
�!��
�"� 
#����!"���� �

$
%�$�"� �!&��'
�( so(2r + 1,C)�



��� ��� ��������� ���	
������� ������ �� so(N,C)

������� � ��	�
�� so(2r + 1,C) ������������ ������� 
�������� ��������
������� � � �! �� ��� �������� �� ����"�������# ����	�
�� so(2r,C) ⊂ so(2r+
1,C)! ��$"������� � ���� ������������ ����"����"���� V(r−1) ⊂ F � V(r) ⊂ F !

%����#��"# � �� �������� � ����"�������� ��	�
�� so(2r+1,C) " "���&� 
��" �������! ��$"������� � �"� ��"����"��� '�� F � (�$"��������! ������
�� ��"����"��� V(r−1) ������#�"# � ������ �� ��"����"��� V(r) �� ��
��� "
� ��� ������������ 
�������� ��������� ����� ��! ����� ��$ ����� |0〉
 )� ������� �� ������ �����*+� ��$"���� 
�������$ Lr,2r+1! "����"������$
��)������ � ����,

Lr,2r+1 z̄r |0〉 = −1

2
|0〉 . ��������

-.� �! "���&�$ ����� �����*+� ��# ����	�
�� so(2r,C) ⊂ so(2r + 1,C) �)� ��
#��#��"# "���&� ����� ��# �"�$ ��	�
�� so(2r + 1,C)� / ��"����"��� '�� F
"����"# ����"������$ "���&�$ ����� |0〉! ����$ �����)���"# �"� � ������ �

������� � ��	�
�� so(2r + 1,C)! "����"������ � ��)������� ���# ! �
� ��� ��" λ(r) = (1

2
, . . . , 1

2
)� (�$"��������! � ��� ��# ����� � |0〉 �� � "��&�0

��$ �����*�� �����#��"# �����"���

Lk,2r+1 |0〉 = 0 , k = 1, . . . , r ,

	�� Lk,2r+1 1 ������������ ������� 
��������! "����"������� ��)�����0
�� ���# � -.� � ��# ��	�
�� 2� so(2r + 1,C) � ���"# ����"������ ������0
�� � "������ ����"�������� " "���&� 3���� �������� ��" �������! ��)0
��� � �� "���&�	 ������ |0〉 � ��$"������� � �"� ��"����"��� F � 4�� ���"��
.�	 ����"�������# ����� dim(F) = 2r�

/ ���������� � ��� ! �� � "����� ��
�� 
�������� Γk ∈ C�2r+1! �����0
���#���� "��������� "��&���# ������5� " ���	�����$  �����$ ηkn = δkn!
�
������ � ������*� 
���"��� .�� ���� � ��� ���

M(k,2r+1) =
1

2
ΓkΓ2r+1 ∈ so(2r + 1,C) (k = 1, . . . , 2r) , ��������

	�� 
�������� Γk "�#���� " "�
��� � 3�� ��� � "��&���# � �����*6�� /
��� ���� .�� ���� �������� ������� 
�������� �������� ����)���"# "������� 

��� (i = 1, . . . , r)

M
(+)
(i) =M(2i−1,2r+1) + iM(2i,2r+1) = ziΓ2r+1 , M

(−)
(i) =M(2i−1,2r+1)− iM(2i,2r+1) = ziΓ2r+1 .

7������ 
�������� M
(+)
(i) � M

(−)
(i) �"��������"� �� � ��# �"�����# �������

"�"�� ��	�
� 2� so(2r + 1,C) ��# "����# ���	�����$  ������ η! � ����$ ��"��
���	� �" � 4����� ���������

��� ��������� ����	
��� � ��� ������� ���

��� �����	�
�� �	����� �������� ��������� zij � wij ���	����� �������� �����	����� ��� ��
 �
z13z24 = z14z23� w12w34 = w13w24� !���� ��"����

K(zij , wij) =
1[

1−
(∑

i<j zij wij

)
+ z12 z34 w23 w14

]2 . ��������

#�� � ���
 � ��$	���
��� ���	����� %�� ����&��%���' (�� ��� �)* )��������� +	� ����������
 �"((������ ��� ������ ������,� � �	&������� (�� ��� K ������-�� .	��/��

K(zij , wij) =
∑
Q

(Q + 1)

⎡⎣⎛⎝∑
i<j

zij wij

⎞⎠− z12 z34 w23 w14

⎤⎦Q

=
∑
Q

(Q + 1)!

⎧⎪⎨⎪⎩ 1

Q!

⎡⎣⎛⎝∑
i<j

zij wij

⎞⎠− z12 z34 w23 w14

⎤⎦Q
⎫⎪⎬⎪⎭ , ��������

� �	&����� (�� ��0� ������0 � (�1���� � �� 	� � �����
0 ���������1� ������	�
��1� �	&)
�������2

[x1 + · · ·+ xk]
Q
=

∑
a1,...,ak

a1+...+ak=Q

Q!

a1! · · · ak! x
a1
1 · · ·xak

k .

3�1%	 %�� ����1� $���	 �	&������� � (�1���� � �� 	 � ������4� ��%�� ����


(−1)b ·
⎛⎝∏

i<j

(wijzij)
aij

aij !

⎞⎠ · (w23 w14 z12 z34)
b

b!
,

1%� aij �i < j� � b 5 ����� $���	� �%���������0��� ������/���0∑
i<j

aij + b = Q . ��������

6�����	� �� ����	��� ������������ ��������� �	���/�� "��� ����' $��� ����

(−1)b · (w1σw2σz12)
a12

a12!
· (w1σw3σz1σz3σ)

a13

a13!
· (w14z1σz4σ)

a14

a14!

× (w23z2σz3σ)
a23

a23!
· (w2σw4σz2σz4σ)

a24

a24!
· (w3σw4σz34)

a34

a34!
· (w23w14z12z34)

b

b!
.

7�	����	� "��� ����' $��� � ������� ������,�� � �$����	� ��������� �� ����$	�� �	��� ��	�����'
�	 �	�	����� aij , b� %��  ������ �������	� �����44� � �����4��� �	�%��

b = j1 + j2 + j3 + j5 −Q ,
a12 = Q− j3 − j12 − j5 ,
a13 = j1 + j3 + j12 + j23 −Q ,
a14 = Q− j2 − j3 − j23 ,
a23 = Q− j1 − j23 − j5 ,
a24 = j2 + j12 + j23 + j5 −Q ,
a34 = Q− j1 − j2 − j12 . ������	�

#�� %	�� ����� %�� � 	�����1� ����&��%���� ��������

1

μ12 μ23
(I23, I12) = (−1)j1+j2+j3+j5

∑
Q

(−1)Q
(Q + 1)!(∏
i<j aij !

)
b!

,

� �������������� %�� 6j)������	 ������-�2{
j1 j2 j12
j3 j5 j23

}
= (−1)B

′+j1+j2+j3+j5Δ(j1, j2, j12)Δ(j2, j3, j23)Δ(j1, j23, j5)Δ(j3, j12, j5)

×
∑
Q

(−1)Q
(Q+ 1)!(∏
i<j aij !

)
b!

. ������
�



��� ��� ��������� ����	
��� � ��� �������

�����������	 
������� 
 ���
�� ����� ��
����
� ��������	 ����� ���� 
������� �
���  ���!�

��"� �������	 ��� !�� ��"� ����� ����� ���!���
�

det(Id + w · z) =
[
Pf

(
z −Id
Id w

)]2
, ��������

"!� Pf # ���������� �$�$$��� ���������������� � ����������� �����%�� &������� ���� ���!�� ��
����� ���
�� ����� ��"��	 ��� �$�$$��� !�� �'��� ���������������� 2n×2n �����%� Z = ||Zij ||
����!������� ���!(')�� ������� ���*��+�

Pf(Z) =
1

2nn!

∑
i1,...,i2n

εi1 i2 i3 i4...i2n−1 i2nZi1i2Zi3i4 . . . Zi2n−1i2n . ��������

,������(� -�� ����!������	 �$�$$��� 
 ���
�� ����� ������.� ������
����� 
 
�!�

Pf

(
z −Id
Id w

)
= (−1)d(d+1)/2

(
1 +

[ d2 ]∑
k=1

(−1)k

(d− 2k)!
w̃i1...id−2k

· z̃i1...id−2k

)
, ��������

"!� [d2 ] / %���� �����
d
2 � 
��������

z̃i1...id−2k
=

1

2k k!

∑
j1,...,j2k

εi1...id−2k j1j2j3j4...j2k

(
zj1j2zj3j4 · · · zj2k−1j2k

)
, ������	�

������
���� ���
��� �������� �$�$$������

• ������ ��� � �	
��� ��� ���������� det(Id + w · z) �����
� �������� � ������� ���

���
� ���������

 ��
�!�� �
��� 
�������� !�� det(Id + w · z) !�� �������0 ����0 �������� d�  �!���
��
������+� 
 ��
����
� ������.�� 1�"!�	 !�� d = 2 � d = 3	 �� ���� !�� ��(��� 2× 2 � 3× 3 �����% w �
z	 �� ����
����
���� ���(����

234(I2 + wz) = [1− z12w12]
2
, 234(I3 + wz) =

[
1−
∑
i<j

zijwij

]2
.

5�� $���(�� ��"� ���
���'��� ������ 
����������� ��� 4× 4 �����% �� �����

234(I4 + wz) =
[
1−
∑
i<j

zijwij + Pf(z) · Pf(w)
]2

, ������
�

"!� �$�$$��� Pf(z)	 ��"����� �"� ����!�����' ��������	 ��
��

Pf(z) =
1

8
εijkmzijzkm = (z12z34 − z13z24 + z23z14) . ��������

&����%	 !�� 5× 5 �����% w � z �� ���(���� 
�������� 234(I5 +wz) =
[
1−∑i<j zijwij + z̃� w̃�

]2
	

"!� z̃� =
1
8εijkm� zij zkm� &�������	 z̃1 = (z23z45 − z24z35 + z34z25)	 ���
���� � �����+���

�� ��	
� �����
 ��� ��� ������
�

��� ��
������� 
��������� .67 ���
���
 ��� ����0�!��� 
��������
����� 
��������� !��
!����������� �� ���
�� ����� �������� 
 ��(��� d = 4� 8 -��� ��(���	 �������� �����+9� � �����+��	
�� !�� �����
�!�)�� $(�%�� ������9� ���(����

K =

[
1− 1

2
zijwij + (z12z34 − z13z24 + z23z14)(w12w34 − w13w24 + w23w14)

]−2

. ��������

����� �

�����	 Spin(p, q) 
 
� ����������
�

� �������	�
� ��������
 ��	��� � ������ �����������
 ��������	�� � ���
������		�� ���������	�
 ������
 ���	��	��� ��������		�� �����  � so(p, q)!
��� "�� ���������	�
 ��	������		� 
��
���
 ���������	�
�� ����� Spin(p, q)#
������� �����	� ������$	� ������ SO(p, q) � 	������ ��
�	�� �����	�	��
SO↑(p, q) ����� SO(p, q)!

� �		�% &��� �� ��������� ������ Spin(p, q) � ������ �� ���������	�
! '�

����# ����� "�� ������# 	� 	��������� ������ � ��������	�� ��������		�� ��
����� (��$$��� C�(p,q)# ���)�����		�� � ������	����� Rp,q# � ��������� ��
���������	�
!

��� �����	
 ����	�� � �� �	�����������

� ������ ��� �� ����� ��������	�� ������ (��$$��� C�N � N ���������
�� ���! *�������	�� ������! '�
 ���	��� ���� N = 2ν �� ������# ��� �����
C�2ν ������$	 ������ ������	�� $�����	�� Aν ������� $�����		�� ��)���
�
������ � ��������� 2ν����	�� 	����������� ��������	�� ���������	�� ρ ������
C�2ν # ��%�������� � ������	���� +�� F $�����		�� ��)���
�����! '��� �� ���
����# ��� ρ 
��
���
 ��	����	�� ������ ��	����	�� �����	���� 2ν� ���	��
���������	��� ������ C�N # � ��� ������ 2ν����	�� 	����������� ��������	��
���������	�
 ������ C�N "������	�	� ρ! � �		�� ������# ��
 ����
 ������
����	��� N �	� ��
�����	� ���	����# �� ����� ������ ��������		�� $���� C�(p,q)
(p+q = N) ��������	�% ������ (��$$��� C�N � �� 	����������� ���������	�
#
�� ��������	�� �� � ��������		��!

����� ������	�

�� ������ �������� C�(p,q)
,����� �����# ��
 ���	��� ������	�
 �� ���� ����� ��������	�� ����� (��$�
$���! ,���� V - ������	�� ������	���� 	� ����� K′# �	���		�� ����	�%	��
���
�	�� ���������	��� (., .)! .�������� ������ ������� v ∈ V ��������� v̂
	�������% ���)����	�% ������ �	� ����� K# ������� ������� � ���
 ���� K′� �

/01



��� ��� ������� ��	

��� 	 	� ����������	�

�������� I � 	
���������� �		��	���������

v̂ · û+ û · v̂ = 2 (v, u) I . �������

���	
�� C�(V, (., .))  ���������� ���	 ��������� ������	�� ���	
��� ��������
��� �� ����������  �	������� !���������� V�

"������� � ��#	��	 V !	���	�������� !��������� Rp,q (p + q = N) $ �	��
����� �%�����& η = diag(+1, . . . ,+1,−1, . . . ,−1) � 
������� �	������� �em (m =
1, . . . , N) � Rp,q ������� #�� (�em, �ek) = ηmk� ��	 (., .) ' �������	 !�����	�	��	 �
Rp,q� (�!������ 
������ �	������ �em ∈ Rp,q �
����)*�	 Γm �� �������� ���	
�
��  	���� 	� I � �!�	�	��)*��� ������	����� �������&

ΓmΓn + ΓnΓm = 2ηmn I . �����+�

����������� ����� ����������	�
 ������ C�R(p,q) 	�� ���� R � ��	��	�� ���

�	��� I � ���������� Γm (m = 1, 2, . . . , N)� ������ ���������
�� �����
��
��� ����	��	�
�� �� ! "#� 	�������
 �����	
� ����
	��� ���
�	
����

�
� � �	
��	�����
� Rp,q 

, ���-�	��	� ��� !�����
��� ���!�	������ �� ���	
�� C�R(p,q)� ������) �� �
��

���#�� ��� C�C(p,q)�
	��
��� .!�	�	��� 4× 4 ����� � γm� ��	)*�	 
��#��) ��������

γm =

(
0 σm
σ̃m 0

)
m = 0, 1, 2, 3 . �����/�

0�	-� �	��� ����� �� �� ��#���	� ���	�� �) m  ����� 0 ' ���	��� (2×2) 
����
����	���	 
���� σm � σ̃m ����!�)� � ��#	��	 ���!��	�� 4��	������

σ = (σ0, σ1, σ2, σ3) , σ̃ = (σ0,−σ1,−σ2,−σ3) , σ0 ≡ I2 , �����1�

� ����� � 2���� σ1, σ2, σ3 ������ � �+������ � !��#���)�� ��3�	����&

σi σk = i εikjσj + δik I2 ⇒ σi σk + σk σi = 2δik I2 (i, k, j = 1, 2, 3) . �����%�

, ��� 4��5 ��3�	�� ����� � �����/� �����	�����)� ������	����

γmγn + γnγm = 2 ηmn I4 , ||ηmn|| = diag(+1,−1,−1,−1) , �������

�� 	�- �	�����)� #	���	5�	���	 !�	�����	��	 ���	
�� ��������� C�K(1,3)� 6�����

 � �����/� ������)�� ���	��� �	��� � �����-��� !�	�����	���� , �
*	�
��#�	 ����� ��� 7����� ������	�� �)
�� ��
�� #	���	5 4 × 4 ����� � �����	�
�����)*�5 ������	���� �������� ��� �� ���3	� ��3	 ��� 0��	#���	 + � "���	�	
������ �	 ����	 ��
��� {γn}� {γ̃n} 4������	���� ���� ������ γ̃n = UγnU

−1� !��#	�
� ������ ��#�	 ����� � U ��3�� ��
���- ����������

��
������ � ���	
�� ���������� ������	 !���#�)�� �� C�K(p,q) � �	���-���	
!	�	������� σ ∈ S2ν �
����)*�5

(Γ1, . . . ,Γ2ν) → (Γσ(1), . . . ,Γσ(2ν)) , �����8�

������������	
�	 v → v̂ ���
� ���� ���������
� �� ��	�� ��	������� � V � ������	�� �	����
(αv + βu) ���	
 ����������� � ��	�	
� (αv̂ + βû) ��� ��	� v, u ∈ V � α, β ∈ K′�

��� ��������� ����	
��� � ��� ������� ���

��� i, j, p, q = 1, 2, 3, 4 � ����	
 ��	�����
 �����
�

z : (z12; z13 = z1σz3σ; z14 = z1σz4σ; z23 = z2σz3σ; z24 = z2σz4σ; z34) ,

w : (w12 = w1σw2σ ; w23; w24 = w2σw4σ; w13 = w1σw3σ; w14; w34 = w3σw4σ) .
��������

����	� �
	������
1

μ12 μ23
(I23, I12) , ��������

��� μ12, μ23 ��	������
 � ��������� ����� �	��������� ��� ������ ���� �	� ������

(wr23
23 · wr1σ

1σ · wr2σ
2σ · wr3σ

3σ · wr4σ
4σ · wr14

14 ) · (zn12
12 · zn1σ

1σ · zn2σ
2σ · zn3σ

3σ · zn4σ
4σ · zn34

34 ) , ������	�

� 	�!������� �	��!���"#�$ �%�� �� �����&&��

K(wij , zpq) =

⎧⎨⎩'()
⎡⎣∑

i<j

wij(ŝi t̂j − t̂iŝj)

⎤⎦×'()[∑
p<q

zpq(sptq − tpsq)

]⎫⎬⎭
si=ti=0

. ������
�

*�������� +�� !���� �
 ������!%�� ���!��+���� ŝi = ∂si � t̂i = ∂ti � ,�" ������$-��� ��� %�����
����	������� zij � wij �	� i > j ��� ����������	�+�
� ���	� 
 ||wij || � ||zij || � ����������
zij = −zji � wij = −wji�

���������	� ����� ���������� d	�
��� ������ ������� ��������� �� 
��� ���
��� i, j, p, q
����
�� � !��"
��# {1, 2, . . . , d}� � �
�
�
���
 zij � wij ���
�
�# � ��������
���"��
 d	�
���

������� w = ||wij || � z = ||zij ||� $���� ��# d	�
��� ������� �������� ��

� �
��� �
�
�������	
��
 ��
����%�
��


K(wij , zpq) =
1

det(Id + w · z) , ��������

��
 Id & 
����"��# d	�
���# ��������

����	�
���
��� .	���� ����� !���-�� d/��	�%0 �%�� �0 K(wij , zpq)� !�����%0 � �����12�� ���
���	�+�
$ �������

K(wij , zpq) = 〈Kw|Kz〉 , ��������

���

|Kz〉 = '()

⎛⎝ d∑
i,j=1

zij a
†
i b

†
j

⎞⎠ |0〉 , 〈Kw| = 〈0|'()
⎛⎝ d∑

i,j=1

wij ai bj

⎞⎠ , ��������

� {ai, a†i} � {bj, b†j} 3 ��� ����	� ��!������
 ���	���	�� 	������" � %��+������" ��" d/��	�
 ��/
 ���"��	�� ���� 	�!��� ����� 4������!%���" %������� ������
 �5������ ��" ����	����
 �����"��$
|α∗, β∗〉 � ������	���� �	������������

ai |α∗, β∗〉 = α∗
i |α∗, β∗〉 , bj |α∗, β∗〉 = β∗

j |α∗, β∗〉 ,
� ��	���-�� ���	�+�
$ ������� �����1�� � �����

〈Kw|Kz〉 =
∫
dμ(α, α∗) dμ(β, β∗) e−αiα

∗

i −βiβ
∗

i 〈Kw|α∗, β∗〉 〈α, β|Kz〉 =

=
∫
dμ(α, α∗) dμ(β, β∗) '()

(
wijα

∗
i β

∗
j + zijαi βj

)
exp [−αiα

∗
i − βiβ

∗
i ] , �������

��� �
 ��%����� !���� �%���	�����" �� �����	"0#���" ��������� � ��	� dμ(α, α∗) ��	������� �
�5���5��� 6�%���� �����	�� �����17� ����� �
+������� ������ !����% ��	�����
 �����	�	�����"�
βi → γi + α∗

kwki� β
∗
i → γ̄i + αkzki� 4 	�!%������ ���%+���

〈Kw|Kz〉 =
(∫

dμ(α, α∗) '()
(
−α∗

i (δij + wikzkj)αj

))(∫
dμ(γ, γ̄) e−γiγ̄i

)
, ��������

��� ��	�
$ �����	�� �� αi � α∗
i 	���� 8'9−1(I + w z)� � �����	�� �� γi � γ̄i 	���� ����� ��



��� ��� ��������� ����	
��� � ��� �������

��� Δ(p, q, r) � ������	
��� ����������� ��������� � � ���������	� ����� ������ μ12 � μ23�
���� ��� �����! ��� � ��������� "������� #�� � �#���� ���$�����	���� j4 ≡ j12� j6 ≡ j23 �
������ j3 ↔ j4 %����������� Δ&������� � �����'(� ���%����� � %������������� %���������� �
�������� ���� ��$� )*+,� �����	� �*-��*-���

���������� . ��#� ������ �%������ �������� '&/ �����	� ��������� �����'(� ���������� 0�	��
%�	����� %�������	��
 ��� �� � �������! 1���� �%���� jk� � � �������! ���������� ��������&
��	
��! ��	�! %���������� ��������23�! � ��������� ��������� 4�� %�������� ���0�� ��%������

� ���� ��0	��� 3× 4� ������ 0�	� ������� 5�	�%���� )(�, � ���������� R&�����	��6∣∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣∣
n34 r23 r14 n12

r3σ n3σ n1σ r1σ
r4σ n2σ n4σ r2σ

∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣
R11 R12 R13 R14

R21 R22 R23 R24

R31 R32 R33 R34

∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣ =
{
j1 j2 j12
j3 j5 j23

}
.

7�%������ 0�	� %������� #�� '&/ �����	 �� �������� %�� %������	
�� %���������� ���� �	�
���	0��� � R&�����	��

• ������ ��� �	
���� ��� ���
������ 
���������� ���� � ������� R��������� ����	�
��������� ��������� ������� �� ������� !"�#�"$% � !"�#�"#%�

• ������ �&� '�������� �� ������������ R�������� ���������� 
���������� ���( 
��
������( �������� ����������� �������� �� ������� )*&+{

j1 j2 j4

j3 j5 j6

}
=

{
j1

1
2
(j2 + j5 + j4 − j6) 1

2
(j2 + j6 + j4 − j5)

j3
1
2
(j2 + j5 + j6 − j4) 1

2
(j6 + j5 + j4 − j2)

}
.

• ������ ,-� '������� �.������ ����	� ����	��� 
������	 Rαp/

Rαp +Rβq = Rαq +Rβp , (α, β = 1, 2, 3; p, q = 1, 2, 3, 4) .

0�1� ��� �����2���� �
� 2j1 = R13+R24 = R14+R23 !��� !"�#�#*%%� ����	� �	��.��
�
��	 jk ����� ���33�����	 Rαp�

	� 
��� ����������� ��������

8�	��� �	� ������ ���� �����	� '&/ �����	� ��� ���0!����� � ����$���� �������� ��#��	��

��	����� %����������� (I23, I12)� 9���� %�������
 ��� ��#��	���� � %���3
2 ������ %��������&
3�! ����� � ����� 0�	 %���	�$�� :�5�������� )(',�

;��������� ������

K12(z12, ziσ, z34) = <=> [z12(s1t2 − t1s2) + z1σ(s1∂σ + t1∂τ ) + z2σ(s2∂σ + t2∂τ )]

× <=> [z3σ(σt3 − τs3) + z4σ(σt4 − τs4) + z34(s3t4 − t3s4)] |σ,τ=0 ,

K23(w23, wiσ , w14) = <=> [w23(s2t3 − t2s3) + w2σ(s2∂ζ + t2∂θ) + w3σ(s3∂ζ + t3∂θ)]

× <=> [w1σ(θs1 − ζt1) + w4σ(ζt4 − θs4) + w14(s1t4 − t1s4)] |ζ,θ=0 .

��������

?����������� �! ���	�$��� %� �������

(zn12
12 · zn1σ

1σ · zn2σ
2σ · zn3σ

3σ · zn4σ
4σ · zn34

34 )

n12!n1σ!n2σ!n3σ!n4σ!n34!
,

(wr23
23 · wr1σ

1σ · wr2σ
2σ · wr3σ

3σ · wr4σ
4σ · wr14

14 )

r23! r1σ! r2σ! r3σ! r4σ! r14!
, ��������

���%���2� �������������� � �������� I12 � I23� ������ ������ � �������� � ��������� "�������
#�� ���������	� � ����$����! �����'�� ����� ������������ μ12 � μ23� ��������� � ���������
@�%�	��� � �����'�� ����������������� %� ζ� θ� σ� τ � ���%�	
�����1��
 ������������ �����	���
��%� ea∂θF (θ) = F (θ + a)ea∂θ � @ ����	
���� �	� ����� K12 � K23 %�	�#��� �����	�6

K12 = <=>

[∑
p<q

zpq(sptq − tpsq)

]
, K23 = <=>

⎡⎣∑
i<j

wij(sitj − tisj)

⎤⎦ , ��������

��� ������� ��	

��� 	 	� ����������	� ���

���� ��	
� 
�
������� ����
������� �������� �����	� η �������������� �

��
����������� 
����
�� ��
�
���� ���� ����
! ������� C�K(p,q) � � ������!"�� ��
�� ����� ����� ��� ��	�� �������#

������	
� �� $ ��� �� K = R �� ����� �������� ������� %����
��� �����

�������	 � ���
���
���� 	���	
� 
�
��� ���� C�(p,q) = C�R(p,q)# &��� K = C �
 ��
����� ���
 � 
����
���	 ������
! %����
���' �' ����� 	
����	���� ������

Γm → Γm (m = 1, . . . , p) , Γm → iΓm (m = p+ 1, . . . , p+ q) , ��#(#)�

�� ��
��� 
����������� �

��
"���� ��#(#*� ��� ������� C�C(p,q) 	 
�����������

�

��
"����� ������� C�C(N,0) + ��	���
�
! �����	
! ηmn = δmn,

ΓmΓn + ΓnΓm = 2δmn I . ��#(#��

-
��
��' ��� 	
����	���� ������� %����
��� C�C(p,q) ���� ��	���
����
� p+q = N�

��
�
���� ������� C�C(N,0)' � ����
�������
 ��
�
���� ���� �����# .�� 	
����	��

�
! ������� %����
��� C�C(N,0) �� ����� ���
���
���� 	���	
� 
�
��� ���� C�N '
	
�
�
� ����� ����� � /������ �����#

0�	 	�	 ������ ��#(#)�' �������� ��������� �����	� � �

��
"����1 ��#(#*�' ���
������ 	
����	���� ���
����
������' �
 �
�� �
���	���� �����
�
����'  �
 ���
������������ ������� %����
��� C�(p,q) ��� �����1 p � q �p + q = N 2 ��	���
�
���
� �� ��
�
���� ���� �����# 3���	
' ��
 �� ��	#

�������	
� ����� ��� ��������		
� ����� ��������� C�(p,q) ����� �����

����������


C�(p,q) = C�(q+1,p−1) (p ≥ 1) , ��#(#(4�

C�(p,q) = C�(p−4,q+4) (p ≥ 4) . ��#(#((�

��������������� -���� Γi 2 
��������� ������� C�(p,q)' 	
�
��� ��
������
����
�

��
"����� ��#(#*� � �����	
! η = Ip,q# 5������ ������ 
��������1 Γi → Γ′i,

Γ′i =
{

Γ1 , i = 1 ;
ΓN−i+2 Γ1 , i = 2, . . . , N .

��#(#(*�

6������
 ��
������'  �
 ��� p ≥ 1 �������� Γ′i ��
�����
���� �

��
"����� ��#(#*�
� �����	
! η = Iq+1,p−1 � ����
�������
 
������� ������� C�(q+1,p−1)# 0�	 	�	 ������
��#(#(*� 
�������' �
 
�� ������������� ��
�
����� ��#(#(4� ���� �������������
��������� C�(p,q) � C�(q+1,p−1)#

-���� ������ p ≥ 4 � �����
���� ������ ������ 
��������1 Γi ∈ C�(p,q),

Γ′i =
{

Γi Γ1 Γ2 Γ3 Γ4 , i = 1, 2, 3, 4 ;
Γi , i = 5, . . . , N .

��#(#(7�

8������� Γ′i' �������� � ��#(#(7�' �
��� ��������
�	� ����	�
� (1, . . . , p + q) →
(5, . . . , p + q, 1, 2, 3, 4) ��
�����
���� �

��
"����� ��#(#*� � �����	
! η = Ip−4,q+4

� ����
�������
 
������� ������� C�(p−4,q+4)# 0�	�� 
����
�' 
�������� ���
����
�
����� ��#(#(7� ������������� ��
�
����� ��#(#((�#



��� ��� ������� ��	

��� 	 	� ����������	�

�������� 	�
 ��
�� ������������ ������� �����
�� C�(p,q) �
��
 �����
���� ��
����������� p, q ∈ Z≥0� � ���� ������ ������������ �������
���� N = p+q ��
�
��������� Rp,q � ��������
� ��������� s = (p−q) !
�� ��
�
" ��
�
����� #$ % %%&
��������� ������������ ������� C�(p,q)� � '
�
��( �������� ��������� s = (p− q)
�
������ �
 �
��� 	���� 8 )����� ����
�	�
��� ��*�� ��� ���	���� �����
�������( ������ C�(p,q) #� 	����
��� 
�� ��
�������� ��� ���	���� �( �����������(
�����������"+ �� ��*� ,����� ����� � �����&� � ��'*� ��*�� ��� ���	���� �
�
�
�
��	��'�( ����� 
��
�
������( � ������'��	��'�( ����� -�+ � ��������	��'
"
���������� 
�� ���������� ����������	
�� ��
������

� 

��	
��
��
 ����� �����������	 �
���� �
������ C�(p,q) �
	 ��������� ���
�

N = (p+ q) ����������� � �� ��������� ����

dim(C�(p,q)) = 2N . #$ % %.&

�������
����	� ��'�����
 �
��
���� 
'����������
 ����
��	�
�
 /����*����
����� #�� ,���� �����& �� '
����'��
" ������� �����
�� C�N  ��
 
��
���
 ��
�
�� 	�
 ����� ����������
" ������� C�(p,q)� ��' *� '�' � ����� '
����'��
" �������
C�N � 
������� 0������� ���

ΓA = {I, Γm1 , Γm1m2 , Γm1m2m3 , . . . , Γ12...N} ,
Γm1m2...mk

≡ Γm1Γm2 · · ·Γmk
,

#$ % %1&

�� � '�*
� �
�
�� Γm1m2...mk
��
�������� 
��������( Γmi

��
��
	��
 ��'���
'
�����	��'�� 1 ≤ m1 < m2 < m3 < · · · ≤ N = p + q 2� 
�������� 	�������
���
����� 0�
 
'����������
 

3��� �
�
����� 	�
 �
�
� Γm1m2...mk
� � '
�
�
�
 k 4 	���
� #��	���
�&� �����

	����" #��	����"& �
��
' 5

����������
 ����"��� '
�����6�� �
�
�
� 	���
�
�
 #��	���
�
& �
��'� ���� �������� 0��������� ������� �����
�� 	���
�

#��	���
�
& �
��'� �	����
� 	�
 ������� �����
�� Z2�������
���� � �

�����
����� � �
��'
� �� 0������
� 

,����
���� �
�����"� ����" �����"� �������" 0������ � #$ % %1&�

Γ1...N = Γ1 · Γ2 · · ·ΓN =
(−1)q
N !

εi1...iNΓi1 · · ·ΓiN , #$ % %$&

'
�
��" ���������� ���� � '�' ��
��
	���
� ��
�������� ���( 
��������(
Γm ∈ C�(p,q)� � '�' �������������
����
� ��
�������� 0��( 
��������(� �������
�
� � �
��
���� ������������	��� ����
�
� ε � ��
��������� Rp,q�

ε...ik...i�... = −ε...i�...ik... , ε12...N = +1 ,

εj1...jk ik+1...iN
= εi1i2...iNη

i1j1 · · · ηikjk ⇒ εi1i2...iN = (−1)q εi1i2...iN .
#$ % %�&

)�� 0������� #$ % %$&� �
������� #$ % 7&� �� �
��	��� �
*����


(Γ1...N)
2 = (−1)N(N−1)/2(ΓN · · ·Γ2 · Γ1)(Γ1 · Γ2 · · ·ΓN) = α(p,q) I , #$ % %8&

α(p,q) = (−1)N(N−1)
2

+q = (−1)ν+q = eiπ(ν+q) ,

�� ν =
[
N
2

]
9 6���� 	���� 	���� N

2
� �
 ����� 6��
� ��
���6������
� 	���
 ν ������


� N ≥ 0 �

��
:������ N = 2ν, 2ν + 1 ;
����� #$ % %8&� 
�
����� �

��
:����
#% < =& �� ���	�" q = 0 

��� ��������� ����	
��� � ��� ������� ���

���������	� ����� �����������	 �	
���� ������� � ������� ����������� ��	������ ��������

(I12, I12) = μ12
(1 + n12 + n1σ + n2σ)!(1 + n34 + n3σ + n4σ)!

(2j12 + 1)
, ��������

(I23, I23) = μ23
(1 + r23 + r2σ + r3σ)! (1 + r14 + r1σ + r4σ)!

(2j23 + 1)
, ��������

��	
μ12 = n12!n1σ!n2σ!n3σ!n4σ!n34! , μ23 = r23! r1σ! r2σ ! r3σ! r4σ! r14! . ��������

����	�
���
��� ������� �	
�
�� ���������� �� �	
�
�� ���������������� �������������� ���
����� ���������� � ������! ���!�� ����� �	
�
��
 "���#�� �� �����������

(I12, I12) = I12(ŝ1, ..., ŝ4, t̂1, ..., t̂4) · I12(s1, ..., s4, t1, ..., t4) =

(ŝ1t̂2 − t̂1ŝ2)
n12 (ŝ1∂ζ + t̂1∂θ)

n1σ (ŝ2∂ζ + t̂2∂θ)
n2σ (ζt̂3 − θŝ3)

n3σ (ζt̂4 − θŝ4)
n4σ (ŝ3 t̂4 − t̂3ŝ4)

n34

×(s1t2 − t1s2)
n12 (s1∂σ + t1∂τ )

n1σ (s2∂σ + t2∂τ )
n2σ (σt3 − τs3)

n3σ (σt4 − τs4)
n4σ (s3t4 − t3s4)

n34 ,

$�� ���������������� ��� ����� � �������� ���% ��������� % ∂θ, ∂σ, ŝ1, t̂1, . . . � ���&%����� ����'��!
��� ��������������� �������� � θ, σ, s1, t1, . . . ���� �� ����
 (���)������ ����������� (ŝ1t̂2 −
t̂1ŝ2)

n12 � (ŝ3t̂4 − t̂3ŝ4)
n34 �� I12(s1, ..., s4, t1, ..., t4)
 * ������������ � �	
+
,� �������
(ŝ3 t̂4 − t̂3ŝ4)

n34(ŝ1t̂2 − t̂1ŝ2)
n12 · I12 =

=
n12! (1 + n12 + n1σ + n2σ)!

(1 + n1σ + n2σ)!
· n34! (1 + n34 + n3σ + n4σ)!

(1 + n3σ + n4σ)!

×(s1∂σ + t1∂τ )
n1σ (s2∂σ + t2∂τ )

n2σ (σt3 − τs3)
n3σ (σt4 − τs4)

n4σ . ������	�

-������! � ������!

(ŝ1∂ζ + t̂1∂θ)
n1σ (ŝ2∂ζ + t̂2∂θ)

n2σ (ζt̂3 − θŝ3)
n3σ (ζt̂4 − θŝ4)

n4σ

×(s1∂σ + t1∂τ )
n1σ (s2∂σ + t2∂τ )

n2σ (σt3 − τs3)
n3σ (σt4 − τs4)

n4σ =

= (ŝ1∂ζ + t̂1∂θ)
n1σ (s1∂σ + t1∂τ )

n1σ (ŝ2∂ζ + t̂2∂θ)
n2σ (s2∂σ + t2∂τ )

n2σ

(ζt̂3 − θŝ3)
n3σ (σt3 − τs3)

n3σ (ζt̂4 − θŝ4)
n4σ (σt4 − τs4)

n4σ .
������
�

.�� ��$�� ���& � ������! ��//����0�������� � � ��'���� �	
�
�1 �� s1, t1, . . . , s4, t4� ����#��
�$� ��������� �&�����[

(ŝ1∂ζ + t̂1∂θ)
n1σ , (s1∂σ + t1∂τ )

n1σ
] · [(ŝ2∂ζ + t̂2∂θ)

n2σ , (s2∂σ + t2∂τ )
n2σ
]·

·[(ζt̂3 − θŝ3)
n3σ , (σt3 − τs3)

n3σ
] · [(ζt̂4 − θŝ4)

n4σ , (σt4 − τs4)
n4σ
]
,

� ������!������ ��'��������[
ŝk∂ζ + t̂k∂θ , sk∂σ + tk∂τ

]
= (∂ζ∂σ + ∂θ∂τ ) ,

[
ζt̂k − θŝk , σtk − τsk

]
= (ζσ + θτ) .

2�$�� � ��'���� �	
�
�1 ���������� � ����

n1σ!n2σ!n3σ!n4σ!× (∂ζ∂σ + ∂θ∂τ )
n1σ+n2σ (ζσ + θτ)n3σ+n4σ , ��������

$�� ��$����� �	
�
++ � ����� n1σ+n2σ = n3σ+n4σ = 2j12
 3�����0� �������� �	
+
,,� � ��������

(∂ζ∂σ + ∂θ∂τ )
n1σ+n2σ (ζσ + θτ)n3σ+n4σ = (n3σ + n4σ)! (1 + n3σ + n4σ)! =

= 1
2j12+1 (1 + n1σ + n2σ)! (1 + n3σ + n4σ)! .

��������

4�&���� ������#���� � �	
�
�5� �	
�
�6� �	
�
�	 ���'������ � ���%���� � �����!���� �	
�
��


(�������� � ��'���� �	
�
��� �	
�
�� � �	
�
�	� � ���$� ��������{
j1 j2 j12
j3 j5 j23

}
= (−1)B

′

Δ(j1, j2, j12)Δ(j2, j3, j23)Δ(j1, j23, j5)Δ(j12, j3, j5)

× 1

μ12 μ23
(I23, I12) ��������



��� ��� ��������� ����	
��� � ��� �������

����������	 
�������� 
 ��������� �������� ������∑
m6,m′

6

〈j2,m2; j3,m3|j6,m6〉〈j6,m6|j6,m′
6〉〈j1,m1; j6,m

′
6|j5,m5〉 ,

�� ������ ��
�� �������� � ������� ��������	 
���
����� ��� 
 ���� !" �����#�� ������������
�������

I23 = (s2t3 − t2s3)
r23(s2∂σ + t2∂τ )

r2σ (s3∂σ + t3∂τ )
r3σ

×(s1τ − t1σ)
r1σ (σS̄ + τT̄ )r4σ (s1S̄ + t1T̄ )

r14
∣∣
σ=τ=0

,
��������

�$� �j23 := j6�

r23 = j2 + j3 − j23 , r2σ = j23 + j2 − j3 , r1σ = j23 + j1 − j5 ,

r3σ = j23 + j3 − j2 , r4σ = j5 + j23 − j1 , r14 = j5 + j1 − j23 .
��������

%���� ��� &�	 ��� � � ��������	 ������� ������'� ��

���$�����
 � ��$�

I23 = N23

∑
m5

(−1)j5−m5 T̄ j5
−m5

(S̄, T̄ ) T j5,j23
m5

(s1, . . . , t3) , ������	�

�$� T̄ j5
−m5

(S̄, T̄ ) � T j5,j23
m5

(s1, . . . , t3) ( ������������� )���
��� ������� � ���
����
���* V̄(5) � V(5) ⊂
V(1) ⊗ V(23)	 � ������������� ��+,,�-���� N23 ����
���
 �� ,������	 ����������� ������.�/

(2j5 + 1)N2
23 = (I23, I23) = I23(ŝ1, . . . ˆ̄T ) · I23(s1, . . . T̄ )|si=ti=S̄=T̄=0 . ������
�

0 ������ �������� � ������1� �� ����� 
�����2����

(I23, I12) = N23 N12

∑
m5,m′

5

(−1)2j5−m5−m′

5 (T̄ j5
−m′

5
, T̄ j5

−m5
)(T j5,j23

m′
5

, T j5,j12
m5

) =

= N23 N12

∑
m5

(
T j5,j23
m5

, T j5,j12
m5

)
,

��������


 ���� !" ��������	 � ���&� ������� ���������� ������.� � ��������	 ,������ ������.� ���$
���3
���
 � ��$�{

j1 j2 j12
j3 j5 j23

}
=

(−1)B
′√

(2j12 + 1)(2j23 + 1)(2j5 + 1)

∑
m5

(
T j5,j23
m5

, T j5,j12
m5

)
=

=
(−1)B

′√
(2j12 + 1)(2j23 + 1)

(I23, I12)√
(I12 , I12)(I23, I23)

,

��������

������ 
������� �������$��� ( , ) � �������� � �������� ��&�� �������! ��� &�	 ��� � � ������.�	
��������� 4������	 ��� ���"� ��
�� 
�����2���

2j12 = n1σ + n2σ = n3σ + n4σ , 2j23 = r1σ + r4σ = r2σ + r3σ ,

B′ = j1 + j2 − j3 − j5 = n12 − n34 = r1σ − r3σ = r2σ − r4σ .
��������

5�+����	 
����
�� ��
��$��� ,������ � ��������	 
 ������ ��������	 ������'�	 .36 
����� ����

,���-��� �� $����$-��� ���������� �������� � ������#�	 �������	 �������	 �� ��"�
 ������
�3
�����

7� $��!���2��� � �������� � ������'� �$�)�� 
$����! ������ ���������* S̄ → t4	 T̄ → −s4 �
��

��������! ��������

I12 = (s1t2 − t1s2)
n12 (s1∂σ + t1∂τ )

n1σ (s2∂σ + t2∂τ )
n2σ

×(σt3 − τs3)
n3σ (σt4 − τs4)

n4σ (s3t4 − t3s4)
n34 |σ=τ=0 ,

��������

I23 = (s2t3 − t2s3)
r23(s2∂σ + t2∂τ )

r2σ (s3∂σ + t3∂τ )
r3σ

×(τs1 − σt1)
r1σ (σt4 − τs4)

r4σ (s1t4 − t1s4)
r14 |σ=τ=0 .

��������

��� ������� ��	

��� 	 	� ����������	� ���

• ������ ���� 	
�� s = p− q� 	������� ��� ����������� α(p,q) ����� (−1) s
2 ���

������ N � ����� (−1) s−1
2 ��� �������� N �

��� ����	
��
� ����	� ���
�
���� 	��������		�� ��
�
	�

ΓN+1 = e−i
π
2
(ν+q) Γ1...N = e−i

π
2
(ν+q) Γ1 · Γ2 · · ·ΓN , ��������

������  ��
Γ2
N+1 = I . �����!"�

#�
�
	� �������� ��� 	
 
�	�$ (ν + q) ���	���
%�� �����
�&	�� ��
��
 C�C(p,q)� �
���  
�	�$ (ν + q) ' �
(
&��
		�� ��
��
 C�(p,q)� � ���
�
��
�&� �) &���	��
	��
�����!"� & �� 	�&��* �� )	��� ΓN+1 → −ΓN+1�

+���%
� �
�
���  �� �)� 
	�
 �
(
&��
		�� ��
��� C�(p,q) ��� 	
 
�	��  �&��
����)�*(�$ p + q = 2ν + 1� ��%	� &�
&�� � �)� 
	�* ��
�� C�(p−1,q) ��� C�(p,q−1)
&  
�	��  �&��� ����)�*(�$ �&�� �	���� 	�
 ��&&�%�
	�
 ��� �����
�&	�$ ��,

�� C�N � -�)�
�
 ������� �
�&����
��	�� ��&�� ��)�
�	�&�� ���&���	&��� Rp,q '
	
 
�	��. N = p+ q = 2ν + 1� / ���� &�� �
 ��� ��
�
	�� ��������.

ΓN+1 = Γ2ν+2 = e−i
π
2
(ν+q) Γ1 · Γ2 · · ·Γ2ν+1 , �����!��

� ���%
 ��� ��
�
	�� ��������� ����)��&� &���	��
	���� �����!�� �� ���� �
�

Γ1...N · Γk = Γk · Γ1...N ⇔ ΓN+1 · Γk = Γk · ΓN+1 ,

∀ k = 1, . . . , N = 2ν + 1 .
�����!!�

0���� ����)��� ��
�
	�� �������� � �����!�� ����*�&� 1
	�����	��� ��� ��
���
C�(p,q)� ��� ��� �	� ���������*� &� �&
�� ����)�*(��� Γk ∈ C�(p,q)� � &�
�����
��	�
� &� �&
�� ��
�
	���� ��
��� C�(p,q)� 2����	���  �� Γ1...N ∈ C�(p,q)� � ΓN+1 ���	��,
�
%�� �
(
&��
		�� ��
��
 C�(p,q) ������� 
&�� (ν+q) 3  
�	�
  �&��� ��� ��(	�&��
��&&������ ��
��� C�(p,q) & ����)����	�� ��&&��	����� ����)�*(�$ �������� �� 
&��
� ���
�
��*(�$ &���	��
	��$ �����!� � �
����
 η = diag(η1, . . . , ηNN

) ����	���	�

��
�
	�� ηii = +1 � ηii = −1 � �&�� ����$ ��
�
	��� ���	� p � q� &����
�&��
		��
&���� � ����)����	�� ������
� /��
��� ��	� �) ����)�*(�$ � ��
��
 C�(p,q)� &��,
%
� ��&�
�	** ����)�*(�* ΓN = Γ2ν+1� 0�� ��� Γ2

N = ηNNI� �� �*��� ��
�
	�
a ∈ C�(p,q) ��
�&����� � ���
 a = a1+ΓN ·a2� �
 a1, a2 ��
�
	�� ��
��� C�(p′,q′) & ��,
��)�*(��� {Γ1, . . . ,Γ2ν}� ��� 
� p′ = p−1, q′ = q� 
&�� ηNN = +1� � p′ = p, q′ = q−1�

&�� ηNN = −1� 0���� ����)��� &����
����� ��)��%
	�


C�(p,q) = C�(p′,q′) + Γ2ν+1 · C�(p′,q′) . �����!4�

5��
	�� )�
&� ��&�
�	** ����)�*(�* ΓN = Γ2ν+1 ∈ C�(p,q) 	� 1
	�����	�� ��
�
	�
Γ1...N ∈ C�(p,q)� �� 
&�� &�
��
� ���&��	���� ����
��*(�* �) ���������.

Γ2ν+1 = (−1)q′Γ1...N · (Γ2ν · · ·Γ1) . �����!6�

0��� ��)��%
	�
 �����!4� ����
� ���

C�(p,q) = C�(p′,q′) + Γ1...N · C�(p′,q′) , �����!7�



��� ��� ������� ��	

��� 	 	� ����������	�

� �����	
 C�(p,q) ���� 	������	����� ��� ����	������ 	����	���� �� ��������	�
C�(p′,q′)� �	���� ����� ������ ! ���������� �" p′+ q′ = 2ν ��	�"
#$�% {Γ1, . . . ,Γ2ν} ��&
���	� C�(p′,q′) � ��������������� ����	������� '������� Γ1...N ∈ C�(p,q) ( �#��� ���&
�������� ���	�������� �	����������� �����	� C�(p,q) ����	�����) '������ Γ1...N

�	���	�������� ���������
 '������
* ��'���
 ��	�"
#$�� ������+! �
��� �	���	&
��������� �	��"������# Γ1 · · ·Γ2ν ∈ C�(p′,q′)�
������	
� �� ( ������� ��
���* ����� (ν+q) , ������* �� ����� Γ2

1...N = I � �#��)
'������ a ∈ C�(p,q) �	�������� � ���� a = a1 · P+ + a2 · P−* ��� P± = (I ± Γ1...N)/2 �
a1, a2 ∈ C�(p′,q′)� -� ����* ������ ������ ! �� ���� ������"����� 	�"������

C�(p,q) = C�(p′,q′) · P+ + C�(p′,q′) · P− = C�(+)
(p′,q′) ⊕ C�(−)(p′,q′) , �������!

��� C�(−)(p′,q′) � C�(+)
(p′,q′) ��� ��������	� � C�(p,q)* �"���	.��� C�(p′,q′)* �	����* ���� b1 ∈

C�(−)(p′,q′) � b2 ∈ C�(+)
(p′,q′)* �� b1 · b2 = 0 = b2 · b1� -���� ��	�"��* � ��
��� ����� (ν + q) ,

������* �����	� C�(p,q) �"���	.�� �	���) �
��� ��
% ����% ��������	 C�(p′,q′)�
/��� (ν + q) , ��������* �� �������� ������0! �� ����� Γ2

1...N = −I* �����������
"������� '������� Γ1...N 	���� (±i) � ������� �	�����	�� P± ���������� ��������&
���� P± = (I± iΓ1...N)/2� ��'���
 � ������ ��
��� ����"���� ����	���� 	�"���&
��� �������! ��$��������) �����	� C�(p,q) � �	��
# �
��
 ��
% �� ��������	 C�(p′,q′)�

����� ����	
�� ���������	� ���������� ����� ��	��

����� C�N 	 	� ��������� ���� C�(p,q)
1�� � �	��� ������ p, q ∈ Z≥0 � (p + q) = N � ( �	����
$�� 	�"���� �� ��&
��"���* ��� ����������� �����	� 1��..�	�� C�N * �������	������� � ���������)
���	���) η = IN �	���	������ RN * �"���	.�� �#��) �" ����������% �����	 C�C(p,q)*
�������	������% � ���	���) η = Ip,q* ��� ���% p � q = N − p� 2����) �"���	.�"�
������ �	���	�"������� �����0!* ����	�) ��	������ ��	�"
#$�� �����	 1��..�	��
C�C(p,q) � ��	�"
#$�� ����������) �����	� C�N � 3�	����� �	���	�"������ ��	����

��	�"
#$�� Γm ∈ C�C(p,q) ��	�" ��	�"
#$�� ����������) �����	� C�N � ���
������

����� ��	�"�� '������� Γm ∈ C�C(p,q) ���� ������"����� � � �������� ��	�"
#$�%
��$��������% �����	 1��..�	�� C�(p,q)� 3��#�� ����
��* ��� ����������� ���	���&
����� �	����������� ����������) �����	� C�N � ����������� ���	�������� �	��&
��������� ��$��������) �����	� C�(p,q) �������#�� ( �	����
$�� 	�"���� �� ���&
� ����"���* ��� � ���	�������% �	�����������% ��	�"
#$�� �����	� C�(p,q)* �����
p+ q = 2ν+1* ���� ����	���� �" ��	�"
#$�% �����	� C�(p′,q′)* ��� p′ = p, q′ = q−1*
��� p′ = p− 1, q′ = q ��� ���� ����� p′ + q′ = 2ν!�

4" ����� �������"������ ��������* ��� �"
����� ����������% �	����������)
��� ��$��������% C�(p,q) � ����������% C�N �����	 1��..�	�� � ��$�� ��
���
(p + q) = N = 2ν, 2ν + 1 �������� � �"
����# ����������% �	����������) �����	
1��..�	�� C�2ν � ������ ���	
� 
��������� �	��� ��� ��	�)�� � �"
&
����# ����% �	����������) �������* ��� ��$��������� �����	� 1��..�	�� C�(p,q)
��� 	�"��% p � q �� .����	������� p + q = N! ����$� ����	� �� �"���	.�� �	
�
�	
�
 ��� �"���	.�"��% �����	 C�(p,q) ��� 5���	����� ����� � �	����
$�� ���	�"&
����!* ��'���
 �% ������������ �	����������� �����	�� �
�
� 	������	�������

��� ��������� ����	
��� � ��� ������� ���

����� ����	
���� �� 	����
��� ����� ��������

� ���� ����	
���� � �
����� ����� ��������� ��� ��������� ������ ������
��� ����� ����
�
������� ���� ��� ����������� !"#���$���� %&�' (��" �	��� %&)'*" +��� �� ����� �������� �
��� ��������� ,�� �������� %&�'" -���� ��� ���������� &.�� �������� � �����	�� ���������
��� ��� ����	���� ��	������ ���/��� ��
����� ����0�� ����� ��������	���"

�� ������	�
���	 �����
�����

-	��0�� ���
��
∑
m4

〈j1,m1; j2,m2|j4,m4〉 〈j4,m4; j3,m3|j5,m5〉 �
 ����� �	��� (1"2"&&* � ����

∑
m4,m′

4

〈j1,m1; j2,m2|j4,m4〉〈j4,m4|j4,m′
4〉 〈j4,m′

4; j3,m3|j5,m5〉 ,

������� �$� �	 ������	

T j1
m1

(s1, t1) , T j2
m2

(s2, t2) , T j3
m3

(s3, t3) , (−1)j5−m5T
j5
−m5

(S̄, T̄ ) , ��������

�����	��� ������� ��� ��	�����$� ����
������� (1"1"13* 4	
���� �������� (1"1"1�* � (1"1"1,*

〈j4,m4|j4,m′
4〉 = (−1)j4−m4T

j4
−m4

(∂σ , ∂τ ) T
j4
m′

4
(σ, τ)

∣∣∣
σ=τ=0

= δm4m′
4
, ��������

� ������������ �� ����� ��� m1,m2,m3,m4,m
′
4,m5" � ��
����	��� � ������ ������0���� (1"5"36*7

(s1t2 − s2t1)
j1+j2−j3 (s1s̄3 + t1 t̄3)

j1+j3−j2 (s2s̄3 + t2t̄3)
j2+j3−j1 =

= D
μ

∑
m1,m2,m3

(−1)j3−m3 T j1
m1

(s1, t1)T
j2
m2

(s2, t2) 〈j1,m1; j2,m2|j3,m3〉T j3
−m3

(s̄3, t̄3) ,
��������

� �����	�� (� ��������/ �� ����������* ���	��	���� ������� �� ��������� s1, t1, s2, t2, s3, t3�
S̄, T̄ ���	

I12 = (s1t2 − t1s2)
n12 (s1∂σ + t1∂τ )

n1σ (s2∂σ + t2∂τ )
n2σ

×(σt3 − τs3)
n3σ (σS̄ + τT̄ )n4σ (s3S̄ + t3T̄ )

n34
∣∣
σ=τ=0

,
������	�

$�� (j12 := j4*

n12 = j1 + j2 − j12 , n1σ = j12 + j1 − j2 , n2σ = j12 + j2 − j1 ,

n3σ = j12 + j3 − j5 , n4σ = j5 + j12 − j3 , n34 = j5 + j3 − j12 .
��������

8� ���������/ ���	��	�� (1"2"5&* �������� ��������� ��������� �� �	�	� ��������� (s1, t1)�
(s2, t2)� (s3, t3) ������� 2j1� 2j2� 2j3� ��������������� �� ���� ��� ��������	��� S̄� T̄ ����	������
V(1) ⊗ V(2) ⊗ V(3)� $�� V(k) ≡ V2jk+1 9 ������	����� ������	������ T (jk)" 8� ��������� (s1, t1)�
(s2, t2) �� ����� �� �� ��	������	 ����� �������	� ��� � ���	��	���� �������

I = (s1t2 − t1s2)
n12(s1s̄+ t1t̄)

n1σ (s2s̄+ t2t̄)
n2σ ,

�� ���� �� ����	������ ���������	����� V(12) ⊂ V(1)⊗V(2) ������	������ ����	 j12 (�	� �	� �������
������������ I �� ��	���� ��������� s̄, t̄ �	��	 2j12: ��" ;	
��� �����*" <	���� � ���	��	����
������� (1"2"5&* ����� ������� 2j5 �� ��������� (S̄, T̄ ) � ������� ����� ����� �	
�������

I12 = N12

∑
m5

(−1)j5−m5 T̄ j5
−m5

(S̄, T̄ ) T j5,j12
m5

(s1, . . . , t3) ��������

$�� T̄ j5
−m5

(S̄, T̄ ) � T j5,j12
m5

(s1, . . . , t3) 9 ��������	��� 4	
���� ������	 � ������	����	� V̄(5) � V(5)�
�������� � V(12) ⊗ V(3)� 	 N12 9 ������������ ������ ����" =� � ��������/ �� 
�	�	 �������
������ ������0�����

(2j5 + 1)N2
12 = (I12, I12) = I12(ŝ1, . . . ˆ̄T ) · I12(s1, . . . T̄ )|si=ti=S̄=T̄=0 , ������
�

$�� ŝ = ∂s� � �	� �	���" 8�������� ��������� (2j5 + 1) � ����� �	��� ������0���� (1"2"5�* �4>�
�������� ���� ��� ������ (1"2"52* � ��������/ �� �	����	 N12 �	��� ����� (2j5 + 1) ��������
(−1)j5−m5 T̄ j5

−m5
T j5,j12
m5

∈ V̄(5) ⊗ V(5)� �	��� �
 ������ ��������	� �	 ����� �"



��� ��� ��������� ����	
��� � ��� �������

������� 	 
������ ������� ����� j1, j2, j3� �������	����� �������� ������������
������	���� ���������	�� ��� 
���� ���� �������

������	
� �� ������� 
������ ���
���	������ 
�� ��� ���	���	� ���
���	�  ��

������� ! "������� #��$�%&' ���(�)���� ���
���	������ ���� ��� �������� �� *���
���+� ,����� ���(�)����� ������-���� ����� ������������	�� ��� �
�� �� �����
������ ���������.�� ���������� ����������	����� ,����� ��������)����� �	����	�
��/ ���	���	 ���	����� �������	�� �� ��� ���������� ��
���� ���	���.�� �� ����
��������	����� ������0������ #��
�� ��������*�
�� 1%23� ��
�� 4����	��5���
1%$3 � 
��'�
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=
∑
j′9

(−1)R′
(2j′9 + 1) ·

j′9

j6

j5
j9

j2 j1

j7

j4

j8j3
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*��� ���+6 ��������	
� ������������ ��� 
������ ���������� � ����
�
���������

j1

j2

j3
j5

j6

j4

j9

j8

j7

�
��

�
��

�
��

�
�� =

∑
j′9

(−1)B
(5)

(2j′9 + 1)

{
j1 j3 j7
j5 j4 j′9

}
· j1

j2

j3 j5

j6

j4

j9

j8

j′9

�
�
�
�
�
�
�
�
��

�
�
�

�
�

�
�

�
��
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��

�
��

�
��

�
��

*��� ����6 ���
��� 
����� ���!��""# �� $��� ��%� � �
"
&'( )��
��� ���
*����+
�
���

• ������ ��� �	
���� 	�����	 ���������� � �

�	� �������� �����
�� �� 
������! �		�����"#�$ ���%��&&� � 
��	$ ���� '��� ��(�! ���%�& �)	�	 
*	&� + �&���	! �����
� )��	*��,	��� -� ���%��&&� � )	&	#�" �		�	.� 
��/ ���	0�����	��! 1		�	� ���	 �� '��� ��(� �)��&��// �%	 1 )	�%��2�!
�	�����#�&� �)��� j1, j3, j7, j5 � j4 �� ���%��&&� � 
��	$ ���� '��� ���(�!
� )	
���� �		�	.����! )������
���	� �� '��� ���(! )����/ ���� 1		�	 
%	 �����
/��/ ��
�� � )	&	#�" 	������! �,	*������	%	 �� '��� ��(3� 4
1	�0� ��)	
�,	��� ��&&���" � 5 ��&�	
�! )����#�" ���-����

����������� ��	
 ���������� ������
 ���	 ���	� ����� � ����� ����� ����������� �� ���� ����
 !���"������� ��	
 #$� �������� � ����� �����  ��%�&'(( !������������� ��� ������� ���
 ����������
������
 ���� ����� ����� j′9� !� �������	 ���� �	����������� � !����� ����� ����������� �� ����
����  ������� ���
 #$� �������� � !����� �����  ��%�&'((�

��� ������� ��	

��� 	 	� ����������	� ���

� �����	� ���
 ���� ���	������� �	� ������ p � q� � � ������ ���������� �	����
��������� ������	���� �������������

 ����� 2ν!������ ������������ ����	������ ��������	���� ρ �	���� C�2ν � ���!
��� ���	�� ������"#�� ��	� ��������� � �����	� ����� $��� ����� �����	 �����
�
�� �� �����	�����	��� ������%����� �	���� C�2ν � �	���� ��������� %����!
���� Aν � &�������� ��� �����%��� C�2ν = Aν �������	���	�� � ����#�" %����	
$'���'�
� $'���'(
� $)�*�'+
,

zα = 1
2
(Γ2α−1 + iΓ2α) , zα = 1

2
(Γ2α−1 − iΓ2α) ,

Γ2α−1 = zα + zα , Γ2α = i(zα − zα) ,
$-�'�.�


�� Γk ∈ C�2ν � � %��������� ������"#�� zα, zβ ∈ Aν ����	������"� ������/�����
$'���'+
� $)�*�*
,

[zα, zβ]+ = 0 , [zα, zβ]+ = 0 , [zα, zβ]+ = δαβ (∀α, β = 1, . . . , ν) . $-�'�.(


0�	��� � �����	� ����� $��� ����� �����	 �����
 ��	� ��������� ������������ ����!
����	���� 1��� ρ �	� �	���� ��������� %�������� $-�'�.(
� ������� ��2������ �
�����������"#�� ������������ 1��� F � 3����������� F � ������� �� 	���2��� ���!
������2 �������� �������� (k = 0, 1, . . . , ν),

|α1, . . . , αk〉 = zα1 · · · zαk
|0〉 (1 ≤ α1 < α2 < · · · < αk ≤ ν) , $-�'�.+


��	������� �� ��������� ������� |0〉 ∈ F ��2������ ���������� �������� zα� 4
���" ������� ��������2 ������ |0〉 ������	�	�� ������/������,

zα |0〉 = 0 (∀α = 1, . . . , ν) , $-�'��5


� 6	������ zα ������"��� ����������� ������������ ����������� ������������ F
����� ���	� ����������� �������� $-�'�.+
� �� ���� ����� ���	� $'���.*
,

dim(F) = 2ν = 2N/2 ,

7�����/���� $-�'�.�
 ���������� �������"� ������"#�� Γm ∈ C�2ν � %��������!
�� ����������� zαi

� zβi� 3�6���� ������������ ��������	���� �	���� ���������
%�������� Aν ������	��� ������������ ��������	���� �	���� 8	�%%���� C�2ν $�
��������
� � ��2����� 	"��� 6	������ �	���� 8	�%%���� C�2ν � ������"#���
$-�'�.�
 �� ������������ 1��� F �������� ��2������ �� 6�� ������������ %������!
��� ���������� zαi

� zβi� �� ���� 9 ������/������ $'���.)
� ������� �	� ��������
�� ����/�� ����� �����,

zβ |α1, . . . , αk〉 =
k∑
i=1

(−1)i−1 δβαi
|α1, . . . , αi−1, αi+1, . . . , αk〉 ,

zβ|α1, . . . , αk〉 = (−1)i |α1, . . . , αi, β, αi+1, . . . , αk〉 (αi < β < αi+1) ,

zβ|α1, . . . , αk〉 = 0 (β = αi) .

$-�'��'


:���� � ������ $-�'�.�
 ��2����� $-�'��'
 ������ 2ν!������ ����	������ ��������!
	���� ρ �	���� 8	�%%���� C�2ν � 0	� ���� ����� ���	������� ������ ��������	�!
��� � �������� 2ν × 2ν ������� ������ 	"��" �������" ��������" �������� ���!
����� $-�'�.+
, {|α1, . . . , αk〉} → {vi}� �� i = 1, . . . , 2ν ; ����2 ������ ����2 �������2



��� ��� ������� ��	

��� 	 	� ����������	�

������	

 ���� ���������� �
��� ������ ��������� zβ 
 z̄β � ��������
� ���
������ ������� � ���� ����������! 2ν�����"� ���
	" ρ(zβ) 
 ρ(z̄β)� #�������"�
�������"� ����#��

zβ · vi = vj ρji(zβ) , z̄β · vi = vj ρji(z̄β) . ������$ 

%�
 &��� � �
�� ���������
' ������( &��
��� ����'���
' � F � �" 
���� z̄β = z†β

 ���
	" ρ(z̄β) &��
��� ����'���" ���
	�� ρ(zβ)� � ��! ρij(z̄β) = ρji(zβ)

∗�
)����������� 
# *����� �����$� ������� +� ���
	" ����#���
, Γm ∈ C�2ν �
���� &��
��"�
 ρij(Γm) = ρji(Γm)

∗ ���� �
�� '��"� *�����" �����-( � �����-�  �

• ������ ���� �	
����� ��	 ������� ρ(z̄β) �����	�	 �	������� �������� ρ(zβ)�

������	
� �� .�����/���' ������� C�2ν � 
�����' ��#������! 22ν � ����
#���' �
�+��� ����������

 ρ /�����/��"�
 ���
	��
 2ν × 2ν � ��/
� ����#��� 
���
���� 
#����*
#�0

C�2ν = Mat2ν (C) , ������� 
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**���� C�(p,q)� ��� (p+ q) = 2ν�
6�������
� � ��� +� ��� ����
���
�"� /�����/��"� 2ν�����"� ����������
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**���� C�(p,q) �
�
 C�2ν &/�
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 ���, ����
���
�", /�����/��", ����������
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 ���, ����	
�
��",
����� ����", /���+������", ������� � #��+
 ��������
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 ��' ������" .�
*�
*���� C�2ν � /����' ������ %�����
� � ����� +��! ������� ��#������! ������"
C�2ν � ������ 22ν � ��/ /�/ ��� 
#����� 2ν������� ����
���
��� ����������
� ρ
������" C�2ν � � �����' +��! ������� ������� � ��������'���' ����� ����� ��
���� ����
���
�"� 
 ��&/�
������"� ����������
'� ������" C�2ν � ���"����'
��
������"� �������"� (Nρ)

2 = (2ν)2� ����������
� ����������
� ρ� 8����
������� +� �������� ��!/� ���� ��&/�
�������� ����
���
��� ����������
�
������" .�
**���� C�2ν � +��"� +
���� ����#���
,� � ��� ����
� ����
���
�"�
����������
' &/�
������" ����������
� ρ�

������	
� �� %��! ρ ; ����� 2ν������� ���
+��� ����������
� ������" C�2ν �
����� ��������
'� /���"� ����+���' � ��#��!�� ����������/ σ ∈ S2ν ���
	

��� ��������� ����	
��� � ��� ������� ���

T (jk) (k = 1, 2, 3, 4)� ������ 	�
� ��������� �������� �� ��� ���
����� � ��
���������� ���	���� ������������� ����� �������� �� ����  ��!" ���
������
 ����������� ���# �������������� $�� ��� �� ����� 	�
� ����#���
���������� ��������%&'�
 (������(� ) ���%�*���� ��%# ������# ����#�� �
������ ����
 ������ � ������ ����% �����% �� ����  ��+ ����#��� � ������
�%�*" ������&� ��� �����# ��������� � ���� �������# ��������� ���
 ����,
�� � ��--���������� ���������� �� .,/ ������� $���������� ��� ��� ����,
������ �� ��%0��� �����
���*�� ������� �� .,/ ������� ���� ����������
�������� 1����#���� � 2������3{

j1 j2 j9
j6 j7 j5

}{
j9 j3 j8
j4 j7 j6

}
=
∑
j′9

(−1)R (2j′9 + 1)
{
j2 j3 j′9
j4 j5 j6

}{
j1 j2 j9
j3 j8 j′9

}{
j1 j′9 j8
j4 j7 j5

}
, � �4�!5"
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• ������ ��� ��	
�� ����
��	� ��
�������������� ��������� ���� !"�� ���
#��$$�% �� &�� ��'(�  	������ )� �	�% )�*��� (−1)R�

7������ � �4�!5" ����� ����0����*�%& ���#����%& 
������0���%& ��������,
����&� ���� �������*� 0� .,/ ������ �������&��� � ���� ��������� ���� ����
 �."� $�� ���� ����� ���#��� ���� ����  ��5" �����������* .,/ ����� � ����
���������� �%��*�
 � ��	���& � ��������%� ����������% � ���� 0���� �,
��	���� �� ����  �.� 2� ���0���� 0� !,/ �����%� ��� ���#,�������� ���	���
��������� �� ���
����� ����  �.� ��������%�� ���%
�*��� 
���* �%��*�
 �����,
����� ���������
 �� ���
����� ����  ��5� � ������ $�0������� 0� � �%��*��
���
������ ��#�������� ������� !,/ ������ � �������� mk �������������� ���
������� ��������%&'�# ���%
�*���� � �'�� ������ �� ��� ��%0��� ��� �
������� ������� �%��������� mk �� �����# �%���&���"� 7�� �� ��� � � �����,
�%'�� ���
����� ��#����� ����%�� ������* ������ �
��	���� � ���������
������ 2� �%��� -��������* ������� -���� (−1)B̃ � ���� ���	���� ��
����  ��5�

			 




j1 m1

j2 m2j3 m3

≡
j1, m1

j2,m2j3,m3

�
�
��

�
�
��

=⇒
j4

j3

j5

j6

j1j2

�
�
�
�
��

�
�
�
�
��

����
����

= (−1)B̃ ·
{
j1 j2 j3
j4 j5 j6

}

����  ��53 �������� 	
�������� �
����������� ��� � ��� ���������

8���%�� ������*� 0� ������������� !,/ ������ �� � ���� ���#,�������� ���	���
���� ����  ��"� � � ���� ���%
�*����� ��� �� ������ � �%��*�� ��#���� ���� ����
�������� �� ����  ��5"� � 
������0���� �0�� ������ �������� ���� ���������,
���� 9���������*�� �
���� ��������& ����	��:����� � �;�� " !,/ ����� ��
����� �%�& ��*� ���� �%���%&'�� �
 ����� j1, j2 � j3 %��������&� %������
���%
�*����3

j1 + j2 ≥ j3 , j2 + j3 ≥ j1 , j3 + j1 ≥ j2 ,

������������ �	�
������� ���	�� 	������������� ��� 	������	� ������ ��� �	������� ����	����
� ��	
� ���� 



��� ��� ��������� ����	
��� � ��� �������
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j7 m7j3 m3

j4 m4

j8

j9

j2 m2

j1 m1

���� ����	 �������� 	
��� � 	
���� �� ����� ���	� ��
��	�� �� ���� �����


������

����� (−1)B � ��������� ������� ������� ����� !�� �� ��"��� �������#�� ��"��
�� $����% � &���� � '����� (��� % ���� ���)� * ���+&������ �������� 
������ � ,-�
��.��& 
�.� ���� ���� ������/�� � ���+&����� ������� &���� (���� ������/��� ��
���� ���) � �+�&���$� ������� �� ����� .� '�&+(��. +��������� ������� �'����& ��
�+��#�0 f(j1, ..., j9) = (−1)B(2j8 + 1)(2j9 + 1)�

������	
� �� 1�� ��� )-2 ��.��&  �& ��� ����#������. �& ��������$� '��������-
�� ���% '�������&����� (�� ����3���� � ���� ��3������� ���"��3����$� �� ����
����� �� )-2 ��.��&� ��� .� ���(�� +����.� ����.���(���� +���&����� �� '����$�-
��&���.+ ������/���0� ������� �������� �� 4�����&�������� ��+% '+��� '���%���
�� ��������$� '���������� (�����% '�������&����

((
T (j1) ⊗ T (j2)

)⊗ T (j3)
) ⊗ T (j4)�

$�� ���"�� +������0� '�� ��� �&� �� '�������&���� $�+''� SU(2)� � ��������-
.+ '����������0 ��% 3� '�������&����� �� � ������. �&� ��� '�������&���� ��+-
!����& ��� � '������'�&�3��. '�� ���	 T (j1) ⊗ (T (j2) ⊗ (T (j3) ⊗ T (j4)

))
� ����� '��

5�&� ���.5 '���.���� '��&�������&���� '��.������ ���.+&� 6&�"/�78������ �
��������.+ '����������0 ��+% ����������+0!�% '�������&����� 9������+0 4���-
��&�������� .�3�� '���������� � ���� ���$��..� �� ���� ����
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�
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�
��
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j4 m4
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j7 m7

j9
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j1 m1
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���

j7 m7

j8

j9

j3 m3

j4 m4

j2 m2

j1 m1

� ��
�
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j5

j′9

j7 m7

j3 m3

j4 m4

j2 m2

j1 m1

�
�
�
�
��

��

�

�

j7 m7

j3 m3

j4 m4

j8 j′9

j2 m2

j1 m1

�������

{
j1 j2 j9
j6 j7 j5

}
�������{

j9 j3 j8
j4 j7 j6

}

�
�

�
�

�
��

{
j2 j3 j′9
j4 j5 j6

}

�
�

�
��

{
j1 j2 j9
j3 j8 j′9

}
�

{
j1 j′9 j8
j4 j7 j5

}

���� ���	 �
�	���������
 ���	���
��
 ��� �������	����

* ��(����� 4&�.����� 4��� ���$��..� ����+'�0� ������������ ������� ���$� �� '�-
��������� ��� ������� ���% �-2 ��.��&��� 8����(���� 4�� ������� '�������& 0�� 
� ���� 5��������5� ������� ��.�������+0� '�� ��� �&� �� (�����% '�������&����

��� ������� ��	

��� 	 	� ����������	� ���

������	
��
ρ(Γ1), . . . , ρ(Γ2ν) → ρ(Γσ(1)), . . . , ρ(Γσ(2ν)) , ��������

����� ��������	� ������� � ����!��"����� ��#��� C�2ν $ ��� ��� !������	� !���%
��&���� �����'�$ ������ " !��� ������ (���� "!� ����� ����!��"����� ��� ���� �
σ ∈ S2ν )�"�"������ ���# ���#��

������	 �
����	� ������
����� 
����� Aν � C�2ν �
��(���!��"����� ρ*��������+ ��#��� Aν ! ��������	
��� !�����&������ �����,-�
" !����� ν = 1 �"������$ � ����! �����,'� " ���!����!�"� F !�!���� �� �"�� "������"

v1 = |0〉 , v2 = z̄1 |0〉 . ��������

.����$ !�#��!�� �������� � ��������

z1 · v1 = 0 , z1 · v2 = v1 , z1 · v1 = v2 , z1 · v2 = 0 ,

� ��������� ����!��"����� ρ " ����!� (v1, v2) ������!� !����	
�� �������

z1 · vi = vk ρki(z1) , z1 · vi = vk ρki(z1) ⇒

ρ(z1) =

(
0 1
0 0

)
≡ e+ , ρ(z1) =

(
0 0
1 0

)
≡ e− . ��������

/ ���0��+&�� ��� ������!��$ #�� )�� �� ����� " � "��0 ������1 $ ���"� ρ$ ������%
��	
�� ����!��"�����$ ����� ���!���0!�$ �� �!�0$ "��!�� ρ(z) � ����� ��!��0 z�
2!���0��� ����!��"����� �������� " *������� �����,��$ � �������� �����"���� �
����!��"����� ������	
�� (Γ1,Γ2) �"������+ ��#��� 3��**���� C�2

Γ1 = σ1 , Γ2 = σ2 ⇒ Γ3 = (−i) Γ1 Γ2 = σ3 , ��������

#�� σk 4 �����1 (���� � Γ3 = σ3 ��"�� ΓN+1%�����1� ������'� " !����� N = 2
�ν = 1$ q = 0�� .���"��� � �"�� �����1�� (Γ1,Γ2) ����0	 �����1� Γ3 = σ3 ��������$
� �������� ����� �� ���� ������	
��$ ����� �$ " !��� �������$ ���"���"���	�
!�����&����� �����'� ��� ��#��� 3��**���� C�3 � �������	� �� �"������� ����%
!��"������
�� / !����� ν = 2 ����!��"����� ρ *��������+ ��#��� �����,-� ��� ��������$ � "
����!�"� ����!� � )�������" �����,'� " ���!����!�"� F � " ������ ��� �� "������

v1 = |0〉 , v2 = z̄2 |0〉 , v3 = z̄1|0〉 , v4 = z̄1 z̄2 |0〉 , ������-�

��������� "������� �� ��!!����"�� �����!�" " ����������� v2 � v3�� .�+!�"�� �� )��
"������ ����������� zα$ z̄α � �!���0��� �������� � ������,�$ � ��������

z1 =

⎛⎜⎜⎝
0 0 1 0
0 0 0 1
0 0 0 0
0 0 0 0

⎞⎟⎟⎠ = e+ ⊗ I2 , z1 =

⎛⎜⎜⎝
0 0 0 0
0 0 0 0
1 0 0 0
0 1 0 0

⎞⎟⎟⎠ = e− ⊗ I2 ,

z2 =

⎛⎜⎜⎝
0 1 0 0
0 0 0 0
0 0 0 −1
0 0 0 0

⎞⎟⎟⎠ = σ3 ⊗ e+ , z2 =

⎛⎜⎜⎝
0 0 0 0
1 0 0 0
0 0 0 0
0 0 −1 0

⎞⎟⎟⎠ = σ3 ⊗ e− .

������'�



��� ��� ������� ��	

��� 	 	� ����������	�

����� �	��
�� ���	��
� ��	� ������ ������� � ������� � ������ ��
� ������� �
�

�������� ������������ 	
��� �� ����	 ����� ��	�����
� 2 × 2 ����� ���� 
�
����
 ��!�� �����"#�" ����
�����"� $��
� A � W % ��� 	
���� 2 × 2� &	
�
��
�� � ���
��
�
��� 	
��� A⊗W ��	�����
� 4× 4� �	�"#� ���

A⊗W =

(
A11W A12W
A21W A22W

)
, ���'�()�

��� Aij % 	
������ *��	��
� 	
���� A � AijW % !���� 2× 2� $�� *
�	 �������
�	������� 	
��� 4 × 4 ������
�����
 ���
��+���" ��	� ����� ������� � ������
��
� ������

(A⊗W ) · (B ⊗ V ) = (A · B)⊗ (W · V ) . ���'�('�

,��	� 
���� �������"
�� �����
�

(A+B)⊗W = A⊗W +B ⊗W , A⊗ (W + V ) = A⊗W + A⊗ V . ���'�(-�

.��	 �!���	� 	
��� 4× 4 �!#��� ��� �������
�� �� !����� 2× 2 	
���(
W V
U T

)
=

(
1 0
0 0

)
⊗W +

(
0 1
0 0

)
⊗ V +

(
0 0
1 0

)
⊗ U +

(
0 0
0 1

)
⊗ T

=
1

2
I2 ⊗ (W + T ) +

1

2
σ3 ⊗ (W − T ) + e+ ⊗ V + e− ⊗ U ,

��� !���� W � V � U � T % (2 × 2) 	
����� /���� 0�
 �����
�� ��
��	 �����	
!���� �!#��� �
����������

• ������ ���� 	
������ �
 ����� �
��������� (n·m)×(n·m) ������ A ��������
��� � ���� A = (eij⊗Eαβ) Aiα,jβ� ��� Aiα,jβ ∈ C� � eij � Eαβ � �

�������


(n× n) � (m×m) ������ � ������ �

1
	�
�	� �
� ���
��+���� ���'�('� � ���'�(-� 2 ��������� ���� ����	��
�� �
� ��� 
	�� ������������ (A⊗B) ���3 (n× n) � (m×m) 	
��� A � B ����
���
 � ���	�	
������������ Vn ⊗ Vm ���3 ���
����3 ����
���
� Vn � Vm ��	� ����� ������� �
������ ��
� �������

1����
������ � ���
��
�
��� � ���'�45� � ���'�-��� 	� ������	 ���������	��
�����
������ ��� �!���"#�3 ���!�� C�46

Γ1 = σ1 ⊗ I2 , Γ2 = σ2 ⊗ I2 , Γ3 = σ3 ⊗ σ1 , Γ4 = σ3 ⊗ σ2 . ���'�(4�

7
��� ���'�'5� ��� �	��� �������� *��	��
 � ����	 ����� �N = 2ν = 4� q = 0�
�	��
 ���

Γ5 = −Γ1 · · ·Γ4 = σ3 ⊗ σ3 , ���'�((�

� �	��
� � ���'�(4� 0��	�� ���'�((� ���
 �����
������ �!���"#�3 ���!�� C�5�
$��������	� �
� ���������� �����
������ ���'�4� ���!�� C�(1,3) � ��	�#�" �	� 
�� Γ1 = γ0� Γk+1 = −iγk �k = 1, 2, 3� �����
�� � �����
�����" ���!�� C�4

Γ1 = σ1 ⊗ I2 , Γk+1 = σ2 ⊗ σk , Γ5 = −Γ1 · · ·Γ4 = σ3 ⊗ I2 , ���'�(8�

������ Γ5 % �	�� ������� *��	��
 � C�4� ��
���� �
����
�� �
 �����
������
���'�(4�� ���'�((�� �� � ���� 
����	� $��� *�������
�� �	��

��� ��������� ����	
��� � ��� ������� ���

j1

j2

j3 j5

j6

j4

j9

j8

j7

�
��

�
��

�
��

�
�� = (−1)B′′′ ·

{
j7 j8 j9
j2 j3 j1

}
·
{
j7 j8 j9
j6 j5 j4

}

���� ���	
 ������� ��	�
 �� 	
������� ������ ���
�
������� �� 
����
����

������	
� �� �������� �� ���� ���� ���� ���� ������������ ��� ���������
��������� � ��!����� ��� "#$ ������� � ���� �����!����% ������ &�� '�� � ����
������� � '��� �������� m1 = j1 � ��������������� ����� ��!������ ��� (#$

�������
(
j1 j2 j3
j1 m2 m3

)
) ����!�� �!������� � *������"+�

������	
� �� ,������) ��� ���!��������% ����!����) �����������-.�% �#$ ���#
����) ����!������� �� ���� ��/) ������ � �������� ����0���������� ��� �����!�� �
�!���������� ����!�1 �!����������% *�!������ � *��	��"++[

T (j1) ⊗ (T (j2) ⊗ T (j3)
]
13
⊗ T (j4)

)
24

=
(
T (j1) ⊗ T (j2)

)⊗ (T (j3) ⊗ T (j4)
)
. *��	�(2+

3���� � ����% ����� ������ [...]13 � (...)24 ��������-� �������������� �!�������� 4�!#
���� 5���6�78�!���� *�������+ � ������- �!����������% T (j1) � T (j3) � T (j2) � T (j4)�
&����� ������� ����0���������� �!������ � ������!��� �������� �� (#$ �������)
����!��  !�4������ ����!���� �� ���� ���" *����� ������6����) �!����������� �
�� ���� ���+)  �� � �!���% ����� ����� ����%��� �������0�� �#$ �������� *�1 ��!�#
������� ���� �� ���� ��/+) � f(j1, ..., j9) 7 ������!�� �!��������� 4���0�� �� ������
jk) � ��������� ����!�.�� 4������ 4����!��

�
�
�
�
��

����
�
�
��

j7 m7 j3 m3

j4 m4

j8

j9

j2 m2

j1 m1

=
∑
j8,j9

f(j1, ..., j9) ·
{
j3 j1 j5
j6 j8 j7
j4 j2 j9

}
·

��
�
�
�
��

�
��

��

��

�
��

�
�
�

j5

j7 m7
j3 m3

j4 m4

j6

j2 m2

j1 m1

���� ���"
 ����
��	���  ���	������
� !	���
� �		�"
��
���	�
 ��� � �������
� ��

	
������

9������) ������ ��'44�0����� � �!���% ����� ������6���� �� ���� ���" �� �� ����
��!���� ��!�� �#� �������) ����!������ �� ���� ��/� &�%����������) ���.����#
��� �� � �!�0���!�) ��� � �!� ��!�1��� �� ������6���� �� ���� ��� � ������6���-
�� ���� ����) �� ����) ��!������ �������% �����! *��� ���� ���2+ � �����!� �� �!�#
��% ����� !�������� �� ���� ���") � ����� ���!������ ��� ����� � '��� ��������
�����!��) �� � ����% ����� !�������� �� ���� ���" �������  !�4) �������-.�% �
��� !����% *��� ���� ��/+ ��� �#$ �������) � � �!���% ����� ���������� ����%���
�������0�� �#$ �������� � ��'44�0������� � ���� ����!������1 ���!��� 6���� (#$
��������) ����������1 � ����.�- 4�!���) ��������1 �� �������1 ��� � ��	


∑
j′8,j

′
9

f(j1, ..., j7, j
′
8, j

′
9) ·
{
j3 j1 j5
j6 j′8 j7
j4 j2 j′9

}
·

	 

� �� �j9j′9

j1
j2

j3

j4

j7

j8j′8
=

{
j3 j1 j5
j6 j8 j7
j4 j2 j9

}
· f(j1,...,j9)·(−1)B

(2j8+1)(2j9+1) �



��� ��� ��������� ����	
��� � ��� �������

� �����	����

 � ��
� ��� �
���� ����� ���	�	�
�� � ������� ��������{
j1 j2 j4
j3 j5 j6

}
=

(−1)B′√
(2j4 + 1)(2j6 + 1)(2j5 + 1)

∑
m5

〈j1, j6; j5, m5|j4, j3; j5, m5〉 , �� ! "�#

$�	 B′ = j1 + j2 + j3 + j5 � ��	����	� ����%&�	�	 �� '��	� 
�����&��%�� 
�	���
��� ���	�	�	�
	 

• ������ ��� �	
��	�� �
	���� �������� �	���� ��������� �����	�
�
 �	
�
 ������ 〈j1, j6; j5, m5|j4, j3; j5, m5〉 ����
	
� ������!�  ������"��

( ������� ������)	�
* �� ! "!# �����
	 %���+
%�
�����
 �� ! ",# ��� �%-�	
.
� � /# �	�	�
���%	��* � �	��
�%0 ��� �
������ 1��$
�
 ����%�
 ��� �
�����
����&�%2�� ���	�	�*�� -����
+
	��� � �����

 %���+
%�
�����
 �� ! ",# ��* �	��
&����$� ���
&�	�	�
* ��	0 ��	���%��	�
3 �� ! ��# 4������ ��� �
����� 
��$�% �%�
&��%�� %���+
%���%�
 5����
	 %���+
%�
�����
 ��	���%��	��	 �% .
� � / � �	��
�
�%0 ��� �
������ � $�%�
2	�-�� �
�	 
&�'�%�	�� �% .
� � �" 

�
�
�
�
�

���
j5 m5 j3 m3

j4

j2 m2

j1 m1

= (−1)j1−j2−j3−j5
∑
j6

(2j6 + 1) ·
{
j1 j2 j4
j3 j5 j6

}
·

��
�
�
�
�

�
��

j5 m5 j3 m3

j6

j2 m2

j1 m1

.
� � �"� ������� ����	��
�����
� ������� ���� ���� ���� ������������ � 
�����
��� ��� ���������

• ������ �#� �
�� ���� �
$ %� �	
&���	
$' ��
  �	 ��	�(
�� 
� �

��
)���
�� *�� ��+ � �����	�
�� �

��
)��, �� *�� ��-�' �
�� ��� �
%�����
'
 
.	�%���
� �� *�� ��-#' ��� B′′ = (j1 + j2 + j3) + 2(j4 + j5 + j6) mod(2)�
/�� ���0 
�	� �� ��� ���)�� �� � ���
$ ���� �

��
)��� ����	�
�	���
�����' �
��� ���
 ����� ����� �	
.	���� ����
	 (−1)B′′

' �  ����
���	���� 
.� ���� � ��1 ���
�
��

j1 m1

j4

j6j5

j3 m3 j2 m2

�
��

�
��

����
���

		 



= (−1)B′′ ·
{
j1 j2 j3
j4 j5 j6

}
·

			 




j1 m1

j2 m2j3 m3

.
� � �,� ������
�� �� ����
!� 
��� ��� ���������

• ������ ��� 2
�� ���' ��
 ���	���' ��
���	�	
�����$  )��� ��1 ���
�
�
 �
�� ����$ �� *�� ��-�' �� �������� �
��� ���	������� +�1 ���	�
���
�' ��� ��� ��	�%����� � ��� �	
 ������ ���( ��1 ���
�
� � ����
(−1)B′′′

3 ���
�
	�$ �� 
��$ ����
	'  ����4$ 
� ��.
	� 
	����&
	�.�	 �� �	��� � ���
$ ���� *�� ��-��� /�� ���0 �
��
�� 
������ �
%���
���
�' �	������������ �� *�� ��-#�

��� ������� ��	

��� 	 	� ����������	� ���

�������	
 ��
�����
��� ���
�� C�2ν ��� ���
�� ����� ������������� ���
��
���� ν ������ ��� �
� ��� � ��
�����
��� ���� ���
�� � ����	� ������ ν = 1, 2
�� !���
�	 ���" #������$�� �% & '(" ��
����	� ������� ������
�� �� ����)
�����$ 2ν × 2ν � � ��
���� �����$� A(1) ⊗ A(2) ⊗ · · · ⊗ A(ν)� ��
 A(i) * �����$	 2 × 2�
�����

A(1) ⊗A(2) ⊗ · · · ⊗ A(ν) =

(
A

(1)
11 · (A(2) ⊗ · · · ⊗ A(ν)) A

(1)
12 · (A(2) ⊗ · · · ⊗ A(ν))

A
(1)
21 · (A(2) ⊗ · · · ⊗ A(ν)) A

(1)
22 · (A(2) ⊗ · · · ⊗ A(ν))

)
.

+�����,�� ��
� �����$� (A(2) ⊗ · · · ⊗A(ν)) ��

� ����
����� 2ν−1 × 2ν−1 � �����

A(2) ⊗ · · · ⊗ A(ν) =

(
A

(2)
11 · (A(3) ⊗ · · · ⊗A(ν)) A

(2)
12 · (A(3) ⊗ · · · ⊗ A(ν))

A
(2)
21 · (A(3) ⊗ · · · ⊗A(ν)) A

(2)
22 · (A(3) ⊗ · · · ⊗ A(ν))

)
,

� � � !�� ���� ��

� �
�� ��)���� ������-�

 �% & '&".

(A(1)⊗A(2)⊗· · ·⊗A(ν))·(B(1)⊗B(2)⊗· · ·⊗B(ν)) = (A(1)·B(1))⊗(A(2)·B(2))⊗· · ·⊗(A(ν)·B(ν)) .

/�

� ����
 ������ 0����� �% & '1".

A(1) ⊗ · · · ⊗ A(k−1) ⊗ (A(k) +B(k))⊗ A(k+1) ⊗ · · · ⊗A(ν) =

= A(1) ⊗ · · · ⊗A(k−1) ⊗ A(k) ⊗A(k+1) ⊗ · · · ⊗ A(ν)

+ A(1) ⊗ · · · ⊗A(k−1) ⊗ B(k) ⊗A(k+1) ⊗ · · · ⊗ A(ν) .

2���	��� ��� 0�����	� ��
�����
��� �% & 3%" � �% & 34" ������-�� �� ����)
ν > 2 �
��-��� �������.

zα = σ3 ⊗ σ3 ⊗ · · ·σ3︸ ︷︷ ︸
α−1

⊗ e+ ⊗ I2 · · · ⊗ I2︸ ︷︷ ︸
ν−α

, �% & '%"

zα = σ3 ⊗ σ3 ⊗ · · ·σ3︸ ︷︷ ︸
α−1

⊗ e− ⊗ I2 · · · ⊗ I2︸ ︷︷ ︸
ν−α

. �% & '�"

5����
 ��
�����
��
� ��� � ��������� ����
�� 2ν��
��	� !��
�����
������
(v1, . . . , v2ν ) �����	� 0������� �
������ �% & 14"� �����
�����-��� �% & 3&"� ���
������) ������ �% & 31" �
�����
�� ��������
 ��
�����
��
 �% & '%"� �% & '�" ���
ν��
���) ���
��	 ������	� 0
�������� ���
� �	�� �����
�� ���������	� ����
��� !��� (v′1, . . . , v

′
2ν−1) * ���
��$�� �����	� 0������� �
������ �% & 14"� �
���

������� ��� �����
��� ��
�����
��� �% & '%"� �% & '�" � ����
 (ν − 1)��
���) ���
�
��	 ������	� 0
������� {zα, z̄α} (α = 1, . . . , ν − 1) 5������ � ���) ���
��
 
�

���� 0
����� (zν , z̄ν) � �
��
� � ���
�
�
��� �% & 14" �
������ (v′1, . . . , v

′
2ν−1) ���
�

�� �
� ��
������� ����
��� z̄α → z̄α+1 6� 
��� � �������
���� �% & 14" �
��
�
��
����������


|α1, . . . , αk〉 → |α1 + 1, . . . , αk + 1〉 ⇒ v′k → vk (k = 1, . . . , 2ν−1) .

+ �
�������
 �	 ������
� ���	) ����� 0������� �
������ (v1, . . . , v2ν−1) !������
�� ���� �
������ 
�
 ���� ����� �� 2ν−1 0������� �
������ �
��-��� �������.
v2ν−1+k = z̄1 · vk� ��
 k = 1, . . . , 2ν−1 6���� ���
�����
������ �� 2ν �
������

(v1, v2, . . . , v2ν ) ≡ (v1, v2, . . . , v2ν−1 , z̄1 · v1, z̄1 · v2, . . . , z̄1 · v2ν−1) ,



��� ��� ������� ��	

��� 	 	� ����������	�

���� ���	
���� �������	��������� ���
��� ����	��
� 	������	 ��� �������
�
� ������� ������� 
 ������! �������	��
� �����"� # �����"� 	 ���$�� ν%����& ��%
'���� �	������ ����
��	�

• ������ ���� 	
����� �
������� ����������� �
����� ��������� ��
�
�
�
����� �������� �� ������ ������ ��

(����
�# $�� �������	��
� �����"� # �����"� ��)� ���)� ������
�� � �������
���'�& ������& 
����
	�& ���*������ +�� ���*����� �����$����� 	 ����������
,���� ����
*� �����"� 
 �����"� ����
���� �������	��
� ��'���� Aν ����
���
��*
�������	 {zα, zβ} (α, β = 1, . . . , ν)# ��'�� 2(ν+1)%����� �������	��
� ρ′ ��'����
�	������ ����
��	 Aν+1 ����
��� �������
� �������

ρ′(zα) = zα ⊗ I2 , ρ′(zα) = zα ⊗ I2 , (α = 1, . . . , ν) ,

ρ′(zν+1) = Γ2ν+1 ⊗ e+ , ρ′(zν+1) = Γ2ν+1 ⊗ e− ,
�����"� 

'�� -����� Γ2ν+1 ��	� ������ ��
��� -������ ������. ��� ���$�� q = 0#N = 2ν#

 	 �������	��

 �����"� # �����"� � ������� �����!� �� 
���� ���� ���)� �/�"�!�  

Γ2ν+1 = (−i)ν Γ1 · · ·ΓN = (−iΓ1Γ2) · (−iΓ3Γ4) · · · (−iΓN−1ΓN) =
= (z1z1 − z1z1) · · · (zνzν − zνzν) = σ3 ⊗ σ3 ⊗ · · ·σ3︸ ︷︷ ︸

ν

, �����". 

����	
�� � ����
*��
 Γ3 	 ������� 
 Γ5 	 �����"" # ������� ���
 ����$�� ���
$����� ���$��	 ν = 1 
 ν = 2 �

• ������ ��!� ��
�����" �
 ���� {zα, zβ} 
�����# ��$���� ��
�
���% &����
'
�
� Aν � 
������(#)��� �

�
*���(�� �����+��" 
 
����
�� �����,�� ��'
�����# ��$���� Aν+1 � ��� �� 
������(#)��� �

�
*���(��� -�%
�( ��
�����������( �������� ��( C�2" � �
�
)�# ��������
. ��
/����� �����,��
�
��
�� ������������ �����,�� � �����,0� ��( C�2ν � ��
����� (��
" �


����
�� �����,�� � �����,0� ��
����
�(# �

�
*���(� �����+���

0���# ������	��� ����
*� �����"� # �����"� 	 ��	���	� �����!� # ������� �	���%
	��� ��������
� Γk ∈ C�2ν � ����������
 �	������ ����
��	 zα# zβ# �� ����$���
����
$�� �������	��
� ��� ��������
� Γk1

Γ2α−1 = σ3 ⊗ σ3 ⊗ · · ·σ3︸ ︷︷ ︸
α−1

⊗ σ1 ⊗ I2 · · · ⊗ I2︸ ︷︷ ︸
ν−α

, �����/2 

Γ2α = σ3 ⊗ σ3 ⊗ · · ·σ3︸ ︷︷ ︸
α−1

⊗ σ2 ⊗ I2 · · · ⊗ I2︸ ︷︷ ︸
ν−α

. �����/� 

3�'���� 4�	��)��
� ����� ���� 2ν%����� �������	��
� ��'���� C�2ν ���
	�%
�
��# � 	�� ���'
� 2ν%����� �������	��
� ����$����� 
� �'� ���������	�
��

-�	
	�������
 �	���$�� 	�� �������	��
�# 	��
����
� 	 ���������� ��������%
	�� �����	 k � ��������
� Γk5 ��� ������"  � ,������	��
� ��'���� 6�
������
C�2ν # ��
	����� 	 �����/2 # �����/� # ���� �������� 7�8���-��� 
 9�:�&��� 	 ;��<�

��� ��������� ����	
��� � ��� ������� ���

�������	
��� �	����
���� ���� � 	��
����	 ��
���	� �����	���	 �	�����
	��	
���� ��������� ���
����� �	����� ��	�	� ����	������ ��������� ! �	���� �	�"
�� � �#	�! ����$! ������%	��$ �� ���� ��& � ��
����%���$ ���
�� � �	�����'
���#�(	�� � �� ���� ����� ��	��� #��	� ���������� ���' ��� � ���
����� �	����
��	 ��	%��	 
���� #���� �!��$)����

∑
m6

(−1)j6−m6

(
j3 j2 j6
m3 m2 −m6

)(
j1 j5 j6
m1 m5 m6

)
=

��
�

�
�

�
��

j3 m3 j5 m5

j6

j2 m2

j1 m1

���� ����* ��������	
� ������������ ������
�
 ���
���

+���� �
	�� ���� ,�� �������� �� �������! ���� � ����� ��$����$ ��	��� �	� 	!
-". �����
��' �����$ �	�����
$	��$ � ���	 �	��,��' � ���
���� ���� ��/ �����$
��	��� �����	�����	� /". �����
� ��#����	 �������	 �� ���������� ������ jk � ��
��	���0�1 	#	�� 2 � ����� ����� ���� ���� ����� �������	� ����� ��,���0�	����[
j1 j2 j4
j3 j5 j′6

]
' ����(	�� ! �� ���
$� 	 �������� ' ���� 	 �����	�����1� �����'

���#�(	�� � � 
	��� ����� ������%	��$ �� ���� ��3�	 


�
�
�
�

�
�

�
�

� �
��� ��

�

j4
j2

j6j3

j1

j5

= (−1)2(j1+j2+j3) ·
j5 j1 j6

j3

j2
j4�

�
�
�
�

�
�

�
�

�

				






�

�
��

 

�
= (−1)2(j1+j2+j3) ·

{
j1 j2 j4
j3 j5 j6

}
.

���� ����* ����������� ����	� ���
� ���� �

�
����� �� ���� ����

+���� �#����' ������%	��	' �	�����
	���	 �� ���� ��&' ���
	 ��	��� � ���
�"
� � �	����� �		��� ��	��$ � ���	 ��	����� �
$ ���
$� ! ����������' ���
,�� ���#�(	�� �� ���� �����

(−1)2(j1+j2+j3) · j5 j1 j6

j3

j2
j4

�
�
�
�
��

�
�

�
�

��

				






�

���
����

 

�
= (−1)2j1∑

j′6

√
2j′6+1

2j4+1

[
j1 j2 j4
j3 j5 j′6

]
· �� ��

�
j2

j3

�j′6 �j6

�� ��
�
j1

j5

���� ����* ����������� �	������� �
��� �

�
����� �� ���� ����

� ���
	��	 ����������� ��	��� �	� 	! -". �����
�� �� ����� ����� ��	�����
�� ���� ���� # 
� ��	
��� �� ���� ��3� 4������
$$ 	��
���� � ����1 ����� �"
�	����� �� ���� ���� � ���� ��$ ��' ��� �������� � 
	��� ����� ,���� ��	�����'
��	1)�� �	�����
	��	 � ���	 �	��,��' �����	�����	� /". �����
� ���� ���� �����'
� �������	
��� �		��� ��	� ��(�	����' ���#�(	���	 �� ���� ����' � ���	 �	"
���� ��	����� � ���3�-3�� ����	 ��	����� � ���3�-3� �
	��	� �� ����
 ���3�-���

�����	
��� ���
���� 5��	(�	��1 ����� ����$ ����� � ���3�-3� �	 ������� �� m5�



��� ��� ��������� ����	
��� � ��� �������

��� ������� mi	m
′
i 
��
�������� �
������ ����� �
� ���������� ����

�� � �������� m′
1	m

′
3	m4	m6 ���� ������������	 ������� j1	j3 
��
����


��������� ������	 ������� j2, j4, j5, j6 
��
���� ��������� ����� �
�
���������� ���� � �������� j6 ���� ������������ �

����������
����������
�������

�

�

j1

m1

j2

m2 m4

j4

= 〈j1,m1; j2, m2|j4,m4〉 � � � � � � � � � � �
� � � � � � � � � �

����������
����������

��
�
�
�
�

�
�

�
�

j3

m3

j1

m1

m′
1 m′

3

= R(j1, j3)
m1m3

m′
1m

′
3
= δm1

m′
1
δm3

m′
3

�

� � � � � � � � � �
� � � � � � � � � �

����������
����������

� �

j6

j4

j2 j5

j3
j1

= (−1)j2+j5−j4−j6

[
j1 j2 j4
j3 j5 j6

]
= � � � � � � � � � �

� � � � � � � � � �
����������

����������
� �

j6

j4

j5 j2

j1
j3

.

��� ���	
���	����� �� ������ SU(2) ���� ������ � ����� �� ��������� � ����
�� �	 j6�  ���	 ����� �	�!���� �"#$#%%� �!�� ��
� ��� �	��	����� �����������
����	�	 &��	 ����� ' ������ (��� �	��	���� � 
�������� ���	���� (−1)j5−m5 T j5−m5

·
T j1m1

· T j2m2
· T j3m3


�!�� SU(2)���������	�# )���� 	
���	�� *		��	+���� �"#$#%%� ����
���� �		��	+����� ���!� ����	���� &�	�	 ������ �	�	�	� !�� �	���!�,-��	 �!	
�	
����������  �������� %�. ���	�	 �"#&#/��0∑

m4

(−1)j4−m4

(
j1 j2 j4
m1 m2 −m4

)(
j4 j3 j5
m4 m3 m5

)
=

= (−1)2j1∑
j6

√
2j6+1
2j4+1

[
j1 j2 j4
j3 j5 j6

] ∑
m6

(−1)j6−m6

(
j2 j3 j6
m2 m3 −m6

)(
j1 j6 j5
m1 m6 m5

)
.

�"#$#%&�

1!��� !�� ��������� 2��		�	 2���	�� �� 	��	���	����� ���	���� �"#$#"��# 3
�	�	-�, !�������	 ������� ���# ������� "#� � "#"� (�	 �		��	+���� ���2������
��	
�������� ���� ��� �	�����	 �� 4��# "#/ �!�� !����� +��	 ��� ����� �!	
�	
�!����� ������ ��!���� ������	���� j6 → j′6�#

�
�
�
��

���
j5 m5 j3 m3

j4

j2 m2

j1 m1

= (−1)2j1∑
j′6

√
2j′6+1

2j4+1

[
j1 j2 j4
j3 j5 j′6

]
·

��
�
�
��

�
�

j5 m5 j3 m3

j′6

j2 m2

j1 m1

4��# "#/0 ��������	
� ������������ ���
��� ���
������
�� ���������

�����	
���� ����� �
���������

[
j1 j2 j3
j4 j5 j6

]
� ���
�� 
������ � ���������! ��"

�
������
�� �������� � ��������� � 
��
��# �
 ��	

�
$
 ��	
���  �����%�$


 ����
� jk� ����� &"' ��(�
��(){

j1 j2 j4
j3 j5 j6

}
= (−1)j1+j2+j3+j5√

(2j4+1)(2j6+1)
·
[
j1 j2 j4
j3 j5 j6

]
= (−1)j1+j2+j3+j5√

(2j4+1)(2j6+1)
· 〈j1, j6; j5, m5|j4, j3; j5, m5〉 .

�"#$#%$�

�������������� 5	����� !�������� !�� ����	�� &��	 ����� �� ���	 ����� �		��
�	+���� �� 4��# "#/� �!�����  �� 	
�����, ������ j′6 → j6 � 	������ (�� !��������

��� ������� ��	

��� 	 	� ����������	� ���

• ������ ���� 	
��
���� ��� � ����� ����� N = 2ν ����� ������� �����
ΓN+1 ∈ C�N � �
��������� ��������� ��������� �� ��� ���
��� ����� !��
��������
"� ������#��"�

Γ2
N+1 = I , [ΓN+1, Γm]+ = 0 (∀m = 1, . . . , N) . �������	

• ������ ���� 	���
���� �
�������� ��$%
� &��''�
�� C�2ν � ��
���� ���(
%���� '
����� �
�$�� �����%�� ��
����� � �����)���

zα =
1

2
(Γα + iΓν+α) , z̄α =

1

2
(Γα − iΓν+α) (α = 1, . . . , ν) ,

���%�
���" �
�$� 
�*%��� ���+���� �%
�*�,-�. ��$%
� C�2ν �� ��
$
������ 	�"������ ����� ��� �
�������� �������" / ��������� ��������
�
������/�� �%
�*�,-�. Γk�


� ����� ��� ������ ����� σi ��� Γ�������  ������������ �������	 �������	
�����!� ��"��� Γ∗2α−1 = ΓT

2α−1 = Γ2α−1 � Γ∗2α = ΓT

2α = −Γ2α #����$� ��%�� �����
���& ����$� �'�����

Γ∗m = ΓT

m = (−1)m+1 Γm . ������(	

)���� ���� �$ ����� ������*���� (Γk)
2 = I2ν � �� Γ�������$ �������	 �������	

+�����$ � �������$

Γ†k = Γk , Γ†k Γk = I2ν . ������,	

������	
� �� -�� ��#������&��� ������.���� �����((	/ C�2ν = Mat2ν (C) ��������
���� ���������� ��%�� �����0�$�� ���������  ����'�� Mat2ν (C) � +���������
����'�$ C�2ν � ����& eij (i, j = 1, 2) 1 �����0�$� ������$  Mat2(C) ����� �����0�$�
������$  Mat2ν (C) ��%�� �������&  ���

ei1j1 ⊗ ei2j2 ⊗ · · · ⊗ eiνjν =
ν∏

α=1

e
(α)
iαjα

, �������	

e
(α)
iαjα := I

⊗(α−1)
2 ⊗ eiαjα ⊗ I

⊗(ν−α)
2 , �������	

2��������� ������ �������	 � ���������&�� � ������ �������	  �������3 ��'���$3
.������� ���#� $������ �� ������������ �����,�	 �����,�	

e
(α)
11 = zα zα , e

(α)
22 = zα zα , e

(α)
12 =

α−1∏
β=1

[zβ, zβ] · zα , e
(α)
21 =

α−1∏
β=1

[zβ, zβ] · zα . �������	

4�#���� $��%�� � ����5&! .����� �������	 ��'���$� .������$  �������3 �'�
����!5�3 Γk ∈ C�2ν � �����&��� ������� �������	 �������	 �$ ����������� ��
��� ���������� ��%�� �����0�$�� ���������  ����'�� Mat2ν (C) � +���������

����'�$ C�2ν � 6������ 0�� ��������&�$� ������$  �������	/
∏

α e
(α)
iαiα  $��%���$�

 �������3 ��'���$3 .������� ���� �'����!5�3 ����'�$ C�2ν	 � ����5&! ��3
���$3 .�����  �������	 �'����!� �����! ������� ��������$3 ����������� ����
��������� �����	  ����'�� )��..���� C�2ν �



��� ��� ������� ��	

��� 	 	� ����������	�

�������	
� ����	 ����������� �����	� ��
���	�� C�N � ��	�������
�
 ���
�������
��
 ����� ! " ���#��$ ����� #
��� ��	�%���
& Γm ∈ C�N ��#���� N = 2ν+1�
' (��� ���#�� ���)* ��
��)* (������ �(������ �����+�! �	
 q = 0, ��� ���-� ���.���!!

ΓN+1 = (−i)νΓ1 · · ·Γ2ν · Γ2ν+1 ∈ C�2ν+1 . �����/�!

�"������ 0���	���)� " �����	� C�2ν+1 
 
% ����"
� ���.���!1 Γ2
N+1 = I �������$ #��

�� 
���� ����� �"� �����"���)& %��#��
� ±1� 2���� �������� ����� 3�	� " ���	
�
"��
��� ����������� �	�����"���

 �����	) C�2ν+1 (������ �����/�! ���-�� �)�
�	���	0
������ ��
�
#���� (������� 
 ��(��
0
��� �	���	0
��������
 �	
�
�
���� ����� ���� 
% (�
& �"�& %��#��
*� 4	��
�
 ���"��
$ �����	� C�2ν+1 
���� ��
�	�*��* ��	� �"� ��
-� �) ����-��$ #�� 
& ����� �"�! ��(�"
"������)& ���	
�
"��
�)& �	�����"���
� ρ+ 
 ρ−$ ����	)� &�	����	
%����� �"��� 	�%�)�
 "�%��-�
�)�
 �����"���)�
 %��#��
��
 0���	������ (������� ΓN+11

ρ+(ΓN+1) = + I+ , ρ−(ΓN+1) = − I− , �����/ !

��� I± 5 ��
�
#�)� ���	���	) " �	�����"���
�& ρ±� 6��%��� ���������
��

�����/ !$ � ���-� ��	������
�� ΓN+1$ ����	�� ���� " �����/�!$ �) ��-�� ")	�%
� �"
���	
"��
��� �	�����"���

 ρ+$ 
�
 ρ−! ���� 
% ��	�%���
& Γm ∈ C�N $ ���	
��	
��������� ��	�%����� ΓN = Γ2ν+1$ #�	�% �	�
%"����
� �	��)���
& ��	�%���
&
Γm (m = 1, . . . , N − 1 = 2ν)1

ρ+(Γ2ν+1) = + exp(− iπ
2
ν) ρ+(Γ1 · · ·Γ2ν) ,

ρ−(Γ2ν+1) = − exp(− iπ
2
ν) ρ−(Γ1 · · ·Γ2ν) ,

�������!

��	�"�
�� (�
 	�"����"� � 
%���	�
%��� ���.���! ��� (������� Γ2ν+1$ 
�
 � ��	���
��* ������ ! " ���#�� q = 0 
 N = 2ν!� ' #�������
$ ���
 �	�����"���
� ρ+ 
 ρ− ���
��������	) C�2ν ⊂ C�2ν+1 � ��	�%���
�
 {Γ1, . . . ,Γ2ν} ��"������ 
 	���
%����� ���
2ν���	��� �	�����"���
� ρ ����	
��	$ %������� " �����/�! 
 �����/�!!$ �� ��(�"
"��
�����)� �	�����"���
� ρ+ 
 ρ− ��� "��* �����	) C�2ν+1 ����� ���
#���� �����
%����� " ��	������

 ��������* ��	�%����* Γ2ν+1 ���� �������!!

ρ+(Γ2ν+1) = +(−i)ν ρ(Γ1 · · ·Γ2ν) , ρ−(Γ2ν+1) = −(−i)ν ρ(Γ1 · · ·Γ2ν) . �������!

7���$ �������� 	�%�������$ 
%��-���)� ")��$ �) 
���� �"� 2ν���	�)& ���	
"��
�
�)& 
 ��(�"
"������)& �	�����"���
� ρ+ 
 ρ− ��� �����	) C�2ν+1$ ����	)� ���
#��
���� �������� �����/ ! ����� %��#��
��
 (+1) 
�
 (−1) ��� 0���	������ (�������
ΓN+1$ %�������� " �����/�!�

8����
� ����	$ #�� 
%���	�
%� ���.��/! ��� �����	) C�2ν+1 � �#���� ���-����"�
���
� �����..!! %��
�)"����� " "
��1

C�2ν+1 = Mat2ν (C)⊕Mat2ν (C) . ������+!

9����� " ����"����"

 � ���	���* '����	�:	�� ����� �������$ #�� �����	� C�2ν+1

�����	����� 2����$ ��� �����	) C�2ν+1 �� ��#���)� #
���� ��	�%���
&!$ ���-� ���

 ��� �	����* �����	) C�2ν $ �	
���
�� ��-����"� �;�.��.!$ ����	�� " ������ ���#��
%��
�)"����� " "
��

22ν+1 = (2ν)2 + (2ν)2 , ������.!

��� ��������� ����	
��� � ��� ������� ���

j3 � �����	 �	
����� �����
��� j4� j5 � j6 � �� ��	��
� �� �������� m5� �����
���� � �������� ��� ����������� wα � ���������  �  ��������
 �� ��������
���	��!��� �"����� �� �����	 jk ��	�� ��� � #$% ���	�!��� &'���''(�

)������
 � �*�"� ���� �*+��� �!"��
� ,������ 	������ &'���'-( � &'���'.(� ���$
�+�� � �� � �� �� �	����	� ���!� j5 � m5� �	
���  �"� �  �"���� ��� �� ��� �
	 ������������� 	/� ������� �!"��� &��� &'���0�((� �������� !������ ����*��$
��	�����1

|j4, j3; j5, m5〉 =
∑
j6

[
j1 j2 j4
j3 j5 j6

]
|j1, j6; j5, m5〉 , &'���0�(

� � 	 ������	� ������������	 &���!���	 wα( 	��"���� ���	�!� ������ ���!����
&'���0�( ����� ��� ���	��� 	 	� � ���������� �!������

〈j1, j23; j5, m5|j12, j3; j5, m′
5〉 =

[
j1 j2 j4
j3 j5 j6

]
δm5,m′

5
, &'���0'(

� � j12 = j4 � j23 = j6�

�����	
���� ����� ����������	


[
j1 j2 j4
j3 j5 j6

]
� ��������� �������� � ��������

�� ������	 �	 ������� m5�

�������������� 2����� ���

|j12, j3; j5, j5 − 1〉 = (2j5)
−1/2e−|j12, j3; j5, j5〉 ,

� ����/��

〈j1, j23; j5, j5 − 1|j12, j3; j5, j5 − 1〉 = (2j5)
−1〈j1, j23; j5, j5|e+ · e−|j12, j3; j5, j5〉 =

= (2j5)
−1〈j1, j23; j5, j5| 2 h |j12, j3; j5, j5〉 = 〈j1, j23; j5, j5| j12, j3; j5, j5〉 .

3���� �*������ !�	� ����� &'���0'( ��	�� ��� ��� m5 = j5 � m5 = j5 − 1� 4�����$
��!���	�  !
 *�!�� ������ m5 ���	� ���
 �� �� "�����

5 "����� ������/���� &'���'-( � &'���'.( � ����� ��� 	������ |j1, m1〉 ⊗ |j2, m2〉 ⊗
|j3, m3〉 �*���"�� *���� 	 V� ��	����	� &'���0�( �������	����
 	 	� �∑

m4

〈j1, m1; j2, m2|j4, m4〉 〈j4, m4; j3, m3|j5, m5〉 =∑
j6

[
j1 j2 j4
j3 j5 j6

] ∑
m6

〈j2, m2; j3, m3|j6, m6〉〈j1, m1; j6, m6|j5, m5〉 .
&'���00(

• ������ ��� � 	�
�� ���
����� ��������� ��
�������� �������
��
 �������� � ����
���
� � ���
 ���
!��"��#$ ��� 	����
��% &����'� ��
��� (��)

� � � � � � � � �
� � � � � � � � �

� � � � � � � � �
�

���������
���������

���������
�

��
�
�
��

�
�

�
��

� �

j3

m3

j1

m1

m′
1 m′

3

j5

m5

j2

m2 m4

j4

= ��
��

�
��

� � � � � � � � �
� � � � � � � � �

� � � � � � � � �
� � �

���������
���������

���������
���

� �

j6

m6

j4

j2

m2

j5

m5

j3

m3

j1

m1



��� ��� ��������� ����	
��� � ��� �������

�����	
�� �� ���
������
� �� ���
���� �������� |j1, j2; j4, m4〉� ��� m4 = m1+m2 

|j1− j2| ≤ j4 ≤ j1+ j2� � ����� ��
���
�� ������� �������������� � ���
������
 
|j1, j2; j4, m4〉 ⊗ |j3, m3〉! " ���������� �� ����#���
|j4, j3; j5, m5〉 =
=

∑
m1,m2,m3

(|j1, m1〉 ⊗ |j2, m2〉)⊗ |j3, m3〉〈j1, m1; j2, m2|j4, m4〉 〈j4, m4; j3, m3|j5, m5〉 ,
$%!&!%'(

��� ������
� m4 = m1 +m2 
 m5 = m1 +m2 +m3! )�
 ��� ���
���* �������� �
���������
 #
����
 j5, m5 ��	�� ���� ��������� + ��
 ����
#� ��, ���#��
,�

�����	���#���� ��
�� j4! -�����
#��� �����. ������ ���� #����, � ���� #�� ���/
���� �����	��
, �������������� $%!�!���( ��
���,���, ���#��� � ���
������
 
|j2, m2〉 ⊗ |j3, m3〉� � ����� �	� � ���
������
 ������� |j1, m1〉 
 �����	���#����
0��,������� �����,�
,1 |j2, j3; j6, m6〉2
|j1, j6; j5, m5〉 =
=

∑
m1,m2,m3

|j1, m1〉 ⊗ (|j2, m2〉 ⊗ |j3, m3〉) 〈j2, m2; j3, m3|j6, m6〉〈j1, m1; j6, m6|j5, m5〉 ,
$%!&!%3(

���m6 = m2+m3 
m5 = m1+m2+m3! 4����� ��
�� �����	���#��* �����,�
. ����/
�� ������#��� ��� j4 = j12 
 j6 = j23! 5���� 
 ������ ����
��� � ����* #���,* ������
$%!&!%'( 
 $%!&!%3(� �� 
��������� ����� 
�������
���� ������#��
, |j4, j3; j5, m5〉

 |j1, j6; j5, m5〉 ��, �������� |j5, m5〉 ��,������� ���
��! 6�� ������� ��, ����� #��/
�� ����
#��� ����7� �����, ��������� 7
� ������� |j4, j3; j5, m5〉 
 |j1, j6; j5, m5〉�
������� ����#� ��, � ����7� ����
#��* �����	���#��* ��,�����* �����,�
.!
)�,��
� ��������� �����	���
� ����� ��������� ��, #��� � ��#����� 
�� ����/

8

 ��������
� ���
������
� ���* �����������
. �� ��
���
 j1 = 1/2� j2 = 3 

j3 = 12

T (1/2) ⊗ T (3) ⊗ T (1)
↗ (T (5/2)⊕T (7/2)) ⊗ T (1) ↘
↘ T (1/2)⊗(T (2)⊕T (3)⊕T (4)) ↗

T (3/2) ⊕ 2T (5/2) ⊕ 2T (7/2) ⊕ T (9/2) . ��������

�������� ��	��
���� ������� 	������� � ������ ����� ���� �������� � ���	�����
��	��� ������ ��� ��	����� ������� � ���������� ������� j = 5/2� m = m5 � ���
��	����� ������� � ���������� ������� j = 7/2� m = m5� ������� ������������
���	����� ���������� ��� �� ����� ��������� ������ ���	������ �����������
! ���� ������ ������� ���� |5/2, m5〉 � |7/2, m5〉� ��	���� �� � ������ �������
"#�$�#%& "������� ���' � "#�$�#(&& �� ���	��� ��������' � ��������� ���� 
� ���� �	
������� ������� "#�$�#)& "��
��� ���' � "#�$�#(&&� � ����� �����������'�� � ���� ��
�������� �������*��� +�������� ��� ���� �������� ���� |5/2, m5〉� ���������� �
������ �������� �� ����� ��	��
���� �� ���� �������� ���� 
� ����� �����������
�� ������ �������,

|5/2, 1; 5/2, m5〉 = w1 |1/2, 2; 5/2, m5〉+ w2 |1/2, 3; 5/2, m5〉 ,
|7/2, 1; 5/2, m5〉 = w3 |1/2, 2; 5/2, m5〉+ w4 |1/2, 3; 5/2, m5〉 .

"#�$�-.&

/���������� ������� ���� ����� � ��� �������� ���� |7/2, m5〉� 0�� �� ����
��
��
�� ������*����� wα � "#�$�-.& 	������ ���'�� �� ����������'��� ������ j1� j2�

��� ������� ��	

��� 	 	� ����������	� ���

��� � ����	 
��� ��� ���������� ������� C�2ν+1� � � �����	 � ����� ��������
����������	 ������������ �����������	 ρ± ������� C�2ν+1� �� ������� � ��� !"
������� 
� � ������� C�2ν+1 �����# �� ����� ���� ��$����������� ������������
�����������	 ρ+ � ρ−� ������ 2ν%������ ����������&�# ���
���#�� � ���'(" �
���� �������� ��)�� * ���� ������+���� � ��� ," � +������ � ��� !" �������#
�
�������� 
� ������������ 2ν%������ �����������# ρ+ � ρ− ������� C�2ν+1 ��
���� ��� �
�����

• ������ ���� 	
��
��� �
�������� V+ � V− ��������������� ������������
������ �����
�� C�2ν+1 �� �������� ����
� 
�� !"#��$ ��� �
����%
���� &
�� ��' ������ ��
�
���� ����
�
��

���� � �
��� -��������# ����� �� �������� �����&.���

�����	
���� ����� ��������	
� 
����


C�2ν = Mat2ν (C) ,

����� ���	����		�� �� ���	����� �� �����
���
	�� �����
��	�	����� 	�������
����� ������
���	�� ρ �
����	���� 2ν� 	
������� ������
���	�� ����� !�� ����� ���
"�� ���
��	#� 	���������#� ������
���	�� ����� �
�$� %� �
����	���� 2ν �
�����
��	�	# ρ� ��������	
� 
����


C�2ν+1 = Mat2ν (C)⊕Mat2ν (C) ,

����� ������ ��
 	������
��	�	#& 	���������#& ������
���	�� ρ± �
����	��
��� 2ν� �����#� �
����
���� �	
��� '�	��
��	��� �����	�
 ����� (�) ρ+(ΓN+1) =
−ρ−(ΓN+1) = I� ��� N = 2ν + 1� *�����
���	�� ρ± �������� �
� 	�����������
������
���	�� ρ ��� ���
����# C�2ν ⊂ C�2ν+1 ����� ���� � ��
�$�+�� Γk ∈ C�2ν �
������
���	�� ρ ��
������� ��
�$�+
� Γ2ν+1 � ��	�� �� ��$& ��
���
'�� ���������

/������ ����� ������������ ����������� �����������# ��.�������� ������
C�(p,q) � ��
���� 
����� (p + q) = N = 2ν + 1 ������&.�� Γm (m = 1, . . . , 2ν + 1)�
������ ���������#& �������#&.�� �����)���#� � ���,"� 0���� �����������#
��.�������� C�(p,q) � ����������� C�2ν+1 ������ �������&� ��$��� ��������%
��� ���� �� ������ �����#� ������ ���������& ��# ����������� ������ C�2ν+1

� �������#&.��� �����)���#�� � ���("� �� ������# � ���,1" ������� 
� 2������%
��	 $����� ΓN+1 ���� ����� ��� ���������� ���
���# ±1� 0���� ��.�������#
������� C�(p,q) � ��
���� 
����� (p + q) = 2ν + 1 ������&.�� ����� ��� � ���%
�������# ������� C�2ν+1� ��� ��$����������� ������������ �����������# ρ+ �
ρ−� ������ ����������&�# ����# ������� ���������� ����������� ���
���#%
�� � ���'(" 2���������� $������ ΓN+13 4�����#�� �����)���#�� � ���'("� � ����
������������ ΓN+1� ������ ���� � � ���,�"� �� ����� ������� �� ������������
������������ ρ+� ��� ρ−" ���� �� ������&.�� Γm ∈ C�(p,q)� �������� �������&&
������&.�& ΓN = Γ2ν+1 ∈ C�(p,q)� 
���� ������������ �������.�� ������&.�� Γm
�������� � � ��� 1""3

ρ+(Γ2ν+1) = + exp(− iπ
2
(ν + q)) η

NN
ρ+(Γ1 · · ·Γ2ν) ,

ρ−(Γ2ν+1) = − exp(− iπ
2
(ν + q)) η

NN
ρ−(Γ1 · · ·Γ2ν) .

� ��� 5"



��� ��� ������� ��	

��� 	 	� ����������	�

�������	 
�� �� ������� η �����	 
�� η
NN

= −1	 ���������� (Γ1, . . . ,Γ2ν) ���
�������� ��������� C�(p,q−1) ⊂ C�(p,q)	 � �� η

NN
= +1 ���������� ���������

C�(p−1,q) ⊂ C�(p,q)� ��� ��������� C�(p,q−1) � C�(p−1,q) ������������� 
�����������
��
�� (p+ q − 1) = 2ν�

• ������ ���� 	
������ 
������������ �������� �
����� ��������� (ρ±(Γ2ν+1))
2 =

η
NN
� ��� N = 2ν + 1�  ������! �
��
��
������ �

��
"����� e−iπq =

η11 · · · η2ν,2ν ηNN
�

!���" η
NN

= −1 #�� η
NN

= +1$ � ρ % ������������ 2ν������� ������������
��������� C�(p,q−1) ⊂ C�(p,q) #�� ��������� C�(p−1,q)$ � 
����� 
���� (p + q −
1) = 2ν ���������& {Γ1, . . . ,Γ2ν}� �������� ��� 2ν������& ������������ ρ± ��
���� ������ C�(p,q) � ��
����� 
���� ���������& {Γ1, . . . ,Γ2ν ,Γ2ν+1} ��������
�������

ρ+(Γm) = ρ−(Γm) = ρ(Γm) (∀m = 1, . . . , 2ν) , #'�(�')$

ρ±(Γ2ν+1) = ±e− iπ
2
(ν+q) η

NN
ρ(Γ1 · · ·Γ2ν) , #'�(�''$

�� ���" �� �����& 2ν ���������& ������������ ��������� ρ+ = ρ− = ρ	 � �����
�������� �������� ���������� ρ±(Γ2ν+1) ���
����� ������ � ������������ �
#'�(�'*$� + ����"���� �� ������ C�(p,q) � ��
����� 
���� ���������& p+q = 2ν+1
�� ����� ��� �����������& � ��,����������& ������������ ρ+ � ρ−	 �������
����������� ������������� ρ �� ��������� C�(p,q−1) #�� C�(p−1,q)$� -�	 
�� ����&
��,����������& ������������ ��"�� ���	 ������������� ������.����� #'�(�'/$	
������� ���������� � � ��
�� ������������ ������ C�(p,q)�
������	
� �� 0����� ������1����� #'�(�//$	 #'�(�'�$ � ��
�� �����������& ��
���� 2�11���� C�(p,q) ����� ������"��� 3�� ������� � ���	 
�� ������.���� ���
�� #'�(��4$	 ����������� ���������� Γk ∈ C�(p,q) � ���������� ������ �������
��& 1��������	 ������� ������������ 5�������������	 ����" �����
��& �����6
#'�(�)4$ � ����������� Γk ����� ���7� ����������� 2���� ���� � ��
����� ��
��
N = (p+ q) = 2ν + 1 ����� ����7���� #(�/�(*$ ������������ ������ C�(p,q) � ����
��� ����� ���& �����������& �������� ����� ��������� ��"��	 ��� 6�����"�
��� ,����� ΓN+1 �������7�� ������������ ������ C�(p,q)	 � ,�� ���������� #���
1����� #'�(�(8$$ ��"�� �� 
����& (ν+q)	 �� ���"	 ����� ��������� s = (p−q) �����
1 #9:;4$� <���"��� ������������ ������1����� ��7�� ������������� ��������
2�11���� C�(p,q) � ������������� �����
���� �������� �����7���� ��������
� ������ =)>?�

����� �����	
��� ���
��	����� ������ ��������� C�N � C�(p,q)
@��������� ��� ���� ����������� ������ ���������� �����������& ������������
������ 2�11���� Cl2ν � ������������ ������.������ #'�(�8$	 ������� ������
��� � �������������	 ���
������� �� ������������ #'�(�)>$	 #'�(�)($ #�� ,������
������ ��$� 3��� ������ ������� �� �������� 1�����

�������	
� ����� ����� {Γ′1, ...,Γ′2ν−1} � ��	
����� 
����	� ������	�
 Cl2ν−1�
���������	���� ������������

Γ′mΓ
′
k + Γ′kΓ

′
m = 2δkm (k,m = 1, . . . , 2ν − 1) , #'�(�'4$

��� ��������� ����	
��� � ��� ������� ���

�������� �	��
� jk� �

��������� ��������� � 
�������� �
�
 ����
�����
��� ��� ����
 ���������� 
�
��� !�
  �"
� 	������
�#� �
 "$
��{

j1 j2 j3
j4 j5 j6

}
=
{
j2 j1 j3
j5 j4 j6

}
=
{
j1 j3 j2
j4 j6 j5

}
; �������	

%�� ��� ����
 ���������� 
�
��� !�
 	������
�#� 	���
�
 � �
�
�
 ����
�	��
� jk � 	���&� ���� �
 "$��{

j1 j2 j3
j4 j5 j6

}
=
{
j4 j5 j3
j1 j2 j6

}
. �������	

'
#���!� �
 ��
����
 ���� #
�	
��$�� 	��
"���
����� (%�)�%*� � (%�)�%)�

"����� ���		� �������� �������� ��
�
�+��� ���		� 	������
�
# S4�


�������� ����������� ��� �������� ���������� �� ����� ��� ������
��� � ��������� ��� ��������� ����� �!������ "��#��� $������ ���%��&�
� '��� ��(� )�� *�� �� � +$������� � ,��� "��#� �!������ ��%��� +*�������� 
!���������� #������ #�$����� (−1)B′′

� !����� *����� -����� .���������"�.
�$�� ��"� ��� ��������� ���������"� �� ����� ��� ��������� %+��� !������ ��
&� � ����*� �� ���� '��� ���� $ ,��� ����*�	�

j4 j1
j7

j3j2

j9

j6

j5

j8
�
�
�
�
�
�

��
�
�
�
�

������

������

= (−1)B′′ ·
{
j3 j1 j5
j6 j8 j7
j4 j2 j9

}

'��� ��(/ ��������	
� ������������ ��� ����
�� �������� � 	

�
�
 ���� ��
�
��
�
�
���� ����� �
������� ��� 
���� ����
� j1� 

• ,����� ��� -	���! �������� .�� ����
 �� #

�&� �&�#�� �� ��
 ���+����
�#
�
 	������ ���� �� /���%�0�

����� ��� �	
��� 	 �����	��	������ ���	������	� ���������

��	�

0���*������� #�$���  �� ��� ��� *�� 1�� ������� �� ��� � +������� ����2���
������� � ������� ��"�%�� !����������� SU(2)/(

T (j1) ⊗ T (j2)
)⊗ T (j3) = T (j1) ⊗ (T (j2) ⊗ T (j3)

)
. ������1	

3� ��"�� *��%� !� ���� ,�� +����&����� ���������� !����������� T = T (j1) ⊗
T (j2) ⊗ T (j3) � !���������� V = V2j1+1 ⊗ V2j2+1 ⊗ V2j3+1� � %+��� ������� �� ���
�� %���� � ��$����� !���������� V� !�����  �����&��� 4��%��56������
7����� ��� �!���%� !�������� ��$�� %����� ������+ �"� *���� %������ ��$����
|j1, m1〉 ⊗ |j2, m2〉 ⊗ |j3, m3〉 ∈ V� -����� �!���% ��$�8*���� � ���� *��%� ��*���
!������� #���+�+ 4��%��56����� ��������	 $ !���������8 |j1, m1〉 ⊗ |j2, m2〉 �
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�

j5

j6

�j3m3 j4m4�

�� ���

�

j1

j2

= (−1)j1+j2+j3

2j3+1 �� ���

�

j5

j6

• •

�

j3m3

�

j4m4�

=

= δj3j4 (−1)j1+j2+j3

2j3+1
· �
�� ���

�

j3

j6

j5 = (−1)j1+j2−j5−j6

(2j3+1)
δj3j4 �

���� ���	 ����������	 
����� ������� ��� 
��������
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�

�
������� ����
���� �� ���� ���� ��������
�� ��� ������ �������� ��
���� �
�
���
� �� ��!���� �������
��� ����������� "� ������#� ������ ��
� ���������
���#��!! � �
����!� ��
����
����!� �
�$���!� �
��
�� ��� 
������
���� �
����
������� ��
���� �
���
� �� ��!���� ��
��� %��!��� &������'� ������� ���
�
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=

{
j1 j2 j3
j4 j5 j6

}
.

���� ��(	 �������
�� ����
�������� ��� 
�������

3�!
��!� ��� ���
���.�� �
*
� � #��%��� �����
�����/0�� �4� ��!���!� � �
��������� � �
���,��� �� ���� ��(� ���
��� ��0
���
����� 5����!
�� ��!
�
��
 �
��!�����! #��%
 ���
���.�� �
*��� ��!
�
���#� �����! jk� �������� � ��
�*�����
����/ �����
�����/0
#� ����������� ��� ,�� �������� �� ���� ��6�

�

��jk
#��% = (−1)2jk · �

��jk
#��%

���� ��6	 ��������� ���������� ������

• �
� ��� � �	����� ��	 ��� ����	� ��������� ��	������ � � ��
� ����!
�
� "��� ���� 	��
�� ��������#�� 	��	�������	 �$�%���� & $������	�	�

��� ������� ��	

��� 	 	� ����������	� ���

����� �����	
�� {Γ1, . . . ,Γ2ν} ������ ��������� Cl2ν ����� ��������� ���	
�

��� �������

Γ1 = σ1 ⊗ I2ν−1 , Γm+1 = σ2 ⊗ Γ′m (m = 1, . . . , 2ν − 1) . ��������

������	
��	��� �	
��
 	���	�� ���������� ��� �������� �������� ���������	
�
�� �	����
����  �����!���
� �����"� ��
 ��#�$	� Cl2ν � 	� � ����� ��������

 �����!���% ������&� ��
 �$	������' Γ′k ∈ Cl2ν−1�
(� )���	*����
 ����� �������� ����������%  � �$ � �	����
 	�� �������% ���
#�$	 Cl2ν � +�% ������,��� � �� ������ 2ν−1���	��� 	�� �������� ρ′ ��#�$	� Cl2ν−1
 �$	�������� {Γ′1, . . . ,Γ′2ν−1}� �� �$	������� {Γ1, . . . ,Γ2ν} ��#�$	� Cl2ν 	�������
�� 
 � ���� 2ν���	��' ���	�-  ����,� .�	��� ��������� �	� ���� 2ν−1���	���
	�� �������� ρ′ ��#�$	� Cl2ν−1 ��*�� � �	���, � 2ν−1���	���� 	�� ��������
ρ′ ��#�$	� Cl2ν−2/ � ���� ��� � �����% �$	������% � ��#�$	� Cl2ν−1 ��$�	��� 
  ��
��% ������% ������� Γ′2ν−1 ∈ C�2ν−2� ����	�% �	����
�� 
 �  ������ ����  �����0"�
 �������� �$	����

Γ′2ν−1 = (−i)ν−1 Γ′1 · · ·Γ′2ν−2 , (Γ′2ν−1)
2 = I2ν−1 . ������"�

1���� �$	����� .�	���� �������� ��*�� 	����
�, � 	� ����������� � �	�����
	�� �������% ��#�$	� Cl2ν � � '��
 �� 	�� �������% ��#�$	� Cl2ν−2�

• ������ ���� 	
��
���� ��� ��� ������������� �
��������� ����
� Cl2ν−1�
����
� ���������� ������ ������ ��
��!�" #$���$%&' Γ′2ν−1 → −Γ′2ν−1
��
����� � ����"�� (�
�!� #$���$)& ��� ������������ �
!� �
!�! �
�*
�������� ����
� Cl2ν � +������' 
������
�� �
��
������� ���������*
����� � ���
�, (σ1 ⊗ Γ′2ν−1)�

2������� ��� � �� 	�� �������� ρ′ ��#�$	� C�2ν−2 �	������3 (Γ′k)
† = Γ′k� ��  �#�� ��

������"� �� ����� Γ′†2ν−1 = Γ′2ν−1 � 	�� �������� �������� ��#�$	� C�2ν ���*� �	�����
������ �������� ��$�	�
 � ���� ��� �	��#� !�#� ��
 ����������% 	�-���	� ��������
�	������ 	�� �������� ρ′ � '����% ��#�$	� 4��..�	�� C�2 � ���� ���	�- �����
������&�� �� ������� � 	����,���� 	�������
 �����-�� �	������ 	�� ��������
��#�$	� C�2ν+1 ��
 � �' ν3

Γn = σ
⊗(n−1)
2 ⊗σ1⊗I⊗(ν−n)2 (n = 1, ..., ν), Γν+1 = σ⊗ν2 ,

Γν+1+k = σ
⊗(ν−k)
2 ⊗σ3⊗I⊗(k−1)2 (k = 1, ..., ν), (Γm)

† = Γm (∀m) .
�����&5�

)���

 �� ���#� ��$�	� � ������ �$	������� Γ2ν+1 = σ3⊗I⊗(ν−1)2 � ����	�
 ���
���	���� 	���	��, � �� 6����� ��� ��*�� ���������	
�� ��*�� ��� ������"�� ��
������� �	������ 	�� �������� �$	������' ����#�$	� C�2ν ⊂ C�2ν+1�

( ��,��
 
���% ��� ���	�- ����� σ1 � σ2 �  �#��!���� �����05� � 	
��� 	��
��������� ���	�-� 	�� �������� �������� ��
 C�2ν ��*�� �	�� ��, � $������ ����

Γm =

(
0 sm
sm 0

)
, m = 1, . . . , 2ν , �����&��

����� �������� ��	
���� �
���	������� �����
� �����
�� C�N �
��	���� ���� ��� �
����

���� Γk �	� �����
� 
�������	�� �
��	���� ��	
������



��� ��� ������� ��	

��� 	 	� ����������	�

��� 2ν−1����	
� �����
 sm  sm ���	


s1 = I2ν−1 , sk+1 = −iΓ′k ,
s1 = I2ν−1 , sk+1 = iΓ′k , k = 1, . . . , 2ν − 1 ,

 ������	� ������� ������������� ����������

smsn + snsm = 2 δmn I2ν−1 , smsn + snsm = 2 δmn I2ν−1 . ��������

������ ��� ������ ��		���  ����	�� �������� ����!�
 C�2ν ��  ��� ���"�� q = 0�
� #���������	 ��������$ �������� %�#�
������ � ��� ���� ������&��

Γ2ν+1 = (−i)νΓ1 · · ·Γ2ν = σ3 ⊗ I2ν−1 =

(
I2ν−1 0

0 −I2ν−1

)
, ������'�

��� I2ν−1 = I
⊗(ν−1)
2 � (���%	� ����	�) ������ ������'� ��� #���������	� �������� 

������ �������� ��� #���������	� �����*&�$ �����*���

• ������ ���� 	
��
��� ���
� 
������� � ��������� ��������� ���� �
������
��� ��� Γk �������� � ���������������� ���������

(���������	�$ � +������ �����������
 Γm (m = 1, . . . , 2ν) ���� !��"	�� ����+�
���� ��������$ � ������ Γ2ν+1 ���� �� ������'�$ 	�%
������ ����������� ,�����$
"�� � ��-����+�� #���������	 ��������$ ��������  ����	� Γ1 ���� ���	����	�� .���
��

Γ1 =

(
0 I2ν−1

I2ν−1 0

)
= σ1 ⊗ I2ν−1 , ��������

� �#������
 sk  sk$ �/���0� � �#������	� ����������� ��������$ ���%�	
 �����
��� sk = s

†
k = −sk (k = 1)  �!��%��� 2ν����	
� ��+���� �����	�� � ��������

s = (I2ν−1 ,−iΓ′1, . . . ,−iΓ′2ν−1) , s = (I2ν−1 , iΓ′1, . . . , iΓ
′
2ν−1) , ������*�

��� {Γ′1, . . . ,Γ′2ν−1} ����%��� #���������	� ����!�
 1�..���� C�2ν−1 � 	�"��	
�
"���� �!��%��0/�

2�-����+� #���������	� ����!�
 C�2ν $ +����
� �#���������� � #���0)� ��������
 ��������$ ���"����� �� #���������	-$ #���3����		
/ � �����*&�$ �����*��$ ��	�+� �
��� ������
 (��� �������	� 4�������	� 	
�
��  � #���������	�  +�����	��
	
�

������� 5�"	�� � #���������	� �����'�� ��� ����!�
 C�2$ � #���0)� #�������

��������$ �������� 	� #����� 6��� ��%	+��� "��
��/���	�� 	�#������� #��������
��	� ������*� ����!�
 C�4

Γ1 = σ1 ⊗ I2 , Γ2 = σ2 ⊗ σ1 , Γ3 = σ2 ⊗ σ2 , Γ4 = σ2 ⊗ σ3 . ��������

7�� �� #���������	� ���	� #���"�) % �!0/ .����� ������&�$ #����� ��� ν =
2� (���������	� �������� ���"����� �� #���������	� ������'�$ 	� � ��� ������

(���  � #���������	�  +����	�	
�

• ������ ����  �!�� ���"! ��� �
�#
�������� ����#��� ����"��$%&� �
������
���� �����'�� � ���������

��� ��������� ����	
��� � ��� ������� ���

j2 m2

j3 m3

j1 m1

=
(
j1 j2 j3
m1 m2 m3

)
;

j2 m2

j3 m3

j1 m1

= (−1)j1+j2+j3 ·
j2 m2

j3 m3

j1 m1

���� ���� ��������	
� ������������ ��� ����
�
��

� j′ m′

j m
= � m′j

m
δj,j

′
= η

(j)
m,m′ δj,j

′
= (−1)j−m δm,−m′ δj,j

′ ≡ (−1)2j · � j′ m′

j m

���� ���� ��������	
� ������������ ���������
� ����	��

∑
m1,m2

δ
j1,j2η(j1)

m1,m2
(−1)j1−m1+j2−m2

[
j1 ... j2 ...−m1 ... −m2 ...

]
=

� �
�j1,m1 j2,m2

• •

	
�� = δj1,j2 ·

�� �j1

	
��

���� ��� ����	� ���� ��
����� ����� ����� � ���������
� ����	
��

��������������� ����� ������ j1, j2, . . . �� ��� ����������� ����� V � E �������� 
��� V ! �"#�����$�� ������ ����� �%���� V = 2n � E = 3n ! ������# �� � &�'
(���� � 
����$���� �����) ���
�%� ���%��$%�* '+ �������� ����� %���
,* �����
� 
���� 2n �����%����� �%��#
�,� ����
����, �����#� �� 3n ������ j1, j2, . . . , j3n�
- ������������ � (��� ���������� �%�����,� �%��#
�,� ����
����, .���� ��� ��
��%��
������# � �
���������� �%��#
�,* ����
������ ����
����,* �� ���$��	�
����� '+ ��������� ���,�����# /'+ ����������

0��% ���	
�����# ��*��%� ������#�� 	
������%� �
�������#�$ ���
�%� "��$��'
	� ����� '+ �������� � ��%�� �
��������$ � (���� ���
�%��� 
������,� ��	�#��,�
�������#1�� � �
��"
�������# �
����## ����������# �
����������,� �� 
����'
%�* �� � ��2� &
��������
�
��� 
�"��� (��) ��*��%� �� �
���
� �,�������# .���
���� ��3� ��%���
�) ����
������) �%��#
��) ���
�%� ���,
�* '+ ��������� - (���
�,�������� �, ������������$�� �����$���� ��
��� � ���
�� ��������� ���"
����'
�,� �� ���� ��2 � ��%�� �
����#�� ��
���� .��� ���� ��� ��# ���
�%� ���* ������*
����) � ����
������) ���
�%�)�

• ������ ��� �	
��	�� �
	���� ��� ���	�� ����	�� ��� ���
�
�� �	����������
��� ��  �� !��� � �
�
"�� �
#����� $!���%&'  $!���%('� �� �	����� )	���

�� ��
�

�

j1

j2

j4 m4j3 m3 = (−1)j1+j2+j4 ·
�� ��

�

�

j1

j2

j4 m4

j3 m3 = 1
(2j3+1)

· � j4 m4

j3 m3

(−1)j1+j2+j3 · �
�� ���

�

j1

j3

j2 = 1

���� ��2� ��������	
� ������������ ��� 
����� ��� �!"# � ��� �!$#�



��� ��� ��������� ����	
��� � ��� �������

������ �	
�
	���
 �� ������������ ����� ������������ ������� ������ �����������
�� ���������� ������� ! �������� ������ "�# ������� �	
$
%�� ����������&��� �
���� ���'�� � ����� ������(��� �� ��� ������� ������ ���'��� ������&��� �����
�����������! ���)�� ��*��� ����� ������������� ���� ���� �������� (jk, mk)!
��� k = 1, 2, 3
 +����������� ������� �� �������� mk ���� "�# ��������! ���(�������
���� � ����(�& ����������� ������� �	
$
,-�! ������*����� � ���� �������������
���� �����! �������&(��� ���'���! �����������&(�� .��� "�# ��������
 /�������!
������� ���� "�# �������� ��������� � �	
�
�0�� �� ���� �������� m3, m

′
31∑

m3,m′
3

η(j3)
m3,m

′
3

(
j1 j2 j3
m1 m2 m3

) (
j′1 j′2 j3
m′

1 m′
2 m′

3

)
=
∑
m3

(−1)j3−m3

(
j1 j2 j3
m1 m2 m3

) (
j′1 j′2 j3
m′

1 m′
2 −m3

)
,

�	
�
	"�
����� ������*����� � ���� ��������'������ ���2� � ����� ���������� ����������
������ ������ � )������� ���'���� �������

j2 m2

j1 m1 j′2 m′
2

j′1 m′
1

j3 m3

�
��

�
��

�
��

�
���

3 ������ '��! � ����'������ ���)���! ������ ������������ m3 �� ���������� ����
������������ ������ ������������ �� �����
 4����� ����������� ����������� ���
������ ������������� �� �������� 	
�! 	
	! �� ������� ��������� ��������� ��� "�#
������� �	
$
%�� �5��
 	
��! � ���� ���2�)����� ������*���� �5��
 	
	� ����������
�� ������� �	
"
$��! �	
$
,-�
 4�� ����������� ��)������ ��� ���*� �����������
���2�)����� ������������� �5��
 	
"� ������� ���� ���'��� ���� ���2� � �������
����� ������� 
 6������! )�� �������)��� ���������� ������� �������������� �
7	"8


�� ���������� ����� ������� ������� ������� �� �������9�� ��������1 ����
������� ����*���� ��������� ������������� ���� ���� ����! �� �����(���� � ��
�������� � ���������! � ��(�� ���)�� ��*�� ��������� � ��������& ����� ��������
����&(��� ����*���� ���
 �����& ����)�� �� 5��
 	
��
 3 ��)����� ������� ������
����� ����� �������! �� 5��
 	
$ ��������� ���2�)����� ������������� ��*�����
�	
�
�,�! �	
�
�0�


������! )�� ����� ����������� ������� ������������ ��)������ )���� "�#
�������� �� ��(�������! ��� ��� �������*�� ������� �������� �� ��)����� )����
�������� mk
 5��������� ������������ )������ )���� "�# �������� � ����� ��� ��
�����9�� mk ������� ������������� � ����(�& ������������ ������ �� ������
���! ������� ���� ������� ��'� ���
 �������� �	
�
�0�! �	
�
	�� � �	
�
	"��
 3���
����&(�� ��� .��� ������� "�# �������� �������� ��������� �����������
 :����
��������� ������� ���2�)���� ������*����� ��� �������� ���2! ��� ���'��� ���
������ ; ������������ � �����������&� "�# ��������! � ����� �������������! �����
)��� ������ ������� jk � �����������&� �������� �� mk � ����(�& ������������
������
 3 ����� ��������� ���2� ����������� ������'���� 3V = 2E! ��� V ; )����
���'�� ���2� �)���� "�# ���������! � E ; )���� ����� � ���2� �)���� ��������� !

����� ���������� ��	
� ����������� �������� ����������� �����	�� 	��� ��� ������ �������

������ �� �������������� �������� � ���������	� � ���� (jk,mk)� ���������� ��� ������ ������

�������� �� ������ �������� �� �������� � ������ ���������	� !�� �����	� "	���������� 

#�����$ �����	$ �� ����������� ��
� � ������� ����� 

��� ������� ��	

��� 	 	� ����������	� ���

������	
 ������ � �������� ���������� Γ2,Γ3,Γ4 �� i ���� ��������
 �� ����������
� � ���!� ��"���� � ���!� ��"���� �"#���� $"�%%��!� C�1,3
 �� ���� �����!��� �
�����&��

'�� ( �� ��	� {Γ1, . . . ,Γ2ν} ���"���� ���� ���� �������!���� ���!� ��"����
���������) �"#���� C�2ν 
 �� ���� �!��"� ����� ��� ��*����� �����+�� ,�#!�
 �����-
��!���� ���!� ��"���� ����� �����. �"#���� C�(p,q)
 #!� p + q = 2ν
 � ��� �� ��
���!� ��"���� �"#���� C�2ν 
 � �����(� �������������� �������/

γ1 = Γ1 , . . . , γp = Γp , γp+1 = iΓp+1 , . . . , γp+q = iΓp+q , ��������

#!� �� ��	� {γ1, . . . , γp+q} �!��"� ����� ��� ��*����� �����0�

γm γn + γn γm = 2 ηmn I2ν , ||ηmn|| = Ip,q . ��������

'��!� ��"���� ���) �������) �"���� �� �������� �"#���� C�(p,q) ����!�"�� �� � ��-
!�� ��� ������� (k = 0, . . . , p+ q)

γm1m2...mk
= γm1γm2 · · · γmk

, 1 < m1 < m2 < · · · < mk , ������+�

 � �� ( ��  ������
 1 ��� ���!� ��"���� �������� ������� ����"��( �� ��� �"#����
C�(p,q) ��� #������%����

2������ � %����"�) �������� � ��1�� �� 2ν-�����#� �������!���#� ���!� ��"����
�"���� �� Γk ∈ C�2ν ��."������ ���!� ��"���� ��������
  �#!� ��"�1���/

γ1 = σ1 ⊗ I2ν−1 , γm+1 = σ2 ⊗ γ′m (m = 1, . . . , 2ν − 1) , ������3�

#!� �� ��	�

γ′1 = Γ′1 , . . . , γ
′
p−1 = Γ′p−1 , γ

′
p = iΓ′p , . . . , γ

′
2ν−2 = iΓ′2ν−2 ,

γ′2ν−1 = iΓ′2ν−1 = (−i)ν−2Γ′1 · · ·Γ′2ν−2 = (−i)ν+q−1γ′1 · · · γ′2ν−2 ,
��������

���"���� ���!� ��"���� ���������) �"#���� C�p−1,q� 41� ���� ����. �"�1��.
��! ��������
 ������5� �� ��	 Γk
 ���������� ��������
 ������3� �"#���� C�(p,q)  ���
���"���� �� � �"�1��� ��!�

γm =

(
0 sm
sm 0

)
(m = 1, . . . , 2ν) , ������0�

#!� 2ν−1-������ �"������ sm � sm �!��"� �����  �!�� ��� ������� � � ������0��

sm sn + sn sm = 2 ηmn I2ν−1 , sm sn + sn sm = 2 ηmn I2ν−1 , ������&�

s1 = s1 = I2ν−1 , sm = −sm (m = 2, . . . , 2ν) . ������5�

6"��� sm � sm ��� � ����� ���� �����5�
 ��������� ���� ������ ���� ( � ��1�� ��
�������� ��� ����

s = (s1, . . . , s2ν) = (I2ν−1 ,−iΓ′1, . . . ,−iΓ′p−1,Γ′p . . . ,Γ′2ν−1) ,
s = (s1, . . . , s2ν) = (I2ν−1 , iΓ′1, . . . , iΓ

′
p−1,−Γ′p . . . ,−Γ′2ν−1) ,

��������

������������	
�� �� �� ����
	��
�� sm� sm ��� ������� �	�� �� ������ ����	�
� �������� � 
���	!�� � �������"!#�� $	��% ������&� "$
���
��$ 
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�%"� 
� ������� �
�"	
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��� ��� ��������� 	�
��� Pin(p, q) � Spin(p, q)

������	 sm � sm
 ����	� � ��������
 �������� ��������� ������ σm � σ̃m �����
������ �  ��	�������� ��! �� �����"�� # $���!�� �������� ������	 {Γ′1, . . . ,Γ′2ν−2}
������!���� ��%���	 C�2ν−2 � ����� &������������ ������ � �&�������� &����
�������� ��������
 � ������� Γ′2ν−1 ����� � ������'� ���
  ��

(−i)ν−1 Γ′1 · · ·Γ′2ν−2 · Γ′2ν−1 = 1 .

( ! ���� $���!�	 �������� ���	) ���	) *����� ������'� ��%���	 C�(p,q)
 %�� (p+
q) = 2ν
 ��&��	������ � ������� �����!���� �����++� ����!���� �������,

γ2ν+1 = (−i)ν+qγ1 · · · γ2ν =
(−i)ν(i)q
(2ν)!

εi1...i2ν γi1 · · · γi2ν , ��������

� � &����������� ������-� � &������� ��� .� ���
  �� � ������� �����+/� *������
Γ2ν+1 ∈ C�2ν ,

γ2ν+1 = σ3 ⊗ I2ν−1 =

(
I2ν−1 0

0 −I2ν−1

)
. ������+�

������	�
�� ����� ���������	�� ����
������� ������ C�(p,q) 
 �����	 ��
�	
���������� (p+q) = 2ν� � ������	 ���������� {γ1, . . . , γ2ν} �	��� ������ 
�����
���� ������ !� � 
�	�" �����" #�	��� ����
���$��
$ � ���� ������%! ��������
$
����	
������� ���� ��� �����	��� ����	
���������

0����������� �����+1� ��%���	 C�2ν 
 � ���.� ���2��  �� �&����� �&���������
&����������� ��%���	 C�(p,q)
 ������ $���!���� ������-� � ��������
 �������� �
�����! ��)������� &����������)�

��� �����	�
� �	��
 Pin(p, q) � Spin(p, q)

# ���2�)3��
 ���� � �%������ �&�����2�
  �� ��������������� ��! ��  ���)
N = 2ν ��� � ���) N = 2ν+1 ����������
 �� � ����� N = p+q 4 &�������2	�
���	� ����������2	�  ������

����� ����	�
��� ��������� ����� Pin(p, q) � Spin(p, q)

#������ ���� � ���!.���� ��! �� &�������2�%� �&��������%� &�����������
�� $�����!� �%� ��	) ���� �����!���� γk ���������) ��%���	 C�(p,q) � �&�����
������� �����3����� �����+�� � ���������� *����� &����%� &������

X = xm γm ∈ C�(p,q) , ���-���

%�� �x = (x1, . . . , xN) 4 ������ � Rp,q� 5�&��2�!� �����+��
 �	 &��! ���

X2 = �x 2 I , �x 2 ≡ ηmnx
mxn . ���-�-�

0!��2 U 4 �������	) *����� ��%���	 6��$$���� C�(p,q) ����)
  �� &������������

X → X ′ = U ·X · U−1 , X → X ′ = −U ·X · U−1 , ���-�/�

��� ��������� ����	
��� � ��� ������� ��

������� ���	
���� ��� ����������� ��������� �������� ����������� 	
���� �����
���������� �������� �� !!�"������ #���$�%&������' � ����� 	���������� �����"

||D(j)
m′m(g)|| � ��	
�� g ∈ SU(2)�� ( 	
���� ������)�' �����)*+� � �����)*�� ���������

���,�)��' 	�������-. �� �������	/ ���������	/ !	��"�/' 0�����	/ ������ ��
������ jk' �������-����� � ���� �����������. ������� �� ���� �����"�� mi 
��
�-��� +�1 ��������

(−1)2j4−j1−j2−j3

(2j5+1)
√

(2j3+1)(2j6+1)
I =

∑
m1,...,m6

(−1)j6−j1−j2+2m5+m3+m6 ·

·
(
j1 j2 j3
m1 m2 −m3

)(
j1 j6 j5
m1 m6 −m5

)(
j2 j4 j6
m2 m4 −m6

)(
j4 j3 j5
m4 m3 −m5

)
=

=
∑

m1,...,m6

(−1)
6∑

i=1
(ji−mi)(

j1 j2 j3
−m1 −m2 −m3

)(
j1 j5 j6
m1 −m5 m6

)(
j4 j2 j6
m4 m2 −m6

)(
j4 j5 j3
−m4 m5 m3

)
≡

≡
{
j1 j2 j3
j4 j5 j6

}
,

���,��*�

2�� �� ���	
��� �����2� ��������� �- �������0������� �������� � ������������
������)� �� +�1 ��������' � ����� ����
�� � ���,��*� ���	
��� � ������/ 0����-
������� �	���������m3 → −m3 � ��������� ���.��� �����)*+�' �����)*��' �����)*,��
#���� ��2�' �- �������0������� 	�������

2(j1 ± j2 ± j3) = 0 mod(2) , 2(jk ±mk) = 0 mod(2) , ���,��)�

�������� � ������ 0���� �� ������������-�' �����-� �-����/�� �� ��������

�/��2� +�1 �������
(
j1 j2 j3
m1 m2 m3

)
� 3 ������. ����
�� ���,��*� ��� ������� �� mk ��	�

������/�� � ������/ ����������-� ������ ��������� (�����-� ���������-'
�������-� � ���,��*� ��������� � !���	��. �)*�'�� � 4)�5�' ���/� ����������� ����

0��
����

{
j1 j2 j3
j4 j5 j6

}
� ��0-��/�� ��� �����	
�� �����
� 6�0����� 7��17 ��0���

� ���' 
�� ���������- ���,��*� % !	��"�� �� 0��
���. $���� ������ j1, . . . , j6� 8�
 ��� ����������� ������ ���� �-������� ���� �������� 4�+5' 4)�5�9{

j1 j2 j3
j4 j5 j6

}
= Δ(j1, j2, j3)Δ(j1, j5, j6)Δ(j4, j2, j6)Δ(j4, j5, j3)·

·∑
k

(−1)k (k + 1)! [(k−j1−j2−j3)!(k−j1−j5−j6)!(k−j4−j2−j6)!(k−j4−j5−j3)!]−1

(j1+j2+j4+j5−k)!(j1+j3+j4+j6−k)!(j2+j3+j5+j6−k)! .

���,����

3 !���	�� ���,���� �- ������0����� ���	2����-� �� !!�"����- Δ(j1, j2, j3)' ���
���-� �-�� ���������- � ������,�� :���	�� ���,���� �	��� ���	
��� ���� ���� �
��0���� ������

3����� �������-� ;�3�2����� ��1 ��������' � ������������� ����� ������0	/��
� ����������� �
�
W (j1j2j5j4; j3j6)' �����-� �-�� ��0������� ������- 8��<���
� ����
�/�� �� ��1 �������� !�0��-� ����������

W (j1j2j5j4; j3j6) = (−1)j1+j2+j4+j5
{
j1 j2 j3
j4 j5 j6

}
.

3����. 0���
�. � ������ ������������. 2�	��- SU(2) ����� ���������� �
������������ ���� ����������-� ������� �/��2� 
���� +�1 �������� ������2�
�-�



�� ��� ��������� ����	
��� � ��� �������

����� �	
����� � ����������� ���	�����
����� � ��� ������� ���� ���� ��!����
�� �"
������� ������� �� 
������ ������� "�
��# $���� ���!�� ���"�������� ���
��
������% �����
�� �
��&�!� 
��!� '()*)+�,) -$������� $�� ����� �����
� ��.��
���
�$����& �
/! � �
/!�� "� �������� mk� ����������/ 0�� �����/ � ���/ .�
"
���������� '� ����� � ��� .� �"���� jk,� ��"��&�/� "
� ��� ����
�����/ 
���
��/ η(jk)� ����
�� 	��� �"
������� � '()�)12,� '()1)3�,) 4 
��/�&���� ����% ���
�
��� ������� � ����� ����
������� �����
�� ���	0� !���
� �
/!�!� 
��!�� � ���
$���� � ����
������� �����
��� ����$���)
5���/� ��� "
������� ��� ��"
���
� ��.�� 
������
����& "
��/ $���& /����

��� �
��!����&����� '()1)�6, ��� ����
�����/ ���
��/ (�% ������������ ���	���
��
����� � 
��/�&���� ����
�# ��������� ����
������# �����
 ���
�!� 
��!�) 5 /$��
��� '()1)�+, � ���#��� ������
�� '()1)+2�,� '()1)+21, /������ �
��!����&����� '()1)�6,
� ��
����% ��� �������� "�
�"��������� � ����∑

m1,m2

(−1)j1+j2−m1−m2

(
j1 j2 j3
m1 m2 m3

)(
j1 j2 j4−m1 −m2 m4

)
=

(−1)j3−m3

2j3 + 1
δm3,−m4δ

j3,j4 ,

'()*)+3,
!�� � "
���# $���� ����� �����
 ���
�!� 
��!�� "
�"�
������&��# ����
������#
���
��� ||η(j3)

m3,m4
||) 7��� � �	��% $����% 
�������� '()*)+3, �� "���.�� j4 = j3 �

m4 = −m3� /���.�� �% �� (−1)j3−m3 � "
��/���
/�� "� m3� �� � ����# $���� ��
"��/$�� "���/ ����
�����/ ���
��/ ��/% ��� ��������� ����
�� ��!����� "
���#
$���� 	/��� �
�����&�� � 
���� �������8∑

m1,m2,m3

∑
m′

1,m
′
2,m

′
3

η(j1)
m1,m

′
1

η(j2)
m2,m

′
2

η(j3)
m3,m

′
3

(
j1 j2 j3
m1 m2 m3

) (
j1 j2 j3
m′

1 m′
2 m′

3

)
=

∑
m1,m2,m3

(−1)
3∑

k=1
(jk−mk)(

j1 j2 j3
m1 m2 m3

) (
j1 j2 j3
−m1 −m2 −m3

)
=

∑
m1,m2,m3

(
j1 j2 j3
m1 m2 m3

)2
= 1 .

'()*)+6,

9���& �� /$�� ���#���� '()1)+21, � /������
∑3

k=1mk = 0) ����� �	
����� ���
�����&�
��# �����
��# ����
������# ���
��� "
���������� ��/% ��� �������� �� �/0����/��)
:�!�� "����&� $�� �����
��# ����
������# ���
��� "
���������� �
�% ��� ������

��� ���.� �� �/0����/��� ��� ��� �������.�� "�"�
�� ���
�/�& �% �����& ��������
mk) ;����/ 
������
�� ����/ 0�# �����.��# ��
����� � ������� �����
��� ���
��
������� ���
��� $���
�% ��� ��������) <�.� �� "
��������
�
/��� $�� �������
���!� ���� ����� ���
���� ����
�� �� �
�������/���� � "���0& ��.����� '()*)+3,�
� ����
/ � ��
����% ������������ ���	�����
���� ��.�� ��"����& � ����

I ≡ ∑
m1,...,m6

〈j1m1, j2m2|j3m3〉〈j5m5|j1m1, j6m6〉〈j6m6|j2m2, j4m4〉〈j4m4, j3m3|j5m5〉 .
'()*)+�,

=����� ���
��� ����
������ ���������&�� "
��	
�������# SU(2) � ������ �����
�
�/ ����$��/) >���
��������& '()*)+�, ����/�� �� ����������� '()1)�(, � �/��&��!�
� ���/ �����������

D(j3)
m′

3m3
(g) 〈j3, m3|j1, m1; j2, m2〉 D(j1)

m1m′
1
(g−1)D(j2)

m2m′
2
(g−1) =

= 〈j3, m′
3|j1, m′

1; j2, m
′
2〉 .

'()*)+�,

��� ��������� 	�
��� Pin(p, q) � Spin(p, q) ���

�������	
 ���� ������
 ������� ���	��� X �� ������� ����� � ������
 ������� ���
�	��� X ′ = x′mγm ∈ C�(p,q)� ��� �x ′ = (x′ 1, . . . , x′N ) ∈ Rp,q ���� �������  
� ������ �
�
���� ������������	 � �����!� ��	���" �
��#����� X ′ → −X ′�� $� ��
% ���������
����	 �����!� 	��	�
�	 ������"�� �
���#���	�� Rp,q → Rp,q � �������� ������� �
�
�
���#���	 ��&���	�
 ������
" ���
����'

(X ′)2 = U ·X2 · U−1 = X2 ⇒ �x 2 = �x ′2 .

(
���� ����)�
�  
� �
���#���	 �����!� �����
 ����
��"� ���*���	 � Rp,q� ��
��"�
��������#�
 ��)��� O(p, q)'

x′ k = Λkm x
m , ||Λkm|| ∈ O(p, q) . �����+�

, �
"��	 �����+�� ������������	 �����!� �������"���
�	 � ����

γm → U · γm · U−1 = γk Λ
k
m , �����-�

γm → −U · γm · U−1 = γk Λ
k
m . �������

.  �
��� ��) �� N = p+q = 2ν� ����	 �����) U → U ·γ2ν+1� �" ������ ���	 /���
���������� ��
��0" Λ� ������������� �����-� � �������� 1��
��) �  �
��� ��) ��
���
�
� �� ������
����
% 
��%�� ���� �� �
�& �������������� . �� �
��� ��) ��
N = p+q = 2ν+1 ������������	 �����-� � ������� �� ���)
 "
% ������" ��)� � ��)�
�)� 2���
��
��%��� �����-� �� ���	�
� � ������� ���	�
 ���� ) 0��
���%���� ������
�
������3� ������� ������
� �������� ��	 �� �
���� ��) �	�'

γN+1 = (−i)ν+q γ
1...N

= (−i)ν(i)q
(2ν+1)!

εi1...i2ν+1 γi1 · · · γi2ν+1 ∈ C�C2ν+1 ,

γ
1...N

≡ γ1 · · · γ2ν+1 ,
�������


�� ��� ��	 �
�& ������������� �" �����

γ
1...N

→ (−1)q
(2ν+1)!

εi1...i2ν+1 γk1 · · · γk2ν+1 Λ
k1
i1
· · ·Λk2ν+1

i2ν+1
= det(Λ) γ

1...N
,

γ
1...N

→ (±1)2ν+1 U · γ
1...N

· U−1 = ± γ
1...N

,

��� ���&��� � ��#��� ����� ���
��
�
�)�
 �����-� � �������� $���� ������� �����-�
� ������� ��������������" 
��%��� ���� �" ����� ���
��
�
����� det(Λ) = +1 �
det(Λ) = −1� 1��
��) � �� �
�������� ��) �� �p + q = 2ν + 1� ������������	
�����-� � ������� ����)�
 ������
% � ����

γm → U · γm · U−1 = γk Λ
k
m , det(Λ) = +1 , �������

γm → −U ′ · γm · U ′−1 = γk Λ
′ k
m det(Λ′) = −1 , �����3�

��� U, U ′ ∈ C�(p,q)� � ��� ���&����" ��	 �������	 ���
����"& � �����
����"&
���*���� �� ��)��" O(p, q)� 4���
�� 
����%�  
� � �� �
�������� ��) �� (p+ q) =
2ν+1� ���� Λ ∈ SO(p, q) 5 ���
������ ���*����� 
� Λ′ = −Λ ∈ O−(p, q) 5 �����
�����
���*���� � ������
�� U · γm · U−1 = γk Λ

k
m � −U ′ · γm · U ′−1 = γk Λ

′ k
m � ������� �

�����3� ����&��	
 ��)� � ��)�� � ����*%� �����"

U ′ ↔ U , Λ′ ↔ −Λ . ������6�



��� ��� ��������� 	�
��� Pin(p, q) � Spin(p, q)

�� ����� ��	
 �	���� U ∈ C�(p,q) ���	��� ������� ������	��� ��������� �����
�
Λ ∈ SO(p, q)� �� ��� �� ����� �	���� U ′ = U ����� ���	��� ����� � ������	���
���������� �����
� −Λ ∈ O−(p, q)� � �������!���
� ����� � ���� 
�������
"
������ #�# #����!
$
% ���������� �����
� ������� 
 ������
� γm → −γm� &�"
�� '�#� ������	
���� �!�
�����!�(�� ����������
� ����� ��������� ���)
��������) �����
� ������� 
 ��������� ���) ���������) �����
� ����� ��

*������!���
� �����+� ������	�	
�� �	� �	������ U ���������� �	�����
C�(p,q)� ,��#�� �� ����� ����������� ��#
� �������!���
� �	� ��	�� -
��#���
����� �	������ U � ��
��	����
) � ����������� � #���	�#��� �	����� .	
'"
'���� C�C(p,q) = C�N � /����
�� (�� � '����	�) �����+�� �����0� 
 ������� 
������ �������
� ������ �	����� U 1

U → a · U , �����22�

��� a 3 ���
!��	��� �����
��� �	���� $���� �	����� C�C(p,q)�
�����	
���� ����� ��������� 	
������� ��������� ������� U ∈ C�C(p,q) � �����
������ ������� � ������� ������ � �� 	
��!
������� ��"� ���!� ��� 	
������ ���
��#��������$ ����!
� %��&&�
�� C�(p,q)�
�������������� 4�������
� �����-�
� �����0� 
 ������� #�# �������� ���) �	�"
����� �	����� C�C(p,q)1

U · γm = + γk · U Λkm , U · γm = − γk · U Λkm ,


 ���	��� #���	�#��� �������
� � ���
) (����) ��
) ������� �� ����
	� #��"
�	�#���� �������
� ��#������ �'����	
������� � ������ (���
 #
�
 ���� ���
4�!��	 ��������1(

ψ0 I +
N∑
k=1

ψ
[m1...mk ]
k γm1 · · ·γmk

)∗
= ψ∗0 I +

N∑
k=1

(ψ
[m1...mk ]
k )∗ γm1 · · · γmk

∈ C�C(p,q) .
�����2��

5 ��!�	������ �(
����� ������������ ����
$� ||Λkm|| ∈ O(p, q)� �� ��	�(���

U∗ · γm = ±γk · U∗ Λkm ⇒ U∗ · γm · U∗−1 = ±γk Λkm , �����2+�

��� U∗ 3 �	����� #���	�#�� ��������� # �	����� U ∈ C�C(p,q)� 6! �����-�
�

�����0�� ������� 
 �����2+� ����#���� (�� U−1 ·U∗ ·γm = γm ·U−1 ·U∗ �	� ���) ����!�%�
)
γm� ��#
� ����!��� �	���� U−1 · U∗ ��
��	��
� $���� �	����� C�C(p,q)�

5 (���� �	�(�� (p + q = 2ν) $��� ��
�
�	�� 
 �� 
���� U−1 · U∗ = a · I� 
	

U∗ = a · U � ��� a 3 #���	�#��� �������� ��#��� (�� aa∗ = 1� ,��%�� �	������ (��
(a1/2 · U)∗ = (a1/2 · U) ∈ C�(p,q) 
 !���� U → a1/2 · U � �����0� ���	��
(� � ��������
���� ��������� ������ 5 �(���� �	�(�� N = 2ν + 1 $��� �	����� C�C(p,q) 
����

��� ��!
��) �	����� {I, γ1...N} 
 �� ��	�(���

U−1 · U∗ = (a1 · I + a2 · γ1...N) ≡ a , �����27�

��� a1, a2 8 #���	�#��� ��������� ��#
�� (�� a·a∗ = I� 6! �	����� a ������ ����

!�	�(� #�������� #���� a = a1/2 · a1/2� ��
(�� $����	��� �	���� a1/2 �����
����	���	����� �����-�
% a1/2 · (a1/2)∗ = I� *������ 
 � �(���� �	�(�� !����
U → a1/2 · U � �����0� ���	��
(� � �������� ����
� �	���� U #���	�#��� �	�����
C�C(p,q) # �	����� ���������� �	����� C�(p,q)�

��� ��������� ����	
��� � ��� ������� ��

������	
� ����	�
 ��	���	
� ���������� � ���������	�
 �����������	� ����
������	��	
 ���� ����� 

〈j3m3|T̂j2m2
|j1m1〉 = (j3||T̂j2||j1)√

2j3 + 1
· 〈j3m3 | j1m1 , j2m2〉 , !"#$#%"&

��� 	���������	
' ���������	� (j3||T̂j2||j1) 	� ����(�� �� m1, m2 � m3 � 	��
����()
� ������(��' ��������� ����������	 	
������	 ��	����	 !�	�*���� 1√

2j3+1

������() �) ����(���&# +���	���	�� !"#$#%"&, (�)�
��-.�� ������	
� ����	�

��	���	��� ��������� T̂j2m2

( ���������	���� �����������	�, )�)��() (����*��
	��� �	���	���' ������
 /��	����0������#

����� ������	�
�� ���� � ���� ������

���������	�
 �����������	� !"#1#��& � (�)��		
� ( 	��� ������	
� ����	�

��	���	
� ���������� !"#$#%"&, � ���*� 2�3 (����
 !"#1#�%& ��*	� ��((��������� �
����(��� �����	�	� ��	����� 3���� ��	��

t(j1,j2,j3) = 〈 j1m1 , j2m2|j3m3 〉|m1〉j1 ⊗ |m2〉j2 ⊗ 〈m3|j3 ∈ V(1) ⊗ V(2) ⊗ V∗(3),

t(j1,j2,j3) =

(
j1 j2 j3
m1 m2 m3

)
|m1〉j1 ⊗ |m2〉j2 ⊗ |m3〉j3 ∈ V(1) ⊗ V(2) ⊗ V(3),

!"#$#%2&

��� �� ���� �	���(�� m1, m2, m3, �����
� �������-� �	���	�) mk = (−jk,−jk +
1, . . . , jk − 1, jk), �������������() (��������	��, � �
 �(�������� ������� ����
�	���	�) |m〉j = |j m〉, 〈m|j = 〈j m|, V(k) = V2jk+1# 4����	��, ��� ��	��� ��	�� r
������)��() ��� ����	� ��	���	��� ���������	�) r ������	
� ���(���	(�� !(�#
5������	�� ������� � ������ ������� �����' ��(�� �	���&#

6�'(���� ��������	��� ����	�� g = U �����
 SU(2) 	� ����(	
� �������

|j m〉 ∈ V2j+1 � 〈j m| ∈ V∗2j+1 ���(���	(�� ����(���	�	�' T (j) � T
(j)

������() (����
	���	�)�� !"#2#$7& � !"#2#$�&# 0�� ��'(���� ������(
��-�() � ���� �����������	�)
�����	�	� ��	����� !"#$#%2& (���-.�� �������

〈j1m1, j2m2|j3m3〉 → D(j1)
m1m′

1
(g)D(j2)

m2m′
2
(g) 〈j1m′

1, j2m
′
2|j3m′

3〉 D(j3)
m′

3m3
(g−1) ,(

j1 j2 j3
m1 m2 m3

)
→ D(j1)

m1m′
1
(g) D(j2)

m2m′
2
(g) D(j3)

m3m′
3
(g)

(
j1 j2 j3
m′

1 m′
2 m′

3

)
,

!"#$#%1&

!�� ������).��() �	���(�� m′
k ���� (��������	��&# /
�� �
 �*� ������� !(�#

������ !"#1#8"&&, ��� ���������	�
 �����������	� 〈j1m1, j2m2|j3m3〉 �����-�
�	�����	�	�(��- ��	�(����	� SU(2)������������	�' !"#$#%1&, �� �(�� �����) ��(��
������� �����������	�) � !"#$#%1& (�������� ( ���'# 9	�����	�, �� �	�����	�	�(��
(������, (��).�' � �����' ��(�� ����	(��� !"#1#%:"&, ��	�(����	� �����������	�'
!"#2#2$&, ��� g ∈ SU(2), (�����, ��� 2�3 (����
 !"#1#�%& ���*� �����-� (��'(�����
�	�����	�	�(�� 

D(j1)
m1m′

1
(g) D(j2)

m2m′
2
(g) D(j3)

m3m′
3
(g)

(
j1 j2 j3
m′

1 m′
2 m′

3

)
=

(
j1 j2 j3
m1 m2 m3

)
. !"#$#%$&



�� ��� ��������� ����	
��� � ��� �������

��� X̂j3m� T̂
j1
m1
� Ûj2m2

� 	�
��
�� ����	��� ������	������� �������� �������� �����
 �! j1 = j2 = j � m = 0, j3 = 0 � "�!��� ������� � �#	�! ��	�$����� �� �����%��
���
&	�� �&��
�	� & �����'()� � !�	�$�* ������%��

〈j m1, j m2|0, 0〉 = (−1)j−m1

√
2j + 1

δm1,−m2 .

+ ����,	�	� ������� ����&����	&� � ����

X̂0
0 =

1√
2j + 1

j∑
m=−j

(−1)j−mT̂jm Û
j
−m , �����)�

��� � ����* #�&	� ���
�$��	 ����	� X̂0
0� $�	��*� &����&
� ����* #�&	� �����)�

���
 �
����
	
�* &��	$� & !�	�$�* ������%� ���- 	�
��
�- ����	��� T̂jm �
Ûjm �&��
�	� .	� &��	$� & ���������� + ���&	����
�� &"��#�&$�- ��!�
�$� ���
/���- j = �� "�!��� �����)� &��	��	&	���	 ����&	
�* 	���!� &�� �
�� �����))��
$�	��� & ��!��,� ��!�
� φ1 → π − φ1 ���&	���!� � ���� �&��
�	� & �����)��

(−1)� P (�)(cosw12) =

�∑
m=−�

(−1)�−mY (�)
m (θ1, φ1) Y

(�)
−m(θ2, φ2) ,

��� "�
$/�� cosw12 = cos θ1 cos θ2+sin θ1 sin θ2 cos(φ1−φ2)� �
����
	 �	
�&�	��,
�
��&����
�

��� ��*&	��� �0������- �����%�� ����0� su(2)1

[τα(θ1, φ1) + τα(θ2, φ2) , cosw12] = 0 . �����%�

+ ����#�- $��
	���* !�-�
�$� ���
�$��	 
��0-���!�&	, ��#�&��
�� !�	�#
�-
.��!�
	�� 〈j3m3|T̂j2m2

|j1m1〉 	�
��
�- ����	��� T̂j2m2
� $�	��� ��*&	���	 � ���

&	�
&	�� V� �$��#����! �&� ��&	�
&	�� V2j+1 
�������!�- ���&	����
�* T
(j)�

��$� �!� #	� .	� ����#� &����	&� $ ����#� � ��#�&��
�� $�.""�/��
	�� 2��03�4
5���
�� ����*&	���! 
� &��	
�3�
�� ������� � ������� &�&	��
��!� 〈j3m3| � |j1m1〉
&���� � &����� &��	��	&	��

�� + ����,	�	� ����#��!

(m3 −m1)〈j3m3|T̂jm|j1m1〉 = m 〈j3m3|T̂jm|j1m1〉 , �������

〈j3m3|
[
ρ(ê±), T̂jm

]
|j1m1〉 =

√
(j ±m+ 1)(j ∓m) 〈j3m3|T̂jm±1|j1m1〉 . �����'(�

����� �� .	�- &��	
�3�
�* ���	 ������ �	0��1 !�	�#
�* .��!�
	 〈j3m3|T̂jm|j1m1〉
���
 
��� ��� �&�- m3 = m1 +m� � �	��� &��	
�3�
�� & �#�	�! ������'� &����	&�
$ ���
�
��! √

(j3 ∓m3 + 1)(j3 ±m3)〈j3m3 ∓ 1|T̂jm|j1m1〉 =
=
√

(j ±m+ 1)(j ∓m) 〈j3m3|T̂jm±1|j1m1〉+
+
√
(j1 ±m1 + 1)(j1 ∓m1)〈j3m3|T̂jm|j1m1 ± 1〉 .

�����''�

6��
�
�� ������� � �����''� &�������	 & ���
�
��!� �����''�� � �����'')�� $�	���
��������	 $�.""�/��
	� 2��03�45���
� & 	�#
�&	,� �� 
�!���$�� ��.	�!��

��� ��������� 	�
��� Pin(p, q) � Spin(p, q) ���

������	�
�� ����� ��� �����	
�� ��
���� U ������������ ������ C�(p,q)� ���
�	����	� ������������	� ��������  � � !����
 �� 	 ��!����
 ��!��"� �������
�� ������ �� ����#��	�  �
��$��	� � ������ C�(p,q)� %�� ������ ������!�����
 � CL(p, q) 	 ���������� �����	
 ����	������� &��$����� ���" ������������
�	� �������� ������� �� $� �������� �������  ������ 
� ������!	
 CL(p, q)' ��	
���
 ������������	� �������� ������� � �����
	 U 
� �!	���
 �����
	 ��
����
	
CL(p, q)�

��� ���	
�
 ����� (p+ q) = 2ν ���
����
��	�� ������� ��
����� � ���
����
��	���
������� � �
�
�� ����	! Λ′ → Λ" U ′ → U ·γ2ν+1" �
#�
� ����� CL(p, q) ��
����� �
����� CL(p, q)� ��� 	����	
�
 ����� (p+q) = 2ν+1" ��� �! ���!���� �!$�" ���%

����
��	�� �������" ������� �����!�� ��� ��� ������� � ������� � ���&� ��
����� ��� �
��� � �
�
�� ����	! �����'(�" 	
 ��� #�
� 
	� �

������� � ���	!� ��
�����	%
	!� � 	��
�����		!�� �����	��� �� O(p, q)� ��� �
����
������	!) ���
����
��	��
�� ������� �� � ���
����
��	�� �� �������" � ��� �
����
������	!) ���
����
��	��
�� ������� � ������� �� � ���
����
��	�� �� �������� *
#�
�" ��� 	����	
�
 �����
���� CL(p, q) �
&	
 �
����	����� ��� �	
&����
 ��� (U, z)" ��� U ∈ CL(p, q) �
z = ±1" ������ z = +1 �

��������� �
�����		
� �����	� �������" � z = −1 �

�%
�������� 	��
�����		
� �����	� �������� +��
	 �	
&�	�� � CL(p, q) 
���������%
�� ���� ��� 
����
� (U1, z1) · (U2, z2) = (U1 ·U2, z1 ·z2)� ,���� 
����
�" ��� �����
(p+ q) = 2ν+1 �! ����� CL(p, q) = CL(p, q)×Z2 � ����� (CL(p, q), +1) = CL(p, q)
�������� �
�����
- � CL(p, q)�

• ������ ���� �	
����� ��	 ��� ������	����	�	 ������ (p + q) = 2ν + 1 �����

����	 ��	�	����� O(p, q) = SO(p, q)× Z2�

. ����� CL(p, q) ���� �
������ CL(0)(p, q) #����	�
� U ∈ C�(p,q) ���	
- ���%
��	� ���
������	�� #����	�
� ���	
- �����	� �	
�� ���� #����	� ���	
- �����	���
*��� CL(1)(p, q) / �
��	
&����
 #����	�
� CL(p, q)" ��� ��) 	����	 �����	��
0�����	
" ��
 ���� g ∈ CL(0)(p, q)" �
 γ · g ∈ CL(1)(p, q)" ��� γ ∈ CL(1)(p, q) 1 � %
�
- 	������ ����		!- #����	� 	����	
- �����	�� 2�
�
�
�" ���� g ∈ CL(1)(p, q)" �

γ · g ∈ CL(0)(p, q)� .!����� #����	� γ ∈ CL(1)(p, q) 
������!�" �! ���	��������
�����	

�	
�	��	
� �

��������� ��&� �	
&������� CL(0)(p, q) � CL(1)(p, q)�

�������
�� ����� (���) p + q = 2ν 	 U = a + b ∈ CL(p, q)� �*� a 	 b ��������
������� !����� 	 ��!����� ��
���� ������ C�(p,q)� +��*� 	�� a = 0� 	�� b = 0�
,���	
	 ����
	 CL(p, q) = CL(0)(p, q) ∪ CL(1)(p, q)�

�������	����� �
��&�� #�
 ����&��	�� 
� ��
���	
�
� *��� U = a + b ∈
CL(p, q)" ��� ���	!- a � 	����	!- b #����	�! C�(p,q) 	� ���	! 	� � 3� ������� �����
(a + b) γm = γk Λ

k
m (a + b)" 
����" ��� ��� b · γm � γk · b / ���	!�" � a · γm � γk · a /

	����	!� #����	�!" �! �
�����

a · γm = γk Λ
k
m · a , b · γm = γk Λ

k
m · b . �����'��

,
��� ��� #����	�� γ2ν+1 ���'���� ��� � ����
 �

�	
$�	��

a · γ2ν+1 = det(Λ) γ2ν+1 · a , b · γ2ν+1 = det(Λ) γ2ν+1 · b . �����'��

��������� ���		�
 �������� �������� ���������� �����
 ������ � ��������� ���� ��������

��������� � C�(p,q)�



��� ��� ��������� 	�
��� Pin(p, q) � Spin(p, q)

� �����	 
����� ��� ������� � ��������� ��������� a � b 
��������� �����
���

a · γ2ν+1 = + γ2ν+1 · a , b · γ2ν+1 = − γ2ν+1 · b , ��������


�������� ������ 
 �������� � �������� ��� �
�� det(Λ) = +1 �� b = 0 � �
��
det(Λ) = −1 �� a = 0�

������	
� �� !�
�" p+ q = 2ν� #���� $������ �����%� ���� ������������� �	 $��&
���� �������� '����� �������$��� ���(��)����

T : CL(p, q) → O(p, q) . ������*�

+' 
�������� 
�����,���	 �������� � �������� 
������ ��� ����� ������� U ∈
CL(0)(p, q) ���(��)�-�
� 
 ����."- T � ������� Λ �' 
�(
������	 ����� SO(p, q) 
��� ��� � ���� 
����� det(Λ) = +1� �������
������ ������� ������� U ∈ CL(1)(p, q)
���(��)�-�
� � ��
�(
������ ������� T (U) = Λ ∈ O−(p, q) ��� �����/ det(Λ) =
−1� #���� �(��'�� � �����

T : CL(0)(p, q) → SO(p, q) , T : CL(1)(p, q) → O−(p, q) . ��������

������	
� �� !�
�" N = p + q = 2ν + 1� #���� 
 ����."- ��������� 0������"&
���� �������� γ

1...N
≡ iν+qγN+1 ∈ C�(p,q) '������� � ������� � ��)�� �
�������"

�'���������'������ 
������
���� b = a · γ1...N ��)�� ���)�
���� ����/ ������&
��� a ∈ C�(p,q) � ���)�
���� ������/ ��������� b ∈ C�(p,q) � 
������
������ ��)��
������ ���������� U ∈ CL(0)(p, q) � �������� ���������� U · γ1...N ∈ CL(1)(p, q) 
������ (���� �
�.�
�����" ��������� ����(��'������ �����*��

�������	
� ����� ��� �������	� 
����� (p + q) = 2ν + 1 ���� ������� U ∈
CL(p, q) ����
����� � ���� U = z · a� 	�� z � ������� ������ ��	���� C�(p,q) �

a ∈ CL(0)(p, q)�

• ������ ���� � 	
����� �
������� �����������

1���� � 
����� p+q = 2ν+1 ��� 0������"���� �������� ������� ��� ����(��'������/
�����*� � ��������

γN+1 → γN+1 = det(Λ) γN+1 ⇒ det(Λ) = +1 , ��������

� ��� ����(��'������/ ������� ��������

γN+1 → − γN+1 = det(Λ′) γN+1 ⇒ det(Λ′) = −1 . ��������

#� �
�" ��� � ���'���� �,� ����(��'������ �����*� � ������� ��������-� 
���&
���
������ 
�(
������ � ��
�(
������ ���.���� �' O(p, q) � ��� 
��� '���-�
�������$�'� �
������� 
 ������*� � ���������2

T : CL(p, q) = CL(p, q)× Z2 → O(p, q) ,

T : (CL(p, q), +1) → SO(p, q) , T : (CL(p, q), −1) → O−(p, q) .
��������

��� ��������� ����	
��� � ��� ������� ��

�������	
� ��	
���
��� �����	��� ��	���	 {T̂jm} (m = −j, . . . , j− 1, j) �	��
� SU(2) � 	���������

 T (j)� �� ���� ����	 ��	���	��� ����	�� 	
 	
����
����
��� ������

 ������� �����	� �
 su(2) 
�
 �� �������
 
��!

 s�(2,C) 	���	��
�����" ��� ���
���� �����	� ������#� � 	���	������ ��	
���
���� 	���������
"
T (j)� $ ����������

 � ������%��
"�
 ���&����� �����'(�� �����'&� 
 ������� �� 
����[

ρ(h), T̂jm

]
= m T̂jm , �����'�[

ρ(ê±), T̂jm
]
=
√
(j ±m+ 1)(j ∓m) T̂jm±1 . �����)�

*���	����� 	
��	�� �����	���� ��	���	� �	�� SU(2) ���+�� � �	
,���
�

��	���
�
 {Y (�)
m (θ, φ)} (m = −�, . . . , �)� ����	�� �������-� ��� ��	���	� � 	��

��	������ V ���. ����	��
,�� 
����	
	����.  ���!
� f(θ, φ) �� � �	� S2 ���� 	���
��� ������ �����-/
� ��	����0

f(θ, φ)→ f ′(θ, φ) = Y (�)
m (θ, φ) · f(θ, φ) .

1��" ��
�� ��� ,�� � �	
,���
� ��	���
�
 Y
(�)
m (θ, φ) 2 ��	���	�� ����� ,���
 �����

��%��
� ���'��)� ��+�� ��
���� ��� ���������	�  ���!
� Y
(�)
m (θ, φ) 
 ��	���-/
.

ĥ = −ρ(h) 
 ê± = −ρ(e∓)� �������. � �
�� �
  �	��!
�����. ��	���	�� ���'��'��
�������-/
. � V� ���� ,��� ������%��
" ���'��)� 	
��	���-�  �	�� �����'� 

�����)��

• ������ ��� �	
����� ��	 �	�	�� �������� �	��� �������������� 
�
 ����	����
	�����	��� ������� !�� � ��	��������� ���" #��
$�� f(s, t)� ���������
�		��	%���� �����&'� � ���� 
	������	�	� �����&� � �����(��

�������	����� 	
��	 �����
��" � ���,�-� ����� ρ 3 �������,����	��� ��
��	�
��� 	���������
� �	�� SU(2)� ����	�� ��������� � 	���	������ V ���. ����	��
�
,�� 
����	
	����.  ���!
� f(θ, φ) �� � �	� S2� $�+��� ������ � 4��� 	
��	�

����-,����" � ���� ,�� �����	��� ��	���	� T̂
(�)
m = Y

(�)
m (θ, φ) ��" 	����. � ∈ Z≥0

�������-� � ����� 
 ��� +� 	���	������ V 
 
. ��+�� ����+��� �	�� �� �	����
�	��
�
 ������
� 4������� T̂

(j)
m ��	���-� �����	� �����	��. ��	���	��� 5����
�

4��� ������ ����� ��	�����
6� �	������
- ���� �����'� 
 �����)�� �� �����	��. ��	���	�. T̂jm� ��� 
 ��

�����	�. |j,m〉� 	���
�����" ����,����	��� 	���������
� T (j) �����	� su(2)� 6	��

������
� ��	
���
��. �����	��. ��	���	�� T̂j1m1

·T̂j2m2
"��"���" ����� �����	���

��	���	�� �� ��/�� ���,�� 	
���
����� ����	�� 	���	������" 	
 	
����
����
��� ������

 �����	� su(2) ��� +�� ��� �����	��� 	�
������
" �����������-/
.
�����	�� |j1, m1〉⊗ |j2, m2〉� 7��
� ��	����� ��" 	�
������
" ��	
���
��. �����	�
��. ��	���	�� ��+�� 
���������� ������
 	����+��
� *���%�28�	���� ���)�9:�

 ���)�&((�0

X̂j3m =
∑

m1,m2
m1+m2=m

T̂j1m1
· Ûj2m2

· 〈j1m1, j2m2|j1, j2; j3m〉 , �������

T̂j1m1
· Ûj2m2

=

j1+j2∑
j3=|j1−j2|

X̂j3m · 〈j1, j2; j3m|j1m1, j2m2〉 , �����#�



�� ��� ��������� ����	
��� � ��� �������

��� �����	�
� ���	��	
 � ���� ������


����� ����	
��� 	��
�	
� � ��	
�� �����
����
�

����� T � n	
���� ������������ ������ G � ����������� Vn(K)� ������
 � Vn(K)
����� �ek (k = 1, . . . , n)� ����� �����
� ���
��� g ∈ G � ������������ T ��������	
������ n× n 
���� � � ���
���
� Tkl(g) ∈ K !�
� !"�#�$%%&

T (g) · �ek = �el Tlk(g) .

����� ρ � ������� ������������ ������ G � ��
������
 �������
 �����������
V � ��
�����' (��
�'�

������	�
�� ����� ����� ���	
��� �	������� {T̂(T )
k } (k = 1, . . . , n)� �	
������

��� � ����������	 V �	������	��� ρ ���� G � �����	��������� �������	�
����

ρ(g) · T̂(T )
k · ρ(g−1) = T̂

(T )
� T�k(g) , ∀g ∈ G . !"�)�#%

������	��� �	������� �	������� ���� G � �	������	��� T � ���� �	������
�	��	 T � �������� ��	�������� � �� �	������
 �	����� {T̂(T )

k } ������	���
��������� ��	��������� �

• ������ ��� �	
�� ���� ����� �������������
���� ���������� {T̂(T )
k } (k =

1, . . . , n)� ���
��	���� � ���
����
��� V� � ρ � ����
��������  �	���G � ����


����
��� V� �	
�� ���
���������� ���
����  �	��� G �� ��������� {T̂(T )
k }

�����
! "���	��� #$���%&� '�(����� ��� �����)� ||T�k(g)||� ����(*�� �
������ ��
�� #$���%&� �������!�� ������+���� T , G → GL(n,K)� (������
!��!��
! ����
��������� G�

*�
���
+ ,�� � �������- ���,��- ��� ������� ������- ���������� ���������
���,�
������ ������������ T � ��������� ������������ ρ 
��� ���������
.���� �����/�+ ,���� ����������� V+ � ������
 ��'����/� ������� ���������+
���� ����
+ ��� �����������
 !���������� ����� ����������� ����������� ���
� ������� ���%� 0�� �1�-  ���' ���'���� ������+ ��� ��������������+ �������	
���� V ����� ���2������
�

����� G � ������ 3� � A(G) �����������/2�� ������� 3�� 4���
����
 �����	
1��� !"�)�#% ��� ���
���� g ∈ G+ ����2�- � �����' g(t) = exp(tA)+ ��� A ∈ A(G)
������ ����,��� ���
��� G� 0�((��� ���� ��� ,���� �����1��� !"�)�#% �� t
� ��,�� t = 0+ 
� ����,��
 ���������� �������� ��������� � ���
��- �������
3� ������ G&

[ρ(A) , T̂
(T )
k ] = T̂

(T )
� T�k(A) , ∀A ∈ A(G) . !"�)�"%

������� ��������� ����/� ����/ ���� � �������' 
�-���� � ������ �
�������' ������ ����� 5����
��+ ��������� �
������ � ���� � ��������������'
�������' 
�-���� 6 ��� ������� !��������% ��������� ������ ���2��' ���-	

����� �����������+ � �������� ���� � �������������' �������' ������ ���� 6
��� ������� ��������� ������ ��������

��� ��������� 	�
��� Pin(p, q) � Spin(p, q) ���

��� ���	 �
�	��� (U, +1) ∈ (CL(0)(p, q), +1) � (U · γ1...N , +1) ∈ (CL(1)(p, q), +1)
������������ � ���� � ��� �� �
�	��� SO(p, q)� �����	� ��	�	������ �����������
�������� ����� �
�	�����

T : (CL(0)(p, q), +1) = CL(0)(p, q) → SO(p, q) ������ !

��"���# ��� ��� ����$ ��������� � ����$�	 ����������� T ���% ����� (CL(p, q), +1) =
CL(p, q)�

����& (p+ q) = 2ν, 2ν+1 � �
����� '
������� C�(p,q)# � �������������� � ������
CL(p, q) ���
�$����� � ��"�����	 ��"���������	 ���������	�	 2ν(	����	 ����(
����
���� ρ� )�������� 	����* ρ(U) �
� ���� U ∈ CL(p, q) ����$��� 	��������
������ CLρ(p, q)� +�������������# 	�������� ��� (ρ(U),±1)# ���
������,�� �����(
��$������ �����-! � ������!# ����$��� ������ CLρ(p, q)�

.
� ������� �
���� p+ q = 2ν ��� ���������	� 	������� ��������
���� ρ �
(
���� C�(p,q) �	��� ��$	������& 2ν � �"����
����# �����	� ������������,�� ���	
���	 ��������
����	 	������� ����� CLρ(p, q) �$�	����� .
� ��������� �
�(
��� N = p+ q = 2ν+1 ��� ���������	� 	������� ��������
���� ρ �
���� C�(p,q)
��"�� �	��� ��$	������& 2ν � �"����
���� 
��� ��������
���� ρ+ 
��� ��������(

���� ρ−# "����� ��
������� $��"�	 *�����
&���� �
�	���� �����/! ��������� �
�����0�!!1

ρ+(γN+1) = +I , ρ−(γN+1) = −I . ������2!

�����	� ������������,�� ��������
���� ρ ������ �������$�����% �����-! � ������!
�$�	����� 
��� ������ CLρ+(p, q)# 
��� ������ CLρ−(p, q)�

�����	
���� ����� ��� � ����	
 ����� (p+q = 2ν) �	
	
	����
 �������� 	�	��
������ CL(p, q) �� ��� ���� O(p, q)� �	 ���� !�" ���	# 
����$% Λ ∈ O(p, q) ��
&������ 	�����	� U ∈ CL(p, q) !�" '	�	�	�	 �%�	��"���" �		��	(���� �����)��
*�� +�	
 !�" ��!���	# Λ 	�����	� U ∈ CL(p, q) , �!��������%# � �	��	���� !	

�	����" �� '	������ a� ��� � ������	
 ����� (p + q = 2ν + 1) �	
	
	����

�������� 	�	������� ���� CL(p, q) �� ��� ���� O(p, q)� -	��� !������	 !�"
���	# 
����$% Λ ∈ SO(p, q) �&������ 	�����	� U = U(Λ) ∈ CL(p, q) ��'	# 
��	 �%�	��"���" �		��	(���� ������� � !�" ���	# 
����$% Λ′ ∈ O−(p, q) �&��
����� 	�����	� U ′ = U ′(Λ′) ∈ CL(p, q) !�" '	�	�	�	 �%�	��"���" �		��	(����
�����.�� *�� +�	
 	�����	�% U, U ′ / �!��������% � �	��	���� !	 
�	����" ��
	�����
%� $��������%� +��
���% (a1 I + a2 γ1...N) ∈ C�(p,q) �!� a1, a2 ∈ R�

�������������� ��! ����& (p+ q) = 2ν � ρ 3 ������ ���������	�� ��������
����
�
���� C�(p,q)� 4
�	��� ρ(Λ)(γm) = ρ(γk) Λ

k
m ����
�������� ��	 �� ������
��,�	

������5����	 �����/-!# ��� � ρ(γm)# � �
�������
&�� ����������� ρ(Λ) ���
�$��� ��(
��� ���������	�� ��������
���� �
���� C�(p,q)� 6�� ���������	� ��������
����
C�(p,q) � �
���� (p + q) = 2ν �"����
����# �����	� ��
��� ��,��������& 	����(
*� A ∈ Mat2ν (C) ��"��# ��� A · ρ(γm) · A−1 = ρ(γk) Λ

k
m� 7�" "�" �
���� C�C(p,q) �

Mat2ν (C) �$�	����# �� ������ ��,������� ��"�% �
�	��� U ��,��������% �
���(
� C�(p,q) �� ��
� 8���������� ����� �
�	��� U ∈ C�C(p,q) ������ 	���� ��������� �

�
�	��� U ∈ C�(p,q)!# ��� A = ρ(U)� 4�� � ��"�$���� ��,���������� �
� 
���% 	��(
��* Λ ∈ O(p, q) �
�	���� U # ����
�������,��� ������5���� �����0!� .�
��# ����&
��,������� ��� �
�	���� U � U ′# "����� ����
�������� ������5���� �����0! �
�



��� ��� ��������� 	�
��� Pin(p, q) � Spin(p, q)

����� � ��� 	
 ������ Λ ∈ O(p, q)� ����� ��� ��
� ��������� γm ���
�� C�(p,q)
�� ��

� U−1 · U ′ · γm = γm · U−1 · U ′� �� 
��� ��
�
�� U−1 · U ′  �����
	�� �
�!
�� C�(p,q)� "����� � #
����
��� ���#�
 ������
�� ��"�� ������� ��  ���#�
�
U−1 · U ′ = a · I� ��� U ′ = a · U � ��
 a $ �
"����� "���������

��% &�������� �
#
���� ���#�� N = (p+q) = 2ν+1 �  ���� ρ' �
 �������
 2ν!
�
��
  
������
��
 ���
�� C�(p,q)� (�� � 
�
�
������ ���
� �#������ #�� ρ = ρ+�
�� 
���  
������
��
 ρ �����
�����
� ���#
��� �
��������� ��
�
��� ρ(γN+1) = +I
)���#�� ρ = ρ−�  � "����� ρ(γN+1) = −I� ���������
��� �������#��%� *�
�
���
ρ(Λ)

+ (γm) = ρ(γk) Λ
k
m � ρ(Λ)

− (γm) = −ρ(γk) Λkm 
������� ��� "�	��� +�"���������
������ Λ ∈ O(p, q) ����
 �
 �������
  
������
��� ρ(Λ)

+ � ρ(Λ)

− ���
�� C�(p,q)�
 �#
� � ���#�
 (p+q) = 2ν+1  
������
��� ρ(Λ)

+ � ρ(Λ)

− �
�"�����
����� ��" "�" ���
����#����� ���"�� �
��������� ��
�
��� γN+1 ),���-%. ρ

(Λ)

+ (γN+1) = det(Λ)ρ(γN+1) =

−ρ(Λ)

− (γN+1) )��� ),����/%%� 0� det(Λ) = +1  
������
��
 ρ �"�����
���� ρ
(Λ)
+ �

 � det(Λ) = −1  
������
��
 ρ �"�����
���� ρ
(Λ)
− �  ������ ���
������ ������

A±(Λ) ∈ Mat2ν (C) ��"�
� #��

A+ · ρ(γm) · A−1+ = ρ(γk) Λ
k
m (det(Λ) = +1) ,

A− · ρ(γm) · A−1− = − ρ(γk) Λk m (det(Λ) = −1) . ),����1%

2��
���� #�� ��� �
#
����
���� ���#�� (p+ q) = 2ν+1� 
��� Λ ∈ SO(p, q)� �� −Λ ∈
O−(p, q)� 0������ �� ),����1% �� ��

� A−(−Λ) = A+(Λ) � ��� �������#�� ��
���
���� ����#��� +��"��� A+(Λ) � A−(Λ′) �� ��
�
���� Λ ∈ SO(p, q) � Λ′ ∈ O−(p, q)
������
�� ����"� ���� +��"���� �� ��
 A+(Λ)� 3� ������ #��  
������
��
 ρ
�����
�����
� ���#
��� �
��������� ��
�
��� ρ(γN+1) = +I � � ����  
������
���
�� ��

� )��� )4�5�4/%%

ρ(C�C(p,q)) = Mat2ν (C) .

6� ����� �����+���� ��
��
�� #�� ���
������ ��
�
��� U+(Λ) = U−(−Λ) ∈ C�C(p,q)�
��� "����� ρ(U±) = A±� � �� 7��
	�
��� ����� ���
"�
�� #�� ��
�
��� U± �  �!
����� ),���44% ��
��� ��	��  

�
��� � ��
�
��� �
�
���
���� ���
�� U+(Λ) =
U−(−Λ) ∈ C�(p,q)� 6��"� �� ��"������ #�� � �
#
���� ���#�
 (p + q) = 2ν + 1 ���
 ���������� ������
���� ������ Λ ∈ SO(p, q) ��
��� ����
��� ��
�
�� U = U+ ∈
C�(p,q)� �����	�������  
���������
 ),���1%� � ��� ����� �
������
���� ������
Λ′ = −Λ ∈ O−(p, q) ��
��� ����
��� ��
�
�� U = U− ∈ C�(p,q)� �����	�������  
!
���������
 ),���,%� (�"����
������ 
������
������ U± )� ��#������ �� ����	
���
�� ��
�
��� �
���%  �������� ��" 	
 "�" � �  ��"�
 4�%8 ��� ��9
� :��
���� #��
� ����� �� �
 ��������  
������
��� ρ+ ��� ρ− ���
�� C�(p,q) ��
�
��� �
���
���������� "�����������

;������� 7��
	�
��� ����� ��
�
��� U ∈ CL(p, q)� �������
  
����������
),���1% ��� ���
��� Λ ∈ O(p, q) � #
���� ���#�
 (p + q) = 2ν� � ��"	
 ������
���

(U,+1) � �
������
���
 (U,−1)  
���������� ),���<% � ),����% � CL(p, q) � �
#
�!
��� ���#�
 (p + q) = 2ν + 1� � 
�
�
�� �������#�� � ��#������ �� ����	
��� ��
�������
 ��
�
��� �
���� "����� ������
� � #
���� ���#�
 �  
�������
���
� ���
 ),���4/% � �
#
���� ���#�
� (�� ����� #���� ���������� �� �����  �����!
��� 
��
���
��� ����������� ��
��� ��  =��++��� CL(p, q) )� �
#
����
���
���#�
% � CL(p, q) )� #
����
���% ��  ����  �� ��
�
��� "����� (U,±1) � U �
��������� � 
�������� �������

��� ��������� �����	�
���� ���
��	����� ������ SU(2) � ��
 ����� � ���
� ��

�������� � !��"#��$� ���� �� ���%��& �� 	���"�� �� ���� !"�& %�� '�( ��%�%��� ����$��!�
��� !��"#�� Gj1,j2,j3(z1, z2, z3) ≡ G(z1, z2, z3) 	 
	�$����( "��!��$��( ������( ���� �
�	���	��
��)� ��*
���	$ +��
,

3∑
i=1

∂zi G = 0 ,

3∑
i=1

(
z2i ∂zi + ziΔi

)
G = 0 ,

3∑
i=1

(
zi∂zi +

Δi

2

)
G = 0 , ���������

"������ -"	�	������ ��	�����$ ��	��������� �������. ��� Δi = 2ji ���	���� 
�!!����#��
�/��� �������� 	 �������� � �������$� 	 �����'0  �

��������� �	1 ��"��"� %��� ����(�
�$� 	�%�����/ "�-!!�#����� �����2���
� 	 ������3 
�� 
�� 	��( �����	 j1 � j2&  ���/"� 
�� ��"�����( !�"����	���( � �� �%��/ ���/��( ��%���� j1&
��� j2� 4 -��$ ���%� ��	�� �������$ ��
(�
& ����	���� � �����/��	��� 5��	�� ���*����
�����	5 �6�'�'��� & �6�'�0�0' & ������7 & "������ 	 ���%� ������ s�(2,C) ������� su(2) � �%���$
�	��� ������7  �����	���� 	 	�
�

T (e±) = T (j1)(e±)⊗ 1 + 1⊗ T (j2)(e±) , T (h) = T (j1)(h)⊗ 1 + 1⊗ T (j2)(h) . ���������

8��$����$ ���
�)9�) #���%"� �	����	

〈j1m1| ⊗ 〈j2m2|
(
T (j)(e±) |jm〉

)
= (〈j1m1| ⊗ 〈j2m2|T (e±)) |jm〉 =

=
(
〈j1m1| ⊗ 〈j2m2| [T (j1)(e±)⊗ 1 + 1⊗ T (j2)(e±)]

)
|jm〉 = ���������

=
(〈j1m1|T j1(e±)⊗ 〈j2m2 |

) | jm〉+ (〈j1m1| ⊗ 〈j2m2 |T j2(e±)|
) |jm〉 ,

�
� $� �%�� ��	��� ���*���� �����	 �������� � :�	��$ ��	�) � ��	�) %��� 	 �������' & 	���
���/���$�� ��	��$� 
����	�� �����)9�( e± � 
��/��� 	�"��� ������. � ����
������$ "��
-!!�#�����	 �����2���
� ������' � 4 �����/��� ����%�$ ��"��������� �����������√

(j ±m+ 1)(j ∓m) 〈j1,m1; j2,m2 |j,m± 1〉 =
=
√
(j1 ∓m1 + 1)(j1 ±m1) 〈j1,m1 ∓ 1; j2,m2| j,m〉+

+
√
(j2 ∓m2 + 1)(j2 ±m2) 〈j1,m1; j2,m2 ∓ 1| j,m〉 .

���������

;�
��	��� 	 �������' 	$���� ��������	 e± ������� h& $� ����%�$ ����	��

(m1 +m2 −m)〈j1,m1; j2,m2 |j,m〉 = 0 , ���������

��"�
 	��	/ ���
���& %�� "�-!!�#���� �����2���
� 〈j1,m1; j2,m2 |j,m〉& �
���� 	 ������' &
����%�� �� ���� ���/"� ���� m = m1 +m2�

• ������ ��� ��		
����� 
������� ���
��� 〈jm|T (j)(e∓) (|j1m1〉 ⊗ |j2m2〉) � �������� ����
����� ��� ������� �������������  ���!�"#����� $%�&�''()√

(j ±m+ 1)(j ∓m) 〈j,m± 1 |j1,m1; j2,m2〉 =
=
√
(j1 ∓m1 + 1)(j1 ±m1) 〈j,m| j1,m1 ∓ 1; j2,m2〉+

+
√
(j2 ∓m2 + 1)(j2 ±m2) 〈j,m| j1,m1; j2,m2 ∓ 1〉 ,

�������	�

(m1 +m2 −m)〈j,m |j1,m1; j2,m2〉 = 0 . �������
�

*������ ��� �������� 	 ��������
� $%�&�++&(, $%�&�++�( 	 �����
 �	����� $%�&�'�(�

4��/$�$ �����/ ��	����� �������� � 	��(��$ ��"�$ � ����*�$ 	 ��$ m = j� ���
 ��	� %��/
�������� ��%���� � $� ����%�$ ���� �����������& � ��$�9/) "�����( �(�
�$ "�-!!�#�����
�����2���
� 〈j1,m1; j2,m2 |j, j〉 < ��%����/) 
� ��9��� !"���& ����
����$��� ���$���	"��
� ���������$& %�� 〈j1, j1; j2, j − j1 |j, j〉 	�9���	���� � ����*������� 4����� �����/ ��*��� ��"
	 �������� & $� 	��*�$ 〈j1,m1; j2,m2 |j,m− 1〉 %���� 〈j1,m1; j2,m2 |j,m〉 �& ���
�	���/��& ���/�
����/ ������%��� ���#�
����& �(�
�$ 	�� "�-!!�#����� �����2���
�& �%��� � m = j& �
��%����/) 
� ��9��� ���$���	�%���� $��*������



�� ��� ��������� �����	�
���� ���
��	����� ������ SU(2) � ��
 ����� � ���
�

�
� ���� (j1 + j2+ j3) 	 ���� ����������� ������� 	���
 �	������ !���� "������ �#�� ������$
%�& ���	��� �����'( ���
)� ���
�)*��� �	����	���
�� +������ �����(�% ��� �� ����)��� ��� "����� ��������	#� �����!�	(

j1 j2 j3
m1 m2 m3

)
=

(
j3 j1 j2
m3 m1 m2

)
=

(
j2 j3 j1
m2 m3 m1

)
,

� ��������)� ,��	�� ���-����. (−1)j1+j2+j3 ��� ��"����� ��������	#� �����!�	�
�� /�� ����� si ↔ ti (i = 1, 2, 3)$ �� ����� T ji

mi
(si, ti)→ T ji

−mi
(si, ti)$  �� ,������ �����(�( ���
���$

"�� ��� 0��� ����� I → (−1)j1+j2+j3 I� /�0����$ ������� �����(�� $ %�& ���	��� ��������)�
,��	�� ���-����. (−1)j1+j2+j3 ��� ��������� ��#�	 	��1 ����#!�� mi � �����	�����-���2(

j1 j2 j3
m1 m2 m3

)
= (−1)j1+j2+j3

(
j1 j2 j3−m1 −m2 −m3

)
. ���������

�� +������ ������' �� �����

m1 +m2 +m3 = 0 =⇒
(

j1 j2 j3
m1 m2 m3

)
= 0 . ���������

• ������ ��� �	
����� �		��	������� ��������� ��������� �������� � ��������� �	
����  	!�"

(

j1 j2 j3
j1 m2 m3

)
= (−1)j2−j1+m3Δ(j1,j2,j3)

(j1+j2−j3)!(j1+j3−j2)!

√
(2j1)!(j2−m2)!(j3−m3)!

(j2+m2)!(j3+m3)!
δj1,−m2−m3 . �������	�

#$%���� �� ��� !�%����%	(
0 j2 j3
0 m2 m3

)
= (−1)j2−m2√

(j2+j3+1)
δm2,−m3 δ

j2,j3 . �������
�

������	
� �� 3 ������1 �
����
��1 #���
��� zi = si/ti ��������"�� ,��� �����(�( 
�� I
��������	���� 	 	�
�

I = t2j11 t2j22 t2j33 (z1 − z2)
j1+j2−j3 (z1 − z3)

j3+j1−j2 (z2 − z3)
j3+j2−j1 ,

 ��	����� ��	��������� ������( 	 0��1 #���
���1 	����
�� ���
�)*�� ������

3∑
i=1

∂zi I = 0 ,

3∑
i=1

(
ziti∂ti − z2i ∂zi

) I = 0 ,

3∑
i=1

(
zi∂zi −

1

2
ti∂ti

)
I = 0 . ���������

• ������ ��� #$%���� !�%����� ������&�� �� !�%����' ��������� ���
�% ��� ����� ��!����"
�$( t̄3 = −s3� s̄3 = t3 � �	����%�% ��� ê

(i)
+ = si ∂ti � ê

(i)
− = ti ∂si � ĥ(i) = 1

2 (si ∂si − ti ∂ti)�

/�� 0��� ��	������ ,��#!�� I−1 ����� ����	����	�)*�� �����������	#� 
�� �������,��)
"��.

Gj1,j2,j3(z1, z2, z3) =
1

(z1 − z2)j1+j2−j3 (z1 − z3)j3+j1−j2 (z2 − z3)j3+j2−j1
���������

	��-���� 
�� %�1 ��"�"��� ,��#!�� ���� 	 �������1 #��,�����1 ������1 ����

〈φ1(z1, z̄1)φ2(z2, z̄2)φ3(z3, z̄3) 〉 = Gj1,j2,j3(z1, z2, z3) ·Gj̄1,j̄2,j̄3(z̄1, z̄2, z̄3) . ���������

������!�� �������	 Δa = ja + j̄a � sa = ja − j̄a ����
���)�$ ����	����	����$ #��,������
���������� � ����� 
	������1 ����� φa(za, z̄a)$ "�� 	���#�� �� �1 #��,�����1 ��������	�
���2 φa(z, z̄) → λja λ̄j̄a φa(λz, λ̄z̄)$ ��� #�����1 #��������� �����((� �	������ ��	������� +	��.

��� ��������� 	�
��� Pin(p, q) � Spin(p, q) ���

������	�
�� ����� ��������� �	�
����� Pin(p, q) ⊂ CL(p, q) � Pin(p, q) ⊂ CL(p, q)
�������� �	�	��� (U,±1) � U �	����	���� �	�	����������� �		��	�������

det(ρ(U)) = 1 , ��������

��� det(ρ(U)) = −1 
�� ρ � ������	���	� ������������� ��
���� �����	��� C�(p,q)�
�	
� ��� ����� ������� ����������� � ����
�� ��� det(ρ(U)) = −1 ����	������
������ ��� � ������� 	 ���!������ ������ p + q = 2 	 p + q = 3� 	 ������ ���
"������ U �������# ������	� $��������� ��� ������%��	� det(ρ(U)) = ±1 &����
���� ���	 � ��� �'&��� ����	 ��	��� ������� ���	� ����&�� C�(p,q)� "� 	 �����(
���� ������� ���	' ρ �����&���� ��	� "� 	 ���������	 �� ���'� �����	������
)�� ��������� ������ (p+ q) = 2ν + 1 	����� � � ��"� 	 �������! ����	 ��	�!
2ν(����! ������� ���	� ρ+ 	 ρ−� ������� ����!���� ����  ����� �� ��������' ��
"� 	 ���������	� �������� � ����� γk → −γk� *����  �	�� +� ��
���	� �����

��� �'&��� U ∈ CL(p, q) � 	�� ρ+(U) = zU ·ρ−(U)� ��� zU , ��������� ����������
������� � ���-�' ���� 	# det(ρ(U)) = ±1 .	��	������ ��� zU = 1� *��	 �&�����
 ������� ������ (p + q) = 2ν + 1 � � ��"� 	 �������! ������� ���	� ρ± ����&��
C�(p,q) ����� ���� "� 	 �������	 ��� ����� Pin(p, q) 	 Pin(p, q)�

/���	 �-�� ��� ��������� ����	 ��	�� ������� ���	� ρ ����&� 0�	..����
	�'� �����' ���������� 2ν � � ������� det(ρ(U)) = det(ρ(−U))� 	 ��"��� ���(
������ Pin(p, q) 	 Pin(p, q)  ��'��'�� ������ � "������	 U � ���
� "������ −U �
������� �������� �����1� 	 ������� &���� ���� ���� � ��� ���	 	 �� 
� ����&����(
 ��	� Λ ∈ O(p, q)�

)����  ���� ������ CL(0)(p, q) � &��� �������	 ��� �� ��������� Pin(0)(p, q)�
"������ U ������# ���
� ���	��'��� ������	������ ������%��	� ���������
/�� 	���� ��� Pin(0)(p, q) , ���������  ������ Pin(p, q) 	� ���  ��������� ��� 	
����������� ������!�  ���� ���� 		 � �����.	��	 �����2��� �������� ������
Pin(0)(p, q) &���� �����.�� ���&��
����� �� ������ SO(p, q)�

3������	 ��&�� &��	���! "������ �(�� �������

Σmn =
1

4
(γmγn − γnγm) =

1

2
γ[mn] ∈ C�(p,q) . ������4�

5������ Σmn ��� ��� ���'� ������	���� ������%��	� ��� �&����'-	! ��(
��&�� 6	 ������ SO(p, q) ���� �	�� � �1�2�2�� 	 �1�7�4��

[Σnm, Σk�] = ηmkΣn� + ηn�Σmk − ηnkΣm� − ηm�Σnk , ������8�

������� �����  � ������ � ���-�' ��������'-	! ������%��	# ���2�48� 	  �����(
'-	! 	� �	! ��
���� ���� �	�� � �1�7�8��

[Σnm, γk] = ηmkγn − ηnkγm . ��������

������	�
�� ����� ��������� �	�
����� Spin(p, q) � 
����� Pin(0)(p, q) ��� ��	�
�����	 ���� �������	� Pin(0)(p, q) ���� �� � ���!�	" �	��	����� �����#�	
	 ����
������



��� ��� ��������� 	�
��� Pin(p, q) � Spin(p, q)

�����	
���� ����� ��� �������	 U ∈ Spin(p, q) 
 �������� ����������� ����

������� ������� ������
������ 
 
���

U = exp
(1
2
ωmnΣmn

)
∈ C�(p,q) , �������	

��� ωmn = −ωnm � 
�����
���	� ������	�

�������������� 
���� ����� ������� ��� �������� �������	 ���������� ���� 
�� Pin(0)(p, q)� !�����"���# �������	 ���������$�� ��� � ��%��&���� ����'��%�����(
γm → γ′m = U · γm · U−1� ��� ������� U %���� � �������	� ����# �'��%�$)�# γ′m '����
���������#�&�# � ����

γ′m = γj Λ
j
m , ||Λjm|| := exp ||ωjm|| , ωj m = ωjk ηkm , ������*	

�� ���& �� ����� ����'��%������ �����+	� ,��$�� �������� ��� �����( ������� U �
%������( � �������	� ���������� ��������� CL(0)(p, q) ⊂ CL(p, q)� -���� ����� ��#
�$'��� ������������# ρ ����'�� C�(p,q) �� �������� Tr(ρ(Σmn)) = 0� ������� ���& 
%�#�& .������( det(eA) = eTrA� ��� A / �$'�# �����0�� �� ����� det(ρ(U)) = 1�
!���������&��� �������� ���� �������	 ���������� ������ Pin(0)(p, q)�

• ������ ���� 	
����� �
����� ��������� ��������� �
� 
���
����! 
"����
�

eA · B · e−A = 1 +

∞∑
k=1

1

k!
[A, [A, . . . , [A︸ ︷︷ ︸

k

, B] . . . ]] .


����� �����&� ��� �$'�( ������� Pin(0)(p, q) �% �����&��( ����������� ����� 
0� ���������#���# � ���� �������	� 1�����&%����# ������������ ������ Pin(0)(p, q)�
��� ��������� � CL(0)(p, q)� �������� U ������( ����������#$� ������$ �������	� 2%
����� ����������# ����� ����� �������� ���'������� ���'� ��# U ∈ Pin(0)(p, q) ⊂
CL(0)(p, q) ������#���& ������"���� �����+	� ��� � �������� Λkm ∈ SO(p, q) �� ��%& 
��� �����0�� '��%��$ � ��������( Λkm = (δkm+ωkm+ . . . 	� 1 ���� ������� ��������##
� ������"���� �����+	 ��.�����%����&��$ .���� ��# U = exp(T ) = I + T + . . . � ��
�������� �������

[T, γm] = γk ω
k
m . �������	


���& T � T ′ / ��� ��������� ����������#$)�� ����� ������$� ����� [γm, T−T ′] = 0�
�� ���& (T −T ′) ����������� �� ����� ���������� C�(p,q)� 1 ������������ �������� 
����� ρ� �������� ����� 3���� �� ����� ρ(T −T ′) = const · I� ������� �����0� ρ(T )
�������#���# � �������&$ �� ���'������# � ��( �����0�� ������0�����&��( ��� 
�����(� 4�������� ���� ����%��� � ����������� ρ(T ) �� �������������� � ����%���
� ����������� �������� T 	 ���'������� Tr(ρ(T )) = 0� ������� ���� �� ���%�����
��"�	 ������������ ������$ det(ρ(U)) = 1� 2% ������"���( �������	 � �������	 ��� 
����� ��� T ���� ��'���& � ���� T = 1

2
ωmnΣmn� � ��� ��� Tr(ρ(Σmn)) = 0� �� ����

��'�� �����������( � ρ(U) �'��%� ���������� �������� ����%����� ���������#���#
���

ρ(U) = I +
1

2
ωmnρ(Σmn) + · · · = exp

(1
2
ωmnρ(Σmn)

)
⇒ U ∈ Pin(0)(p, q) .

��� ��������� �����	�
���� ���
��	����� ������ SU(2) � ��
 ����� � ���
� ��

���� �	������ ��� ���� ����� !" � 	�#����$ |j1, j2 ; j4,m4〉 � 	��������	���� ���
��	�����$ ����� %"&
�� ��������� �� �$���� m → m3" ����	�� �������������� 
�� #�'((�)�����	 ���������
�

δj3,j4δm3,m4 =
∑

m1,m2

〈j3 m3|j1 m1, j2 m2〉 〈j1 m1; j2 m2| j4,m4〉 . ��������

*���& ���$����$ �������
j1+j2∑

j3=|j1−j2|

|j1, j2 ; j3,m〉〈j1, j2 ; j3,m|& #������ 
����	��� 	 ���������	�

V ���
��	����� T (j1) ⊗ T (j2) �& ������� +�	��,
���- �����& ����)����� 	�� ��������� �� V �
���������& �$�-.�� �����	����� ������� ������� h& �	��� m� / ���������	� V $�,�� �����

����� 
����� �������∑

m1,m2
m1+m2=m

(|j1 m1〉 ⊗ |j2 m2〉) (〈j1 m1| ⊗ 〈j2 m2|) =
∑

m1,m2
m1+m2=m

|j1 m1〉〈j1 m1| ⊗ |j2 m2〉〈j2 m2| ,

� ����� �#�$� ,� �	����	$�& ��'��$� $� �$��$ ��,
���	�

j1+j2∑
j3=|j1−j2|

|j1, j2 ; j3,m〉〈j1, j2 ; j3,m| =
∑

m′
1
,m′

2
m′

1+m′
2=m

|j1 m′
1〉〈j1 m′

1| ⊗ |j2 m′
2〉〈j2 m′

2| , ��������

#������ ���	����� ������� ����,���� �����0���
� ����� �"� *����	�������& �$��,�$ �	���
��	� ����� 1" ���	 � 	�#��� |j1 m1〉 ⊗ |j2 m2〉� / ���������& ��������� �����,����$ # ����� %"
���
��	�����$

〈j3 m|j1 m1, j2 m2〉 := 〈j3 m|(|j1 m1〉 ⊗ |j2 m2〉) , ��������

$� ������$ ������� # ����� �" ����,���� �����0���
�

j1+j2∑
j3=|j1−j2|

|j1, j2; j3 m〉 〈j3 m|j1 m1, j2 m2〉 = |j1 m1〉 ⊗ |j2 m2〉 , �����	

�

�
� 	 ���� ����
������ �����2 " #�'((�)�����	 �����0���
� $� �$��$ m = m1 +m2� ������
���� �	������ ��� ���� �	����	 �����344" � 	�#����$ 〈j1 m′

1| ⊗ 〈j2 m′
2|& �� 	 
��������� # ����� 2"

	����#�� �.� �
�� ����	�� �������������� 
�� #�'((�)�����	 �����0���
�

j1+j2∑
j3=|j1−j2|

〈j1 m′
1, j2 m

′
2|j3 m〉 〈j3 m|j1 m1, j2 m2〉 = δm1m′

1
δm2m′

2
,

�
� ����� ,� ���
��� ��$����& ��� m = m1 +m2 = m′
1 +m′

2�

��������� �	 5 �����$ ��������
������ �����24" � ���,
���	����� t̄3 = −s3& s̄3 = t3& #������
���$���	���� 	 �����32"& �����$ ��	���� �����6 " 	 ��$$�������$ 	�
�

(−1)j2−j1−j3I = (s1t2 − s2t1)
j1+j2−j3 (s3t1 − s1t3)

j3+j1−j2 (s2t3 − s3t2)
j3+j2−j1 . �����	
	�

���
 ����� �������$���	#� �����1 " $� �$��$

(−1)j2−j1−j3I√
n1!n2!n3!(n1 + n2 + n3 + 1)!

=
∑

m1,m2,m3

(
j1 j2 j3
m1 m2 m3

)
T j1
m1

(s1t1)T
j2
m2

(s2t2)T
j3
m3

(s3t3) , �����	
��

�
�

(
j1 j2 j3
m1 m2 m3

)
7 %�8 ��$	��� /����� ����� 3"� 5���������� ����� 3" ���
�-� �� ��	�����

�����34�" � (��$��� �����13"& 	 #������ ����9�
�$� �
���� ��
����	#� t̄3 → −s3& s̄3 → t3 � ������
�����24"& �����2!" � �����1�"� �# ## 	��,���� �����343" �� $������� �� ��������- 
� �$��� ��.���
��#" ��� �-��� ��������	#� ���9 ��
�#��	 {1, 2, 3}& ��� ��� �$��� si ↔ ti& �� ����	����	�-.��
��$$������ ���
�� � %�8 ��$	�� ����� 3"� / ��������& ������	��� ��
�#��& $� �$��$

(−1)j1+j2+j3

(
j1 j2 j3
m1 m2 m3

)
=

(
j2 j1 j3
m2 m1 m3

)
=

(
j1 j3 j2
m1 m3 m2

)
, �����	
��



�� ��� ��������� �����	�
���� ���
��	����� ������ SU(2) � ��
 ����� � ���
�

• ������ ��� �	
����� ��������� �	������� ��	 �	��� ����	��� 1
(2j)!

(ss̄ + tt̄)2j =
j∑

m=−j
(−1)j−mT̄ j−m(s̄, t̄)T jm(s, t) ����� (2j + 1)�

��������	 
����� �������� � ��������� �� ������� ���

������ μ(j1, j2, j3)� ���
����� � ���������

!��	" # ���

��������� $��%&�'(��"��� "�%�� �#���)�����) ���

������

��

(
j1 j2 j3
m1 m2 m3

)
� ������� ������*�#	 +�, #�������� -�.����� /� ����"�����* +�,

#������ #�	���� #��"*0��� #�����&���	�� # ���

��������� $��%&�'(��"���1(
j1 j2 j3
m1 m2 m3

)
=

(−1)j2−j1+m3

√
2j3 + 1

〈j1m1, j2m2|j3,−m3〉. ������2�

� #��"������)��� ��� 3� ��� � ���

������� $��%&�'(��"���� ������� �� ��	
���)�� �#��m1+m2+m3 = 0� ������� -�.���� �%��"�*� ���#���� #������� ����
#�� #������ #�� ���"�� ����4�

����� ����	
�� ���������
�� �������������� � ��� 	�����

���

���������� ��������� ���������� ����� �����������  !"#"$%& 	 	�
�  ��"  !"#"#'&&(

|j3,m〉 =
∑

m1,m2

|j1 m1〉 ⊗ |j2 m2〉 〈j1 m1, j2 m2|j3 m〉 , ��������

�
� �������� ��� j3 ) �*��� ���� �� �����	� |j1 − j2| ≤ j3 ≤ j1 + j2�  |j3,m〉� |j1 m1〉 � |j2 m2〉
+ �����������	���� ������� 	����� 	 ���������	, ���
��	����� T (j3)� T (j1) � T (j2)� �����
	����	����" ��������� �����������	������* ������, 	������	 �� �����������  !"#"-!& ��.��
	�	���� ���
�*/�� ���
��	����� 
�� ��011�2�����	 �����)���
�

〈j1 m1, j2 m2|j3 m〉 := (〈j1 m1| ⊗ 〈j2,m2|) |j3 m〉 . ��������

3������� ��� 	 ���� ���	�
��� ��������� ��	����  !"#"'-&(

Ij1,j2,j3(s1, t1; s2, t2; s̄3, t̄3) = (−1)j1+j2−j3 Ij2,j1,j3(s2, t2; s1, t1; s̄3, t̄3) ,
��011�2����� �����)���
�  !"#"-4& ����*��� ��� ��������	�� 	������	 〈j1 m1| � 〈j2,m2| 	
��	�� ����  !"#"-4& ���
�*/�� ������

〈j1 m1, j2 m2|j3 m〉 = (−1)j1+j2−j3 〈j2 m2, j1 m1|j3 m〉 . ��������

3������ ��.�� ��� 
�� �������� 	����� |j3 m〉 	 ��	�� ����  !"#"-!& � 	 ��	�� ����
 !"#"-4& ����
 ������� ��������	�� ����� ��1�����	��� ���������� |j1 j2; j3 m〉� 	 ������� �	��
����	*��� ����� j1 � j2 ��������, ���������" 5��� 	 ���������	� ���
��	����� T (j1)⊗T (j2)

����	������ �� 	������	 |j1 j2; j3 m〉� �
� |j1 − j2| ≤ j3 ≤ j1 + j2� ���	���� ������� ��	��

��

����	
�� ��� ������ ��	��

�� �������"
��
����	��� 0�����	�� �����.����� � ��� ���� �����������  !"#"-!& 
�� ���� 	������������

�	����	��  !"6"!$&" 7 ��������� ������� �	����	�

〈j1, j2 ; j3,m| =
∑

m1,m2

〈j3 m|j1 m1, j2 m2〉 〈j1 m1| ⊗ 〈j2 m2| , ��������

�
� 	 ���� 	�/���	������� ��011�2�����	 �����)���
�  !"#"$-& �� �����

〈j3 m|j1 m1, j2 m2〉 := 〈j1 m1, j2 m2|j3 m〉∗ = 〈j1 m1, j2 m2|j3 m〉 . ������	�

��� ��������� 	�
��� Pin(p, q) � Spin(p, q) ���

� �����	 ��
�� ��� ��	���� U ∈ Pin(0)(p, q) ���� �������� ���������� ��� ��! "�	#
������� �����$�� 	� �	��	 U ∈ Spin(p, q) ⊂ Pin(0)(p, q)� ��� � ��"� ����� ��������
������������

%��"� ��� ��	���� Spin(p, q) � �"�&��! �"��������� �����$�  �������'��� �
���� ��������� �� � ��(����� �	�&��! (��	�

U = I +
1

2
ωmnΣmn + . . . , ωmn ∈ R , ��������

�� ��������&��� ��	���� Σmn �)�� �'� )� �� � �
�)�� *� spin(p, q) 
�����
Spin(p, q)� +�" "�" �������',�� ������-���� ������.� ���� ������������� Σmn ↔
Lmn � ��)��� 	����"� η = η−1 ������������ Rp,q� �������'� � �������',�	� ��#
����-����	� ���/�/�� �
�)�� *� so(p, q)� �� �	��� 	���� � �	��(� 	 spin(p, q) =
so(p, q)� � 
����� Spin(p, q) �"�&�� � �	��(�� 
����� SO(p, q)�

• ������ ���� � 	
������ �
 ���� U ∈ Spin(p, q)� 
 ������ (−U) ���� ����

������� ������ Spin(p, q)�

0�	�	��(� 	� �����/�� � ��������1 CL(0)(p, q) → SO(p, q)� ��������	�� ������#
-����	� ������� � �����.��  ���'� ���)������� Pin(0)(p, q)→ SO(p, q) � ������������#
�� �� ���
����� Spin(p, q) ⊂ Pin(0)(p, q) ���" "�" ��� ��2������ � ��� ��! "�	�����#
�� ��������
� ��	����� 	� �	��	1 Spin(p, q) → SO↑(p, q)� ���������� ����',��
����������� ��	�� �����	��� 3��4��

�����	
���� ����� ������ Pin(0)(p, q) �����	 
���	��� ������ SO(p, q)� � �����
�� Spin(p, q) �����	 
���	��� ������ SO↑(p, q)�

�������������� 5���& ��� ��	���� U, U ′ ∈ Pin(0)(p, q) ���,�����'� ����)�� ���#
��� ������� � ����	 � ��	 �� ��	����	 Λ ∈ SO(p, q)� +�
�� [U−1 ·U ′, γm] = 0 �� ���2
�)�� �',�2 γm ∈ C�(p,q) � U−1 ·U ′ = z� �� U ′ = z ·U � 
�� z 6 $�����&��! ��	��� �
C�(p,q)� 7 ���������	�	 ������������ ρ 	� �	��	 ρ(z) = αI2ν � 
�� (p+q) = 2ν, 2ν+1
� ��" "�" U, U ′ 6 ��	���� ��,��������! �
�)�� C�(p,q)� �� α 6 ��,��������� "��#
������� % ������ ���	����"� �������� ������� ��� det(ρ(z)) = 1� �����	� α2ν = 1�
� ��� ν ≥ 1� �� α = ±1� +�"�	 �)�� �	� � 
����� Pin(0)(p, q) �	����� ����� ���
��	���� ±U � "������ � ��	�,&' ������� ���)����'��� � ���� ��	��� Λ ∈ SO(p, q)�
� ��������&�� 
����� Pin(0)(p, q) ������ ��"������ 
����� SO(p, q)� 8��'�� ���#
 � �� ����"���� ��� ��� ��� "�	������� ��������
� ��	���� � Pin(0)(p, q)� �� ���&

����� Spin(p, q)� ������ ��"������ 
����� SO↑(p, q)�

+�"�	 �)�� �	� ��
���� 9���������' ����� �	�'� 	���� � �	��(� 	�

Spin(p, q)/Z2 = SO↑(p, q) , Pin(0)(p, q)/Z2 = SO(p, q) . ������:�

8�������� ��� � ����� p = 0� q = 0� ��" �� "�" � � 
����� SO(p, q)� � 
�����
Pin(0)(p, q) �	�'��� ����� ��� "�	�������� 0����� Spin(p, q)� Pin(0)(p, q) � Pin(p, q)
�� ���'��� �����	�
�� ��� ������
��� �	�������

5�����"��	� ��� � 	��
��)�� �� 
����� SO↑(p, q) �	����� ����� ��� ���� ��
�#
	������2  �	"����2 "����2 ��&"� � ����� p ≤ 1, q > 2 ��� q ≤ 1, p > 2�� 7
���	 ����� 
����� Spin(N) � Spin(1, N −1) �"� ���'��� ��������&��	� ��"����#
',�	� 
���� SO(N) � SO↑(1, N − 1)� ��������������� 7 ����� p ≥ 2 � q ≥ 2 
�����



��� ��� ��������� 	�
��� Pin(p, q) � Spin(p, q)

Spin(p, q) �� ������	� 
�����	����� ��������� ��
��� SO↑(p, q)� ���� ��� �	��
������� ���� �� !"�	� �� "��!��������

#���$ 	��"
� ��"�%��$ �������� � ��!�&�	��� ������
��$ �� &	�� ����"���
�������� �x ∈ Rp,q '
"�� �!���� ����������$  "�
�
� &	�� ( ���	���	������)
���

������	�
�� ����� ����� ����	
� η � ����������� Rp,q �	������ 
 �	��������
���� �	��� ���	���� ��
��� �ek ∈ Rp,q� ��� 
������� 
�������� ����	
	 ηkk =
(�ek, �ek) ����	������ ����	���������� ���������� �����		
� �������	��

��		
��� ��������������� 
����	���� xk ��
���� �x = xi�ei ∈ Rp,q ����������
��������� ������������������ ���	  ��	���� ��
��� �ek ∈ Rp,q ! ��������� ����
���������������

*��"
�� ��������$ &�� � ��"� ���� �	��$ �������$ ��+� ������� "�
��� 	���,����$
���" ��������� ����"���� 	������	��
�� ����%������� ���������� �������
ηkk$  ���	���	������� ( ����-������������ .��� 	���,���� /���������� �)
,��
$ �"��� ��-�� �����"��� � ��������� ��0��&�	��� �!��&���$ �������$ �
����"������ ����%�� !��"����� 	����-���� � � ���	��� 	��%�����0 ����	����)
��0 ���"	������� ��
�� Spin(p, q)$ ������� �!����	� �������	���� �	�� ��-�
��"�!"�� ����� �

1
	�� p + q = 2ν� 2���� ����'�!����� �! ��
��� Spin(p, q)$ /������� �������
���"	������	� � ��"� ����!��"���� ��������� �����3+ $ ������	 ��������$ 	 ��&��
!����� ���	��� "�	������0 ����'�!�����$ ���0 �� ��������� � ���	���	����)
��� ���-���� ���"	������ /�������$ ����"��-��� ������ ��
��� Pin(p, q)$
������ 	 ������� ������ ���������� ���'�-��	� � ����
� ��
��
 O(p, q)�
#�� ����$ &��'� ���	�� ���� ����'�!�����$ ���'0�"��� �		������� ����%�
Λ ∈ O(p, q)$ 	������	��
���� �	���!��-��� ���-����� ����"��� {x1, . . . , xp+q}$
����� &	�� {x1, . . . , xp} �! ������0 �� 	������	���� 	 ��'���� ������� η = Ip,q �
����"������� ����� �!����	� 4����������5$  ����� &	�� {xp+1, . . . , xp+q} 4���)
	���	��������5� .��� ���-���� �	
��	������	� '!�	���� /�������� ���6�6� 
���'�� C�(p,q)� #��	���������$ '!�	��� /������ ������� ����"� Uk = γk ∈ C�(p,q)
!"�� 	���	�� �����3 ���-���� �	�0 ����"��� xm$ ����� ����"���� xk$ 	���	��
�����
 xm → (−1)1−δkm xm$ &�� 	��"
�� �! 	�����,����

Uk · γm · U−1k = γk · γm · γk = (−1)1−δkm γm , �����3� 

�!"�	� 	
��������� �� k �� ����!��"��	� � γk = ηkiγi � *������	������$ '!�	���
/������ ������� ����"� Um1,m2 = γm1γm2 (m1 < m2) ����"����� ���-���� ������
����"��� xm1 � xm2 �

�����������	
��� ���������� ��	��� �������
 ����������� ������	
��� ������ SO↑(p, q)
���	
�� ���� ���	
�� �	������� � ����������	
��� ������ π1(SO

↑(p, q)) ��� ������	���� �����
π1� ��������� � ������ !""#� !$%#& '�� ��� �������	
��� ���������� ��������� � SO↑(p, q) ( ���
SO(p) × SO(q)� �� ������������� )�� π1(SO

↑(p, q)) = π1(SO(p)) × π1(SO(q))� ��� ��� � �����
π1(SO(1)) = 1� π1(SO(2)) = Z � π1(SO(p)) = Z2 � ��	� p > 2 *������� ��	� ������ Spin(p, q)
����� �������� SO↑(p, q)� �� ��� ����� +�
 ��������	
��� ���������� ��	
�� � �	�)��
p < 2� �	� q < 2 *�� ���� �	�)�� p = 1, q = 2 ��	� p = 2, q = 1& �	����� ���	�)��
� ��� ���
Spin(1, 2) = SL(2,R)� � π1(SL(2,R)) = Z 

���,�������� � �)������ )�� ����)����� ������������ -���������� ����� �������
./01(+1,−1,−1,−1)� � �������� ����� �+����� ������� � ���� ./01(−1,+1,+1,+1) 

��� ��������� �����	�
���� ���
��	����� ������ SU(2) � ��
 ����� � ���
� ��

��� �������	�
��� ���������� μ(j1, j2, j3) ��	��

μ(j1, j2, j3) =
√

2j3 + 1 Δ(j1, j2, j3) , ��������

� ���������

Δ(j1, j2, j3) =

√
(j1 + j2 − j3)!(j1 + j3 − j2)!(j2 + j3 − j1)!

(j1 + j2 + j3 + 1)!
, ��������

����	����� ����������� �������������

���������	
���� �	
����� �������� � ��������� � ��������� �	����� ��������
������ �! � "	�	�	� ��	#$	
��	 ��������� �	����	�	���% "	&''�(���� μ(j1, j2, j3)!
���
����% � ��������� )���	���� ���������% ��"�	� �������� �� ��	�������

���
�������* T (j1) ⊗ T (j2) ⊗ T
(j3)

� +,	 �	�� �	,���	 �������� ���

(∂s1∂t2 − ∂s2∂t1)
n3 · (∂s1∂s̄3 + ∂t1∂t̄3)

n2 · (∂s2∂s̄3 + ∂t2∂t̄3)
n1 · I . ��������

-�* �	������* &�	% �	��� �	��	�������* ������������ �	�
������

(∂s2∂s̄3 + ∂t2∂t̄3) · (s1t2 − s2t1)
p(s1s̄3 + t1t̄3)

q(s2s̄3 + t2t̄3)
r =

= r(r + p+ q + 1)(s1t2 − s2t1)
p(s1s̄3 + t1t̄3)

q(s2s̄3 + t2t̄3)
r−1 ,

��������

(∂s1∂t2 − ∂t1∂s2) · (s1t2 − s2t1)
p = p(p+ 1) (s1t2 − s2t1)

p−1 , ��������

"	�	��� ���	
*��* ��*��� ������������ .	�
����! ��	,����� ��������! ���/�
����	 � 
�* 
�%����* 	����	�	� (∂s1∂t2 − ∂s2∂t1) � (∂s1∂s̄3 + ∂t1∂t̄3) � ������� I�
�������� '	����� �������� � �������� 
�* ���������* ��������0

(∂s1∂t2 − ∂s2∂t1)
n3(∂s1∂s̄3 + ∂t1∂t̄3)

n2(∂s2∂s̄3 + ∂t2∂t̄3)
n1I

= n1!(n1+n2+n3+1)!
(n2+n3+1)!

(∂s1∂t2 − ∂s2∂t1)
n3(∂s1∂s̄3 + ∂t1∂t̄3)

n2(s1t2 − s2t1)
n3(s1s̄3 + t1t̄3)

n2

= n1!(n1+n2+n3+1)!
(n2+n3+1)!

· n2!(n2+n3+1)!
(n3+1)!

(∂s1∂t2 − ∂s2∂t1)
n3(s1t2 − s2t1)

n3

= n1!(n1+n2+n3+1)!
(n2+n3+1)!

· n2!(n2+n3+1)!
(n3+1)!

· n3!(n3 + 1)!

= n1!n2!n3!(n1 + n2 + n3 + 1)!

1�"! �	����	����% ���������% ��"�	� ����

Ĩ =
I√

n1!n2!n3!(n1 + n2 + n3 + 1)!
, ��������

 �,	 ���	����� �	 #���� �	���	�	� T̄ j3m3
(s̄3, t̄3) ����� ��


Ĩ =
1√

2j3 + 1

j3∑
m3=−j3

(−1)j3−m3T̄ j3−m3
(s̄3, t̄3)T

j3
m3

(s1, t1, s2, t2) , ������2�

,
�! ��	����! T j3m3
(s1, t1, s2, t2) 3 �	����	����� #������ ��"�	� � �	
��	����4

���� ���
�������* T (j3)! ��	����	,	 � ��	�������	 ���
�������* T j1 ⊗T j25 "	&'4
'�(���� (2j3 + 1)−1/2 ����
 �����"	% � ���	% ���� ������2� 	���
��*���* ���! ��	
&� �����" 
	��� 
��� �	����	����% ��"�	� � ��	�������� ���
�������*

T (j1) ⊗ T (j2) ⊗ T
(j3)

�



�� ��� ��������� �����	�
���� ���
��	����� ������ SU(2) � ��
 ����� � ���
�

=
∑
k

(−1)k
√

(j1+m1)!(j1−m1)!(j2+m2)!(j2−m2)!(j3+m)!(j3−m)!

(j1−m1−k)!(j3−j2+m1+k)!(j2+m2−k)!(j3−j1−m2+k)!k!(j1+j2−j3−k)! , ��������

	
�
��� 	�	 ������ ���
 ����� � �
��
���� �
 �
����
�	� �
������� � 	
���� �!
������ "#�$%�&'
������ ��������� � ��������� ( ��
�� �
��� 
�)����� �����#
�)����
����� �
 k � ��������� ��	 	�	 � ��#) �
*#�%���� ���+�+�� ��
$� � ����
,
����� �������� 
$��-����� � �)#�� ��#� .
�� $ 
��� �/ %���� ��	�
���#
� � /����!
����#�� �	����� k! �#� (j1−m1− k)! ����
����� $��	
������ 0�������� ���������
�������� � ����������
, �����	
, ��������� � �
#)����

W j3
m (s1, t1, s2, t2) = D(j1, j2, j3)

∑
m1,m2

m1+m2=m

T j1m1
T j2m2

〈〈j1, m1; j2, m2|j3, m〉〉 . ��������

1������� ��
 ��	�
� W j3
m �� �
����
��� 
��
����#��
 �	�#���
*
 ��
�/�������

��������� 2
��
�) �����
 ��	�
�� W j3
m � 
�����#�� �
����
����, ��	�
�

T j3m (s1, t1, s2, t2) =
μ

D W j3
m =

∑
m1,m2

T j1m1
T j2m2

〈j1, m1; j2, m2|j3, m〉 , ��������

*�� μ(j1, j2, j3) 3 �
����
�
��, ��
����#�� 	
�
�, $)��� /���	���
��� ���� ����
4���������� ������� � � ���#� 
$
/������� �#� 	
���� ����
� "#�$%�&'
�����

〈j1m1, j2m2|j3m〉 = μ(j1, j2, j3) 〈〈j1m1, j2m2|j3m〉〉 δm,m1+m2 . ������5�

6
� ��
 ��
 ��,������#��
 	
���� ���� "#�$%�&'
������ �#��)�� �/ ���������
�
��)# �������� � ��������� 0 )���
� �������� ��������� ������5�� �������� /����������
� ����

I =
D
μ

j3∑
m=−j3

(−1)j3−m T j3m (s1, t1; s2, t2) · T j3
−m(s̄3, t̄3) = ������7�

=
D
μ

∑
m1,m2,m3

(−1)j3−m3 T j1m1
(s1, t1) T

j2
m2

(s2, t2) 〈j1, m1; j2, m2|j3, m3〉 T j3
−m3

(s̄3, t̄3) .

������8�
9 ��#) ����������
��� �)�	 �� I ��� SL(2,C)!���
$��/
�����. ������7�� ��� 	
�
!
�. ��	�
�� T jm(s, t) ���
$��/)���� �
 �����#) ���+�+:�� � �
#)����� ��
 	
����!
 ���� 〈j1, m1; j2, m2|j3, m3〉 ���
$��/)���� �#��)�-�� 
$��/
�

D(j1)
m′

1m1
(g)D(j2)

m′
2m2

(g) 〈j1, m1; j2, m2|j3, m3〉 D(j3)
m3m′

3
(g−1) =

= 〈j1, m′
1; j2, m

′
2|j3, m′

3〉 , ∀g ∈ SL(2,C) .
��������

6�	�� 
$��/
�� 	
���� ���� "#�$%�&'
����� �
��
 ������������� 	�	 	
����!
 ���� ����������
*
 ���/
�� ������*
 ���*� ���� 1�����#���� ������� � ����
,
����� 	��*���

�����	
���� ����� ����� ����	��
� �� �����
�
���� �������������� ��������

���� �
�

〈j1m1, j2m2|j3m〉 = δm,m1+m2 μ(j1, j2, j3)·

·∑
k

(−1)k
√

(j1+m1)!(j1−m1)!(j2+m2)!(j2−m2)!(j3+m)!(j3−m)!

(j1−m1−k)!(j3−j2+m1+k)!(j2+m2−k)!(j3−j1−m2+k)!k!(j1+j2−j3−k)! ,
������+�

��� ��������� 	�
��� Pin(p, q) � Spin(p, q) ���

• ������ ���� �	
����� ��	 �	��	� 	�������� ���� 
		������ xm → −xm � Rp,q

(p + q = 2ν) �������� ����� ������� ������ �������	� U = γ1...2ν ∈
CL(0)(p, q)� �	
����� ��	 	�����	��

Tt = γt · γ1...2ν , Ps = γs · γ1...2ν (t = 1, . . . , p; s = p+ 1, . . . , 2ν) ,

	������� �	�
	 	���  ���������! xt� ��� �	�
	 	���  ��	�������������!
xs� 
		�������� �		����������	�

������	
 ��� �����	�	����� ����� ������� ������ ��������� ������ Pin(p, q)
����� �	���	�� � ����

U = U ′ · γm1...mk
,  !"#"$!%

��� γm1...mk
& �	������ �������� 	������ '��((���	  ��"  !")")*%%� 	 U ′ & ���+

���� ������ Spin(p, q)� ������� ������	��
���
 � ���� �����������
 ����	�����
 !"#"$,%"

• ������ ��"� �	
���� �	������� ������������ #
������$ ����� �	� ��	 ��%	&
������� Λ ∈ O(p, q) ���������� � ���� Λ = Λ′ · R� '�� Λ′ ∈ SO↑(p, q) �
R ( ��
	�	�	� 	��������� � ����� �	��	��	����� #����������� ����� �
)����������� ������

-�
 ������������ ����	
 (p + q) = 2ν �������  !"#"$!%� ����	 k & ������ ����	�+
����� ��������� Pin(0)(p, q)� �����	
 � ����.�� ����������  !"#"*% �����	�	���

� ����������� ������ SO(p, q)� 	 ����	 k & �������� �� �������  !"#"$!% ����	���+
��� ���������� ������ Pin(p, q)� �����	
 �����	�	���
 �	 ������������� �����+
����� O−(p, q)" -�
 �������������� ����	
 (p + q) = 2ν + 1 ������������ �������
Pin(p, q) �	��� �	�����	���
 � ����  !"#"$!%" /�� ���� ������� �������� ��� ��������+
��� ������	���	��
 Λ ∈ SO(p, q) �	�	���
 �����	������  !"#"*%� 	 ������������� &
�����	������  !"#"!%"

• ������ ��*� �	
����� ��	 � ������	����	� ������ (p+ q) = 2ν + 1 ���	%���	+
����� ,-�"�./� '�� � 
������� U ��%���� %������� �������� γm1...mk

∈ C�(p,q)�
�		���������� ��� ��%	'	 k 	��������� ����	'	 ����� 
		������ � ��� ��+
��� ������ ���	%���	����� Λ �� �	%������	& �	�'����� SO(p, q)�

������	
� �� /���� ρ & ������������ ������	������ 	������ '��((���	" 0���	
� ����	� (p+ q) > 3 �� ����� det(ρ(γk)) = +1 ��
 ���1 ���	���.�1 γk"

• ������ ��0� �	
���� �	������� ������������ #
������$ �	��	��	����� ����
��	 ��%	 γ2k = +1� ��%	 γ2k = −1� � �	%�������� �������� ��%	& 	%�����1�&
γk ����� ��%	 ±1� ��%	 ±i� ������ � ������� 
	'�� N = p+ q ≥ 4� �� �����
dim(ρ) = 4 ·2[(N−4)/2] � ����	� ����	 �	%�������� �������& +1(+i) ����	� 
�

��	 ������� �� ���	'	 ���� ������������� ,-���.2/� ,-���.�/� ����	�� �����
�	%�������� �������& −1(−i)�

/������ ��
 �������	  !"#"$!% �����	 ����� ������
���
 ������� det(ρ(U)) = +1� �	�
�	� �� ����������� �� ����� det(ρ(U ′)) = +1"

2 ����	� (p+ q) ≤ 3 �������	 ����	3�
� ����	 �������  !"#"$!% ��������	� ����+
������� det(ρ(U)) = −1" -������������� � �	���� ����	� ρ(γk) & �	���3� 2×2� ���+
���3���	����� �	���3	� /	���  ��� �����	������� ��%� � ���� ρ(γk)

2 = ηkk = +1�
�� ρ(γk) = σk � det(ρ(γk)) = −1"
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��� Pin(p, q) � Spin(p, q)

����� �����	
����� 
����� ��������
� 
����� spin(p, q) �
����� Spin(p, q)

����� ρ � 	
���������� ����
� C�(p,q)� ���� ρ ����� �����
������ 	
��������
���� ����
� �� spin(p, q)� ������� �������� ��� � !" #���
�$ 	
�	�
%�������
������� ��������� ���
��� 	�
&�# ����
� C�(p,q)�  �#'� ����� 	
����������
�� �����������()�$ �
�		� Spin(p, q)* U → ρ(U)� �
� ����� ## �� ��#�
� �������&�
� +������
��� ���+� (p + q) = 2ν ���������	�	
 2ν���
���� 	
���������( ρ
����
� C�(p,q) ������������� �������	�� 	
���������� �
�		� �� Spin(p, q) � ��
����
� �� spin(p, q)� #���
�� 
������& � 	
&��( ����� ���, ���#���������,
�
�� �
��� ��	
�������, -�����������, �	���
��, 	
���������$ Δ+ � Δ−

���
����� 2ν−1 ������ 	
���������$ T(r) � T(r−1). ��� 	��
���� �����"� +�� ���
�������& � ��)�� 
�����
����� ���� 	��
���� ������ 	��#� /"� 0 �
���$ ���
���
�	������ +�� � ��+����� ���+� (p + q) = 2ν + 1 �� ����� �� ���#���������,
2ν���
��, 	
���������& ρ+ � ρ− ����
� C�C(p,q)� 1 	
���������&, ρ+ � ρ− ��
�

��()�� ��� � !" ��(� �� 	
���������& ����
� so(p, q)� #���
�� �#���(��&
�#����������� ���� 2���� �����"� �� ���� � ��+����� ���+� (p + q) = 2ν + 1 ��
����� ������������ -������������ �	���
��� 2ν���
��� 	
���������� ����
�
so(p, q)� +�� �#'� 	�������( ���������& � ��)�� 
�����
����� ���� 	��
����
������ 	��#� 3"�

0	
���������� ������ ���+��& � +������
��� ���+���� p + q = 2ν ��'��
	
��������
�
���� &���� 
�����
�� 	
���������� ����
� spin(p, q) = so(p, q)�
#���
�� �����#�� �� ��$����#��� 	
���������& ���4�� " ����
� 5��--�
�� 6�&
����� ���+& � 	
���������� ���4�� " �������� ���� Σnm ∈ spin(p, q) ��� � !" ���(�
���+������������$ ���

ρ(Σmn) =
1

4
(γmγn − γnγm) =

(
1
4
(smsn − snsm) 0

0 1
4
(smsn − snsm)

)
=

(
smn 0

0 smn

)
,

��� �/!"
� 
�����(� 	�������( 	
�������� 	
���������� ����
� �� spin(p, q)� #���
��
������������� 	�������( 	
��������� 	
���������( �
�		� Spin(p, q)

U =

(
exp(1

2
ωmn smn) 0

0 exp(1
2
ωmn smn)

)
=

(
A 0

0 A

)
. ��� �/�"

7�� 	
����������� ## �� ��$+� 	�#'��� 
������& � 	
&��( ����� ���, ��	
��
������, � ���#���������, �
�� �
��� 	
���������$ Δ+ � Δ−�

�	
������� ���� ��� ������ (p + q) = 2ν �	�
������� ����	 smn 	 smn �
�������� ���������� ��� �����	��������� ����	���	 �� �����������	� Δ+ 	 Δ−
��!	���� ��� ����� ��
���� "	 spin(p, q) = so(p, q)� #�������������$ �	�
����%
��� ����	 A 	 A � ������&� ����!��� �����	��������� 	 ����	���	 �� 2ν−1% �����
�����������	� Δ+ 	 Δ− 
����� Spin(p, q)�

������	����	
�� 8���� ��#����� ����� 9���
'����� �� 	
��������� 0�+�
��#'�� ���#������������� ����� 	
���������& ����
� spin(p, q)� 
����������

�����������	�
�� ��
�
 �������	� � ������
����
� ������ p+ q = 2ν + 1 �� ��
���
����	����

�	��� � �������		 ��

��� ��������� �����	�
���� ���
��	����� ������ SU(2) � ��
 ����� � ���
� ��

�� ����	
	�� ��� ��
���� � �	�����	��� �������� � 	
������������ ��
��
��  �� !�"
��	��# W j3

m � !��	���
$�%�
 !������	���� P(j1,j2) !�
������
	�� T
(j1) ⊗ T (j2)� !�
"

���������� !�� �
������ �����&'� (��!!# SL(2,C) ��� $
� ��� �
����� T j3m (s3, t3)�
)���� �������� *�	�+�� W j3

m ��(�� ��������������� � �� 
���
 �����	#� �
������
!������	���� 	
!��������(� !�
������
	��� ������
	�	�(� T (j3) � ���$
		�(� �
T (j1) ⊗ T (j2)�

,���
� �����$
	�
 �
����� W j3
m (s1, t1; s2, t2) !� �����	#� ��	���� T

(j1)
m1 (s1, t1) ·

T
(j2)
m2 (s2, t2) � !������	���
 P(j1,j2) !�
������
	�� T

(j1)⊗T (j2)� -���# �� ��
����� ���"
������� �����$
	�
 �	�����	�� ���.�/'� � ��� !� ��
� !
�
�
		#� (s1, t1, s2, t2, s̄3, t̄3)�
������
 !��� �
��� � !���%�� *�����# ��	��� ,����	�0

I =
∑
k,k1,k2

(−1)kCk
n3
Ck1
n1
Ck2
n2
(s1t2)

n3−k(s2t1)k (s1s̄3)n2−k2(t1t̄3)k2 (s2s̄3)n1−k1(t2t̄3)k1 =

=
∑
k,k1,k2

(−1)kCk
n3
Ck1
n1
Ck2
n2
(sn3+n2−k−k2

1 tk+k21 ) (sn1−k1+k
2 tn3−k+k1

2 ) (s̄n1+n2−k1−k2
3 t̄ k1+k23 ) ,

���.����
(�
 Ck

n 1 ��	������	#
 ��**�+�
	�#� � ���������	�
 ��
� !� 0 ≤ k ≤ n3� 0 ≤ k1 ≤
n1� 0 ≤ k2 ≤ n2� ,� ����� �
�
 �# ��$
� � ������  �� ���������	�
 !� k, k1, k2 �
���.���� 	
 �(��	� 
	�� ��� ��� ��(���	� ������.� ��	������	#
 ��**�+�
	�# ���"
	# 	��� �	
 �����		#� !�
�
��� ���������	��� 2�� �#�
�
	�� � ���.���� �����	#�

�
������ !������	��� !�
������
	�� T (j1)� T (j2) � T
(j3)

���� ������/� � ������'�� �# ��"
*������
� n1, n2 � n3 ��(���	� ���.��3� � ��
��
� ���
	� !
�
�
		#� ���������	���
�� 
��� !
�
��
� �� �	�
���� k1,2 � �	�
���� m1,20

k + k2 = j1 −m1 ⇒ 0 ≤ j1 −m1 ≤ n3 + n2 ⇒ −j1 ≤ m1 ≤ j1 ,
n3 − k + k1 = j2 −m2 ⇒ 0 ≤ j2 −m2 ≤ n3 + n1 ⇒ −j2 ≤ m2 ≤ j2 .

4�� ��� �# ��

�
k1 + k2 = j3 − (m1 +m2) .

5��
����  �� !���
 ��
� ��� ���
	 ���������	�
 !� k � ���.���� ����
���� 	� �����"
(���
� ������ ��	������	#
 ��**�+�
	�#� 4����� �����$
	�
 ���.���� !
�
!�"
�#��
��� ��
���%�� �������

I =
∑
m1,m2

(∑
k

(−1)kCk
n3
Cj2−n3−m2+k

2j2−n3
Cj1−m1−k

2j1−n3

)
(sj1+m1

1 tj1−m1
1 ) (sj2+m2

2 tj2−m2
2 ) (s̄j3+m3 t̄j3−m3 ) =

= D(j1, j2, j3)
∑
m1,m2

〈〈j1, m1; j2, m2|j3, m〉〉 (−1)j3−mT j1m1
T j2m2

T
j3
−m , ���.��.�

(�
 m = m1 +m2�
∑

m1,m2

=
j1∑

m1=−j1

j2∑
m2=−j2

� �#�
�
	 �	�$��
��

D(j1, j2, j3) = (j2 + j3 − j1)!(j1 + j3 − j2)!(j2 + j1 − j3)! . ���.��6�

7 *�����
 ���.��.� �# ��!��������� ����	� 
	�� 〈〈j1m1, j2m2|j m〉〉 ��� �#��$
	��
8&�90

〈〈j1m1, j2m2|j3m〉〉 =
∑
k

(−1)k
√

(j1+m1)!(j1−m1)!(j2+m2)!(j2−m2)!(j3+m)!(j3−m)!

(j1−m1−k)!(j1−n3+m1+k)!(j2+m2−k)!(j2−n3−m2+k)!k!(n3−k)! =



�� ��� ��������� �����	�
���� ���
��	����� ������ SU(2) � ��
 ����� � ���
�

T (j) ⊗ T (j) ������	
�� ��������� 
�	�	������ �����
�����	� SL(2,C)� ��
���� ���
��	���
�� �� 	����	��
�� ���
��� (s1t2 − s2t1)

2j ∈ P(j,j)� ����
�	
������ �����	�
εαβu

αvβ = (s1t2 − s2t1) 	����	��
�� �
���	
����� ������������	� ����� !"� #�$
��
� �%��� �
����� $
�� �����		& (s1t2 − s2t1)

2j 
���� ����
 	����	��
�� '�(�����
���)�)!" ��������	� �����		 (s1t2− s2t1)

2j � ��� �� �������* si 	 ti ���
 	����	�
��
��% ��� ���
����	%" ����
�� ���	��*+ ���
���� T jm(s1, t1) 	 T jm(s2, t2)� '���
��
���)�)!" �*�� ���	���� � ���,�% 	����	��
��� �
�	�	 ���)�-."� ��
���% ������
��� �������/�(� �����
��	
� � �	��&

η
(j)
m,−m′ = (−1)j−mδm,m′ . ���-���"

0
� �
�	�� ����
 	(��
� ��,��
�����% ���� � ������� ����
1������ � ��,�� ���2�% ���+ �����
�����	� T (j1) 	 T (j2)� 3����
�	 �,�

���� ��������
�����	� T
(j3)

(����* SL(2,C)� ����	�������� � ����
����
�� �����
����*+ ���	���� �
����	 2j3� ���	��,	+ �
 ������*+ �������*+ (s̄3, t̄3)� � ���	�

�� ������!"� #����
�����	� T (j1) ⊗ T (j2) ⊗ T
(j3)

� �������
����
�� P(j1,j2,j3) ⊂ F(2,1̄)�
��
���
� �� ���	��*� ���* T j1m1

(s1, t1) ·T j2m2
(s2, t2) · T̄ j3m (s̄3, t̄3)� ����
���
 ��� �����

�
�����	� T(2,1̄) ��(����� ��,�� ������ ������."� 1 �����
�����		 T (j1)⊗T (j2)⊗T (j3)

���� �*���	
� 
�	�	������ ��������� ��������
�����	�� ����	�������� �� 	��
���	��
��� ���������� �����		 I �
 � �������*+ {s1, t1, s2, t2, s̄3, t̄3}&

I = (s1t2 − s2t1)
n3 (s1s̄3 + t1t̄3)

n2 (s2s̄3 + t2t̄3)
n1 , ���-��!"

(�� n1, n2, n3 4 ���*� ���
�	��
����*� 2	��� 	

n3 = j1 + j2 − j3 , n1 = j3 + j2 − j1 , n2 = j3 + j1 − j2 . ���-�5."

����
�	
������ �
����� ����������
	 �� ������ ���� �������*+ (s1, t1)� (s2, t2)
	 (s̄3, t̄3) ���+ ���(��*+ ���	���� ����	��%,�(� ��	 ��������		 ���-��!"� �����
n3 + n2 = 2j1� n3 + n1 = 2j2 	 n1 + n2 = 2j3� ���
��
�
������ � ���2	
 ���
�� ���-��!"

��	������	
 ����
����
�� P(j1,j2,j3) �����
�����	� T (j1) ⊗ T (j2) ⊗ T
(j3)

� 6��� 
�(�
$
�
 ���
�� 	����	��
�� �
���	
����� ������������	� ������."� 2
� ������
 	� 	��
���	��
���
	 �����	� �����))" 	 ���)�)!"� 	 �������
����� �� �������
 ����
����
��
��������(� �����
�����	� SL(2,C)�

• ������ ��� �	
����� ��������������� ���������� ������� � �������� ��� ���
������� ��!���� "� s�(2,C)# 
��$���% �	��$�� ��$�����%��	%� ��� I#
&�%���� ��
�	�$��%	� $ $���

(ê
(1)
± + ê

(2)
± + ē

(3)
± )I = 0 , (ĥ(1) + ĥ(2) + h̄(3))I = 0 . ���-�5 "

#�������� 	����	��
 I ���-��!" �����
�� ��������* ���	��� �� s̄3� t̄3 �
����	

2j3� 
� �� ���
 �*
� �������� �� ���	�� ���
���� T
j3
m (s̄3, t̄3) 	 ���	��� � �	��

	����	��
��� ����
�	&

I =

j3∑
m=−j3

(−1)j3−m W j3
m (s1, t1; s2, t2) · T j3

−m(s̄3, t̄3) . ���-�5�"

��� ��������� 	�
��� Pin(p, q) � Spin(p, q) ���

��������� smn � smn� 	
���������� ��� �������� ��� �������� �����������
2ν−1� ����� ������� S ��
��� ��� smn = S smn S

−1� ������� ���� m = 1� ��� n = 1�
� ���� ��� �!"#� $ �������� %������ sn = S sn S

−1� sn = S sn S
−1� &�'�� � %�����(

S ����� �%������ ������� γ =

(
0 S
−S 0

)
� 
������ ����
��������� �� ����

�)����(���� ��')�� C�(p,q) � %���������� ��� �!*# � ����������� 
���������
� ������+ ��� �!�#, γ γ2ν+1 = γ2ν+1 γ� ���� ����
�� %���������� �������� γ γ2ν+1 =
−γ2ν+1 γ� 
����� ����� �� ����'� ���� ��� �!-# ������� γ2ν+1�

��+�� 
 ��
���������� �%������������ ����� 
��%�
��� %����������
��')�� spin(p, q)� ����������� ��������� smn %�������� ����������� ��� �)�
����(��. smn �����'����#� &�'�� �������� ������� ������� S ′ = λI2ν−1 ��
���
��� S ′ · smn = smn · S ′� ����'�� m = 1 ���� n = 1#� �� %������ S ′ · sn = sn · S ′ ����
S ′ ·sm = sm ·S ′#� /��(�� ������ ��� ������� γ′ =

(
S ′ 0

0 S ′

)
= λI2ν 
��������� ��

���� γm� ��� %���������� �%����������� %���������� �)����(��. γm ��')��
C�(p,q)�

0��
� � ��������� ����� p+ q = 2ν %����������� F �%��������'� %�������
���� ��� �!*# ��')�� C�(p,q) ���)������ �� ��� �����������. %��%����������� V+

� V− �%��������. %���������+ Δ+ � Δ− ��')�� 1� spin(p, q) = so(p, q) � '��%%�
1� Spin(p, q)� 
����� ���
�(� �� )�����+ ����
���� ���*�2-# � ���*�2!#� 0������
����� %��%����������� V+ � V− �����(��� �� F � %�����( ���. %��
�����

P+ =
1

2
(I2ν + γ2ν+1) =

(
I2ν−1 0

0 0

)
, P− =

1

2
(I2ν − γ2ν+1) =

(
0 0

0 I2ν−1

)
, ���*�2�#

��%������. ���� � �+���
�� %���������� ��� �!*#� ��� %��
���� ����������(�
�%�� ν = r# %��
����� �3�"�*-#� 
����� ��%����������� %�� %�������� ���. �%���
�������. �%������. %���������+ T(r−1) � T(r) �� ����4��� 5��������������
����� λ(r−1) � λ(r) ���� 6���� �����#� &�
�� �)������ ��� �%��������. %�������
���� Δ+ � Δ− ��')�� 1� spin(p, q) = so(p, q)� ������� � %�����( %��
�����
���*�2�#� 	
��������� �%�� ν = r# ���� �%��������� 5������������� �%�����
��� %����������� T(r−1) � T(r)� 
����� )��� ������������ � 6���� ����� �%��
�
�# � ���� %������� � 6���� ������ $ ���������
�+ ��������� ����� 7�����
�� 83"9� %���������� T(r−1) = Δ+ � T(r) = Δ− ������(��� �����������	
�� � �
5�����
�+ �������� 	�� %���������� ������(��� ��������
��

�	
��	�� �� ��� �%������. ���������. ���)�� ��������� ���
�� � ������
A � A �	
���������. %���������+ Δ+ � Δ− 	������ '��%%� Spin(p, q)� :��
	��'� ���
�� � ������ A �����'� %���������� Δ−� ����� $������$����� 8 !9�
�)���� �����(��� ���
�+� ;����������� �������(� ���
�� � � 
��%���� �+�
���
�. �%������ ξ ∈ V+ � η ∈ V−� �)������� 	�� 
��%����� ������������ 
�
 ξα
� ηα̇ �α, α̇ = 1, . . . , 2ν−1#� � �+���� 	����� U ∈ Spin(p, q)� �������'� � ���*�2!#� �
%��%�����������. V+ ⊂ F � V− ⊂ F ��%������ ����(��� �)�����

ξα → ξ′α = A β
α ξβ , ηα̇ → η′ α̇ = A

α̇

β̇ η
β̇ . ���*�"<#

$ �+���
�� %���������� ��� �!*# %��)�������� ���*�3#� ������� 	������ U



��� ��� ������� �	
������

�� �����	
�� ���������� � ����

γm =

(
0 sm
sm 0

)
→ UγmU

−1 =
(

0 A smA
−1

A smA
−1 0

)
. ��������

����� ������� �������� �������� � ����� (sm)αβ̇ � (sm)
α̇β�  !����� "���

#�� � ������$���� �����	%� �&����'�( smn� smn $)�&�� spin(p, q)� �� ��$�!��
��������� ����* ����� �&����'�( ||(smn) β

α || � ||(smn)α̇β̇||� !�� � �!���� "�������+
��$*��)� �������$���� �����	
� ��)$������ � ���������, �������� �$� �����
A � A� ������ ���� � ���������

������	
� �� -$� ��!���������)� �$�!� (p+1)+q = 2ν+1 �������$���� )�����
Spin(p+1, q) � �� $)�&�� .� spin(p+1, q) = so(p+1, q)� ������� �������� �� �������+
$���� �����
�� !���������, $)�&�� /$�##��� C�(p,q)� ��������� �������������
0�� ������� �� ����)� ��� �����
%� �������$���� ���$����, ������ γ2ν+1� ��+�
������)� "$������ ρ(Σmn) � ������� n = 2ν + 1 ��$� m = 2ν + 1 � �1� �� �����
&$�!��+��)��$*��, #�����  ���������� � ����

ρ(Σm,2ν+1) =
1

4
(γm γ2ν+1 − γ2ν+1 γm) =

1

2

(
0 −sm
sm 0

)
, m = 1, . . . , 2ν , ��������

� ���'����$��� ����(��� ��1�� ��������������� V+ � V− � F � 2�����������
����$������ �������$���� �����
��� �������� $)�&�� .� spin(p + 1, q) = so(p + 1, q)
"����$����� ���� r = ν� ������������� ���������� �������$���� T(r) $)�&��
so(2r+1,C) �� ���3�� #�������$*��� ����� λ(r)� ������� &�$� ���������� �
4���$� ����� ������ �� � ��������� � 4���$� �����

• ������ ���� 	
������ �
 ��� p+ q = 2ν ������ Lmn = ρ(Σmn) �������� �

Pm =

(
0 0

sm 0

)
, Km =

(
0 −sm
0 0

)
, D =

1

2

(
I2ν−1 0

0 −I2ν−1

)
=
γ2ν+1

2
,

����� ������
� � !��
��
�� !��� �"����� ��� 
#���$�%�& �
�'
���
(
��)�#�� conf(Rp,q) = so(p + 1, q + 1) � �� ������ �������� " !��"
( �� �
���)��  
!�������%���  

�
*������

[D, Pm] = −Pm , [D, Km] = Km , [D, Ljm] = 0 ,

[Kj, Km] = 0 , [Pj, Pm] = 0 , [Pk, Km] = 2 (ηkmD − Lkm) ,

[Pj , Lkm] = ηkjPm − ηmjPk , [Kj , Lkm] = ηkjKm − ηmjKk ,

[Lij , Lk�] = ηjkLi� + ηj�Lki + ηikL�j + ηi�Ljk .

������	�

��� �����	
 ���������

����� ����	
� �������	� B,C� D ��� �����������	� ������

�� C�(p,q) 	 ������� ��	� ����	


5���* ρ 6 2ν+������ ������������ �������$���� $)�&�� C�2ν 7 Γm → ρ(Γm) �!��+
�������, �$�!,�� 4�������� ����� �������$���� ρ′ � ρ′′� ��$�!����� �� ρ ���+
�$������ �����1����� � ���������������

Γm
ρ′→ ηm ρ(Γm)

∗ , Γm
ρ′′→ η′m ρ(Γm)

T . ���	���

��� ��������� �����	�
���� ���
��	����� ������ SU(2) � ��
 ����� � ���
� ��

���
��	����� T (n
2 −2) �� ������ j = (n/2 − 2)� � �� 
���� ��� ������� ���	������ 	����� �

���	�� m = n/2− k + 1� ������� Ck−1
n ����� ���� ��
������ 	 ���������	� ���
��	����� T (j)

� j > n
2 − k + 1� ���� �	�� ��� ������� 	������� ���
��	����� T (n

2 −k+1)� !�"���� � k���
��� #k < n/2$ � ���	�� m = n/2 − k ���
� Ck

n ������� ���	������ 	������	 �� ����� Ck−1
n

	������	� ������� ����
���� ���������	� ���
��	����� T (j) � j > n
2 −k�  ���	����� ������

�� ���	������ ��������� �	�� ��� ������� 	������� ���
��	����� T (n
2 −k) � �� ����%���	�

�	��

m(n, k) = Ck
n − Ck−1

n = Ck
n

(
n− 2k + 1

n− k + 1

)
, k < n/2 . ��������

���� ������� 	 �����&��� ������� 	��� ���'�
��� 	 ���������	� V⊗n �� 	�
����� ���
	������� (2j + 1)������� ��
���������	 V2j+1 ���
��	����� T (j) �� ������ j = n/2, n/2−
1, . . . , 0 ��� j = n/2, n/2 − 1, . . . , 1/2� 	 �	�������� �� ���� �	������ �� n %����� ��� ��%�����
%������ (�)� *����� ��������� V⊗n �� ��	������� ��
���������	� V2j+1 � �%���� ����
������ #+�,�-.$ ����� 	�


V⊗n = Vn+1 + (n− 1)Vn−1 +
n(n−3)

2 Vn−3 + · · · = Vn+1 +
[n/2]∑
k=1

m(n, k) Vn−2k+1 , ��������

�
� [n/2] / '��� %��& %��� n/2� � ����	����	��� �������� #���� *������ #+�,�0$$

(T (1/2))⊗n = T (n/2) +

[n/2]∑
k=1

m(n, k)T (n/2−k) . ��������

1����� #+�,�-.$� ����
��� )� �������� m(n, k) 	���
���� �����	�
���� ���
��	�����
T (n/2−k) 	 ���
��	����� (T (1/2))⊗n� �
��	������� 
�� %���� ���	������ k��������� ���������
�����	�� '���%�� ����������� �� ���& 
�� � ���	�� m = n/2 − k %���� �����	����� ���������
������� "������ #+�,�.,$ 2 �����	������ ��%������� ������� ����� ����%�&�� �� �����	�����
��%���� �������� ���������� ����������� � ���
�
�)�� ���	��� m > n/2 − k� 3� *�����
��� ����%�� ��4��� 	 0560 ��
� 	 ��� ��������� ���&� 7668 � ����
 	 ��������� ���	����
*������� 4����

• ������ ��� �	
��	�� �
	���� �������� �
������ � ��� 	����	�
�� �

����������� �	
 
��	�����! dim(V⊗n) = 2n  dim(Vn) = n�

• ������ �"� �
����� �
	���� ������#�$ ��
�% � �
	���& �����"��� ��������� �	�����
���'(� �
 n�

����� ����� 	
������� ������������	 ��������������

� ���� �	
��� �� �	�������� ����� �������� ����� ���	����� �� �������
������� �	����� C� �������� !�� � �����	� "#$%$#& � "#$%$'&� �� ���	� ���
����������� ������	����� ������ SL(2,C) "�� SU(2)&$ (������ ���	��� ��
�)����� ����� ��������� ������������� *�)+	,-���	�	 〈j1m1, j2m2|j3m〉 � ����
��� "#$%$%.&$ /����� ������� )���� �)����	�0�� ����� �������� 1$2$ �	������
�	������ � 34�5� ��$ �	��� 3465$ *	� � ������� ���)�� �	���	����	�0 �� �	�� �����
��	����� ������ SU(2)� 	 ������	����� ������ SL(2,C)� ����	���	!�� ����
�	���� ����	����� � 7	���	��� �� � ����� �	
��	 ���$ 8���������� ��� �� �	��
��	����	�� ��0�� �	��� ������	����� ������ SL(2,C)$
8���0 �� ����� ��	 ������	����� T (j1) � T (j2) ������ SL(2,C) "�� SU(2)&

� ������	����	� � )	
������ ������	�� T j1m � T j2m "#$#$#.&� ������� ��� ��� ���
���	�� ������� (2j1) � (2j2) �� ���������� uα = (s1, t1) � vα = (s2, t2)� ��������
�������$ 8����� ����
������� ������	����� T (j1) ⊗ T (j2) ��������� � ���������	��
���� P(j1,j2) ⊂ F(2,0̄)� �	������� �	 )	
����� ������ T j1m (s1, t1) · T j2m′(s2, t2)� ���	��
�� ������ "#$#$49&$ :	���� � 
	���	���� ��� �� j1 = j2 = j � ������	�����



�� ��� ��������� �����	�
���� ���
��	����� ������ SU(2) � ��
 ����� � ���
�

���� �
������� 
����� ���� � ����������� 	������ ��������� ���	 Δn−1(S−) � �� 
���� ���
��� 
����	�� (Δn−1(S−))

k �� ������� ������������ 	����� � ����� ���m = n/2−k! ��������
	 	�
� �������� ������ �� ������" 	������	! � ������" k �����	 ���	���� 	���� ��� �
��
�����	���� � ��� k = n! ���
 
����	�� Δn−1(S−) � ���������� �����
��� ��������� | ↓ . . . ↓ 〉

�� ���#! �� �� 	�� ����� 	 $��� ��������� ���	���� 	���� ����������� ���� ������ ����
������	� Vn+1 �����	�
����� ���
��	����� T (n/2) ����� ���������# (n+1)!  	�� 	����� $����
���������	 % �����	����� 	����� ����#����� &'�(�)(* � �
��� � ��� +� �����	����� ���
������ E = n/4! ��� 	������ �� ����	�� &'�(�))*� ,������! ��� 	 ���������	� Vn+1 	"�
�� ��
�
���� 	������ �� ��
���������	 � -������	���� m &�� �
��� �������� ������ �� ������"
	������	 �� �+
�� ������� 	 &'�(�).**�

���� �� ����� �����	��#��� ������ �� 	������	 	 V⊗n � ����� ��� ���� � ��# z! �	���
m = n/2− 1 &	���� ������ 	 &'�(�).**/

|n/2− 1, n/2− 1〉 = a1| ↓↑ . . . ↑ 〉+ a2| ↑↓↑ . . . ↑ 〉+ · · ·+ an| ↑ . . . ↑↓ 〉 ��������

� ����� � ������	����� ��������� ����	�� ������� 	�����

Δn−1(S+) |n/2− 1, n/2− 1〉 = 0 . ��������

0���	�� &'�(�1'*! � ������ &'�(�2(*! 
��

a1 + a2 + · · ·+ an = 0 , ��������

��� $�	�	������ ��������#����� 	����� &'�(�13* � 	����� &'�(�14*� �����	��� ����! ����� ���
������� &'�(�13* ���� �����	������ 	������� ����#����� &'�(�)(* ���	�
�� � 
���������#���
��	������ � ������� ai� 5	��� ������� 
���������#��" ��	����� ����
����� (n− 1) ����
��	����� ��������� 6 j = m = n/2 − 1! �+
�� �� ������" ���	���� �
���������� ����������
�����	��  ������ � ��+�� �����#��	�#�� 	 �����	� ������� 	����� 
�� ���
������ ��������
��� ��	������" ��
���������	 ���
��	����� T (n/2−1)� 7� �� ��
�� �
��# 	�����	�# $�� �
�
���������� ��������� � ��	�����! ����
����8�� �����	����� ������� ����#����� � $��"
���������"! �� �� 
���� ������ �+� 	�"�
�� � ���� ���� �����! � ������� ������� �
��� ��#��� ��������� &���! �������! ������-�� 92':*�

;�� ��������� 
�#������ ��� �
��� 	�
������ ��	������" ��
���������	 	 V⊗n! ���
��	����	��8�" �����	�
���� ���
��	������ T (n/2−1)! �� 
�������� 	����# ����� (n − 1)
��������� &'�(�13*! &'�(�12*! �� ������ ��� $���! ����� ��� ���� �����	������ 
�� ����#�����
&'�(�)(*� < �������� �� ��+�� 	����# ak = −ak+1 � ai = 0 &∀i = k, k + 1*! �
� k = 1, 2, . . . , n− 1�
< �����#��� �� ������� (n− 1) �������" ���	�����" 	������	 �� ������ 	���� m = n/2− 1
� ������ j = n/2 − 1� =� $��" �����" 	������	! 	 �����#��� 
����	�� ����+�8��� �������
��� &'�(�)>*! ����+
���� $�	�	������� (n − 1)������� �����	�
���� ���
��	����� T (n/2−1)�
;����	����#��! �� �� ������� 	��� 	 ��
��� �����! ��������������� ������ �� 
	�" ����
��	 (↓↑ − ↑↓) ��+�� �������	�# �� ����� &���������� ���������*! ��$���� ������� 	�����
&'�(�13* � ak = −ak+1 � ai = 0 &∀i = k, k + 1*! ������� ��+�� �����# 	 	�
�

1√
2

(
Sk
− − Sk+1

−

) | ↑ .... ↑︸ ︷︷ ︸
n

〉 = 1√
2

( | ↑ .... ↑︸ ︷︷ ︸
k−1

↓↑ ↑ ....〉 − | ↑ .... ↑︸ ︷︷ ︸
k−1

↑↓ ↑ ....〉 ) , ��������

������	���� �������	�# �� ������ 	����� | ↑ .... ↑︸ ︷︷ ︸
n−2

〉� ;���! �� 
����	��� � 	����� &'�(�1(*

����+�8��� ��������� (Δn−1(S−))
k! �
� k = 1, . . . , n− 2! � 	 �����#���! ���#����# &'�(�)>* �

&'�(�2(*! ����+
�� ��	������� (n− 1)������� ���������	� �� ������ j = n/2− 1 �� $�� ����
������ 	���� ����� ���� �� ���	 	�
����� 	 ���������	� V⊗n 	����� �� ������ 	����! ��
�+� � ����� ��� m = n/2 − 2 &����#� ������ 	 &'�(�).**! ������� ��
�� ��������#�� 	������!
����
��+8�� ���������	� �����	�
���" ���
��	����� T (n

2 )! T (n
2 −1) � ���������� ����

�� ��������� &'�(�14* � &'�(�13*! &'�(�12* � ����8#� 
����	�� � ��" ����+�8��� ���������
&'�(�)>*� ?���� ��	�" �����" 	������	 ��
�� �	�� (n−1)n/2−n = (n−3)n/2� @����	����� ������
���� ����#����� &'�(�)(* 	 $��� ������� ���	���� 
	�"���������� ����������� &���������
�� ������" 	������	! � ������" 
	� ������� ���	���� 	���*� ;����	�� � ��	�� ������ 	���
��� ����+�8��� ���������! �� ����+
�� (n − 3)������� ��	������� ��
���������	

��� ������� �	
������ ���

��� ��	
��	� ηm, η
′
m ����� ���	����� ������ ��� �	���	�� ±1� �� �
�� η2m = η′2m = 1

(∀m)� � ������� �� �������� �������
	�� 
���� �	�� � ���!��� " #�� �������
	�� 
�$
��� �	�� �
�% ������	% #����	���� &��'�� �	�� ���!��� ��(
�������	� ��������$
)� ����
�����	�� ρ′ � ρ′′ ����'� C�2ν � ��� ��� 
�%��	�)� 
�������	� 
���	�*�	��
�����+� � ����� '�� ����������	 ��� �������,��� 	� �
�( ����'�� C�2ν � -���
���$
��	�� ρ � �
� ���	���).�� �� 	��� ����
�����	�� ���!��� #�������	�	 ���� �����
� 
��� /���� ��	�( ����� � ����� �������� -������
-��
	�� #�������	�	�
�� ����
�����	�� ρ � 
���� �		% 
 	�� ����
�����	�(

ρ′� ρ′′� ����		% � ���!���� ���� � ����
��� ρ ��	����	�� ������	�� ����
�����	���
�����		�� � �����0��� �����0��1

Γ2α−1 = σ
⊗(α−1)
3 ⊗ σ1 ⊗ I

⊗(ν−α)
2 , Γ2α = σ

⊗(α−1)
3 ⊗ σ2 ⊗ I

⊗(ν−α)
2 , ���!���

��� α = 1, . . . , ν� � #��� ����
�����	�� ���)� ��
�� 
���	�*�	��

Γ∗m = ΓT

m = (−1)m+1 Γm (m = 1, . . . , N = 2ν) , ���!�!�

� �����2� ��� 
����� ���		��� #����	�� ΓN+1 ��������	� � ������+�1

ΓN+1 = (−i)ν Γ1 · · ·ΓN = σ ⊗ν3 ⇒ Γ2
N+1 = I2ν , [ΓN+1, Γm]+ = 0 . ���!���

3�

������ ��� 
��2����	% 
����� ����
�����	�( ρ′, ρ′′� ����� ηm = η′m = 1
� ηm = η′m = −1 (∀m)� � �������	
������� �
�� 	� � /���� ��	�� ������� ���
#�������	�	�
�� ����
�����	�( ρ � ρ′, ρ′′ � #��% 
�����% �'
�� �����
� (2ν × 2ν)$
�����2���1

C = σ2 ⊗ σ1 ⊗ σ2 ⊗ σ1 ⊗ · · ·︸ ︷︷ ︸
ν

, C2 = I , ���!�0�

C ′ = σ1 ⊗ σ2 ⊗ σ1 ⊗ σ2 ⊗ · · ·︸ ︷︷ ︸
ν

, (C ′)2 = I , ���!���

������ 
����	 ���� 
 ������ 
���	�*�	����

C ′ · C = (−1)νC · C ′ = (−1)[ν/2] (i)ν ΓN+1 , ���!�4�

��� [ν/2] 5 2���� ��
�� ν/2� 6���� ���!�4�� �����2 C � C ′ �����������)� �
������

CT = C∗ = (−1)[ ν+1
2

] C , C ′T = C ′ ∗ = (−1)[ ν2 ] C ′ , ���!�7�

� ��� �)�
� ����� ���������	�� �����$�����2 ���!���1

(−i)k Γ2Γ4 · · ·Γ2ν =

{
σ1 ⊗ σ2 ⊗ σ1 ⊗ · · · ⊗ σ2 = C ′ , �
�� ν = 2k;
σ2 ⊗ σ1 ⊗ σ2 ⊗ · · · ⊗ σ2 = C , �
�� ν = 2k + 1;

���!�+�

ik Γ1Γ3 · · ·Γ2ν−1 =
{
σ2 ⊗ σ1 ⊗ σ2 ⊗ · · · ⊗ σ1 = C , �
�� ν = 2k;
σ1 ⊗ σ2 ⊗ σ1 ⊗ · · · ⊗ σ1 = C ′ , �
�� ν = 2k + 1 .

���!����

�����	
���� ����� � �������	
���� ������ ���������� Γk �
����� C�2ν � ���
��������� � ��� ���������� Γ∗k � ΓT

k �	����� ���� � ������ � ����� � �����!
"�	�	�
�������� ����#�$ ������%

−C · Γm · C = C ′ · Γm · C ′ = Γ∗m = ΓT

m (m = 1, . . . , N = 2ν) , ���!����

�� ��� $ ��
� ηm = η′m = +1$ �� ρ′(Γm) = ρ′′(Γm) = C ′ ·Γm ·C ′$ � ��
� ηm = η′m = −1$
�� ρ′(Γm) = ρ′′(Γm) = C · Γm · C� &���� ���� �� �����

C · ΓN+1 · C = C ′ · ΓN+1 · C ′ = (−1)ν ΓN+1 . ���!����



��� ��� ������� �	
������

������	
��	��� ������	
�� 
����	�� �������� ��� ������ ��	
��� C� ��� ����
��� ��	
��� C ′ �	� 
����	�� ����	 ��	 �	! �" ���	��#��$ �����%� � �������� &
�
 ����	�
������ ��	
��� Γ2α−1 ' C �� ��� �� ��"��(���	�) �� *� 	�
 σ1 �"
Γ2α−1 +�+���	 �� *� 	�
 σ1 �" C, � �	�� ����� σ1 �" Γ2α−1 +
� +
���� �
" C
"�� � ���	- �� *� 	�
 σ1 �" Γ2α−1 +�+���	 �� *� 	�
 σ2 �" C, � �	�� �����
σ1 �" Γ2α−1 +
� +
���� �
" C "�� ���	� . +
��� ����� ����� (α− 1) � ���	�
�	�	���� ����� *� 	�
�� σ3 � Γ2α−1 ��	��, � �� �	�
�� ����� / �	��� 0� ��
��
�"��, ���	����, �	� �� *� 	�
� σ3 �" Γ2α−1 +
� +
���� �
" C ���1	 ����
"�� �, � ����2 ������2 �� ��� Γ2α−1 C = −C Γ2α−1� &
����� �����3���� 
����(�
���� ��� Γ2α, �� +������ Γ2αC = C Γ2α, �	� ��	 Γm C = (−1)mC Γm, � � ��	��
������� �	� �� �"���	 
����	�� �������� � ����� ��	
��� C� 4��	��#��� ��������
����1	 �" �����5�, ������� � ��������

��� ���!�$#3� ��� ���2����� 
�����	
	! � ������	���	! +
��	������
ρ � ��+
�(���2  ��� +
��	�����$ ρ′, ρ′′ ������� �6�	����2 ��3�
 7��*�
*�
�� C�(p,q) � *� ��
�� +
� �	�� ����$ ��� �	�2 +
��	�����$� 8� 
�����	
��
�	��!�� �	��$ (p+ q) = 2ν � ��	��$ (p+ q) = (2ν + 1) �������

�� ��	���� �����
��� ��� ���
��� ��������� C�(p,q) � �
	��� � ��


(p+ q) = 2ν�

&��	! �� ��� ����
 2ν��
��2 ��	
�� {γ1, . . . , γ2ν},  �	�
� 
���"�1	 � ��
	�
� �+
������� +
��	����� ρ ��
�"�16�2 ��3�
� C�(p,q) (p+q = 2ν) � ������
	��
�1	 �	
� 	�
��� ���	��#���� �����%9�� :+
���� �+
������� +
��	����
��� ρi ��3�
� C�(p,q)  � �	��
�(��� ��
�"�16�2

γm
ρ1→ γ†m , γm

ρ2→ −γTm , γm
ρ3→ −γ∗m , ��������

 �	�
� ��2
���1	 ���	��#��� �����%9� � ���+
���1	�� �� ��$ ��3�
 C�(p,q)
 � 3�����
*�"�) ρi(a ·b) = ρi(a) ·ρi(b) �� � ��	�3�����
*�"�) ρi(a ·b) = ρi(b) ·ρi(a),
 � ���� ����1	�� �+
���� 	
���+���
������ � �
��	���3� ��+
�(����� 4�3�����
	�
� &���� �� �+
������� +
��	������ ρi ����	 � ������	�� +
��	����
��1 ρ, +��	��� ���(�� ��6�	����	! ��	
��� D,B,C ∈ Mat2ν (C) 	� �, �	�

γ†k = D−1 · γk ·D , γTk = −C−1 · γk ·C , γ∗k = −B−1 · γk ·B ,

k = 1, . . . , 2ν .
��������

;�� ����� �� �	�
�� � 	
	!� �	��
�(��� ��������, � 	� ( �� �	�
�$ � 	
�
	!$ *�
����2 ��������, ���� ��� ���!�$#3� �����	��- �� �3 � ���
�	�� +�


�+
������� B → B̃ = γ2ν+1B, C → C̃ = γ2ν+1C, 3� ��+��!"����� ��	
���
γ2ν+1 = (−i)ν+qγ1 · · · γ2ν , ������� � �����9��� 7� �� +� �(� ��( ���� 
�"��
��!�"�, �	�	 "�� � �"���	�� ��(��� +
� �+
����� �6�	����2 +
��	����
��$ ��3�
 7��**�
�� C�(p,q),  �	�
� ��"���1	�� ��$�
����� ����

��� ��	
��� γ2ν+1 � +���6!1 ���	��#��$ �������� �� +������

γ†2ν+1 = (i)ν+q D−1 · γ2ν · · · γ1 ·D = (−1)qD−1 · γ2ν+1 ·D ,

γT2ν+1 = (−i)ν+q C−1 · γ2ν · · ·γ1 ·C = (−1)ν C−1 · γ2ν+1 ·C ,

γ∗2ν+1 = (i)ν+q B−1 · γ1 · · ·γ2ν ·B = (−1)ν+qB−1 · γ2ν+1 ·B ,

������5�

��� ��������� �����	�
���� ���
��	����� ������ SU(2) � ��
 ����� � ���
� ��

������ �����	������ ��������	 Δn−1(Sα)� ��������� !�� � ��������� "������ #$%&%'&( ����
	�
�� � 	���)
��� ������ "������% *�
���������	 	 V⊗n� ����	����	� !�� �����	�
����
���
��	������ ������ su(2) #���������	� ��	������� �� �������� � 
����	� ��������	
Δn−1(Sα)(� ����� ���� 	����� ��� ��� ��� ��
�� �������� �� 	������	 |Ψ〉 ∈ V⊗n #���������
�	���	�� �����	�� +������(� ��� !�� �
�� � �� )� �����	����� ������� E ������� "������
#$%&%'&(

Hn |Ψ〉 = E |Ψ〉 . ��������

,�!� ���+�
�� 	�
������ ��	������� ��
���������	 �� V⊗n� ����	����	� !�� �����	��

���� ���
��	������ su(2)� ����	� � ����
� ���������� ���
��	����� �� ������ 	���� #��%
���
�
�!�� ��
��� ���� �����( � ��)�� ���� ����� ���
� !�� ������% -�������� ��� �
����	����� �� ������� 	������	 	 V⊗n

(1) | ↑↑ . . . ↑︸ ︷︷ ︸
n

〉 m = n/2

(n) | ↓↑ . . . ↑︸ ︷︷ ︸
n

〉 , | ↑↓↑ . . . ↑︸ ︷︷ ︸
n

〉 . . . , | ↑↑ . . . ↑↓︸ ︷︷ ︸
n

〉 m = n/2− 1

(n(n−1)
2 ) | ↓↓↑ . . . ↑︸ ︷︷ ︸

n

〉 , | ↓↑↓↑ . . . ↑︸ ︷︷ ︸
n

〉 . . . , | ↑↑ . . . ↑↓↓︸ ︷︷ ︸
n

〉 m = n/2− 2

... ............................................ .......

Ck
n | ↓ . . . ↓︸ ︷︷ ︸

k

↑ . . . ↑︸ ︷︷ ︸
n−k

〉 , . . . . . . , | ↑ . . . ↑︸ ︷︷ ︸
n−k

↓ . . . ↓︸ ︷︷ ︸
k

〉 m = n/2− k

... ............................................ .......

(n) | ↑↓ . . . ↓︸ ︷︷ ︸
n

〉 , | ↓↑↓ . . . ↓︸ ︷︷ ︸
n

〉 . . . , | ↓↓ . . . ↓↑︸ ︷︷ ︸
n

〉 m = −n/2 + 1

(1) | ↓↓ . . . ↓︸ ︷︷ ︸
n

〉 m = −n/2

��������

.
��� ���	 ����� �����	����� ������� m #�����+��( ������� Sz 	 ���
��	����� #$%&%/0(�
 ���	 ����� ���������� ����	����	� !�� ��
���������	� �� ����� ��
���������	� � m =
n/2− k ����� ���������� Ck

n%
1������ ��������� | ↑↑ . . . ↑〉� � ���������� �����+��� m = n/2� 
�� �������� 	�� �����

���	���� 		���% 2�� 	����� �� ������ 	����% 3����	�������� 
�� "���� 	����� �� �����

Δn−1(Sz) | ↑ . . . ↑〉 = n

2
| ↑ . . . ↑〉 , Δn−1(S+) | ↑ . . . ↑〉 = 0 ,

�
� 	 ����	����	�� � #$%&%/0( ��	�� !�� ������� �	��

Δn−1(S+) = S
(1)
+ + S

(2)
+ + · · ·+ S

(n)
+ . ������	�

����� ����� "��� 	����� �	������� �� �����
�� �	�
���� �����	����� 
�� ���������� #$%&%'&(
� �����	����� �������� "������ E = n/4% *�
����	��� � ������ 	����� | ↑ . . . ↑〉 ����) !��
���������

Δn−1(S−) = S
(1)
− + S

(2)
− + · · ·+ S

(n)
− , ������
�

	 ��������� ����� �����	� #$%&%/&(� ������� 	����� � �����+��� m = n/2− 1� ������� ���
��	�
������ 	 	�
� ������������ �������� ������+�� 	��� 	������	� �)
�� �� ������� ����� ������
�
�� �� �����	� ���	������ 	�������

|n/2, n/2− 1〉 = 1√
n

( | ↓↑ . . . ↑ 〉+ | ↑↓↑ . . . ↑ 〉+ · · ·+ | ↑ . . . ↑↓ 〉) . ��������

.
��� 	 ��	�� ���� �� ��������	�� ���
����� ���������� |j,m〉 
�� ������� 	������	 ����
������	 ���
��	����� T (j)� � �������	����� ���)����� 	���� ��� ����� 	����� |n/2, n/2−1〉
��������� ������� ������� �������� � ��� ����������� �������  !��� �� ������ ��"�� #
! ! � ��"�� ��$�� % &��"��� ��!�� ���  "� ! ! � ��"�� ��$�� �' !�����" "��� ����(
� ���"���� ���� � ���&� � )�� & ��* "�� ����� �����+
� � ���"�,�"�� �����-	� � �����-
���



�� ��� ��������� �����	�
���� ���
��	����� ������ SU(2) � ��
 ����� � ���
�

���	 
����	��� � ��� ���� ��	����� ����� �! ��������� ������"!� # �����$��� � ������ �����%�!
�������& ����	����	����& 
�� ��	�� � ��	�� �����

Sk
−|j1 − 1

2 , j1 − 1
2 〉 =

√
k!(2j1−1)!
(2j1−1−k)! |j1 − 1

2 , j1 − 1
2 − k〉 ,

α2S
k
−|j1, j1 − 1〉 ⊗ | 12 , 1

2 〉+ α2k S
k−1
− |j1, j1 − 1〉 ⊗ S−| 12 , 1

2 〉+ α1S
k
−|j1, j1〉 ⊗ | 12 ,− 1

2 〉 =

= α2

√
(k+1)!(2j1−1)!
(2j1−1−k)! |j1, j1 − 1− k〉 ⊗ | 12 , 1

2 〉+ α2k
√

k!(2j1−1)!
(2j1−k)! |j1, j1 − k〉 ⊗ | 12 ,− 1

2 〉+

+α1

√
k!(2j1)!
(2j1−k)! |j1, j1 − k〉 ⊗ | 12 ,− 1

2 〉 =

= −
√

(k+1)!(2j1−1)!
(2j1+1)(2j1−1−k)! |j1, j1 − 1− k〉 ⊗ | 12 , 1

2 〉+
√

(2j1−k)k!(2j1−1)!
(2j1+1)(2j1−k−1)! |j1, j1 − k〉 ⊗ | 12 ,− 1

2 〉 .

�'�� ������& �'������$�� �� �����

|j1 − 1
2 , j1 − 1

2 − k〉 =

= −
√

(k+1)
(2j1+1) |j1, j1 − 1− k〉 ⊗ | 12 , 1

2 〉+
√

(2j1−k)
(2j1+1) |j1, j1 − k〉 ⊗ | 12 ,− 1

2 〉 .
��������

�	����	� ����������� ����� (! � ����� %! � 	�'����� 〈j1,m1| ⊗ 〈12 ,m2| � �����	� ������)!& ��
������� ���
�*+�* ��	�����* ����,� '�-..�,�����	 ���������
� 〈j1,m1 ;

1
2 ,m2|j, m〉& '��

���� ���	�
�� 	� �����/ ������'/ �� '	���	�� ��/��'�0

m2 = 1/2 m2 = −1/2

j = j1 +
1
2

(
j1+m+1/2

2j1+1

)1/2 (
j1−m+1/2

2j1+1

)1/2
j = j1 − 1

2 −
(

j1−m+1/2
2j1+1

)1/2 (
j1+m+1/2

2j1+1

)1/2

����� ����	
�� ��	��� �����������

1���$ V ���	 �������� 
	������� ���������	� V2 ����
���*+��� ���
��	����� T ( 1
2 ) �����

�� su(2)� 2
� � 	�
������ �����	�
���/ ���
��	����� ������ su(2) �� �� ���
��	�����(
T ( 1

2 )
)⊗n

& �� ���$ ��	������/ ��
���������	 �� ������� �����	�
���� V⊗n ���������	 �����

���*+��� ���
��	�����& �������� � ���'� ������ �������� ��'�����/ '	���	�/ .������'�/
������� 3������& ���������	� V⊗n ��4�� �������	�$ '' ���������	� '	���	�/ ���������
��
��� �����	�� ,����'� ����������& ������+�� �� n ����	 � �����	���� ���������

Hn =

n∑
k=1

S(k)
α · S(k+1)

α =

n∑
k=1

(
1

2
S
(k)
+ · S(k+1)

− +
1

2
S
(k)
− · S(k+1)

+ + S(k)
z · S(k+1)

z

)
, ��������

'������ 
����	��� 	 ���������	� V⊗n& ���������������� '' ������� -������ ������� � ���	�
���� ��������	��	��� ���� 	 ����� �! �
�� �� 	��� ���� ,����'�& � �� ���4
���	���� ����
� ������� k = 1 � k = n+ 1 ���'���� �����	� ,����'!� # '4
�� ���� k ,����'� �/�
����

���& ��������� '������� �����	���� ������ 5 ��������� S
(k)
α & '������ ���� ����
����� 	

�����%(!� ����$����� Hn '���������� � '���������� ������� 	�'��� 
��	��� ����& �� ���$
'���������� � �����*+��� Sα ������ su(2) 	 ���
��	����� �����%6!0

[Hn, Δ
n−1(Sα)] = 0 . ��������

• ������ ��� �	
���� �	����� ��������� �
������� �	��	��	����� ��� ��	 
�!�	� ���"��#

�	� S
(k)
α · S(k+1)

α � �������� �������� �	�����	����$� 	�����	�	� %������� ��� ��"�&�$
'� su(2) ���� ������ ������� ����	( ����� 
��"�� � �	)�	�� 
	��������� � Δk(Sβ) =

S
(k)
β + S

(k+1)
β �

��� ������� �	
������ ���

���� �	
����� (p + q) = 2ν� ������� ��� �	���	 C� ������	��	� ��	 
�����	��
���� γk  −γTk � �	���	���� �������� 	��
����� ����
����
� ��� �	������

�����	����� ����� ! 	���"�� C�2ν � #������ "��� 
�������� � $	����� ������ �	���	
C ����	��� %����&���� ����� ���
	�	�� � �	����' (#��	�������� C� �	�	���'
� �����)!�

���	
��	�	 ����� ������� D,B,C ∈ Mat2ν (C) ��	
�����
 � �������� 
 ����
��
��� �� �������� �� 	��
����� � �����  ��� �!����"��� ��	# ���

D† = D , CT = ε′C , �����*�!

B∗ ·B = B ·B∗ = εI2ν . �����*+!

��� !�
������ ε′ = ±1 � ε = ±1 �� $���
� �� �� ��� !���
���"��� γk# ��
$���
� �� $������% p � q �$���
� �� 
�������� �����	���

�������	������� ,-��. #���� �	���� B ������ ��� ���	 �	���	 B̄ ∈ Mat2ν (C)�
#����	� ������	�� 
�����	����� γm  
�����	����� −γ∗m/

γ∗k = −B̄−1 · γk · B̄ , (k = 1, . . . , 2ν) . �����*0!

1�	���	� �����*0!  ����.� ������2��� � �����*�!� �� 
��-�	��

γm B̄ ·B−1 = B̄ ·B−1γm .

3	# #	# 
�����	����� ρ� ��	����	���� �	���	� γk� ��
������� �� ����	���
4���� 5-�	 �� ���� B̄ ·B−1 = λI2ν � ��� λ 6 ��#����	� #����	��	� 3� ���. B̄ = λB�
���  ��#	���	�� ������	�����. �
�������� �	���� B � �����*�! � �������.� ��
�� -���&��� �	 #����	��- λ� ��#	�	���.���� ����� ��� �	���� D  C �	#&� �
���
������ ������	��� � �������.� �� -���&��� �	 #����	��- 
�������� 	�	�������

7������ ��
��&��� 
������  ��	��
�����	�� ������� ������2��� � �����*�!
�	�� D†D−1γk = γkD

†D−1  CTC−1γk = γkC
TC−1� ��#-�	 � ��- ��
�������

�� 
�����	����� ρ ��� �	��� γm  ����	��� 4���� 5-�	 �� ���� D† = λD�
CT = ε′C� ��� (ε′)2 = 1� 	 #����	��	 λ = λ∗−1 �8	����' ���&���.! 
��������� �
����- 
�����' 
����������#�'D → λ−1/2D� 9� ����.��� ������2��� � �����*�! 
��� #��
��#��� ��
��&������ 	�	���	 ���#� ������ �	������� γmB ·B∗ = B ·B∗γm
��#-�	� ����	 ����	��� ����� 5-�	� ����-�� ��&�����	 �����*+!� ��� #����	��	 ε
�������� �����������'  �	�2�	"��� 
���"�	���	��� �	���� B (�	 #����	��	
��&�� "��. 
������	 # ε = ±1�

��#	&�� ��
��.� ��� 
	�	���� ε � �����*+! �� �	��� �� ��"��	 
�����	�����
	���"�� C�(p,q) ���#	�	���.���� ���	������ 
	�	����	 ε′ � �����*�! �� ��"��	 
����
��	����� 
�������� 	�	������!� :�
������� 
�����	����� C�(p,q)� �	�	����
�	���	� γk� 
������� # ��"��- ��-���- ��
�������- 
�����	������ �	�
�	����- �	���	� γ′k� � 
����.� 
���"�	���	�� (#��	�������� γ′k = T γk T

−1�
��� �	��� γ′k 	�	��� ����.��� ������2��� � �����*�! �	
���	���� � ���

(γ′k)
∗ = T ∗ γ∗k (T

−1)∗ = −(B̄)−1 γ′k B̄ . �����*;!

���
B̄ = T B (T ∗)−1 , ����� �!



��� ��� ������� �	
������

�������� 	
�
� ������� �������	�	
���� ���������� ���������	�� γ′k � −γ′ ∗k �
��� ��
� ������ �� �����

(B̄)∗ · B̄ = (T ∗B∗ T−1) (T B (T ∗)−1) = T ∗B∗B (T ∗)−1 = εI2ν ,

��
 � �
������ ����		
� ���� ��������	���

��� �
 
� ��
!� 
��������" ��� 
��	 ���	� ����
�
 
 �
�����	���  ����
������ ������ �������	�	
��� D′� C′ � B′ � 	����	
� ����� N = p+ q = 2ν + 1�
	� �
	�
!���� ��������� #���

�����	
���� ����� ����� ����	
� D̃� C̃ 	 B̃ ������������ ���������	��

γ†k = −D̃−1 · γk · D̃ , γTk = C̃−1 · γk · C̃ , γ∗k = B̃−1 · γk · B̃ ,

∀ k ∈ (1, . . . , 2ν) ,
$%�&�'()

� ����	
� D� C 	 B ������������ ��������� �������� 	 ��������� ���� D̃� C̃ 	

B̃ � ������� � �����!�� � ��"������ � ����#��	� �� $�������� 	 ����� %���
&�'	$�	������ ��$� "��

D̃ = γ2ν+1D , C̃ = γ2ν+1C , B̃ = γ2ν+1B . $%�&�'')

(���	
� �����!!�  �"	������ ���������	��

D̃† = (−1)q D̃ , C̃T = ε̃ ′ C̃ , B̃∗ B̃ = B̃ B̃∗ = ε̃ I , $%�&�'&)

��  ��������
ε̃ ′ = ε′ (−1)ν , ε̃ = ε (−1)ν+q , $%�&�'�)

��	���������� �� ���� �� &��	��� �� ��%���  ���������	� ����%�� C�(p,q)�

�������������� �
�����"���
 �
 
� ��
 ������ D̃� C̃ � B̃ 
�������	� � $%�&�'()

�	
�	�	
 � �
�	
��"� �
 ��	
��	�� 	 �
	��	���  ���� �
�����"���
 �	����*
��"	
��� ������
� ε̃ ′ � ε̃ ��
�
����� �� �� �� � �
�����"���
 	�
 ��	�+
#��
� � ,�������	�� ������ -��������	�� $%�&�'') ��� ����� D̃� C̃� B̃ � �

�*
	
��	�� $%�&�'&) ��
�������� ������� �������	���� � ���
�"�
�	��� ���	���
$%�&�(�)� $%�&�(.)� $%�&�(%) � $%�&�(/)�

������� ��� ���	
 
 ���������	�� $%�&�') � �!�� C�2ν � ����� C̃ �
 ��	

,�������	�� ����� ��
�
���
	�"	 ������ �������	�	
��� C ′� ��		
� � $%�&�%)�
0�
�	��� ��
 � ��
� ���������	�� ���������
 ���	���
 C = C� �
��
�� � ����
�
������ $%�&�1) �� �����

ε′ = (−1)[ ν+1
2

] , ε̃ ′ = (−1)[ ν2 ] . $%�&�'.)

2� �
 �!����"�� � �
�� ��
 ��� ������� ����	� �

�	
��	��� ε̃ ′ = ε′ (−1)ν �
�
�
�
� !��
 ���	
 � ,�������	�� ������

��������� �� -��
!��
�	�� γk → i γk� ���
�	�		�� ��� 	��
�
��+ k� �

����*
������ ����	�	�� �� 	���� ������� � 
����������+ �

�	
��	��+ $%�(�/1) $�

���" ����	�	�� ������ �� 	���� s = p−q)� 3	� 	� ��	��� �

�	
��	�� $%�&�(�)�

��� ��������� �����	�
���� ���
��	����� ������ SU(2) � ��
 ����� � ���
� ��

������ ��		
���
 ������	����	��� V ′ � V2j1+1⊗V2j2+1� ������������ �	�
 ����
����
 |j1, m1〉⊗|j2, m2〉 	 	��	������
 �������
 m = m1+m2 = j1+j2−2 ���������
T (Sz)� �	� j1 ≥ 1� j2 ≥ 1� �� ������	����	��� V ′ ����
����  � ��
 
� 
���
 ���
������ ����� �������� T (S+)|v3〉 = 0� ���	������ 	���� ������ |v3〉 	 ��	�

(j1 + j2 − 2)� ������ ����� ����!������ ���
 ���!
 �������
 |j1 + j2, j1 + j2 − 2〉 
|j1+j2−1, j1+j2−2〉 � V ′� "�	�� #��!�� �� 	���� �� |v3〉 �����$%
 ���������

T (S−)� 
� �������
 ���������� ������	����	��� � V2j1+1 ⊗ V2j2+1� 	������	���$�
%�� �������
�
� ����	������$ T (j1+j2−2)�  ��� ������ "�������� �����$ ����
&������ 
� � ���&� ���&�� ��	��������
 ��������� '(�)��(* ���
�!� ����������
����	������ T (j1)⊗T (j2) � ���
�$ 	�

� ����	������ T (j)� +�
��
� ��� �����
��$%� �� #��
 ,��
���� �����!���� '(�)�-�*� '(�)�)-*  '(�)�).*� ���	���$�/�
� ��%�
 ��� 	����$%
 ������
 '	������ 	 ����
 0�����12������ '(�)�-**

|j3, m〉 =
∑
m1,m2

|j1m1〉 ⊗ |j2m2〉 〈j1m1, j2m2|j3m〉 , '(�)�)3*

!�� j3 1 �$�� 	�� � �������� |j1 − j2| ≤ j3 ≤ j1 + j2� � |j3, m〉� |j1m1〉  |j2m2〉 4
���	��� �������
�������� ������� '	
� '(���(.** � ���	����	���� ����	������ 

T (j3)� T (j1)  T (j2)� 	������	������� 5 ,��
��� '(�)�)3* 
� ���� ����������

〈j1m1, j2m2|j3 m〉 := (〈j1m1| ⊗ 〈j2, m2|) |j3 m〉 . '(�)�)6*

��� ��#,,&����� 0�����12������� 5 ��	���	� ���	����� � ������ ��	��� ,���

�� '(�)�-�*� '(�)�)-*  '(�)�).* ��$� �	������ ������� ��� 	������	���$%� ���
#,,&����� 0�����12�������

������� � ��������� ����� ��
��� 	 �����	� ������� ���	�
�� 	��������� ���  �!�����	
�����"���
�� ������� 	������� ��� ����#���� ���������� �����	�
���� T (j1) ⊗ T ( 1

2 ) �
�����	�
���� ���
��	�����$ %������ &�	��#
���� ����� �� ����� T (j1) ⊗ T ( 1

2 ) = T (j1+
1
2 ) ⊕

T (j1−
1
2 )$ � �����	� ������� 	����� ���
��	����� T (j1+

1
2 ) 	������� 	�����

|j1 + 1/2 , j1 + 1/2〉 = |j1, j1〉 ⊗ |1/2, 1/2〉 . ��������

'����	�� � ��� ���� ()$*$*+, ���������

T (Sk
−) =

(
T (j1)(S−)⊗ I + I ⊗ T ( 1

2 )(S−)
)k

, ��������

������� (k ≤ j1,

Sk
−|j1 + 1

2 , j1 +
1
2 〉 = Sk

−|j1, j1〉 ⊗ | 12 , 1
2 〉+ k Sk−1

− |j1, j1〉 ⊗ S−| 12 , 1
2 〉 , ������	�

�
� �� �����-��	�� ������  ���� �����. Sk
−|j,m〉 ≡ T (j)(Sk

−) |j,m〉$ �����-� ���-����- ()$)$/),�
����������� ()$*$01, ��������	���� 	 	�
�

|j1 + 1
2 , j1 +

1
2 − k〉 =

=
√

(2j1+1−k)
(2j1+1) |j1, j1 − k〉 ⊗ | 12 , 1

2 〉+
√

k
(2j1+1) |j1, j1 − k + 1〉 ⊗ | 12 ,− 1

2 〉 .
������
�

%����� 	����� |v1〉 = |j1 − 1
2 , j1 − 1

2 〉 ���
��	����� T (j1−
1
2 ) �2�� 	 	�
� ������!�� (��	���� �

()$*$**,,.
|j1 − 1

2 , j1 − 1
2 〉 = α1|j1, j1〉 ⊗ | 12 ,− 1

2 〉+ α2|j1, j1 − 1〉 ⊗ | 12 , 1
2 〉 , ��������

�
� ���  �!����� α1, α2 ����
������� �� #� �� � 
�� 	����� ()$*$**, � ���	�
��� 	 ()$*$*0,
(����3�
��� ����#��- j2 = 1/2,.

α1 =

√
2j1

(2j1 + 1)
, α2 = −

√
1

(2j1 + 1)
.



�� ��� ��������� �����	�
���� ���
��	����� ������ SU(2) � ��
 ����� � ���
�

��� T (Sα) ������	�
� � �������� � �	�������	�
� �� �����

|j1 + j2 , j1 + j2〉 = |j1, j1〉 ⊗ |j2, j2〉 . �������

����������� 
� ��� ����� ����� ����
� �
�! ��
�"�#$�� ���������� T (S−) � ���%
��	�&����! '����	��� ������� � ��(����� ����)(�� *	! 	���� � ������ ������ �� ��
����	�
���� �����

T (S−) |j1 + j2 , j1 + j2〉 =
√

2(j1 + j2) |j1 + j2 , j1 + j2 − 1〉 ,

T (S−)
(
|j1, j1〉 ⊗ |j2, j2〉

)
= (T (j1)(S−) |j1, j1〉)⊗ |j2, j2〉+ |j1, j1〉 ⊗ (T (j2)(S−) |j2, j2〉) =

=
√
2j1 |j1, j1 − 1〉 ⊗ |j2, j2〉+

√
2j2 |j1, j1〉 ⊗ |j2, j2 − 1〉 .

+ ��&�	����� ��	����� ��,���

|j1+j2 , j1+j2−1〉 =
√
j1√

j1 + j2
|j1, j1−1〉⊗|j2, j2〉+

√
j2√

j1 + j2
|j1, j1〉⊗|j2, j2−1〉 , �����)�

-��� ��,��� &�����
 ,�, 	�
��
�! ,����
�.�! ���/ �������

�/ ��,����� �������%
�� T (Sz)� ���#$�/ �������

�� &
���
�� m = (j1 + j2 − 1)� ����������� ������ �$�
��& ��
�"�#$�� ���������� T (S−) 
� �����!
�� �����)�� + ��&�	����� �� ��	����
��,��� � �������

�� &
���
��� m = (j1 + j2 − 2) � ��, ��	��� �����	"�! �������%
���� 
� ��	���#$���! �����!
�! ��
�"�#$��� ����������� T (S−)� �� �������
��� ��&��
�� ��,���� �������
���� V2(j1+j2)+1 
������������ ��������	�
�! T

(j1+j2)�
0������� ��� �	! j1 ≥ 1/2� j2 ≥ 1/2 � �������
���� V2j1+1⊗V2j2+1 ����� ��,������

���#$�/ �������

�� &
���
�� m = (j1 + j2 − 1) ��������� T (Sz)� ���� �$� ���
�
������
�	�
�� , �����)�� ��,��� |v1〉� 1���� ��,��� ��

�� ��,��� � ����

|v1〉 = α1 |j1, j1〉 ⊗ |j2, j2 − 1〉+ α2 |j1, j1 − 1〉 ⊗ |j2, j2〉 . �������

-��� ��,���� ������
�	�
�� , �����)�� ��	"�
 �
����"����! ���� �#$�� �����%
����� T (S+)�

• ������ ��� �	
����� ��	 �� 	��	�	����	��� 〈j1+j2 , j1+j2−1|v1〉 = 0 �������

�	������	 T (S+) |v1〉 = 0�

2�,�� ����&��� ��,��� |v1〉 ����	�����!�� �������
�!�3

T (Sz)|v1〉 = (j1 + j2 − 1)|v1〉 , T (S+)|v1〉 = 0 ,

� �	�������	�
� !�	!���! ���� �� ��,����� |v1〉 = |j1+j2−1, j1+j2−1〉 ��������	�%

�! T (j1+j2−1)� 4���
�
�� T (S+)|v1〉 = 0� ��	���� 
�������,� 〈v1|v1〉 = 1 � �������
��
��$�����

���� ,��''�.��
��� ������	!�� ��,��� ������� ��
�&
��
� � ���
����#
�� ��$��� &
�,�� ,������ ���������! �� ���	� �
�#�3

|v1〉 = |j1+j2−1, j1+j2−1〉 =
√
j1√

j1 + j2
|j1, j1〉⊗|j2, j2−1〉−

√
j2√

j1 + j2
|j1, j1−1〉⊗|j2, j2〉 .

�������
*������! ��	�� 
� ��,��� ������� ��
�"�#$��� ����������� T (S−)� �� �������
��� ��&��
�� ��,���� �������
���� V2(j1+j2)−1 ��������	�
�! T

(j1+j2−1)�

��� ������� �	
������ ���

������	
 �� ������ C � C̃� ������� ������������ ��� ��������� ε′ � ε̃ ′ � �������
  �!
���� ���"#� �� �� �������� ������������ N = 2ν = p + q � ��  ����� �� p �
q �� �����"������ $������ ��#%�� ��� ���� �� ������� ����&�� ������ γk → i γk
�� ���' k ∈ (1, . . . , N) ������������� ��� ��������� �&�� �()�� ��*�&�� C�(p,q) �
�&�� �()�� ��*�&�� C�(q,p)� �� � ������+���' �����	�
� ������	
 �� ������ D,B �

D̃, B̃  ��#� � �����' ����' �����(�� �� �����������%���� ,�� � ������� ���
���  ����� p ↔ q ��� ���"� #�*�� ��������� #��������� � Rp,q ���(�� ������� �

�����������������
 ������� D,B �� ��*�&�� C�(p,q) �������� ��������� D̃, B̃
�� ��*�&�� C�(q,p) � ���&���� ���� ���� �� ���' -������' �����'����  ����� ε↔ ε̃
�

��������� ε� ε′ � ε̃� ε̃ ′ � -������' �����	�
� �����	.
 � �������
  ����� ���"#� ��
 ������/ p� q � ν � �*��(� ��%��( ���" � ������� 0���� �� ��#�%�� ���� ����� ���
�����
� ���  ������ ���������� ε � ε̃ *����� ��� � �� ��%������ ��� ���� ��%��!
���� ���������� ��/�������#�' ��������� �� #�����' ����� �(�� ��)���������
������������ ��*�&� 1��--���� C�(p,q) � ��������' *���� Spin(p, q)� 2������� ��!
������� ε′ ��������� ��� *����� �������#�����#� ��� ����*����"��
� � #�����(
�#��������� *����� Spin(p, q)�

• ������ ���� 	 
���� �������� � �������� ������� ��������

(D−1γm1 · · · γmr)
†
= (−1)r(r−1)/2 (D−1γm1 · · · γmr) ,

(C−1γm1 · · · γmr)
T
= ε′ (−1)r(r+1)/2 (C−1γm1 · · · γmr) ,

�������


��� m1 < m2 < · · · < mr� ��� ��������� � ��������� �������� �� ���
����� ! (D−1γm1 · · · γmr) "�# $�����!� "�# ����$�����!� � ��� ����� !
(C−1γm1 · · · γmr) "�# ����������!� "�# ��������������!�

3�����+���� γ† = γ∗T ��������*��� �� " ��%�� ��������� B� D � C�

���	
��	�	 ����� ������� B ����	�
��� 
�
� ������� D � C ����� ����

�������

B = β1 C (D−1)T , B = β2D (C−1)† , ������.


��
 β1, β2 ∈ C � �
������
 ���������� ������
 ������� ���
������

β∗1 β2 = εε′ ∈ R . ������4


��������� ��������� ���������� � ���
�
�
��� ������ D� C � B� ���������

β1, β2 ��
��� ��	�� ������������� ���� ��

β1 = ε ε′ , β2 = 1 . ������5


�������	������� 6� " ��%�� ��������� B� D � C ��%�� ����� ����" ���� ���!
��&����  ������ γ∗k = (γTk )

† = (γ†k)
T� ��#��� ��� � %� �����(� ������+��� ������.
�

7�������� ������4
 ����#��� � ������+��� �����	.
� ���� � ��*� ���������" ������.

� �����" �����	�
8

ε I2ν = B∗B = β∗1 β2C
∗ (D−1)† D (C−1)† = β∗1 β2 ε

′ I2ν . �������




��� ��� ������� �	
������

�����	�
 ���  ���������		 ��������
 �������� ��� ����	� C
 D 	 B �������� ���	���

B → eiφB , D → aD , C → bC ,

��� φ, a ∈ R 	 b ∈ C� � ����� ! "���� ���	���� #�������$ β1 	 β2  �����%�� ��&��
����� ��'	#�	���� ��#
 #�# (#�����  �����%)��

*� ������+��	, �����%��
 �����%-� � (����� �������� ����(�� ��&�����

B†D−1B = (D−1B)†B = β∗2 C
−1B = β∗2 β1 (D

−1)T = ε ε′ (D−1)T , ��������

#������ ������.	��� ���  ��� ��,+���

• ������ ���� 	
��
��� ��� ���
�� D̃, B̃ �������� �������� �������

B̃C† = β2 D̃ , B̃ D̃T = (−1)ν β1C .

�����	
���� ����� �����������	 
����	��� ε′ � ε � ������ � ������� 
�����
���� ��	�����	 ����	����

ε′ = (−1)k , ��	 k =
[
ν+1
2

] ⇔ ν = 2 k − 1, 2 k ; ������%�

ε = (−1)k+β , ��	

{
1.) k =

[
ν+1
2

]
, 	��� p = 2β − 1 ,

2.) k =
[
ν
2

]
, 	��� p = 2β ;

��������

β �  	��	 ����� � [x] �  	��� ����! ����� x� "���! s = (p − q) # 
����	�� ����
������ �	���$�% �&��� ����	��� ������� ��� 
����	��� ε $���$& ��
���������
� ���	

ε = +1 , 	��� s = −2, 0 mod(8) ; ε = −1 , 	��� s = 2, 4 mod(8) . ��������

�������������� /�# #�# ��������$ ε′ 	 ε �� ��	��� �� $.��� ����	��	����
����������	� ����.�$ C�(p,q) (p + q = 2ν)
 �� ����� ���� $�	��	� "�	 �������0
�$  ��#������ '	#�	������� ����������		� 1$.���� 2ν0������ ����	��	���
����������	� ρ ����.�$ C�2ν 
 ��������  �����%� 	 ������	� ����������	� �.���(!0
�	2 C�(p,q)
 ����� ���+	� ���.��&��	�� ��������� /�# #�#  ����������		 �����%�
����	�$ Γk "��	��$
 �� ��� ����	� γk
 ������$2  ��������
 �$ 	����

γ†1 = γ1 , . . . , γ†p = γp , γ†p+1 = −γp+1 , . . . , γ†p+q = −γp+q . ������3�

/�#	� �.�����
  #������ ����	�$ D
 #������ ��(�������� ����� ����.������	�
 ��������
 �$ ��&�� $.��� 

1.) D = (−i)β Γ1 · · ·Γp · ΓN+1 = I⊗β2 ⊗ σ
⊗(ν−β)
3 , ���	 p = 2β ,

2.) D = (−i)(β−1) Γ1 · · ·Γp = I
⊗(β−1)
2 ⊗ σ1 ⊗ I

⊗(ν−β)
2 , ���	 p = 2β − 1 .

��������

1 �.�	2 ��(���2 ����	��#� ����.���� ��#
 ���.$ ��� D $�������� ������+�0
�	� ��������� *� ��&���� �������� ����(��
 ���  #������ ����	�$ C
 #������ ��(0
�������� ����� ����.������	�  ��������
 �$ ��&�� $.��� ����	�( �����3� �
(���	��	 �����-�4

1.) C = (σ2 ⊗ σ1)
⊗k , CT = C∗ = (−1)[

ν+1
2 ]

C , ���	 ν = 2 k ;

2.) C = (σ2 ⊗ σ1)
⊗k ⊗ σ2 , CT = C∗ = (−1)[

ν+1
2 ]

C , ���	 ν = 2 k + 1 .

��������

��� ��������� �����	�
���� ���
��	����� ������ SU(2) � ��
 ����� � ���
� ��

������� 	
����������
 � ������������� ��
���
�� 
���������� ������	��
��
�� �� ���
� j = 0� ��� ��� ���� ������ �����������
� ���	���� �����	��
��
��
���
�� �
�	��	
�
�� ���������	
���� ������� �� ���� �	��	� ��� 
� ������
ΔS+� 
� � ΔS− � ΔSz �	�
� 
��� 
	 ��� �������� �	�� ���	��� � ��������
�	��� �
�� V⊗2 = V3+V1� ��� V3 � V1 ! ������	
���	 
���������" ������	���
��
T (1) � T (0) 	������ su(2) #������ SU(2)$�
%���� �&� �	�� ��� �	���
�� �����'
�' #(�)�*+$ � ������	
���� V3 ! �����

���
�� ����
	,�� ���������
�� �����
�" �������� #(�)�(*$� 	 �	���
�� ������
#(�)�*�$ � V1 - 	
����������
� �	�� ���	��� ���������
�� ������	 #(�)�*($ �
������	
���	" V3 � V1 � 
� �	���	�� � ����

ψ1 = ψ(A1A2) �e
A1 ⊗ �eA2 = ψ11 |1, 1〉+

√
2ψ(12) |1, 0〉+ ψ22 |1,−1〉 ∈ V3 ,

ψ0 = ψ[A1A2]�e
A1 ⊗ �eA2 = 1√

2
(εA1A2 ψ[A1A2]) |0, 0〉 ∈ V1 ,

#(�)�).$

��� �eA - �	���
�� ������	 #(�)�/0$ � #(�)�/�$ � ������	
���� �������'�&��� �����
��	���
�' 	������ su(2)� εA1A2 - ����
�
�� 	
���������
��� ��
���	 #εA1A2 =
−εA2A1 � ε12 = −1$� ������ (. . . ) � [. . . ] ����
	�	�� �����������

� �������	,�� �
	
���������	,�� �
������ � ����
�
� ψA1A2 ∈ C � � ����������	���� #(�)�*0$�
#(�)�*�$� 	 �	� � �� �����	�

ψ[A1A2] =
1
2
εA1A2 (ε

B1B2ψ[B2B1]) ,

�eA1 ⊗ �eA2 − �eA2 ⊗ �eA1 = εA1A2 (εB1B2 �e
B2 ⊗ �eB1) =

√
2 εA1A2 |0, 0〉 . #(�)�)/$

1���� εAB ε
BC = δCA � �� ���� ε

AB = −εAB�
• ������ ��� �	
����� �	��
	� ��������� ��	������� ��	 ���������������� �� !

�	� ψ0� �������� � ������"�� ����������� � �� ��� ���
������ 	��	����	�
��������
���� su(2)#

Δ(Sα)ψ[A1A2]�e
A1 ⊗ �eA2 = 0 (α = 1, 2, 3) ,

������ �eA $ %������� �� �	�� � ��	��������� ��������
���� �
&�%�� su(2) �	
����	� j = 1/2�� ' ������# �	��	
��	������ �	��
	� ������(� � �	)�����	�
(Sα)

B1
A1

εB1A2 + (Sα)
B2
A2

εA1B2 = 0�  	�	�	� �
���� �� �*!(���(���

• ������ �+� ,	 ������ ��	 �� �	�� |Φ〉 = φB[AC]�e
A⊗�eB⊗�eC � |Ψ〉 = ψA[BC]�e

A⊗
�eB ⊗�eC 	%���-� ��� ��	��������� ��������
���� su(2) �	 ����	� j = 1/2�
' ������# �	��	
��	������ �	��
	� ��������� ����)������ �� ������.��
������ � ��	������� ��	 Δ2(J2)|Φ〉 = (3/4)|Φ〉� Δ2(J2)|Ψ〉 = (3/4)|Ψ〉�

2���
� ��  � ���,����� ������
�' 
���������" ������	���
��� ��� � ��3��
� ����	� ��
���
��� ���������
�' ���" ������	���
�� T (j1) � T (j2) � ���������
��
j1 � j2� 4	��� � ������	
���� V2j1+1 ⊗ V2j2+1 ������	���
�' T

(j1) ⊗ T (j2) ������� ��
�������� |j1, m1〉 ⊗ |j2, m2〉� ��� mi = −ji,−ji + 1, . . . , ji − 1, ji� 5������� ����	�����
Sα 
	 ��� ������	 �������'���' ������� #(�)�(6$� 7����� |v0〉 = |j1, j1〉⊗ |j2, j2〉 ����
�������'�� ��� ������	
�' ��' ������	 �� ��	�3� ���� ������	���
�' T (j1+j2)8

T (Sz)|v0〉 = (j1 + j2)|v0〉 , T (S+)|v0〉 = 0 ,



�� ��� ��������� �����	�
���� ���
��	����� ������ SU(2) � ��
 ����� � ���
�

������	
����� �� 
������������ ��	��	����� ����������  �������
��� �	 | ↑↑ 〉
����	��� ����	����� Δ(S−) = S−⊗I+I⊗S− ≡ ΔS−  ������ �� ���� ��� �! "�
# �������	�� �����	��

(ΔS−) · | ↑↑ 〉 = | ↓↑ 〉+ | ↑↓ 〉, (ΔS−)2 · | ↑↑ 〉 = 2| ↓↓ 〉, (ΔS−)3 · | ↑↑ 〉 = 0 .

$	%� �&�	���� �� ������� �� ���������' ��� ����(��� % ������	��
%�
����
" 
�%���	

| ↑↑ 〉 m = 1,
(ΔS−) · | ↑↑ 〉 = | ↓↑ 〉+ | ↑↓ 〉 m = 0 ,
(ΔS−)2 · | ↑↑ 〉 = 2| ↓↓ 〉 m = −1

��� �!)"

%������ ���������� &	�� 
 �
	�	����� !*' ������ ���������	���
�� 
��������

  *' ������ ������	���
� V⊗2� +	���� !*' ������ �
	�	����� ������	���
� ��*
��
����
��� ����
������ ������	
���� su(2) �� ����� j = 1� ��� ������� �

������� ��&��
����,� ��	���� j(j + 1) ��� ����	���	 -	���	 ���.��."/

J2 =
1

2
(S+S− + S−S+) + S2

z = S−S+ + (1 + Sz)Sz , ��� �!�"


 ������	
��� Δ �	 
�%���	' ��� �!)"� 0	����� ���� ���.�! ""� ��� ����	��� -	*
���	 ��� �!�" ���� ����  ���� ��&��
����� ��	���� j(j + 1) �	 
��' 
�%���	'
����
����,� ������	
���� �� ����� j� ������� ����	����� 
������ ��� ��&*
��
����� ��	���� �	 ��&�� � �	���' 
�%����
� 1�� ��&��
����� ��	���� ��,%�

��������� ��� 
�%���	 �� ��	�(� 
�����  �� ��,�	��� ��� �!�" ����

Δ(J2)| ↑↑ 〉 = (1 + Δ(Sz))Δ(Sz)| ↑↑ 〉 = 2| ↑↑ 〉 ,

�� ���� j(j + 1) = 2� ��� ����
����
��� ��	���� j = 1� 2�������� �&���	�����
|j,m〉� 

������� 
 �	����� ���� ������	
� 
�%���	 ��� �!)" ����� ' ������
%
�������� �&�	���/

|1 , 1〉 = | ↑↑ 〉 = �e 1 ⊗ �e 1 , |1 , −1〉 = | ↓↓ 〉 = �e 2 ⊗ �e 2 ,

|1 , 0〉 = 1√
2
(| ↓↑ 〉+ | ↑↓ 〉) = 1√

2
(�e 2 ⊗ �e 1 + �e 1 ⊗ �e 2) .

��� �!�"

3�	%� �� 
����� � ������	���
	 V⊗2 � &	���� ��� �!4" ���'������ �
	�*
	����� ���������	���
� V3 ⊂ V⊗2 � &	���� ��� �!�"� $	% %	% V⊗2 5 ������'������
�� ���	���� .*������ ���������	���
� V1 
 V⊗2� �� 
'������ 
 ������	���
� V3� 3�
��	
���� ��� �!4"  ��� �!�" �������� ��� 
�%���� �&�	����� ���������	���
� V1�
���� ����%�� m = 0  �,� ����� 
������ � V⊗2� �	�	,	� ����
� ��	�(�,� 
��	�
�� ��� �	 ����
������ �������� � ����%��� m = 0/

ΔS+ · (a1| ↓↑ 〉+ a2| ↑↓ 〉) = 0 .

-	% �������� �
����� ��� ����
� �	�� a1 = −a2� $	%� �&�	���� �� �	'��� ��*
������ ����������
	���� &	����� 
�%��� 
 V⊗2 �
 ��������� % ���� 
�%���	�
��� �!�""/

|0 , 0〉 = 1√
2
(| ↓↑ 〉 − | ↑↓ 〉) = 1√

2

(
�e 2 ⊗ �e 1 − �e 1 ⊗ �e 2

)
, ��� �!6"

��� ������� �	
������ ���

�����	��
 � ������� ��������� ��� �������� ε′ �������
���
 �� ������� ��������
�� ���� �����
�� ����������� � � ������ 	 �������� ����	! D 	 C ����������
"�
��#�������

D2 = C2 = I2ν , D† = D , D∗ = D , C† = C . �����$�

��%����� ������� ������&��	" 	' �������� %�� (�( ) �� �(�'��� � &� � ��#��
����#	�* β2 = 1� ��
 ����	! B 	���� � ��#��	�+

B = D · (C−1)† = D ·C ,

� ����,*" (�����%�� � ��(#� ��	� ��
 ������� 	 �������� �������� �����	�

ε I2ν = B ·B∗ = D ·C ·D∗ ·C∗ = (−1)[
ν+1
2 ]

D ·C ·D ·C ⇒
D ·C = ε (−1)[

ν+1
2 ]

C ·D .
�����-�

� ���%�. ������ � ����	�� ����������(	 D ·C = ηC ·D ��#�� � ����	� ���*'�
�*

�� �	 � ��#��	
�	 ������ 	 ������� ��
 D 	 C� � ��'��*����+ ��� ��
 p = 2β−1�
���	 β / ������� � 	���� η = +1� � ���	 β / ��������� �� η = −1� ��0���� η =

(−1)β1 ��� ��
 p = 2β � �������� η = (−1)ν−β � 2�	� ��
 ��������� η = (−1)[
ν+1
2 ]

ε�
� ��(�",�� 	' �����-�� � ��	���	� ( '�����	
� ��
 ε� �(�'��� � � ��������

3����	�� ��� [ν+1
2
] / ������ ����������� ���	 ν = 3, 4 mod(4) �ν = 1, 2 mod(4)��

�������������� [ν
2
] / ������ ����������� ���	 ν = 0, 1 mod(4) �ν = 2, 3 mod(4)�� 4�%���

��%����� �������� �������� ε ����� +1 � �����",	� ��� ��� �����
�+

p = 1mod(4) , N = 2, 4 mod(8) ; p = 3mod(4) , N = 6, 8 mod(8) ;

p = 0mod(4) , N = 0, 2 mod(8) ; p = 2mod(4) , N = 4, 6 mod(8) .
�������

5�	 �����	 ��#�� '��	���* ��	� � �)��'��

p = k mod(4) , N = 2k, 2k + 2 mod(8) (k = 0, 1, 2, 3) . �������

����
 ���� 3����� ���� �������� �	%����� s = p − q = 2p − N � �����	
 �������
�����	� ��"��
 ������ ������� (�( s = 0, 6 678(8)� 	 � ��	���	� ( ��������

������	
� �� ��� �����	
�
��� ε · ε′ ������
 ��������
� 	 �������� � ��� �
 ��� �
���� �����
��� ε � ε′ �
 ��	���� �� 	����� ��
����	�
��� γ �����! �� ����"�
�
� ����#$% �������� � �������� ��
��%#�
 ���"
���

1.) ε · ε′ = (−1)β , 
��� p = 2β − 1 ; 2.) ε · ε′ = (−1)β+ν , 
��� p = 2β . �����&��

'��"
���
� "�� ��	
���	� ε = +1 �	��
��� ��� �� �	���� ���
 ����	�
� ��#
 
��	�	���� ��(�����	���) �������	��� * ��
!���$���� 	
#
��	
����� ��
����	�
���
������ Spin(p, q)�

��������
��	 ��� �%���� �
���	������� ��
����	�
��� ���
��� C�(p,q) ����!����	����( �

������ ���� �	
�� �	��������� ��� �� �����������	�� ����
����� (x1, . . . , xp) ������������ Rp,q�
������� ����������	�� ������������� ������	�� � ������� η = Ip,q� ��� ��������� ����
�����
���� ����
������ �������



��� ��� ������� �	
������

�����	�
��	 �
��
�����	 Rp,q �p + q = 2ν = N��  ��	���� ��
	�� �������� �
�������� 	� �������	

ε′ = −1 �� N = 2, 4 mod(8) , ε′ = +1 �� N = 6, 8 mod(8) . ��������

ε̃ ′ = −1 �� N = 4, 6 mod(8) , ε̃ ′ = +1 �� N = 0, 2 mod(8) . ��������

��� !� ���� ��"������ �
��
����� RN � #�� N = 2ν� �� "��
������ ��$	�
��� �
 �� �� �#���� ��
�������� ����� %�
�	����	�% � 	� �	��	 p = 2β = 2ν� ���
β = ν� &�'��	�� �� ��(�#� ���
�����	�#� �
��������� ��#�(
� C�N ��
�	��
�
ε � ε̃  ��	���� ��
	�� ��������� �������� � ε̃ = ε(−1)ν+q �	� ��������� ��"�
��� 
�������	 �(
�$�	

ε = −1 �� N = 2, 4 mod(8) , ε = +1 �� N = 6, 8 mod(8) ,

ε̃ = −1 �� N = 4, 6 mod(8) , ε̃ = +1 �� N = 2, 8 mod(8) .

)�	���	� ��� �� '��#� ���� 	��
�*� D �$ ��
��#� ���"�� � �������� 
���� ������+
��, 	��
�*�� ��� ���������� ��" "�" �
���������� ������� ��#�(
� C�N - '
	������
��� !� ���� �����	�
��#� �
��
����� R0,N � "�#�� �� "��
������ ��$	�
��� �
 �� �� %�
��
��������	�% �p = 2β = 0� q = 2ν�� 	�� �#���� ��������� ��������
� ��������� �	��	���

ε = +1 �� N = 2, 8 mod(8) ; ε = −1 �� N = 4, 6 mod(8) ,

ε̃ = +1 �� N = 6, 8 mod(8) ; ε̃ = −1 �� N = 2, 4 mod(8) .

. '��	 ����� �
���������� �(
�$����/ ��#�(
� C�0,N ����������� �$ �
�������+

�� �������  ��	���� $�	��� γk = iΓk� ����'
	�����0 γ
†
k = −γk� � �#���� ��������

	� �	��	 D = ΓN+1 = σ⊗ν3 �
��� !� ���� �����	�
��#� �
��
����� 1��"��"�#� R1,N−1� #�� N = 2ν� 	�
�	��	 p = 2β − 1 = 1� ��� β = 1� &�'��	� �� ��(�#� ���
�����	�#� �
�������+
�� ��#�(
� C�1,N−1 ��
�	��
� ε � ε̃  ��	���� ��
	�� ��������� �������� � ��������
��"�
��� �������	 �(
�$�	

ε = +1 �� N = 2, 4 mod(8) , ε = −1 �� N = 6, 8 mod(8) ,

ε̃ = +1 �� N = 2, 8 mod(8) , ε̃ = −1 �� N = 4, 6 mod(8) ,
��������

� � �
���������� �������� 	� �	��	 D = σ1 ⊗ I
⊗(ν−1)
2 � 2������������� ������� 

)�	������ �� ��
	���
������� ���� 3���
4���� ������ �� ��#�(
� C�(N−1,1)�
��*��
������,  RN−1,1� #�� N = 2ν� 	� �������	

ε̃ = +1 �� N = 2, 4 mod(8) , ε̃ = −1 �� N = 6, 8 mod(8) ,

ε = +1 �� N = 2, 8 mod(8) , ε = −1 �� N = 4, 6 mod(8) .
��������

��������� ���	
�� ���
����� �� ���	
� ��
�� � ��	���� ε↔ ε̃� �� ��������� ������
���� �

��	�����	 �� ����	
���������	 ����� ����������� ������

��� ��������� �����	�
���� ���
��	����� ������ SU(2) � ��
 ����� � ���
� ��

���
S(k)
α = I⊗(k−1) ⊗ Sα ⊗ I⊗(n−k) . �����	
�

���� ������� �������� ������� Sα � ������������ �����	�� � ����� ���������

ψ = ψA1A2...An �e
A1 ⊗ �eA2 ⊗ · · · ⊗ �eAn ∈ V⊗n , (ψA1A2...An ∈ C) , �����	��

���� ��!�� n "���# �� ������ 1/2� ����� � ������������ � �������� � �����	��
$���%���

Δn−1(Sα) ψ =
n∑
k=1

ψA1A2...An �e
A1⊗· · ·⊗�eAk−1⊗�eBk(Sα)

Ak
Bk

⊗�eAk+1⊗· · ·⊗�eAn . �����		�

&������� ������ ������'� � ������� � ����!�� �� ������(�� � ����������
������	� � ��������� ���� ��������� � ��"���� m ������� Sz � ���������) ������	�
��� 1, 0, 0,−1�  � ���������) �������� ��� 3/2, 1/2,−1/2, . . . � ���������������

*����� ��������� ����%�� ���� ���������� V⊗n� � ������� �����%���� ����+
�������� su(2) ���������� 2n� ,�� � ������� ���������� ) ��������� �� V⊗n
������-�%���� ��������� ���#��%��� ���������� ������������ �� ���.�� ��+
���� *����� ��� .�!�� � ����/�!�� ������� S± ������ ����%�!�) e± ∈
s�(2,C)� ����� � ��� � ���
����0

S+ = Sx + iSy , S− = Sx − iSy ,

[S+, S−] = 2Sz , [Sz, S±] = ±S± .
1���- Sz 2 ���� ����%�!�� h �� ���
���� * ���������!�� ������������ �����

S+ =

(
0 1
0 0

)
, S− =

(
0 0
1 0

)
,

S+| ↑〉 = 0 , S+| ↓〉 = | ↑〉 ,
S−| ↑〉 = | ↓〉 , S−| ↓〉 = 0 .

�����	��

3��� � 4��� ������������ ������� S+ � S− ���� 5�������"����5 ���� � ����
%��"��/�� ����������%�!�� �������

*�"�� ��������� ���#��%�% � ������� ���������� ) ������������ � ���+
���� �+������� ���������� V⊗2 � ����� �� �������� ������	�� ,�� %������ 4��
������ � ���.�� � ���� 5�.��5 � ������������ � �) ��������� �� ��"������
m ������� Sz � ������������ Δ0

| ↑↑ 〉 m = 1
| ↑↓ 〉 , | ↓↑ 〉 m = 0
| ↓↓ 〉 m = −1

�����	6�

7������� "�� ����������� ��"���� m ������� Sz �� ��� �����#��� ������
���� � ��- z� 8������ ����������� ���
�	�� � �"����� ������ �� ���.�� �����
� ����������� V⊗2 � ��/�� � ���- ��������� | ↑↑ 〉 � ������-��� �����#���
m = 1� �� �� 4�� ��������� %��"��/���� ��� .�!�� ���������� ����� � �
������������ � �������� � ������� � ���� Δ(S+) = S+ ⊗ I + I ⊗ S+ ≡ ΔS+� 1����
��� ���� "��� �������- �� ���.��� ������ | ↑↑ 〉 ��� ����������� �������������



�� ��� ��������� �����	�
���� ���
��	����� ������ SU(2) � ��
 ����� � ���
�

����� ��� 	�
���� ��������

�eA1 ⊗ �eA2 ⊗ · · · ⊗ �eAn ∈ V⊗n , ��������

�
���� �eA � 	�
���� ������� � V2� �� ����
����� ������ ��� �	�
�!�����"

| ↑↑ 〉 =
(
1
0

)
⊗
(
1
0

)
= �e 1 ⊗ �e 1 , | ↓↑ 〉 =

(
0
1

)
⊗
(
1
0

)
= �e 2 ⊗ �e 1 ,

| ↑↓ 〉 =
(
1
0

)
⊗
(
0
1

)
= �e 1 ⊗ �e 2 , | ↓↓ 〉 =

(
0
1

)
⊗
(
0
1

)
= �e 2 ⊗ �e 2 ,

������#�

| ↑↑↑ 〉 = �e 1⊗�e 1⊗�e 1 , | ↓↑↑ 〉 = �e 2⊗�e 1⊗�e 1 , | ↓↑↓ 〉 = �e 2⊗�e 1⊗�e 2 , . . . . ��������

$ �������% ������� ������� �������� ������������� ��������� ������ �
 n !����&
���' 1/2�
$ ������������ � ������������( ����� � ��
���� ������� �����% !���� ��)�(

��%����� ���������� ������� ������� ���� Sx, Sy, Sz � �������� �
 �������*
���� ������������ T (j1) ⊗ T (j2) ������������ �	 �� ��������"

T (Sα) (v ⊗ u) =
(
T (j1)(Sα) v

)⊗ u+ v ⊗ (T (j2)(Sα) u
)
, ������+�

)�� v � u , ������� �
 ���������� V2j1+1 � V2j2+1 �����������% T
(j1) � T (j2)( ����*

��������� -���� �	��
��( �� �����

T (Sα) = T (j1)(Sα)⊗ I2j2+1 + I2j1+1 ⊗ T (j2)(Sα) , ��������

)�� In � ����!�% �������� � Vn�
.���/�� j1 = j2 = 1/2 � 0������ ��������� $ ��
������� �� ����!��� ����*

�������� Δ ��)�	�� su(2) �� ��������� ������������ �	������� �% ��)�	��
U(su(2))� ��%����� �� � ����������� V ⊗ V"

Δ(Sα) = Sα ⊗ I + I ⊗ Sα , ��������

)�� I = I2 � ����!�% �������� � V � ��������� Sα( ��%����� �� � ������� �
 V(
	������ � ��������� �� ������������ T ( 1

2
)� 1��������Δ(Sα) �������� ����������

� ��������� (v ⊗ u)( )�� v, u ∈ V( ��)���� ������+�"

Δ(Sα)(v ⊗ u) = (Sα ⊗ I + I ⊗ Sα)(v ⊗ u) = (Sαv)⊗ u+ v ⊗ (Sαu) . ������2�

�����( ��� ���������� ��%����� �	��
�� �� Sα ��)�	�� su(2) � 	�
���� �����*
��� �������� � V ⊗ V ⊗ V( ������� ������������ ��	�% �����
�&�� ���� !����&
�� ����� 1/2 ���
���� ����
������ ���� �������� ���������( �� ����
�����
0������%

Δ2(Sα) = Sα ⊗ I ⊗ I + I ⊗ Sα ⊗ I + I ⊗ I ⊗ Sα , ������3�

)�� Δ2 � �	�
�!��� ������������ U(su(2)) � ����������� V ⊗V ⊗V( � ��� ������ $
�	 �� ���!�� ��� ���������� ��%����� ���������� ���� Sα � 	�
���� ��������
�������� �� ���/� �������
������� ������������� �������� � 0�������� ��������(
������3��"

Δn−1(Sα) =
n∑
k=1

S(k)
α , �����#4�

��� ������� �	
������ ���

• ������ ���� �	
����� ��	 ��� ���	�	 ������	���	�	 ������������� �������

C�2,N−2� ���	����	����	� � ����	������ ��	��������	� R2,N−2� �� �����

ε = −1 ��� N = 2, 8 mod(8) , ε = +1 ��� N = 4, 6 mod(8) ,

ε̃ = −1 ��� N = 6, 8 mod(8) , ε̃ = +1 ��� N = 2, 4 mod(8) .

������� 	����� �������� ��������	� ε� ε̃ ��� ������������� ������� C�N−2,2�
���	����	����	� � ����	������ ��	��������	� RN−2,2�

�� ����	
� �������	� ��� ������� ��	����� C�(p,q) � ������� ������

p+ q = 2ν + 1�

��	
� ��� ��
��� �������	
� N = (p+q) = (2ν+1) ��
���� (±γk) ∈ Mat2ν (C)
�������
 ��� ���������� Γk ������ C�(p,q) 	 ����������� 	��
��������
� !"!#$ ����%����� ���	
�%���� ρ±&

ρ+(Γk) = γk , ρ−(Γk) = −γk , k = 1, . . . , 2ν + 1 .

���	
�%��� ρ− ������ C�(p,q) �'(%�%���
�� ���	
�%���� ρ+) 
�( (�( ���
��
�������� '���
� � !"!"�$

ΓN+1 = e−i
π
2
(ν+q) Γ1 Γ2 · · ·Γ2ν+1 ,

�� ��� ��%�	
%� ρ+(ΓN+1) = −ρ−(ΓN+1)! *�( ���� ��(����� %��) % 	����
��
��� �������	
� N = p + q = 2ν + 1 	��	
%��
 %	�� �%� �'(%�%���
+
��� ���	
�%���� ������ C�(p,q) �	�! ,
%�-��� ����� � ��	�-��� ��	� ���.
�%��� (��	
��(��� 
�(�� ���	
�%���� ���� % � !"! /$) � !"!  $$) ��'
��� %�	��
���	
�%����) ������%����� �����������

{±γk} , {±γ†k} , {±γTk } , {±γ∗k} ,

�����%��
	� �� �%� (��		� '(%�%���
��	
�) ���� �� (�
���� %(����
 ���	
�%�+
�� ρ+) � %
���� 0 ρ−! ,(�-� (��		 '(%�%���
��	
�) (�
���� %(����
 ��������+
�� ���	
�%��� ρ+) ������%���� ��
������ {+γk}&

1. ν − �
��
(
N = 2ν + 1 = 1 (mod4)

)
, q − �
�� : {γk, γ†k, γTk , γ∗k};

2. ν − �
�� (N = 1 (mod4)), q − ��
�� : {γk,−γ†k, γTk ,−γ∗k};
3. ν − ��
�� (N = 3 (mod4)), q − �
�� : {γk, γ†k,−γTk ,−γ∗k};
4. ν − ��
�� (N = 3 (mod4)), q − ��
�� : {γk,−γ†k,−γTk , γ∗k}.

� !1!�2$

3
�
 �����
�
 	���� - 	���
 �� 	��
������

γ†1 γ
†
2 · · · γ†2ν+1 = (−1)qγ1 γ2 · · · γ2ν+1 , γT1 γ

T

2 · · ·γT2ν+1 = (−1)νγ1 γ2 · · · γ2ν+1 ,

γ∗1 γ
∗
2 · · ·γ∗2ν+1 = (−1)ν+qγ1 γ2 · · · γ2ν+1 ,

� !1!�4$

(�
��� %�
(��
 �� � !1!"�$) � !1!"/$ ��� 	����� (γ2ν+1)
2 = I! 3
� - 	��
������

%�������
	� � ��� 	����� (γ2ν+1)
2 = −I) �
� ��(� ���%��
�) 	�� 	���
� % � !1!"/$

����� γ2ν+1 → (−i) γ2ν+1) q → q + 1!



��� ��� ������� �	
������

�������	 
�� � 
�������� ���
�� ����� ����� � ������ 
����� �������� ���
������  ���!���� ���������� D	 B � C ����� � �����"� γ2ν+1� # �
�������
�� ���
��	 � ���� �$������������ ��� �������% {γk} � {−γk}	 � �����&����
�������� ���� '������(���	 � ��)���� ������*� $�� �����&��� ����������(���
��� �(+�� ������� �������� � ������,��

γ†k = (−1)qD′−1 γk D′ , γTk = (−1)ν C′−1 γk C′ , γ∗k = (−1)ν+qB′−1 γk B′ ,
k = 1, . . . , p+ q = 2ν + 1 .

������-�

�����	
���� ����� ����� ���	
��	� D� B  C �
���	��
�� � �������� ���

����
� � ������ ����� ���	��� N − 1 = 2ν� ����� �
�	 � D̃� C̃� B̃ �
�
��
� �����!!�� "�#�
 �
�	 � D′� B′  C′� ��	�����$%� &���
��������� ������'� �
���������	��� ����
� N = p + q = 2ν + 1� �	����
���$��� � ���

1. ν − 
���� (N = 1 (mod4)), q − 
���� : D′ = D , B′ = B̃ , C′ = C̃ ;

2. ν − 
���� (N = 1 (mod4)), q − �
���� : D′ = D̃ , B′ = B , C′ = C̃ ;
3. ν − �
���� (N = 3 (mod4)), q − 
���� : D′ = D , B′ = B , C′ = C ;

4. ν − �
���� (N = 3 (mod4)), q − �
���� : D′ = D̃ , B′ = B̃ , C′ = C .
�����,��

�������������� .��/����/ �����&����� �������� � ������,� ��)�� �������/	 
��
 �� �
�������)� ���
�� N = (p+ q) = 2ν + 1	 $������������ ���0 ��� � ������*�

�� �(��� �����"��� D	 B	 C	 D̃	 C̃ � B̃ ��� �(+�� �������1

1.) γ†k = D−1γkD , γTk = C̃−1γk C̃ , γ∗k = B̃−1γk B̃

2.) γ†k = −D̃−1γk D̃ , γTk = C̃−1γk C̃ , γ∗k = −B−1γkB
3.) γ†k = D−1γkD , γTk = −C−1γkC , γ∗k = −B−1γkB
4.) γ†k = −D̃−1γk D̃ , γTk = −C−1γkC , γ∗k = B̃−1γk B̃ .

2������� $�� �����&��� � ������-�	 �� ����
��� �����,���
# �
�������� ���
�� N = (p + q) = 2ν + 1 ����� ����� �����! ���	 �����

)�
�� ������

�����	
���� ����� (
�	 �D′,B′,C′ ∈ Mat2ν (C) ���	�$��� � ������'� � ���)
�����$ �� ����*��� �
 �����
���  ��#�� +��� ��	������� �
�� ���

D′† = (−1)qD′ , C′T = ε′C′ , �����,��

B′∗ ·B′ = B′ ·B′∗ = εI2ν . �����,3�

#�� ���������� ε′ = ±1  ε = ±1 �	��
$� �� *� ��
����� ���  � ����
�
�������	��#� �	���	
����
 Rp−1,q �
 ��� � ����,�� 	
���	����� (p−1)+q = 2ν
���� ��������  ������-��� "
�� �+	
���� ��
���� �
	
���	�� ε′  ε �� �
���� ��
��+�	
 �	����
����� γk ∈ C�(p,q) ��� �
���� �� ��
���� p  q�� .	��� ��#�� ���
�
�	 D′,B′  C′ ��$� ����� ��*�����
 ��	
���� � �����!-�� �����!/��

B′ = β ′1C
′ (D′−1)T , B′ = β ′2D

′ (C′−1)† , �����,��

#�� �
	
���	� β ′1  β
′
2 ����
�� ������,���� (β ′1)

∗ β ′2 = ε ε′ (−1)q�

��� ��������� �����	�
���� ���
��	����� ������ SU(2) � ��
 ����� � ���
� ��

����� ������	
� 	���
��
��� ���������	
� �� �����
� ��

���  ������ ���
����	

 ���������	
�

� ���� ��	
��	� �� ����� ������ ��	���� ��
���	���� �������� � �
����
�
����	��� �
	�������� T (j) � 
������ j � ������� ���	� ����
���� �
	�
�������� �� ���
��� ���� ���� 
��	� ��� � 
��	� ������� �
���  ���� ���!�"�
#��� ������ $	��� 	�� �
���� ���� �� ������ �
� � ������� ������� ��� �
���� j�

���
�% ��� ��� �
����� � ��������� ������% � �� ��� ��
��$���� ��!��

� su(2) �
������ ��
���
� Sα% 	�� ����
�� � ��
	����� �
	�������� ��
���

Sα = i τα =
1

2
σα ,

� ����
� $	������
��� �����������% ��������� �� �&�'�'�"(

[Sα, Sβ] = i εαβγSγ (α, β, γ = 1, 2, 3) . �&�)�'�"

� 	������� �� �$	� ������������ ������ ����� Sx = S1, Sy = S2, Sz = S3 �
�������� ��� ��
��$��� ����������� ��
���
� ����
� ������

*������
�� 	�$�
�� ��
	���� �
	������� T ( 1
2
) ��!�
� su(2) �!
$���

SU(2)" � ��+����
$� ����� �eA = (�e 1, �e 2) � &��
��� �
���
����� V2 ���!� �
	�
��������� ,���� ����
 v ∈ V 
����!���� �� 	�����$ �����$ v = vA�e

A � ��-�

���� �
	������ � ���
	������� +�
� � ��	 ����
������.� vA =
(
v1
v2

)
� /������

������ 	�� �������� ����
�� �� ���
	������ �
	������� ��� ��	

�eA = (�eA)B �e
B , (�eA)B = δAB ⇒ �&�)�'0"

| ↑ 〉 :=
(
1
0

)
= (�e 1)A , | ↓ 〉 :=

(
0
1

)
= (�e 2)A . �&�)�'1"

2	�� � 	�� � ���� ��	
��	�% !	 ��� � ������ �
�����
 ��% �� �$	� ���-�
	������� ������� ����
� �eA � �� ���
	������ �
	�������� (�eA)B� 3�����
��
���
�� ����� Sα �� �
���������� ����
 v ∈ V ��
	����� ����	�
���� ���

���� �&�'��"% �&�'�0"(

v → v′ = Sα · v = vA (Sα · �eA) = vB �e
A (Sα)

B
A ⇒ vA → v′A = (Sα)

B
A vB . �&�)�&4"

5���	� ��	$� �
����� 	������ Sα �� ������� ����
� � ���
	������� +�
�

(�eA)B → (Sα · �eA)B = (Sα)
C
B (�eA)C = (�eC)B (Sα)

A
C , �&�)�&'"

!	 � ����	�� 
������ �� ������������ �
	������� �&�)�'0"� � ��!����� � ����
�
������ ��
��� � ������ ���� | ↑ 〉, | ↓ 〉 � �&�)�'1" ���������$�� ���
������
����
� ����� �� �������� � ��� z ���
� � ����" ���%  �� ��- ����% ����$ ����
������!� ��� ��� m = +1/2% ���m = −1/2% ��
���
� Sz% �����!� � ��
	�����
�
	�������� Sz = 1/2σ3(

Sz | ↑ 〉 = 1

2
| ↑ 〉 , Sz | ↓ 〉 = −1

2
| ↓ 〉 .



�� ��� ��������� �����	�
���� ���
��	����� ������ SU(2) � ��
 ����� � ���
�

� j2� ����	
���	��� ������ �������� ��� ����
 ��	
���� ���
� ����
�� ����
�
����
� ��	
���	� !�" ���������	 ��
����	�
���# �� $�	�	��
��� ��	
��

��%������& ���
��	�'

(2j1 + 1)(2j2 + 1) =

j1+j2∑
j=|j1−j2|

(2j + 1) .

������	
�� (� ������ �������� ��) j1 = j � j2 = 1/2 �����
� ���*
��


χ(j) · χ( 1
2
) = χ(j+ 1

2
) + χ(j− 1

2
) , ������+�

&�


χ(0) = 1 , χ( 1
2
) = 2 cos (ψ/2) . ��������

�&���� ���
��	� ������+�# ���
 ��� ���������	��� ��� �
����
���
 ���
�*
��
 � ���������� ������� ��������# 	�
 ����,�� χ(j)(ψ)# �������
 	 �������# )	�
�)
��) �������� P2j(x) ��
�
�� 2j � �
�
�
��� x = cos(ψ/2)� -����� P2j(x)
����	� ��) �������� .
%�*
	� 	��& ���� /��&�������� $��" �����	∫ 1

−1
Pn(x) Pm(x) (1− x2)1/2 dx =

π

2
δnm , ������0�

��
��
� �� %!
& ��	
���
��) % ��&�������� "�����
�	 �
���	����" ��
��
���	�
��� � %� �������� &����� ���� ����
� ������ �
�	� ����� ���&���

• ������ ��� ��	
�� ������� ��������� �����	 ��
���� �� �����
 SU(2) �� ����
�	
�
��  ���!�
��	 χ(n

2
)(ψ) · χ(m

2
)(ψ) � �
��" ���#��$��

• ������ ��� %�!����&� ��� ����	���'�� ���!(� ��� �������	 P2j(x) �

�
	�

∞∑
n=0

Pn(x) t
n =

1

1− 2tx+ t2
. ������1�

)!����
* ����+�& �,
 ���� ������-� �� (1 − 2tx + t2)  ����&��	��& ���
����.
�
 ������#�� ��������
 !�! 2xPn(x) = Pn+1(x) + Pn−1(x)� � ��!+

��
��& �����&��
 �����
 ��������* P0 = 1� P1 = 2x�

(���# ������  	�����
��� �������
� 	 ������� �
*
��� 2��

 ������ ����
�
��) �)�� 3�
%*�45����� �	����) � )	��� 	��
�
�� �
���	����" ����
��
	 ��)�� ����	
�
��� ��
����	�
��� T (j1) ⊗ T (j2) � 	�����
�� �$���,�
��	
�����,� C ��$���,�
��	 3�
%*�45������# ��&����� !�" 	 ������" ������� �
�����+�� 6 ��
�� !�" ����
��" �� ��������� ��������
 �
���# ����
 ��������
 ��) ��� �
*
��� $��" ����� 	 �����
 ��
���
���" �
���	����" ��
����	�
���
&����� SU(2)�

��� ������� �	
������ ���

������	
��	��� ��� ��� �	�
�� D′,B′,C′ �����
����� � �������� � ���������
�� ��������� �	 �����	���� ���	 �	���� �	� ��� �	� � 	�	!�"���# �	�� $
�
�	�
�� D,B,C � %���
������ ������ &�����'���� �����(��� �����()� �!����� � 
��������� ������*�� �����)�� � �$
���!���# �����(+� �!� �	�
�� D′,B′ � C′� ,��	����
�	$
���
� ������'���� �����()�� -�!� (ν+q) �������� ��� ��"!	��� �����(+�� � �	������
�	�
�� B′ � �������� ����$	�� �	�
��	 B � ��������� ������������.	� �������
���!� � ��
���# (p−1)+q = 2ν� � 
	������� �����()� $
���� ���$	�	�� � ����������
������*�� / �!��	�� ��"�	 (ν + q) ������ � �	������ �	�
�� B′ � ��������� ��"!	���

�����(+�� ���01����� �0
	�� �	�
��� B̃� 2
� 3��� � ������ �����)�� � �	��� �����

B′∗ ·B′ = B̃∗ B̃ = (−1)ν+qε I2ν = ε I2ν .

�	��� �0
	 ��� $	
	���
 ε � ���������
��� �!��	� N = p + q = 2ν + 1 ���$	�	�� �
$	
	���
�� ε � �������
��� �!��	� N − 1 = (p− 1) + q = 2ν�

4	������ ��������	 �����(�� !�"�� $
���
����� � $���.�� ��������� 	 ��� � β ′ ∗1 β ′2 =
ε ε′ (−1)q �!����� � ��$���� 
	������� 	�	!�"���1 ������+��

����
���

�� &�"!	��� %���
������ ����� $	
	���
 ε � ���������
��� �!��	� N = p + q =
2ν+1 ���$	�	�� � $	
	���
�� ε � �������
��� �!��	� N−1 = (p−1)+q = 2ν� ��"�	 � 
��!���# �������� � $�!��	��� ��� ε = +1 � ���������
��� �!��	� N = p+q = 2ν+1�
��!� �$�!��� ��!����

p− 1 = k mod(4) , N − 1 = 2k, (2k + 2) mod(8) (k = 0, 1, 2, 3) ⇒
s = (p− q) = 2p−N = −1, 1 mod(8) .

�����(��

2
� 3���� �	� �	� ������ � �������� (ν + q) ������������� (p − q) = 1 mod(4) �
(p− q) = −1 mod(4)� �� � ���	 	��!����	 %���
������ ����� �!������ ���

ε = +1 , γ∗k = B′−1 γkB′ �!� (p− q) = 1 mod(8) ,

ε = +1 , γ∗k = −B′−1 γkB′ �!� (p− q) = −1 mod(8) .
�����((�

�� ,!� ���������
��"� $
���
	����	 5��������"� R1,N−1� $�!� ���� $
���
�� ���
$��!� %���
������ ������ � $�!��	��

ε = +1 �!� N = 1, 3 mod(8) ; ε = −1 �!� N = 5, 7 mod(8) . �����(��

%�!���� �!� ε = +1 � �����(�� ��"!	������ � ��!������ �����(���

����� ����	
� �������	�D�C� B 	 ��������� ����� Spin(p, q)

�	�
���
��
 ����� �������� U �	
��� CL(p, q) ��� ��	�������� ������ � �	���
��������� ��������
���� ���	��������
 �	���������� ρ �����	� C�(p,q)�
����� ��	��	����� ���� ��� ���  ��!  �������� �
�
� ���������� ������
"����

U † D−1 U = λ(U) D−1 , UT C−1 U = C−1 , �����(*�

��� λ(U) = ±1� ���	�#� D � C ��� ������� �
��� (p+q) = 2ν ��	������� � �$�%�&'��
� ��� ��������� �
��� (p + q) = (2ν + 1) ����!����� ������ (����
 D → D′ �
C → C′ � ���	�#� D′ � C′ 
��������	��� �$�%�')��
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������	
��	��� ������	 
� ����	
 ���	 ���	���� � �������� � �	��
	��

�����	 �������	����� ��� ���	����� �� �	�	��
	��� ����� �����!���� "�#
$!%	
 $�	&������! ������� �� &����'(!) γTm � ��	�
 ���	���� �������� ���
 
�$�&�
!� * ��+ ����� !
		


γTm → (U−1)T γTm U
T = −(U−1)T C−1 γmCUT , ������,�

� � ����+ �����

γTm → (γk Λ
k
m)

T = −C−1 γkCΛkm = −C−1 U γm U−1C . ������-�

*����!�� $����	 ����! � ������,� ! ������-� $����	
 [CUT C−1U, γm] = 0. ��
������ /	

	 0��� ��	�

CUT C−1 U = ρU I , ������1�

��	 ρU ≡ ρ(U) 2 �	���� ���� ��� 3���4! �� ���$$	 CL(p, q)� 5	�� � ������1�

��
	�� U → ρ
1/2
U U . 
� $�!)�!
 � ���
� ���%	�!' � ���������

6����!��. $�	&������!	 ������� �� &����'(!) γ†m. ��$!����	 ���
 �$#
�&�
! � ��	�
 ���	���� ��������. ��	� [DU †D−1 U, γm] = 0 ! ������ /	

	 0���

� !
		


DU †D−1 U = λU I , ��������

��	 λU ≡ λ(U) 7 �	���� 3���4! �� ���$$	 CL(p, q) ���� . �� λUλU ′ = λU ·U ′� 8�!#

	�  ��
!�� �$� �	�!	 � ���	����� �������� ! ��!���� D† = D ��
� ���������.

� $����	
 λ∗U = λU . � 	���. λU 2 �	(	���	��	 ��
	��	 $�	������	�!	 ���$#
$� CL(p, q)� ���!��!
 �	�	�
!���� � &	!) ����	+ ���%	�!+ ������1� �� ρU = 1�
! ��������� � �	�������	 $����	
 ���	����� det(U)2 = 1 ! det(U)∗ det(U) = (λU)

d.
��	 d = 2ν 7 ���
	����� $�	������	�! ρ� 9� ��!) ���	���� ��	��	�. �� (λU)

d = 1
! ��� ��� λU 2 �	(	���	��� 3���4! . � 
� !
		
 λU = ±1� :��!
 &���
. 
�
$�!)�!
 � $	��
� ���%	�!' � ��������. ��	 λU = ±1�
���
����
� "���	�!	 λU = −1 � $	��+ 3�
��	 � �������� ���!��	�. ��$�!
	�. �
�
 �����	. ���� ��	
	�� U ∈ CL(p, q) ���	�����	� ����	�! 
 $�! $�	&���#
���! ) �������� � �������!. � �	��
	��
 �����	 N = (p + q) = 2ν �� �!�������
p = 1, q = N − 1 ��
�+ ��!���+ ��	
	�� U = γN+1 ∈ CL(p, q) �	�	�!��	� 
���!4�
Λ = −I ����	�! ��	) ���!���. � ��� ��� D = γ0 ��
� ;���	� ������. � 
� !
		

λ(U) ≡ λU = −1 � $	��+ 3�
��	 � ���������

<�	
	��� U $����$$� Spin(p, q) ⊂ CL(p, q) $ $�	�	�	�!' ��
!����� ���.
�� �! ����	��� '� �������� � λ(U) = +1=

U † D−1 U = D−1 , UT C−1 U = C−1 . ��������

>�$�!
	�. $���� �� ���	�����
! �������� � �	��
 �����	 p+ q = 2ν = N �! ���	�#
����
! ������-� � �	�	��
 �����	�. 
� $����	
 �� &����'(!) ρ(Σmn) ���	&��
/! spin(p, q). ��	��'(!	 ���%	�! 

ρ(Σmn)
† = −D−1 ρ(Σmn) D , ρ(Σmn)

T = −C−1 ρ(Σmn) C , ��������

! ��	����	��� ��	
	��� ������1� ���$$� Spin(p, q) �	+���!�	��� ����	��� '�
����! 
 ��������� 8�!�	�	
 ����	 $���!�� �� �
$�	���� �$� �	�! 
���!4

��� ��������� �����	�
���� ���
��	����� ������ SU(2) � ��
 ����� � ���
� ��

��������	
����
� ������ χ(j)(ψ) � ������������ � ����� ������� ���������� ����
������� ����� ���� �����	 ������� ������  ���� �����!� "���
 �� ��	�#�� ��$���
������ ������ ���	�#���$ �%�&�'!( �� �������� ��� ���$ �	$ �������������� mj ���
��� �	������
 �������� �����

)�������� ������ �%�&��! � 	����  ���
 �%�&�'! � �����	
�����$ ��#�������

sin(a) sin(b) = sin(a + b− c) sin(c) + sin(a− c) sin(b− c) ,

������� �������	��� �	$ 	���� a, b � c� )�	�#�� a = ψ(j1 +
1
2
)( b = ψ(j2 +

1
2
) �

c = ψ/2� *���� 	���$  ���
 �%�&�'! �������������$ �	������� �������

χ(j1)(ψ) · χ(j2)(ψ) =
sin(ψ(j1 +

1
2
)) sin(ψ(j2 +

1
2
))

sin2(ψ/2)
=

=
sin(ψ(j1 + j2 +

1
2
))

sin(ψ/2)
+
sin(ψ j1) sin(ψ j2)

sin2(ψ/2)
= χ(j1+j2)(ψ)+χ(j1− 1

2
)(ψ)·χ(j2− 1

2
)(ψ) . �%�&�+,!

-����� �	������� � ������  ���� �%�&�+,! ��#�� ���
 ����� ��������� � �����
�
��#������ �%�&�+,!( ���	�  ��� �� �����

χ(j1)(ψ) · χ(j2)(ψ) = χ(j1+j2)(ψ) + χ(j1+j2−1)(ψ) + χ(j1−1)(ψ) · χ(j2−1)(ψ) ,

��� � ����
��� �	�������� � ������  ���� �� ����� ��#�� ��������
 �%�&�+,! �
��� ��	��� )���
 j1 ≥ j2 ��	� �� j2 ≥ j1 ��������������$ ���	��� ��!( ����� ���	�
(2 j2) .���� �� ��	� ��(  �� � ������  ���� � ���	����� �������� ��� �	�������
������ �����#���	
 ����� ����� �������( ��� ��� χ(0)(ψ) = 1( ���	�  ��� ���������
������������� ���������$ ����	� �%�&�+,! ��������$( � � ����	
���� �� ��	� ��
���	�#����

χ(j1)(ψ) · χ(j2)(ψ) = χ(j1+j2)(ψ) + χ(j1+j2−1)(ψ) + · · ·+ χ(j1−j2)(ψ) . �%�&�++!

/�������$ 0��� ����	
��� � ���	�#����� �%�&�'!( �� �����(  �� � �%�&�'! ����������
��	�#��
 mj = 1 �	$ |j1 − j2| ≤ j ≤ j1 + j2 � mj = 0 �	$ ������ j� *���� �������(
�� ������	� �	������� �����#������

�	
������� ����� ��������	� 
���� ������� ���	������	� ���� ����	���	���
������������� �����������	� T (j1) 	 T (j2) ������ SU(2) 	���� �	�

(
T (j1) ⊗ T (j2)

)
=

j1+j2⊕
j=|j1−j2|

T (j) , �%�&�+%!

��� ������������� ��������� ���������� 
�������

1����� �����#����� 0�����	����� ����(  �� ��$��� ������������ ����������� �����
����	���� T (j1) � T (j2) ���	������$ � ��$��� ����� ����������� ��������	���� T (j)

�� ������� j( ������� 	�#�� � �������	� |j1 − j2| ≤ j ≤ j1 + j2( ��� �� ��#���
�� 0��� ������ ����� ����$ ����������( � .�� ��������$ j ����� +� 2��� ����	
���
����.� �������� � ��������� �������� � ���������$ �����	�� �	�#���$ ������ j1



�� ��� ��������� �����	�
���� ���
��	����� ������ SU(2) � ��
 ����� � ���
�

su(2) � s�(2,C)� ����	
�	� �� ���������
�� T (j) ������� � ������
��� V2j+1 �
�����
�	� ������	� |j,m〉 �������� � ���	�
� ������ SU(2) ������� �! � ��	
���������
�� � ���� (2j + 1)"	��
�# 	���$ ���%�&'�� ( ����	������	�	 ������
����
��� ���)��� ����������! � ����

C
(
T (j1)(U)⊗ T (j2)(U)

)
C−1 = ⊕j ⊕mj

κ=1 T (j)
κ (U) , ∀U ∈ SU(2) . ���)�)�

(��*	�	 ���	�
 U ∈ SU(2) � ����	�����$�� ���%���+ U = U�n(ψ) �����* 	� ��"
���*���	 ����
���
�� ψ �	��� Ψ�� ,� ����
��� ���)�)� ������ ���
�-�
�� ��!
#��������+

χ(j1)(ψ) · χ(j2)(ψ) =
∑
j

mj χ
j(ψ) , ���)�&�

���

χ(j)(ψ) = Tr2j+1

(
T (j)(U�n(ψ))

)
=

j∑
m=−j

〈j,m|U�n(ψ) |j,m〉 , ���)�.�

� Tr2j+1 ����
���� ���� � ������
��� V2j+1 ���������
�! T
(j)�

�����	
���� ����� �������� ��	
	�� � ������� �� ��������� �n� � �������
������ �� ���� ψ� � ����

χ(j)(ψ) =
sin
(
ψ(j + 1/2)

)
sin(ψ/2)

. ���)���

����� ���� �������� ψ ∈ [−2π, 2π) ������������� � ������ SU(2) ����� ��������
��  ��!����� ������"�# �� ����  ��!���� U�n(ψ) ��	$	%� � &���������! ψ �
����������!� �n	

�������������� /����������
�!	� ������! ���%��.� � ��� ���	�
 U�n(ψ) ���%���
� ��������*
�	 �n ������! � ���	�
� U�e3(ψ)� ������ 	�0
� �����*����* ��! 
�"
	���$�� ������ ����!0�

�# ���	�
��� 1 ����	 �����������
�! ���%��.� #������
� ���� ���	�
� U�n(ψ) ∈ SU(2) � ���������
�� T (j) ����


χ(j)(ψ) = Tr2j+1

(
T (j)(U�n(ψ))

)
= Tr2j+1

(
T (j)(U−1ϑ,ϕ · U�e3(ψ) · Uϑ,ϕ)

)
=

= Tr2j+1

(
T (j)(U�e3(ψ))

)
=
∑
m

〈j,m|U�e3(ψ) |j,m〉 ,
���)�2�

� ��*� 
� ������ � �n� � ������ ��*�� � ���� ψ� /��*��!�* 3��	���� ���)�2� �
!�
�	 ����	 ���%�.)� ��! 	���$� ���	�
� U�e3(ψ) � ���������
�� T

(j)� 	� �����"
�!�	 #������ ���)�.�� ���)�2� ��! � ���� ���	�
� U�n(ψ)+

χ(j)(ψ) =

j∑
m=−j

〈j,m|U�e3(ψ) |j,m〉 =
j∑

m=−j
eimψ =

eiψ(j+1/2) − e−iψ(j+1/2)

eiψ/2 − e−iψ/2
, ���)���

�� � ��� ���)����

4
�
�� !�
�# ����0�
�� ���)���� ���)��� ��! #�������� χ(j) ���# ��
��
�	��"

�# 
��������	�# ���������
�� T (j) ������ SU(2) ������!� ������* �����0�"

�� ���)�&� �� �	 ��	�	 
��� ���
��� mj�� ���� ������*����*�! ���
��� �

��� ������� �	
������ ���

ρ(Σmn) ∈ spin(p, q) � U ∈ Spin(p, q)� ����	
� �
����� �� �	����� ����������� �
�������� � ��������

ρ(Σmn)
∗ = B−1 ρ(Σmn) B ⇒ B U∗ = U B , (B↔ B′) , ��������

� �� �	������ ����������� � ���������

ρ(Σmn)
∗ = B̃−1 ρ(Σmn) B̃ ⇒ B̃ U∗ = U B̃ . ��������

 ��!��� ��������� ������"� � �������� #
 �#��#

CT = −C $!� N = 2, 4 mod(8) , CT = C $!� N = 6, 8 mod(8) ,

� �� ���	��� ����������� � �������� �!�$%��� &��

U ∈ Sp′(2ν ,C) $!� N = 2, 4 mod(8) , U ∈ SO′(2ν ,C) $!� N = 6, 8 mod(8) ,
��������

�$� SO′(N,C) � Sp′(2r,C) ' �	%((
� ���#�	)�
� �������������� �	�����!��
#
SO(N,C) � ��#(!����&����# Sp(2r,C) �	%((#� �(	�$�!���� ����	
� $�
 � ��������
� �������� *�+� $!� %(	�,���� )�	#%! #
 -%$�# �(%���� ��	��� � �-���&�����
���#�	)�
� �	%((� �� ���� -%$�# (���� SO(N,C) �#���� SO′(N,C) � �� $!���
. ��!% ������ (	�$���!���� �������� $!� /	#������ #�	�0
 D† = D� ����	�
$!� p = 2ν ����$ �#��� 2ν−1 ��-������
� ��&���� +1 � ���!��� +� ��-������
�
��&���� −1� #
 ��!�&�#� &�� �	%(( Spin(p, q) ��!$
����� � (���$�1%���	�%�
�	%((%� ���#�	)�%� �	%((� SU(2ν−1, 2ν−1)� . �(�0�!���# �!%&� p = 2ν �#����� /	1
#����� (	�$���!���� �������� � ����	�# D = I2ν � � #
 (�!%&�# Spin(2ν) ⊂ SU(2ν)�
�� ���� �	%(( Spin(2ν) ' ��#(����

2&��
�� ��������� #
 �#��# � �!%&� p = 2ν = N �

Spin(p, q) ⊂ Sp(2ν ,C) ∩ SU(2ν−1, 2ν−1) $!� N = 2, 4 mod(8) ,

Spin(p, q) ⊂ SO(2ν,C) ∩ SU(2ν−1, 2ν−1) $!� N = 6, 8 mod(8) .
������"�

� � �!%&� p = 2ν = N �

Spin(2ν) ⊂ Sp(2ν ,C) ∩ SU(2ν) = USp(2ν) $!� N = 2, 4 mod(8) ,

Spin(2ν) ⊂ SO(2ν,C) ∩ SU(2ν) = SO(2ν) $!� N = 6, 8 mod(8) .
������3�

4�$&�	���# �,� 	�� &�� �$��� SO(2ν) 5 /�� �	%((� ���#�	)�� �	%((� ��,������1
�
� �	�����!��
� #�	�0 � �$���&�
# $���	#�����#�

• ������ ���� 	
������ �
 SO(N,C) ∩ SU(N) = SO(N)� ��������� ����
���
������ A ∈ SO(N,C) ∩ SU(N) �� ����������� � ������ �����

. &����# �!%&� p+ q = 2ν 	��#��	�# �(�0�!���� ���!������ (	�$���!���� ρ
!��-	
 6!�))�	$ C�(p,q)� � ����	�# �-	�%�,�� �#��� ��$ �����3��� �����3"�

γ1 =

(
0 1

1 0

)
, γm =

(
0 sm
sm 0

)
(m = 2, . . . , 2ν), ⇒ γ2ν+1 =

(
1 0

0 −1
)
, ��������



��� ��� ������� �	
������

��� 1 ≡ I2ν−1 � 2ν−1���	
�� ���� sm � sm ������� �����
�
���� �����	�� ��������

s = (s1, . . . , s2ν) = (I2ν−1 ,−iΓ′1, . . . ,−iΓ′p−1,Γ′p . . . ,Γ′2ν−1) ,
s = (s1, . . . , s2ν) = (I2ν−1 , iΓ′1, . . . , iΓ

′
p−1,−Γ′p . . . ,−Γ′2ν−1) ,

��������

�  �������	��� ����
�!�
��� ��������" ��������� #���$ ���	�%� {Γ′1, . . . ,Γ′2ν−1} 	��
��& �� '	������ �	�������
�� ��	�& �(�) ����	� C�2ν−1" ��'��� �� �����
sm � sm �� ����� �	���� s†m = ηmmsm" ��� ηmm * �����
�$
�� '���
�� ����
	��� η = Ip,q� +& �����
��� �	���� ��� ��" ,�� γ†m = ηmmγm (m = 1, . . . , 2ν)�
-�$& ��$ ��������" �	�������
�� ������.� ��/
� &������$ � �������
�� ���� ����
��������"���������

γ1 = σ1 ⊗ 1, γm+1 = σ2 ⊗ γ′m = σ2 ⊗ Γ′m (m = 1, ..., p− 1) ,

γm+1 = σ2 ⊗ γ′m = i σ2 ⊗ Γ′m (m = p, . . . , 2ν − 1), ⇒ γ2ν+1 = σ3 ⊗ 1 ,
��������

��� ���	�%� γ′k 	���& �� �	�������
�� ��	�& �(�) ����	� C�(p−1,q)" �	�,�� ����
	�%� γ′2ν−1 ��	����� �& ��	�& �(�) {γ′1, ..., γ′2ν−2} ���" ���  ��&�
� � ���������

�����	
���� ����� ��� ������	 
������� C�(p,q) �p+q = 2ν� � ��������� �����
��������� �������� ������	 D� C � B� ��������� !�� �����"#�� �����"$�%

γ†k = D−1 · γk ·D , γTk = −C−1 · γk ·C , γ∗k = −B−1 · γk ·B , ������0�

γ†2ν+1 = (−1)qD−1 · γ2ν+1 ·D , γT2ν+1 = (−1)ν C−1 · γ2ν+1 ·C ,

γ∗2ν+1 = (−1)ν+qB−1 · γ2ν+1 ·B ,
��������

&����	�� ��� � ����

1.) q, p ∈ 2Z≥0 ⇒ D=I2⊗d ; q, p ∈ 2Z≥0 + 1 ⇒ D=σ1⊗g; ��������

2.) ν ∈ 2Z≥0 ⇒ C =σ3⊗c ; ν ∈ 2Z≥0 + 1 ⇒ C = iσ2⊗h ; ��������

3.) ν + q ∈ 2Z≥0 ⇒ B =σ3⊗b ; ν + q ∈ 2Z≥0 + 1 ⇒ B = iσ2⊗f ; ��������

��� 2Z≥0 ' (���	�� � �2Z≥0+1� ' ��(���	� �����)����*�	� (����+ d, g, c,h,b, f ∈
Mat2ν−1(C) �

d† = d , g† = g , cT = ε′ c , hT = −ε′ h , b∗ b = εI2ν−1 = −f∗ f , ��������

1.) q, ν ∈ 2Z≥0 ⇒ b= dc†−1 ; q, ν ∈ 2Z≥0 + 1 ⇒ b= −g h†−1;
2.) q, (ν + 1) ∈ 2Z≥0 ⇒ f= dh†−1; (q + 1), ν ∈ 2Z≥0 ⇒ f= −g c†−1.

��������

�������������� -	�/�� ,�� �� ��	�1��� � ����&���$�� ��

��� 2���	/��
��
�������" ,��  ����� (ν + q) ∈ 2Z≥0 � (ν + q) ∈ 2Z≥0 + 1 '������
�
�  ������
s/2 ∈ 2Z � s/2 ∈ 2Z+ 1 �����������

�" ��� s = (p− q) * ��	����	 ���
�� 	�� +&
�	�) �	�������
�1 ��������" �������� � �������� �� ����/�� ��$�� ��������� 3���&��
��$���� �	�������
�1 �������� � �������� �	�������� �
����,
�� #���!�� ���	�% 

D � ��,
�� ���� D =

(
d g

g′ d′

)
" ��� d, g,d′, g′ ∈ Mat2ν−1(C) � 4���� �& ��	����

����
�!�
�� � ������0� �	� k = 1 �  ,���� ������.� �� �� ,��� d′ = d � g′ = g" ����

��� ��������� �����	�
���� ���
��	����� ������ SU(2) � ��
 ����� � ���
� ��

��� �����	��� 
	��������� 
	���������� �	�

�

SU(2) � 	� ������ � ��	���

����� ����	
��� ��������	�����

����� �	
�����
��� T (1) � T (2) �	���� G �
�	������� ��������� ����
������
��
 �	���	����� �	
�����
��� ��� V1 � V2� �	���
 �	���
�
��
 T (1) ⊗ T (2)  ��!
�	
�����
���  ���
� �����
 �	������� ����� �	���� G ���������� "����# ���
������ $�
	%�
��� ������� &��� 	���
� ����� �
	�� ����� �����'# �	
�����
��

T (1) ⊗ T (2) �
��� 	����%���  �	���� ����� �� �
�	������� �	
�����
����
T (α) �	���� G# ����	�
 �
������  �	���	�����! �	
�����
��� Vα &���
�� α ���
�
	�
� �
�	������
 �
 ����
����
 �	
�����
���'� "���� ��	����# �� ��

�
	����%
��


V1 ⊗ V2 = ⊕αmα Vα , &(�)��'

��
 mα * �	������� !�%�
��� �
�	������! �	
�����
���#  ����
����! T (α)# 
�
���	��
 �	���
�
��
 T (1)⊗T (2)� + �	��� ����� &(�)��' �� ����������� ,�	�����
��� ������ �	���� ����� �	���	���� ⊕α ⊕mα

κ=1 Vκ;α# ��
 ���
�� κ ���
	�
� �	
��
����
���#  ����
����
 �	
�����
��� T (α)� -	����� ������# ���
���
� �����
��	������ ���	�.� C# � ������� ����	�� �
 ���	�.� �	
�����
��� T (1) ⊗ T (2)

�	������� � �������������������� ���

C
(
T (1)(g)⊗ T (2)(g)

)
C−1 = ⊕α ⊕mα

κ=1 T (α)
κ (g) , &(�)�('

��
 g * �	���������  �
�
�� G� /��	�.� C �
	
���� ����� �	���	����� (V1⊗V2)#
��������� �� �	����� �	���
�
��� �������! 
���	� V1 � V2#  
��
��
���� ���
��� �	���	����� ⊕αmα Vα# ��������� �� �������! 
���	� �
! �����
��! ����	��
��	���� Vα� 0�
�
��� ���	�.� C ��������� �� ,,�.�
����� 1�
�2�*3�	�����
-
����
 ���	�.� C ��%�� ��������  ���� ��
∑

d,b

C
(1,d),(2,b)
(α,c) |d〉1 ⊗ |b〉2 = |c〉α , &(�)�4'

��
 |d〉1# |b〉2 � |c〉α * ��	��	�����
 �������
 
���	� �	���	���� V1# V2 � Vα ⊂ V1⊗
V2# ����
���
��� &���
�� κ �� ��������'# � ���
��� d, b, c ���
	���  �� �������


���	�� 5�	���� &(�)�4' �����
��� 	����%
��
� &��� 	����' 1�
�2�*3�	����# �

���	� |c〉α ��������� 
���	��� ��������� ������  �	���	����
 &(�)��'�

��	
��� �	���	���� ���� ���
����	����� � ��	��� �������������

����� �������� 	��	� �� ��� ��	!�� ����"# ������� $	�	�	� ���

�����	 �	�%$	 ��� ��$	�	�	�	 $����� ����� � 	���������� ���	� �����

����������

+  ��� 	���
�
 �� ������ �	���
�� ����	�
��� 	��� 1�
�2�*3�	���� ��� ���
�
����
	��! �	
�����
��� T (j) �	���� SU(2)# ����	�
 !�	���
	������� ������ j�
0�� �	
�����
���# ��� �� ��
��# ����
������ ���
����
	��� �	
�����
����
���
�	� 6� su(2) ��� ���
����
	��� �	
�����
���� ���
�	� 6� s�(2,C)�

�	
%�
 �
�� �� ������� �
��� ��!�%�
��� �	������
� mα  	����%
��� &(�)��'
� &(�)�('� ����� �� ��

� �� �
�	������! �	
�����
��� T (j1) � T (j2) �	����
SU(2) ���# ��� �� %
 ����
# �� �
�	������! �	
�����
��� T (j1) � T (j2) ���
�	 6�



�� ��� ������������� 	��
�������� ���		� SU(2) � SL(2,C)

��� j � ����� � 	
������� ��
���������� ������ �
������ �
 �	��������� ������
��� 
	���
�� ��	���� �������� �� � ��� S3 ��	���!���� ! !���

Δ′
SU(2)

Ψ(j)(ϕ, ϑ, χ) = n(n+ 2)Ψ(j)(ϕ, ϑ, χ) ,

��� n � ����� ��
���������� ������

������ ���� 	���� �
� ���� SU(2)� �
� ����� �����
�� ����������� �� ������� ��������

det(||Rj
k||) = sin−1(θ) . ��������

������� ���� �� ��
 ������� � ����� ����� !�����" ��� ���� 	���� �� n#������ !���!����
���� G � 
�!�
$��� �!��������� ���!� g(x) ∈ G" ��� x = (x1, . . . , xn) % 
�!�
$��� !���������
����������" �����
����� ���� ������� ||Rj

k|| ����& ��!�����& �
�� � '���
�

dμ(g) = c · det−1(||Rj
k||)dx1 · · · dxn .

(������
�� �)�� ��������� �����*+�" �� �
����� �����������) ���� 	���� �� ���� SU(2)"
 �������) � �������� ���� ,�
���

dμ(U) =
1

16π2
sin(θ) dφ dθ dψ , ��������

��� !�������� c = 1
16π2 ��-���� ��!" ���-� �-.�� ���� ���� SU(2) �����
�� ������� ��-
���$

� ������� ��
�� ,�
��� �
� ���� SU(2) �!� ��� � ���������� /�����0���� ��������
$����� ����

�� ��
 ������� ����� ����� !����� �
� ��������& �
������� D(j)
m′m(U) �����+�� ����������& ���#

����
���� T (j) ���� SU(2)  ������)��� � ����∫
dμ(U) D(j)

m′m(U)
(
D(j′)

k′k (U)
)∗

= c(j) δjj
′

δm′k′δmk , ������	�

��� !�������� c(j) � �����*�� ��1�� �����
��$" ��
�  �'�!�������$ j = j′" k = m = j" k′ = m′ =
j � ����
$ ����$�� �����+�� � �����+2�� 3 ���� �
���� �������
 �����*�� �������� ! �
���)4���
�������
� �
� '��!��� 3������

1

2

∫ π

0

dθ sin(θ) d
(j)
jj (θ) d

(j)
jj (θ) =

1

2

∫ π

0

dθ sin(θ) cos4j(θ/2) = c(j) , ��������

������ �� 	�
����� ���

c(j) =
1

2j + 1
. ���������

�� �����
� �������� ����� �
����� ����������� ��������
������ ���� �����
 ������� 	�� �! �����
������ �
" ����������# ����$�! �����%��&

1

4π

∫ 2π

0

dφ

∫ π

0

dθ sin(θ) Y (�)
m (φ, θ)

(
Y

(�′)
m′ (φ, θ)

)∗
= c(�) δ��

′

δmm′ , ���������

� ���� ���� ���� �
" 	������������# ����$�! '������� �����%(� � 	�
����� '������� �����%)��

• ������ ��� �	
����� ��	 � ����	� ���������� �������� � �������� �� �	����� ��������� �������
�		��	����� 	��	 	����	��� ��! "���	��������# ���
$�% &�'�����(∫ 1

−1

dx P (�)
m (x)P (� ′)

m (x) =
2

(2�+ 1)

(�+m)!

(�−m)!
δ��

′

.

��� ������� �	
������ ���

���� �	 
������ ���������� � ��������  ������ ����� ������� �������� ��� γ2ν+1

���� � ������� ��������� !"���# 
���"��� �"���$� ��������# �������� � �������� �
������ ��������# �������� � ��	��%�"�� 
����"�� ��������� &���������� ������'� ����(
)" � �	 ������ ������� � �����*���

�����	
��� +"
���� ���������� ������*� ��� �"��"(�"���$ � 
����"������
�������� � ��
��%	���� ,������ ����� ��������(�������� ��� D,C � B� - ��	��%(
�"�� 
����"��

1.) q, p ∈ 2Z≥0 ⇒ γ′†k =d−1γ′kd ; q, p ∈ 2Z≥0 + 1 ⇒ γ′†k = −g−1γ′kg;
2.) ν ∈ 2Z≥0 ⇒ γ′Tk = −c−1γ′kc ; ν ∈ 2Z≥0 + 1 ⇒ γ′Tk =h−1γ′kh ;

3.) ν + q ∈ 2Z≥0 ⇒ γ′∗k = −b−1γ′kb ; ν + q ∈ 2Z≥0 + 1 ⇒ γ′∗k = f−1γ′kf ;
��������

��� γ′k �k = 1, . . . , 2ν−2� . 
����"������ �,�"	� /�0 "���,�� C�(p−1,q−1)� 1")�� �,(
�"	��# �"���$� d# c � b ��"���$� g# h � f 
��� �����2���� �0 ���" �" γ′2ν−1�
���� �� ������������ "�"���"�� �"���$ D,C � B ��� "���,�� C�(p−1,q−1)� -
�"�"����"���0 ���"�0 ������� ��������(�������� ��2�� ���"�% ��)��������(
�� ������������# 
�	���� /��� �����% �"���$� D,C � B ��� "���,�� C�(p,q) �	
��������� /�0 �"���$ d# c � b �g# h � f� ��� "���,�� C�(p−1,q−1)�

• ������ ���� � 	
�� ������� Γ′k (k = 1, . . . , 2ν − 2) � �������� ����� � �����
��������� ����� � �� �����!" ν → ν − 1�� #!$����% ��! � &�!� ��
��� ��
�����

p = 2β : d = I
⊗(β−1)
2 ⊗σ1⊗I⊗(ν−β−1)2 (β = 1, ..., ν − 1), d = I2ν−1 (β = ν),

p = 2β + 1 : g = σ⊗β3 ⊗ I
⊗(ν−β−1)
2 (β = 1, ..., ν − 1),

�����'3�
c = (σ2 ⊗ σ1)

⊗(k−1) ⊗ σ2 (ν = 2k) ,

h = (σ1 ⊗ σ2)
⊗k (ν = 2k + 1) .

�����'��

• ������ ���� 	�!����� ��� ������������� �����'��% �����'�� ���!������ �!!��!�
(���" �������� � ����������� ε% ε′ ��������� � ������ �% ���������

&���"�� 
����"������� ��������# �������� � �������� �	 4����2����� ����� � 
������ ������ ������*�# �������� �� 
����"�� ���� /�� ������ �" ,��)� A � A
��
��������0 � ��5)���"������0 
����"������ ρ′ � ρ′′ ��� 4����2����� ������
5������" U ∈ Spin(p, q)# 	"�"����� � ���*��'�#

1.) q, p ∈ 2Z≥0 ⇒ A†dA = d, A
†
dA = d ; q, p ∈ 2Z≥0 + 1 ⇒ A†gA = g; �����'*�

2.) ν ∈ 2Z≥0 ⇒ ATcA = c , A
T

cA = c; ν ∈ 2Z≥0 + 1 ⇒ AThA = h ; �����'��

3.) ν + q ∈ 2Z≥0 ⇒ bA∗ = Ab , bA
∗
= Ab;

ν + q ∈ 2Z≥0 + 1 ⇒ fA
∗
= Af , fA∗ = Af .

�����'��

6"������ ��
��������� 2ν−1(������ 
����"������ Δ+ �Δ− ���

� Spin(p, q)#
)������ ,��� �
�������� � 4����2����� �����# � �,�	�"��� )����"��"�������� )



��� ��� ������� �	
������

Δ± �����	
����� �
� Δ̃±� 
 ��������� ��������� � Δ± � Δ̃± �����	
������
�
� Δ∗± � Δ̃∗±� �
������� ���� A � �����	 U ∈ Spin(p, q) � �����	
����� Δ+� 	�

Δ∗+(U) = A∗� Δ̃+(U) = (AT)−1 � Δ̃∗+(U) = (A†)−1� ����
 �� ���	����� ��� �!"# �
��� �!�# ��	��
�	 ����$%&�� $	���������

�����	
���� ������ ��� �����	
���� �������	����� Δ± ����� Spin(p, q) 	
������ (p+ q) = 2ν ����� ����
 ��������� �

��
����� ��	�	������
��� �

��� Δ+ = Δ̃∗+� Δ− = Δ̃∗− ��� ����� p�q � Δ− = Δ̃∗+ ��� ������� p�q 

!�� Δ+ = Δ̃+� Δ− = Δ̃− ��� ����
� ν � Δ− = Δ̃+ ��� ������
� ν 
"�� Δ+ = Δ∗+� Δ− = Δ∗− ��� ����
� (ν + q) #����
� (p − q)/2� � Δ− = Δ∗+ ���
������
� (ν + q) #������
� (p− q)/2��

'	��	��� (	� 	��	�� ��$(
� � )	�������� ������ ��	��
�	 �� �����* ��$*�

• ������ ���� 	
������ ����� ���
� ������ d �������� � c ��������� � �� !" �
#

��
$"����� ��������� �������� � ���"����� �������� %����"��� ε′� �
 �����
��


A,A ∈ SU(2ν−2, 2ν−2) (p = 2β, 1 ≤ β ≤ ν − 1), A, A ∈ SU(2ν−1) (p = 2ν),

A, A ∈ Sp(2ν−1,C) ν = 2 mod(4), A, A ∈ SO(2ν−1,C) ν = 4 mod(4).

�������

�� +
����	��� ���������� �����	
����� ����� # 
���,�� C�(1,3)-

γ0 = σ1 ⊗ I2 , γ1 = i σ2 ⊗ σ1 , γ2 = i σ2 ⊗ σ2 , γ3 = i σ2 ⊗ σ3 , ��� �!.#

��� ��	����� �� ����� γ†m = (−1)1+δm,0γm� γ
T

m = (−1)mγm� γ∗m = γT †m = (−1)δm,2γm�
/��	��$� ��*��� �� 0���$� ��� �1"#� � ����
�� ��� �1�#���� �1�#� ��� ��,*����� ��2
����	3 p = 1, q = 3, ν = 2� �� ���$(
�� ��� �
	��4 D� C � B ����$%&�� �����	
�2
����

D = σ1 ⊗ g = σ1 ⊗ I2 = γ0 , C = σ3 ⊗ c = −σ3 ⊗ σ2 = γ0γ2 ,

B = iσ2 ⊗ f = iσ2 ⊗ σ2 = γ2 .
��� �!�#

• ������ ���� 	�
�"���� ��� ������ �������� ��%
��"��" �
!�"��� ������&� � �
#

��
$"��' ��������� ������&� � %����"����� ε = −ε′ = +1�

����
 ����
�� ��� �!"# 5 ��� �!�# �
	��4� A � A� ��������%&�� �����	 U ∈
Spin(1, 3) ���� ���"� !##� $�����	����%	 ���	������

A = (A†)−1 , AT σ2A = σ2 = A
T

σ2A , A = σ2A
∗ σ2 , ��� �!1#

��	���� �����	�� � ��$� $������� A = (A†)−1 � det(A) = 1� 	� ��	3 A ∈ SL(2,C) =
Sp(2,C)� /�� �	�� ����,�
���
�� ���"� #� ��������%&�� ��$��$ Spin(1, 3)� �
����2
�
%	�� � ���� ���"���#-

γmx
m =

(
0 σmx

m

σ̃mx
m 0

)
→ U (γmx

m)U−1 =
(

0 Aσmx
mA†

(A†)−1 σ̃mxmA−1 0

)
,

��� ������������� 	��
�������� ���		� SU(2) � SL(2,C) ��

��� �� ����	
�


|φ, θ〉 := U(φ, θ, 0) |�, 0〉 , D(�)
mm′(τk) = 〈�,m | τk|�, m′〉 ,

Y (�)
m (φ, θ) = 〈�,m |φ, θ〉 = 〈�,m |U(φ, θ, 0) |�, 0〉 . ��������

�����
� ��� ����� �������� ����
���� �����������
� ||D(�)
mm′(τk)|| � ���!"#
� τk 
 
� �
$%

$����&
������ ����
��&
� �����'(� ��)������� ��� ������
� �
$$����&
������� ��������� τ̂k

�� �$��
���)
� $!�)&

 Y
(�)
m (φ, θ) *)�
�������� ������
" ������ � ���!"#�� (−τk) �� �!������

��)���� 〈�,m|� +������ �����! ������(� ��� � ���!"#
� �����'(�� , ���!������ ���!���� �
$$����%
&
������ �����������
� ���  ��
���� *�������� e±, h ���� �� s�(2,C)-

ê± = i τ̂1 ∓ τ̂2 = e∓iφ (∓∂θ + i ctg θ∂φ) , ĥ = i τ̂3 = i ∂φ . ��������

, ���������

 � �������� ������
� �
$$����&
������ � ���!"#
� �������� �� $!�)&

 Y
(�)
m (φ, θ) =

〈�,m |φ, θ〉 ������������ ������
�� � ���!"#
� (−e±) (−h) � �����������

 T (�) ������ �� �!���%
��� ��)���� 〈�,m|� .����!��� !������
��
 ������'� �������� �� ���!�������

(−ĥ)Y
(�)
m (φ, θ) = 〈�,m | h |φ, θ〉 = mY

(�)
m (φ, θ) ,

(−ê−) Y
(�)
m (φ, θ) = 〈�,m | e− |φ, θ〉 =

√
(� +m+ 1)(�−m)Y

(�)
m+1(φ, θ) ,

(−ê+) Y
(�)
m (φ, θ) = 〈�,m | e+ |φ, θ〉 =

√
(� −m+ 1)(�+m) Y

(�)
m−1(φ, θ) .

��������

/�) )�) � ���!"#
� e+ 
 e− ����	��"� �� ����#�" �������� ������'���������� ���  ��
���� ��)��%
�� 〈m, �| �!������� ������������ V∗

2�+1 
� �!������ ����0
� 〈�, �| 
�
 ����0
� 〈�,−�| ��)����� ��
� ��������
������ ��!��� �
$$����&
������ ��������� ê± ����������� � �������� ���	�� ��%

��	���� ��� �$��
���)
� ������
)
 Y
(�)
m (φ, θ) 
� $!�)&
� Y

(�)
� (φ, θ) 
 Y

(�)
−� (φ, θ) ����������!"#
�

��)����� 〈�, �| 
 〈�,−�|� ,� ���� � �����1�� j = � 
 ����	
� m′ = � m = 0 
�
 m′ = −� m = 0 �
���!������ ���!����

Y
(�)
� (φ, θ) =

√
(2�)!

2�(�!)
ei �φ sin�(θ) = 〈�, � |φ, θ〉 ,

Y
(�)
−� (φ, θ) = (−1)�

√
(2�)!

2�(�!) e−i �φ sin�(θ) = 〈�,−� |φ, θ〉 .
��������

• ������ ��� �	
����� ��	 ���
��� Y
(�)
m (φ, θ)� �������� � ��������� �������� � ��������� �	����

�� �!� �"�������# �����$��� % ��!��	!�� �"	��"��� ��	 ���
��� Y
(�)
� (φ, θ) � Y

(�)
−� (φ, θ)

�����$�� ��	�&���	"� � �!&	���# �&� !��"'�(	 � #&��'�(	 ���&�	(	 ��
�	"� �!#� ���)�����

���)�����* ê− Y
(�)
� (φ, θ) = 0� ê+ Y

(�)
−� (φ, θ) = 0� %���!�� �"��!���&���� ��������� �������� �

�������� �&� ���
��+ Y
(�)
� (φ, θ)� ��+!���� �� Y

(�)
� (φ, θ) � Y

(�)
−� (φ, θ) 	��"��	"�#� êm+ � êm− �

!		����!�����	�

• ������ �)� �	&���! "����!���#� �����$��� �	
����� ��	 !��"���!
�� ���
��� Y
(�)
m ��&��

 �!� !	,!������#����
���#� 	��"��	"� -��&�!� �� ���#�"�	+ !��"�Δ
SU(2)/U(1)

�����..�*

Δ
SU(2)/U(1)

Y (�)
m (φ, θ) = �(�+ 1)Y (�)

m (φ, θ) , ∀m ,

�	 �!� �"	��"�� !		��	'���� ���)���� �&� ����	(	 �"��!���&���� �!"������ ! 	,/�+
�	"#�&	+ ��+!���� 	��"��	"� -��&�!� Δ

G/H
�� �"�!	��������� !��"���!
�� ���
���0

"����& ������� ��"�	+ ��!�� 
��(���

• ������ ��� �	&���! �"��!���&����# �����.�� � �	"#�&	+ �����1�� �	
����� ��	 ���
���
D(j)

mm′(φ, θ, ψ) ��&� �!� !	,!������#� �&� 	��"��	"� -��&�!� �����.1� �� SU(2) = S3

Δ
SU(2)

D(j)
mm′(φ, θ, ψ) = j(j + 1)D(j)

mm′(φ, θ, ψ) , ∀ m,m′ ,

���	
����� �������� ����������� ������ s�(2,C)� � ����� ������� ������
���� ê± →
−ê∓� ĥ → −ĥ � ���������! �������� � ��������� � ��"�� ������� ��������� #�� ��������� � �����
����
��� ��$�� �������� �� �����! "����! �� "�������� ��!���"��



�� ��� ������������� 	��
�������� ���		� SU(2) � SL(2,C)

• ������ ��� �	
��	��� ��
 
��	��
	� ��������  �������� 
�	����� ���� �����	� su(2)� �

���� ��
�����
	 �� ��	�!��	"�# �

�"
$�" # ���%�%���

• ������ ��� &
!������ ��
 !���	���"�' 
��	��
	 (��#	� τ̂k τ̂k �
��	��
	 )������ "� �*�+
	� S3 = SU(2)� �� 
�	����,- �������� � ��	�#��	��. ���
� /'��	� 	���"

ρR(τk τk) =

(
1

sin2 θ
∂2
φ + ctg θ∂θ + ∂2

θ

)
+

1

sin2 θ
(∂ψ − 2 cos θ ∂φ) ∂ψ ≡ ΔSU(2) . ��������

• ������ �0� � &
!������ ��
 �������" ������1� "� �*�	� S3 �"� �	���� SU(2)� � ��	�#��+
	��. ���
� /'��	� ��������� �#"
2�""�' "� *�!�
	 4� 	���" ���"��	�"
#� �������"�
"� �*�	� S3� �����""
#� � ��	�#��	��. �*�	���!- ���
� �����%��3

Δ′
SU(2) =

1

sin2 χ
∂χ(sin

2 χ · ∂χ) + 1

sin2 χ

1

sinϑ
∂ϑ(sinϑ · ∂ϑ) + 1

sin2 χ

1

sin2 ϑ
∂2
ϕ . ��������

4
 ����� #� #��# 4 ·ΔSU(2) = Δ′
SU(2)�

���������	
� ������� �������� τ̂k τ̂k ��� ���������� �������� �������� ���� � 	�  !���
S2� ������� � �� �������� ������"�# � �� � 	�� ���$��% ∂ψ = 0� & �����%���� ������� ��������
su(2) � ��� �����	�� �������� ����������  ��	����	
� ��� �������� ���� � 	�  !��� S2 =
SU(2)/U(1)'

τ̂k τ̂k =

(
1

sin2 θ
∂2
φ + ctg θ∂θ + ∂2

θ

)
≡ ΔSU(2)/U(1) . ��������

(�  �����		
� �
)� �� *�	��	����	
� ��� �����	�� ρR � ρ +��
 SU(2) ������ � ����,
���
��� -�� ������ �
����� *�	��	����	
� 	��������
� ��� �����	�� �� ��� �����	�� ρ
��������� -�� .��+� ���� ����� 	� ��� �� �� �������	�+� ����	 ��� �����/0�  ����  ��*����� 〈�,m|#
�  ����  ��*����� |�, 0〉 � �� ��%���� �  ���	�)�	���� ��������# +�� ���$�� m3 = m′# j = � �
U ′ = U(φ, θ, ψ)# � ��*$� �� ��%���� � �����/1�# �����/�� � �����/��� & ���+� �����/0� ����)�� � �
����  ���	�)�	��

〈�,m| U · U�e3(φ) · U�e2(θ)|�, 0〉 = D(�)
mm′(U) Y

(�)
m′ (φ, θ) = Y (�)

m (φ′, θ′) , ������	�

+�� U 2 ����� .����	� SU(2)# � ����������		
� �+�
 φ′# θ′ ���� �� �� U # φ � θ � ��	��	��	�
��������� � �� ����	�	�� �����/0�� 3�+�� 	� ����� ������# ����$�		�� � ������� ������� �����
�� �� *	�+�#  ���	�)�	�� ������0� ���������  �4���%	�� ��� �����	�� ρ(�) +��
 SU(2)'

[ρ(�)(U−1) · Y (�)
m ](φ, θ) = D(�)

mm′(U) Y
(�)
m′ (φ, θ) = Y (�)

m (φ′, θ′) . �����	
�

5� ����+� ����	 ��� � �����01�  ������# ���  !����� *�� !�	*4�� Y
(�)
m (φ, θ) �������� ���� � ��,

 ���	 ����  �4���%	
� *�	��	����	
� 	��������
� ��� �����	�� ρ(�) +��
 SU(2)# *����
�
	������� � 4��
�� �� ���� � = 0, 1, 2, . . . � 6�� *�	��	����	
� ��� �����	�� .*������	�	
 ���,
 �����	��� T (�) � �*���
���� � �.�� ���	� �� �����+� ����	 ��� � �����01�� *�* ����� �����	��
� �� *�	��	����	�� ��� �����	�� ρ +��
 SU(2)# *������ �
�� �������	� � ��������� 7���	��#
��� ��� �����	�� �����01� +��
 SU(2) ��	������		� ������ � ���* *�* � 2 4����� � 	�������,
�
�� ��� �����	���� +��
 SO(3)�

8������ ��� �����	�� ��+���
 su(2)# *������  ������ ����� ��� �����	�� ρ(�) +��
 SU(2)�
-�� .��+�  	��� �� ����� .* �	�	4���%	�� ��� �����	�� ��� .����	�� U = exp(−tiτi) � ����	,
 ��� �����01� � ����!!���	4����� ��� �� �� .��+� ����	 ��� � tk# � ���� ���$�� tk = 0� &
�����%���� ������� !������ ��� ��� ���� ���������� τk � ��!!���	4���%	�� ��� �����	��
�������� 	�  !����� *�� +����	�*�'

τ̂k · Y (�)
m (φ, θ) = −

∑
m′

D(�)
mm′(τk) Y

(�)
m′ (φ, θ) .

9�� % ||D(�)
mm′(τk)|| 2 �����4
 ���������� τk ��+���
 �� su(2) � ��� �����	�� T (�)� :� $� !������

� ����	���	��� -���*� ��� 
���� �  �������� �������

τ̂k〈�,m |φ, θ〉 = −〈�,m | τk |φ, θ〉 = −∑
m′

〈�,m | τk|�, m′〉〈�,m′ |φ, θ〉 , �����	��

��� ������� �	
������ ���

��� ��	
�� σm � σ̃m ��
������ � �������� ����� ��
����� �
���� Spin(1, 3) ����
��
��� �
���� SL(2,C)� ��	�
�� ���� ����� 
�!!��	
���	" ��� #�!	���
��� ���
$�!	������ �
���� %��
�� &�' ��(���!���� �
��!	������' �������� �����
 C�(4,0))

γ0 = σ1 ⊗ I2 , γ1 = σ2 ⊗ σ1 , γ2 = σ2 ⊗ σ2 , γ3 = σ2 ⊗ σ3 , ���*�++�

� ����� γ†m = γm � γTm = γ∗m = (−1)m γm� ,�-	���� !����!�� ���*����.���*����� �����
��' p = 4, q = 0, ν = 2� � ����/��� ��' D� C � B !�����$�� �
��!	������'

D = I2 ⊗ d = I2 ⊗ I2 , C = σ3 ⊗ c = σ3 ⊗ σ2 = σ3 ⊗ b = B , ���*�+0�

�!���"��' ��	�
� � ���*�+1� 2 ���*�+��� ������ �!����' ��' ��������"� ������
A � A -�����	� U ∈ Spin(4))

A†A = I = A
†
A , AT σ2A = σ2 = A

T

σ2A , A∗ = σ2Aσ2 , A
∗
= σ2Aσ2 . ���*�03�

4	� �!����' ���	 A,A ∈ SU(2) � � ����� Spin(4) = SU(2)× SU(2)�

• ������ ���� � 	
����� ��
�
����� Spin(2, 4) = SU(2, 2)� ��������� �
��
���
�
����� ���������� ������������� ��� ������ C�(2,4)! �

�
� �
�"�����
�� #$���%&'! ���� � (
� ������������ ����) d! h � f ! � �����
���
"��
��� #$�*�+,' - #$�*�+�' ��� ��
�
� A,A�

5�!!��	
�� 	���
" �������� ��	�
� (p + q) = 2ν + 1� 6���	��� /	� � -	��
!��/�� ��' ��
����$� Σmn = 1

4
(γmγn − γnγm) �����
 %� spin(p, q) ! ����$"�

���*��0� � ����/��� !�����$�� !��	��#���'

D′ Σ†mn + Σmn D′ = 0 , C′ ΣT

mn + Σmn C′ = 0 , ���*�0��

/	� ���	 �!����' �� ��	
�� U ∈ Spin(p, q)� ��	�
� ��
������ � ���1�*3�)

U †D′−1 U = D′−1 , UT C′−1 U = C′−1 . ���*�01�

7	!��� � /�!	��!	� !�����	 -��������	��!	" ρ = ρ̃ = ρ̃∗ ���
������ �
��!	�����
��(���� �
��� Spin(p, q) � ��/�	����
��� !��/�� (p+ q) = 2ν + 1�

8/�	��' ��
��� ���*�9��� ��	
��D′ � iD′ ��:�� 
�!!��	
���	" ��� ��!�����
���	�
��� ��	
��� ��' /�	���� � ��/�	���� q� !��	��	!	�����; � ��	
��� C′ ���
��	
��� ��' �
	������"��( � !������	�/�!��( �
��� � !��/�� ε′ = +1 � ε′ = −1�
!��	��	!	����� � ����� ����	 ��!	� ������� ��
��� ���*����� ���*��+� ��' �
���
Spin(p, q) � ��/�	����
��� !��/��� ����� p+ q = 2ν + 1

Spin(p, q) ⊂ Sp(2ν ,C) ∩ SU(2ν−1, 2ν−1) ��' N = 3, 5 mod(8) , q = 0 ,

Spin(p, q) ⊂ SO(2ν,C) ∩ SU(2ν−1, 2ν−1) ��' N = 1, 7 mod(8) , q = 0 ,

Spin(2ν + 1) ⊂ Sp(2ν,C) ∩ SU(2ν) = USp(2ν) ��' N = 3, 5 mod(8) ,

Spin(2ν + 1) ⊂ SO(2ν,C) ∩ SU(2ν) = SO(2ν) ��' N = 1, 7 mod(8) .

���*�0*�

��������� ρ̃ � ��	
�������	
	�� � ρ � ρ̃∗ � ��������	� �������		�� � ρ̃ �����
����	���



��� ��� ����������	
 �	��	����	 � �����������	 ������� � ������������� Rp,q

• ������ ���� 	
����� �
����� ��������� �
������� ��������� ��������  ������� 
� �������� ��������� ε′ ��� ����
����
!
 ������ (p−1)+ q = 2ν� "#�����$
������ ���#�� ����%� D′ ��� ����
!
 q  ����%� iD′ ��� ������
!
 q�
&
��
���
&�&'�� �&��� &�
� �������� ����%� D  �&��� &�
� �����(�
����%� γ2ν+1 & &�)����
� �������&��� �������  �����**��

�����	
 ������������� B� C � D ���������
� ������������ ������
 �����
����� C�(p,q)� �����
� �
�� ����������
  ���� ����� ����� ����!� ���"! ���#
��� ����������� �����	�� ����������� ���������� �������� � ����� ��� �������
����� �����	�� ��������
� ��������� $  �������� ���������� C� �������������
��� %������� P � �������� ������� T & ����� ����� �����	
 B � C �����# "!���
��� ���������� �'������
� ������������ ������
 C�(p,q)� �����
� ����� "!����
��������� �� ������������ ������������ �������& (�� �����
 �"�"� ���"��
���#�� ����  ����"!'�� �� ����&

��� �����	
���� 
����
���� � ���	���	
���� ����

�	�� 
 ��	�������
�� Rp,q

) ������ �� ���� �
 � ����� ����
 ������ �������  N�����
� ������������
Rp,N−p& �������� ����� �� ���� ����
����� �� �� "�#������ � ������
�  �������
%����� ������� *�+,� *-�,. ��& ����� *--, /0���������1� *-2,� *-�,� *-3,&

����� ����	
� � �
	�
������ Rp,q � ����	
��� �
	���������

���	
	�

4��������� ����������� ������������ ρ ������
 ��������� C�(p,q) � �����	���
���� "!'�� γk� �����
� "��������!� ������5����� /6&�&+�17

γm γn + γn γm = 2 ηmn I2ν , ||ηmn|| = Ip,q . /6&�&�1

) ���������� � ����"���� /6&3&3+1 � /6&3&821 ��� ������������ ������
 C�(p,q)
 ����� ������������ ρ ��"��
 Spin(p, q)& )������ ����������� F ������������
������������ ������
 C�(p,q) �������� ����������! ����� �� 
�!��� ����	
��	�

�� ����
����& 9������ �������� U ∈ Spin(p, q)  ����������� F ����������
�������  ���5�� ����"!'�� ���� ��

ψ → ψ′ = U ψ , /6&�&31

��� ψ $ ���������� ������� ����	�������
� � ������������ Rp,q& 4���������
�����	" D� "��������!'"! �����" ������5���!  /6&8&��1 /��� %�����������
��"%��1� ��� �����	" D′� "��������!'"! �����" ������5���!  /6&8&�:1 /���
��%����������� ��"%��1& ) ���#���5��� ���� ����"�
 �"�"� ��������
  �����
��"%���� �
 �"��� �����# ���# ������ ��� ��%���� D ��� �����	 D � D′& ; �����
'#! �����	
 D−1 ��������!��� ��������� ���������
� ������
 /���������
�
������
 �� 9����"1

ψ̄ = ψ†D−1 , /6&�&81

��� ������������� 	��
�������� ���		� SU(2) � SL(2,C) ��

• ������ ��� � �	
��� ������	 ���������

������ ����	
��	� x = (φ, θ, ψ) � F (t, x) = (φ′, θ′, ψ′)� ���	��� � �
����� ������� ������ �
���
�	���� ����
 ������� ������ ! ��"	� �
���
�# � ���� F i(t, x) = xi + tk Ri

k(x) + . . . � ��� �� �����#$
���
�� �
���%�

Rj
i (x) = ∂tiF

j(t, x)
∣∣
�t=0

=

⎛⎝ ∂1φ
′, ∂1θ

′, ∂1ψ
′

∂2φ
′, ∂2θ

′, ∂2ψ
′

∂3φ
′, ∂3θ

′, ∂3ψ
′

⎞⎠ =

⎛⎝ cosφ ctg θ , sinφ , − cosφ/ sin θ
− sinφ ctg θ , cosφ , sinφ/ sin θ

1 , 0 , 0

⎞⎠ ,

��������
&�
 �
���%
 �� ��������	�' �
�	
 �
���%� ��
��$�	�
��
	�	�( ������	�( ����� 	
 S3�

)���
�	� ��*�� ������ ���� �
���� ����� ������ �
��� �	���! 	
 ��	��� ������� �����+�! ��
������ ������� ������ SU(2) 	
 ��� � ������� �����+,! �� ������ ������� ������ SU(2)
	
 �
����������
	���� SU(2)/U(1)� ��"	� ��������# ��
 �����	��	����	�( ������
���	� ����$
�� SU(2)� ) ����*#' ������� �����+�! ��������'*�� ������
���
	� �
�
������ (φ, θ, ψ) →
(φ′, θ′, ψ′) 	
 ����� S3! ������� ����� ������	�� ������
���	�� ρR ������ SU(2) ���
�	��� �
������
���	��� TR � �������!!-

[ρR(U
−1) · f ](φ, θ, ψ) = f ′(φ, θ, ψ) ≡ f(φ′, θ′, ψ′) , ��������

������� ��������� � ������
	���� ��	�%�� f(φ, θ, ψ) 	
 SU(2) = S3. ����# φ, θ, ψ / ���� &���$
�
� �
�
�������'*�� 0����	�� ������ SU(2)� ������ �����	��	����	�� ������
���	�� ρ ������
SU(2) ������� 	
 ��	��� ������� �����+,!-

[ρ(U−1) · f ](φ, θ) = f(φ′, θ′) ≡ f ′(φ, θ) , ∀ U ∈ SU(2) . ��������

&�� ������
���	�� ��������� � ������
	���� ��	�%�� f(φ, θ) 	
 ��	����	�� ������
	���� S2 =
SU(2)/U(1). ����# ���� φ � θ 	�����'� ����� 	
 ����� S2�

• ������ ��� �������� �� �� ��!�"�# ρR � ρ �� $��%%	 SU(2) 
 $��%%� �%������
� ��&'
�
�()�* ��$���"� �������� � �������� "� ��"�+�#* f(φ, θ, ψ) � f(φ, θ)� #
�#(�# $������'
��������

)	��
 �����
��� U = exp(−tiτi) � ������� �������!� �������! � �
��� ����������	%����� ��� �
���
0��( ������ �� ti � ������ �����+�!� �����+,! � ������ !� ���
�
 �
��� ti = 0� � �����#�
�� �� ����$
�
�� �����
�	� ��*�� ��������� ����"�		�� � �
����� ������� ������ �
��� �	���! ������
���	�
ρR � ρ �� ���
��'*�( τi 
������ su(2) � ���� �������	%�
�#	�( ����
������ 1� ������	���
������
���	� ρR �������! �����

ρR(τ1) = cos(φ) ctg(θ)∂φ + sin(φ)∂θ − cos(φ) sin−1(θ)∂ψ ,

ρR(τ2) = − sin(φ) ctg(θ)∂φ + cos(φ)∂θ + sin(φ) sin−1(θ)∂ψ , ρR(τ3) = ∂φ .
��������

&�� ����
���� �� �������	�' ���� �
����� ������� � �������! �
�	���� ��
��$�	�
��
	�	�� ���$
���	�� ���� ρR(τk) = Rj

k∂j 	
 ������ SU(2)� 2	
�����	�� �������	%��� ����	�3�	� �������!
�� �
�
����
� ti� �� �����
�� ������
���	�� ρ �� ���
��'*�( SU(2)

τ̂1 = ρ(τ1) = cos(φ) ctg(θ)∂φ + sin(φ)∂θ ,

τ̂2 = ρ(τ2) = − sin(φ) ctg(θ)∂φ + cos(φ)∂θ , τ̂3 = ρ(τ3) = ∂φ ,
������	�

������� �������'� � ������
	���� ��	�%�� 	
 ��	����	�� ������
	���� SU(2)/U(1) = S2� 4�$
������ ��� ������
���	�� ������5! �����
��� �� ������
���	� ������6!� ���� � ������	�� ����$
"��# ∂ψ = 0 � �
��� ���
��� �
	����# ��� ��������	�� ����# �����( 	
 �	������
��� ������
SU(2)� ������� �����������'� ��	����	�� ��������� ��
���#	���� U(1)� ���
���
		�� 0����	�
��
U�e3(ψ)�

���
�� �� ������� ������ ���������� tk → −tk� �� �������� ��������� �������� � ���� ��������� Rj
k

����� ��� ���! Rj
k → −Rj

k  �����"���������� ��!������ ��� #���� ������� �$� %������&

(−Rj
k∂j)� '����� ��!�� �����(��� ��� �� � �������� �������  ����� �����& )��� !���



�� ��� ������������� 	��
�������� ���		� SU(2) � SL(2,C)

���

P (�)
m (y) =

1

2��!
(1− y2)m/2

(
∂

∂y

)�+m

(y2 − 1)� ��������

�������	
� ��
���������� �������� �������� ���� Y
(�)
m (φ, θ) ����	
� ��������	� Y

(�)
0 (θ) =

d
(�)
00 (θ)� ��	��� �� ����
�	 �	 φ � �������	
� ��������� 
�����
��� ��������� �����
�� ��� �!"#

� ��� �!$# �� ����� Y
(�)
0 (θ) = P (�)(cos θ)� ��� ��������

P (�)(y) = P
(�)
0 (y) =

1

2��!

(
∂

∂y

)�

(y2 − 1)� , ��������

������%	
� ���������� ��������

• ������ ��� � �	
����� �	��
��� ��������� ��������� ��������� �������� � �������� �	������
��	��� �
	�� �� �
� ����������! � �"�#$∑

m
Y

(�)
−m(−φ1, θ1)Y

(�)
m (φ2, θ2) =

∑
m

eim(φ1+φ2)P
(�)
−m(cos θ1)P

(�)
m (cos θ2) = P (�)(cosω12) ,

��������
%�� cosω12 = cos θ1 cos θ2 − sin θ1 sin θ2 cos(φ1 + φ2)�

& ������ ������� ����� ��
	� ����� ���������
�� �	� �
�� ����� G ������	��� � ��������
H ⊂ G ��

����� 	� �
� ��
���������� 
�����
��� ������� �� ��������� ��
	��
	�� G/H
�'���%	 �����% 
�
	��� ������� �� (	�� ��
	��
	��� )�������� �	� �������� H ⊂ G ����*
���	
� ��

������ �
�� �
� ����������� ���
	������� T (λ) ����� G ����%	
� ���
	���������
���

� + �	��
�	����� �������� H � 	� �
	� �� �
�, ��
	��
	��, Vλ ���
	������� T (λ) ���%	
�
���	�� |0〉� �� ��	��� �������� H ���
	���	 	�������� H |0〉 = |0〉� -����� ��
���������� 
��*
���
��� �������� �'���%.�� �����% 
�
	��� �� G/H � ����
���%	
� ��� ��	����� (�����	�
〈m|T (λ)(g)|0〉� ��� g ∈ G � 〈m| / '���
��� ���	�� � �������� ��
	��
	�� V∗

λ� �����
�� ��� �!0#
��� ���	��� |0〉 � ��1�� 
����� ���%	 ���	�� |�, 0〉� � 
������	����� �
� ���
	������� T (�)

����� SO(3) ����%	
� ���
	��������� ���

� + �	��
�	����� �������� SO(2)� 	� �
	� ���*
����� SO(2) ��

���� � SO(3)� 2�(	��� � ������ ����� ��	����� (�����	� 〈m|T (λ)(g)|0〉 (	�

�����
��� �������� Y

(�)
m (φ, θ) = 〈�,m|U(φ, θ, 0)|�, 0〉� ��	��� �'���%	 �����% 
�
	��� ����*

��� �� 
��� S2 = SO(3)/SO(2)�
-���� ��
	��� ��� '�
�����������, ���
	������� ����� SU(2)� ����� �� ��	��, ���*


	���	 � ��
	��
	�� ������� �� ������'���� S3 = SU(2)� � �	��� 3 � ��
	��
	�� �������
�� ��������� ��
	��
	�� S2 = SU(2)/U(1)� 4�� (	��� �

��	�� ����� ���
	��� ������������
(�����	� U ∈ SU(2) �� (�����	 U(φ, θ, ψ) ∈ SU(2)� ����
����� � �����	������ 5����6

U · U(φ, θ, ψ) = U · U�e3(φ)U�e2(θ)U�e3 (ψ) = U�e3(φ
′)U�e2(θ

′)U�e3(ψ
′) , ������	�

��� �����	�	 (	��� ���
	��� � ����� ��
	� 	���� ����
�� � �����	������ ����� 5���� (φ′, θ′, ψ′)�
7������ �'� ��
	� �	���� ����
	�� � ��� �!8# 
���� �� U�e3(−ψ)� ��������

U · U�e3(φ)U�e2 (θ) = U�e3(φ
′)U�e2(θ

′)U�e3(ψ
′′) , ������
�

��� ψ′′ = ψ′−ψ� ���	��1���� ��� �!9# ��	���	���	
� ��� ����� ���
	��� (�����	� U ∈ SU(2) ��
��������� ��
	��
	�� SU(2)/U(1)� 	���� ��	���� �����%	
� �
�� ��� �!�## ���
	���	�����
U�e3(φ)U�e2(θ)6 	���� 
��� S2 = SU(2)/U(1) 
 �������	��� (θ, φ) (�����	 U ∈ SU(2) �������	 �
	���� 
 �������	��� (θ′, φ′)� :� 
��	��1���� ��� �!9# � ��
	��
	� ������ �	� φ′ � θ′ � ��� �!8# ��
����
�	 �	 ψ�

2�
	� (�����	 U = exp( i
2 t

k σk) = exp(−tk τk) ����� SU(2) '����� � ����������� 	� �
	�
�����	� ti / ����� -���� ������� φ′, θ′, ψ′ � ��������, ��� �!8#� ��� �!9# � ����� ������ �� ti

����
φ′ = φ+ (t1 cos(φ)− t2 sin(φ)) ctg(θ) + t3 + . . . ,

θ′ = θ + t1 sin(φ) + t2 cos(φ) + . . . ,

ψ′ = ψ + (−t1 cos(φ) + t2 sin(φ)) sin−1(θ) + . . . ,

�����	��

��� �����	����� �'�������� ����� �	���� � '���� ������ �� ��������� {tk}�

��� ����������	
 �	��	����	 � �����������	 ������� � ������������� Rp,q ���

������	 
 ����
	���
�� � 	�
�� �������� 
 ��������� ���
	���
�� � ��� �	�	����
�	��� � ������ D→ D′� �	�!��"�#��� �� �	�!��"�
����$ ������� ��� ������ ���
��	����	 ������

ψ̄ → ψ̄ U−1 . �������

� �!��"�#� ����%��	 � F ���������
� F̃ ������ ����	���� � �	����
�	��� ρ̃  ���
� Spin(p, q)� &�	�	��� 
 ���������
	 F ��������	 ���"
	�	��	

ψ̄φ = ψ†D−1φ , �����'�

������	 ��	
���� �
��	��� Spin(p, q)���
���������� 	��� ������
���� ����� φ ∈ F
�	�!��"�	��� ��� (	� ��� � ����� ψ 
 ��������

)" ������ ������� � ������� ��	��	�� ��� 
	������ ���

tk1...k� = ψ(γk1 . . . γk�)φ = ψ†D−1 (γk1 . . . γk�) φ , �������

�	�!��"�#��� ��� �����	��� �	�"��� ��� � � � ����*	��# �  ��	 SO(p, q)� ���
��� 
�����	��� ����
���	 � �	�!��"�
������ �'�������

tk1...k� → t′k1...k� = ψ
′
(γk1 . . . γk�)φ

′ = ψ U−1 (γk1 . . . γk�)U φ =

= ψ(γi1 . . . γi�)φ · (Λ−1)i1k1 · · · (Λ−1)i�k� = ti1...i� · (Λ−1)i1k1 · · · (Λ−1)i�k� .
�����+�

,�	�% �� 
����%"�
����% ��
	���
���

γ′k = U−1 γk U = γi (Λ
−1)i k �����-�

������	 
��	��#� �" �����'��

• ������ ���� 	
����� 
������

ψ(γk1...γk�)φ = (−1)q+� ψ ′(γk1...γk�)φ ′ , N = 2ν , �������

ψ(γk1...γk�)φ = ψ
′
(γk1...γk�)φ

′ , N = 2ν + 1 , ������.�

��� ψ′ := γN+1 ψ � φ ′ := γN+1 φ � γN+1 = (−i)q+νγ1 · · · γN � ��������� �
��
���
�
����� �
�� ���� !��"��#$ � !��"�%�$�

&��	���� ��� 
 ���� ������*	��� ������� �	�"��� � �����	����� tk1...k� ������� 
�	�
 �� ��"�� �#��� 
 ����� ������%# ��������	������$ �	�"���
 � �����	�����
t[k1...kn] = ψγ[k1 · · · γkn]φ�  �	 �� ����%"�
��� �!�"���	��	 ��� ��������	���"�
���
��$ ���"
	�	���

γ[k1 · · · γkn] =
1

n!

∑
σ∈Sn

(−1)p(σ) γkσ(1)
· · · γkσ(n)

, ��������

 �	 p(σ) / �	�����% 	�	�����
�� σ ∈ Sn� 0���� �!��"��� !	" � �����	��� �!1�����
�� ��(	� ������% �	�"��� ��� ������� ������%# ��������	���"�
����� � 
�	�
���	���� {k1, ..., k�}� 0���	 �	�"��� �!��"�#� ���������
� �	��
�����$ �	����
�
�	��� T ([1�])  ��� SO(p, q)� ������	 ����
	���
�#� ��� ������ 2� � [1�]� 
��#���
��	�	��#1		 �	����
�	��	� �	���
�#1		 
 ���������
	 �	�"���
 � �����	�����



��� ��� ����������	
 �	��	����	 � �����������	 ������� � ������������� Rp,q

tk = ψ γk φ� ����	
������ T
([1�]) ������ SO↑(p, q) ������������ ����
	� ����	
���

������ ������ Spin(p, q)� ��������� � ����	
������ ρ⊗ ρ̃� ������� 
�� ��� ����
������ ��
���� I2ν � ��
�	����
���������� ������������ ������� �! γk ∈ C�(p,q)
� ������������ ����	
������ ρ 	������
 ����	 � ������ Mat(2ν,C)� 
� ��������
����
 ��	
� ���������

ρ⊗ ρ̃ = T ([∅]) + T ([1]) + · · ·+ T ([1N ]) = 2T ([∅])+ · · ·+2T ([1r−1])+ T
([1r ])
+ + T

([1r ])
− , N = 2r ,

"#���$�%

ρ⊗ ρ̃ = T ([∅])+T ([12])+ · · ·+T ([12r ]) = T ([∅])+T ([1])+ · · ·+T ([1r]) , N = 2r+1 , "#���$&%

��� r ≡ ν = [N/2] ' ���� ������ SO(p,N − p) � �� ��� (�������
��	
) ����	
���
���* ������ SO(p,N − p)+

T ([1m]) = T ([1N−m]) . "#���$�%

,� (
�* (�������
��	
� -� ���) � ��������� ����� "	�� .����� "/�$�&#%%� 0 .���
��� "#���$&% �� �	��)����� 
�� �
� � ����
��� 	���� N = 2r+ 1 ����	 � ������
Mat(2ν ,C) �������
 ��� ��
���� ��� ����
�������� 	
����� ��
�	����
���������!
�����������* γ[k1 · · · γki]� 0 	���� N = 2r �� 
���� ��� ���������	
) ����	
����

��� T ([1r])� ��
���� �������
	� � 	���� 	������)���� T
([1r ])
+ � ��
�	������)����

T
([1r ])
− ����	
�����*� 1�������� "#���$�% �� ��
���� 	���� N = 2r ����
 ����	���
� ����* .���� ����� � ������ ������ 	�� �����	
�� "#���23%�

• ������ ���� 	
��
��� �
������� �������� �
��������� T ([1m]) � (ρ ⊗ ρ̃) �
��
����� ������ ! � ������"!� #��$���% �
������ 
�$�
����� �
���������
� ���� � �
���� ����� ��
��� ������ ! � ������"! ��� �&� �������$�������

��������� dim(ρ⊗ ρ̃) = 22r � dim(T ([1m])) = N !

m!(N−m)!
�

• ������ ��'� � (���$��� �������� ��� �)
�$�*+�� γk ∈ C�(p,q)%
γ[k1 · · · γkm] · γN+1 = αm εk1...kmkm+1...kN γ

km+1 · · · γkN ,

αm = (−i)ν+q(−1)[m2 ]+q

(N−m)!
,

"#���$/%

&� N = (p + q), ν = r, �
��$���� γ[k1 · · · γkm] ��
���� � �������!,
γN+1 = (−i)ν+qγ0 · · · γN−1, [m2 ] - .��� ����� m

2
� ε01...N−1 = 1�

,
��
��� �
� �� ����* ������ O(p,N − p) � 	���� N = 2r (�������
��	
)
"#���$�% �� �������
	�� 0��	
� ��� �� ����� (�������
��	
) "/�$�&4%+ T ([1k]) =
T (0) · T ([1N−k ])� ��� T (0)(Λ) = det(Λ) = ±1 ' ���������� ��
�������
�� ����	
������
������ O(p,N − p)� 0 ������ 	���� ���	
���	
�� ����	
������ T [∅] ���������
�� 	������� ψφ� � ���	
���	
�� ����	
������ T [1N ] ���������� �	����	�������
ψγN+1φ5 ���	
���	
�� ����	
������ T

([1]) ���������� ���
����� ψγkφ� � ���	
����
	
�� ����	
������ T ([1N−1]) ���������� �	�������
����� ψγkγN+1φ � 
�� ����� 0 ���
 �� 	���� 	���	�� "#���$/% �� �������� �
� ���	
���	
�� ����	
������ T ([1N−m])

��� m < [N/2] ���������� �	����
�������� 	 ��������
��� ψ(γ[k1 · · · γkm]γN+1)φ+

ψ(γ[km+1 · · · γkN ])φ = (−1)m αN−m εk1...kmkm+1...kN ψ(γ[k1 · · · γkm] · γN+1)φ . "#���$#%

����� ������������� 	
����N = (p+q) = (2r+1) ����	� �	�� �������� � � �����
� ������ ������
����������� 	������	��� b = γ1...N ·a ����� ������ a  �������� b �
������� �
����� C�(p,q)�
��� ������
���� �
����� γ1...N ≡ γ1 · · · γN � �� ������!  ���	���
���! ρ±  ������ �������
±1 
 ±i�

��� ������������� 	��
�������� ���		� SU(2) � SL(2,C) ��

������ ��	
� ����� � ������ SU(2) ����
	� ��������� H = U(1)� ���������� �����������
��
������

U�e3(ψ) =

(
ei

ψ
2 0
0 e−iψ2

)
, ψ ∈ [−2π, 2π) . ��������

�����
� U�e3(ψ) ∈ H ⊂ SU(2) � ����	
������ T (j) ��������
	� � ���� (2j+1)������ ���������

�� ��
��� ||D(j)
m′m(0, 0, ψ)||� ��
���� ���� ������� �  !�"�#$%� ������ ��� j = 1/2 ��
����  !�"�#$%

	�������
 	  !�"�#&%� '�� ����� j = � ����	
������  !�"�#$% ��������� U(1) ��������� �����
�
	� �������	��� ����	
�������� ��������� SO(2) ⊂ SO(3)� ��
���� ��������� ���(�����
 !�"�#% ������ �	� n = e3 = (0, 0, 1))

T3(−ψ) = O(−ψ,e3) = exp(−ψ S3) , ψ ∈ [−π, π) .

*��	
����  !�"�#$% �  !�"�#+%� � ������
�
� �� �������� ���	
��� ������ ,����
� U = U�e3(ψ)
�� ��������� H = U(1) � ����	�� ���
��� |j,m〉 ∈ V2j+1)

U�e3(ψ) |j,m〉 =
∑j

m′=−j |j,m′〉 〈j,m′|U�e3(ψ)|j, m〉 = eimψ |j, m〉 ,
m ∈ [−j,−j + 1, · · · , j − 1, j] ,

��������

 ���	� � ����� ��� ����(��� -����� �� ��.�� U�ek(ψ)|j, m〉 ���	
� T (j)
(
U�ek(ψ)

)|j, m〉%� /���� ���

������ ����	
������ T (j) �������� ��������� H = U(1) ∈ SU(2)  � ����� 	����	�� 	� 0���	
����
�� � 1���� 2��� ������� �� ������ ��	
� ����% ��������� � ��	�����
	� � ������ 	���� ����
����� ����	
������� ��	�� ��
���� ���� (2j +1)� 3	�� 	�� j �������
 ����� ������ �� 
�
����	 m � ����	�� ���
���� |�, m〉 ∈ V2�+1 
��4� �������
 ����� ������ m = −�,−�+1, . . . , �
� � ��	
�	
� ��4�
 ����
�	� ���� /� �	
�� 	���� ����	�� ���
���� |�, m〉 ����
	� 	��������
�� ���
�� |�, 0〉� ��
���� � 	���  !�"�#5% �����
	� ������
��  	
��������% �
�	�
����
���	
��� �	�� ��������� H = U(1))

U�e3(ψ)|�, 0〉 = |�, 0〉 , ∀ψ . �����	
�

*������	� ,
�� -��
��� ��� ������ U�e3(ψ) ∈ H � ������������ U ∈ SU(2) �� ��������

D(�)
m0(U · U�e3(ψ)) = 〈�,m|U · U�e3(ψ)|�, 0〉 = 〈�,m|U |�, 0〉 = D(�)

m0(U) . �����	��

/���� �������� ������
� D(�)
m0(U) �������� ��� �	�� ,����
�� � -��	������� ����� 	��4�

�� ���		� � ������ SU(2) �� ��������� H = U(1)� � ��,
��� ,
� ������
� �����
	� -�������
� �������� ���	
��	
�� SU(2)/U(1) = SO(3)/SO(2)� � ������
������� ����� ������� ������

�
� D(�)
m0(U) ����	����
	� 	�����(�� �������

D(�)
m0(φ, θ, ψ) = 〈�,m|U�e3(φ) · U�e2(θ) · U�e3(ψ)|�, 0〉 = 〈�,m|U�e3(φ) · U�e2(θ)|�, 0〉 = D(�)

m0(φ, θ, 0) , �����	��

� ����	�
 
����� �
 ����� φ � θ� ��
���� ������
�����
 �������� ���	
��	
�� SU(2)/U(1) =
SO(3)/SO(2)� 
� �	
� 	-��� S2� 6�����  !�"�+!% ����
 	��������� ���������)

Y (�)
m (φ, θ) := D(�)

m0(φ, θ, 0) = eimφ d
(�)
m0(θ) , �����	��

� ������
	� 	-�����	���� -������� ��� 	-�����	���� ����������� 0 
���� ����� ��(��

����������� ����
�� � ������� ������� ������ ��	
� ���� � ��������� � ����� �������
1�� -�����  !�"�+7%�  !�"�+!% �����
	� ���	�������� 	-�����	���� -������� ����	
�����
�� T (�)� � 	����� ������ SU(2) � 	-��� S2 = SU(2)/U(1) �� ����� �	��������
� ��� 
�����
8	-�����	��� -�����9 � 8	-�����	��� ��������9� 
�� � 
���� 8���	������� 	-�����	���
-����� ����	
������ T (�)9�

0 ����(�� -�����  !�"�:7% �  !�"�#7% -����� ������ d
(�)
m0(θ)  !�"�#"%� �����(�� � ����������

Y
(�)
m (φ, θ)� ��4�
 ��
� �������� � ����

d
(�)
m0(θ) =

√
(�−m)!√
(�+m)!

· P (�)
m (cos θ) , �����	��



�� ��� ������������� 	��
�������� ���		� SU(2) � SL(2,C)

����� �	�
��� U(φ, θ, ψ) ����� � ��������� � 
 ���	�	� � �������� �������

d
(j)
m′m(θ) = 〈j,m′ |U�e2(θ)| j,m〉 =

= cos2j( θ
2
)

√
(j+m)!(j−m)!(j+m′)!(j−m′)!

(tg( θ2 ))
m−m′

∑
k

(−1)k tg2k( θ
2
)

k!(j−k−m′)!(j+m−k)!(k−m+m′)!
,

��������

������ �������� D!������ 
� "�#����� $������ �������� �%��&���� � ����!
���' (����' �	�(� '� )�%��
��� %�	�*�
 θ = φ = 0 � ��������� ��#�� � ��	� ��#��
(�� tg( θ

2
) = 0 � � �(���
 ���(���+ ��������	�� � ���
�����	�� �� ���+ ��

 %� k

�*���� ��	��� �	�#��
�� � 2k = m−m′ = 0� " ����	����� 
 %�	�(��


〈j,m′|U�e3(ψ) |j,m〉 = D(j)
m′m(0, 0, ψ) = eimψ δm,m′ ,

m′, m = −j,−j + 1, . . . , j .
��������

" �	����&�' �����	�' 
 %���*�
� (�� �����(����� �������� %������������
������� ,�*������ %�	���
 ,�*����� � -�./��� ���*���� (����D!�������
"�#�����

• ������ ��� ��	
��� �� �������� �	��
���� ���������

D(j)
jm =

(
(2j)!

(j+m)!(j−m)!

) 1
2
tgj−m( θ

2
) cos2j( θ

2
) ei(jφ+mψ) ,

D(j)
mj = (−1)j−m

(
(2j)!

(j+m)!(j−m)!

) 1
2
tgj−m( θ

2
) cos2j( θ

2
) ei(mφ+jψ) ,

������0�

D(j)
m′m(φ, θ, ψ) = D(j)

−m −m′(−ψ, θ,−φ) . ��������

����� �����	�
��� ������ � S2 = SU(2)/U(1)� ���������
�����
� � SU(2) � SU(2)/U(1)

�������� ��		
�
 �
������� �
�	
 ������������� ��� ����������� � 
���� �
	����������
��
��		�� � ������� �������� ������� � ����� ����
� ����� �	��� 

! ���������� �
������� �� 	�"�� ��	�� ��� #$ % &'( )����	�
� D(j)
m′m(U) = 〈j,m′ |U | j,m〉

������ 	�����
����� ����������	�� T (j) ������ SU(2) ��� ���� j *
����	
 ��
���� +�����,
!���� #-�
���� �������� ����� ������� ����
� ����� �	���(� )����	�� #$ % &'( 
������ �
�	��
������� .�	���� 	� ������ SU(2)� �
 ���� 	� �.��� S3 *

��������		
� ���� �� 
���	������
�
���
 )����	���� #$ % &'( ��� ����� 	�
���������	�� j = �� �
 
	� 
������ �
�	�� �������
.�	���� 	� �	
�

����� ������ SO(3)� �
 ���� 	� RP

3 #	��
�	��� ��
 ����������	�� T (�) �
������ � ≥ 0 ����������� ��� �
	��	
���	�� 	�����
����� ����������	�� ������ SO(3)( 

! ����	��"�� � )�
� ������ �� ����� �
��
������ �������������� #$ % /0(� #$ % $'( )����	,
�
� U ∈ SU(2) � �����	�� ���
� 1����� φ, θ, ψ 1����	�� U(φ, θ, ψ) ∈ SU(2) ��������� 	� ����	��
����
�� |j,m〉 ����
�	
�
 ��
����	���� V2j+1 ����������	�� T (j) �
����	
 #$ % &2(3

|j,m〉 → U(φ, θ, ψ) |j,m〉 =
j∑

m′=−j

|j,m′〉 D(j)
m′m(φ, θ, ψ) . ��������

��� .�	���� D(j)
m′m(φ, θ, ψ) = 〈j,m′|U(φ, θ, ψ)|j,m〉 ���� 
�������	� � #$ % 2$( 1�� .�	����� ��� ��

�������� ��"�� 
������ �
�	�� ������� 	� �	
�

����� SU(2)� �
 ���� 	� �.��� S3� ������
�
��� �
�
�
� � ��		
� ������ �������������� ����� ������ 1����� 

4������� ������ 
�������	��� �
�	
� ������� .�	���� 	� 
�	
�
�	
� ��
����	���� S2 =
SU(2)/U(1) �� ����� ����
���� 
����� �
��
��� �
�
��� ��� �.
������
��	 � ������ �������

��� ����������	
 �	��	����	 � �����������	 ������� � ������������� Rp,q ���

���� ��	� 
��� ��� �������	�� ���������� � ���������� ��������� �������� ���
�����  ����! O(p,N − p) ����"��� 
�� (N = 2r)#

ρ⊗ ρ̃ = (T ([∅]) + T (0) · T ([∅])) + · · ·+ (T ([1r−1]) + T (0) · T ([1r−1])) + T ([1r ]) , ������$�

 �� �������
���� T ([1r ]) ��� � ���%�
����� � �
� ����
���"!� �������
����
T

([1r ])
± �

&�� ����� � ������ N = 2r + 1 �  ����! SO(p, q) '	
�
�������� �������
(
���� T ([1m]) = T ([1N−m])) �������
�!� � ������� ψγ[k1...km]φ � ψγ[k1...km]γN+1φ)  ��
γ[k1...km] ≡ γ[k1 · · ·γkm] 
!�������� ��	�� 
 ���� �� �) ��� '��"�� γN+1 *������) � 

����
���"!� �������
����� ρ = ρ± ����"��� ������ ρ±(γN+1) = ±I2r ) �� ����
"! �"��" ψγ[k1...km]γN+1φ = ±ψγ[k1...km]φ� +�� ���%��
�!� ����%����
���� �����,�
��  ����! O(p, q) *������!� '��"�� "���� ��	 γN+1 → −γN+1) � ���������
������-� ��� ����� ���� ������  ����! ������� ���������� 
 
��� �N = 2r + 1�

ρ⊗ρ̃ = T ([∅])+T ([12])+· · ·+T ([12r ]) = T ([∅])+T (0) ·T ([1])+T ([12])+T (0) ·T ([13])+. . . , ������.�

 �� ��""� 
 ���
�� ����� ��	���
����� � T ([1r ]) 
 ������ ���!� r) ��� � T (0) ·T ([1r])


 ������ ����!� r�
&�� ����"��� � ������ N = (p+ q) = 2r ����
���"�� �������
���� ρ �� �%(

�! /�������� C�(p,q) ���������� ���
���"�� �������
����  ����! Spin(p, q) ��"�
0�
������� ����� 
 ������� ������# ρ = Δ+ ⊕ Δ−)  �� Δ± 1 �
� ����
���"!�
� �'	
�
����!� 
����
�	�� ����������!�� �������
����  ����! Spin(p, q)�
2���"�") ��� 
 ����" ������ N = (p + q) = 2r ����
���"!� �������
����
T ([1m]) (m = 1, . . . , r − 2)  ����! SO(p, q)) �������
�!� 
 ���������
� ������

t[k1...km] = ψγ[k1 · · ·γkm]φ) '	
�
����! �������
����" T(m) �� �%�! so(2r,C) �� ����(

3�"� 
���"� λm) 	����!� %!�� ���������! 
 �-����$�� 4 �������
���� T ([1r−1])

� T ([1r ])) �������
�!� 
 ���������
� ������
 t[k1...kr−1] � t[k1...kr]) ����
����
�5�
����
���"!" �������
����" T ′(r−1) � T ′(r) �� �%�! so(2r,C) � 	�"�����!"� ����(

3�"� 
���"� �-���67�#

λ′(r−1) = λ(r−1) + λ(r) = (1, 1, ..., 1, 0) , λ′(r) = 2 λ(r) = (1, 1, ..., 1) .

��� 
��� �
��5��� ����3�"� 
���"� ��� �������
����) 	����!� 
!����5��� ��(
��
����
�� �� �����!� �����
����� (Δ+ ⊗ Δ−) � (Δ+ ⊗ Δ+) �
�� 
����
�	��
�������
���� Δ+ = T(r−1) � Δ− = T(r) �� ����3�"� ����"�����!"� 
���"�
λ(r−1) � λ(r) �����3�� 
�	���� �������
���� T ′(r−1) � T ′(r) �������� 	�	 �����!�

�����
����� ����3�� 
�	����
 �������
���� Δ+ � Δ−�� +������
���� Δ+ � Δ−
�����
�5� 
 �
�� �
�����!� 2(r−1) 1 "��!� ������������
�� V+ � V− ��"� 8��(
��� ������� 2���"�") ��� ��� 
����
�	�� ������
 ψ ∈ V+ � φ ∈ V− 
 ���������
��
�������
���� Δ+ � Δ− "! �"��"

P− ψ = 0 , P+ φ = 0 ⇒ ψ = P+ ψ , φ = P− φ ,

 �� ����	���! P± = 1
2
(1± γN+1) %!�� 

���! 
 �����-,�) � 
����
�	�� �����! ψ �

φ 
����! 
 ���������
� V+ ⊕ V− ����	�
�	�� ������
�
/���� �������� �������
���� ρ̃  ����! Spin(p, q) 
 ����" ������ (p+q) = 2r

��	�� ���
���"� � ����� ����� 
 ��""� ρ̃ = Δ̃+⊕Δ̃− �
�� 
����
�	�� ����
���"!�



��� ��� ����������	
 �	��	����	 � �����������	 ������� � ������������� Rp,q

������	��
������ ���
��������� Δ̃+ � Δ̃− � ������������� Ṽ+ � Ṽ−� �����������
�������������� ��������� ξ � η� ������ �
����������� ��������

ξ
1

2
(1− γN+1) = ξ P− = 0 , η

1

2
(1 + γN+1) = η P+ = 0 ,

�� ���� ξ = ξP+ � η = ηP−� ������� �������� ���������� P±γk = γkP∓ � P±P∓ = 0�
� ����� �������� � �� ��� ����� ������������!

ψ± γ[k1 · · · γk2i] φ∓ = 0 , ψ± γ[k1 · · · γk2i+1] φ± = 0 , �"���#$!

	
� ψ± = ψP± � φ± = P±φ� %���� ��	�� �� &����� �"���#'! ��� m = r ���
���
������(����

(−i)r+q
r!

εi1...irk1...kr (ψ γ
[k1 · · · γkr] φ±) = ±(−1)[ r2 ]+q (ψ γ[i1 · · ·γir ] φ±) , �"����)!

�� ����� ��	����� ����
������ �����!����
������ �������� � �'�#��)!� ��������*
� t(+)i1...ir = ψ γ[i1 · · · γir] φ+ �������� ����
������ ���������
������! ������
���� ���������� ([ r

2
] + q) ����� ��������!� � ��������� ��������� t(−)i1...ir =

ψ γ[i1 · · · γir] φ− �������� ����
������ ���������
������! ������� ���� ������*
���� ([ r

2
] + q) ������� ������!�

+ ���� ������(���� �"���#$! � �"����)! ����� ���	���� � ����� ����� �������*


���� ���������� ���
��������� (Δ±⊗ Δ̃±) � (Δ±⊗ Δ̃∓) ��	��� so(2r,C)� ������
������� �� �"���#�!� ��
�� ���������� � � �������� ���
��,�� ����������

�����	
���� ����� ����� r ≡ ν = N/2 � ���	
�� �
��

Δ± ⊗ Δ̃∓ = T [1] + T [13] + · · ·+ T [1r−1] ,

Δ± ⊗ Δ̃± = T [∅] + T [12] + · · ·+ T [1r−2] +

{
T

[1r]
± , ���� ( r

2
+ q) ∈ 2Z≥0 ,

T
[1r]
∓ , ���� ( r

2
+ q) ∈ 2Z≥0 + 1 .

�"����#!

����� r ≡ ν = N/2 � 	����	
�� �
��

Δ± ⊗ Δ̃∓ = T [1] + · · ·+ T [1r−2] +

{
T

[1r ]
± , ���� ([ r

2
] + q) ∈ 2Z≥0 ,

T
[1r ]
∓ , ���� ([ r

2
] + q) ∈ 2Z≥0 + 1 ,

Δ± ⊗ Δ̃± = T [∅] + T [12] + · · ·+ T [1r−1] .

�"�����!

����	�� � 	��	�� �	��� � ����	����� �������� � �������� �
������
��	� � � �!�
"
#�	� $
�%�� %� �&���� ������� ��
&�� � 
&
�	���	� � T ([1k])�

-��� &����� 
�� ����� ���� �"����#! � �"�����! ��
�� ������� �� � � ���
���
����� � ����� 
���� ������

• ������ ���� �	
��	�� �	���
�� ��
����� �	���������� T [1m] � Δ± ⊗ Δ̃∓ 
Δ± ⊗ Δ̃± � 	��������� ��������  ��������� ������� �	����� 	��!�	�
���
2r−1 · 2r−1 = 22r−2 �	���������� � ���"� ������ �

��
#��� �������� 
�������� � 	��!�	�
���$ �	���������� � �	��"� ������ ��������  �������� ���

��%
 �
��
���
������ &
	!'��! dim(T [1m]) = N !
m!(N−m)!

 dim(T
[1r ]
± ) = N !

2 (r!)2
�

��� ������������� 	��
�������� ���		� SU(2) � SL(2,C) ��

�������	
 ����� SU(2)� �	��� �	�	� � 	������ 	� ������ SL(2,C)� �	����	�����
������������� ��������� ������ � ����� SU(2) 	��!��"��� ���������∑

m

D(j)
mm′(α, β) D(j) ∗

mm′′(α, β) = δm′m′′ ,

��� ��� #����	�� ������� ������$� 	������	 ����������� 	��	�����%�	 ���	&��!	��'
��
 �������� �� ���� ����������	��� ����������	
 (	�� |s|2 + |t|2� �	!���)�
 �
����	
 ����� ������$�� ��� ���* �������* �������* ���	&��!	�����* ������$���

+! ���	
 (	���� ������ � �������� ��	

D(j)
m′m(−α,−β) = (−1)2j D(j)

m′m(α, β) , ��������

�	#�	�� ��� ,��* j = � #������ ������ � �� ����"��� ��� !����� U → −U � 	��'
!��"��� 	��	!������ (���,���� �� ������ SO(3)� #�������� �	�	�	
 �		����'
����"� ��� ±U ∈ SU(2)� -�	 	!������� ��	 ������	���� ������������� ���������
������ � ����� SU(2) ��� ,��* j = � ����"��� 	��	�������	 ������	����� ����'
����������� � ��� ����� SO(3)� ������ #�� ������������� ��������"� ��� �	'
����	����� ������	���� ������������� SO(3)� .	������� �����/����� �	/�	
�	�����% �����"0�� 	&��!	�� 1����� SU(2) 2 ���������%��� ������"0�� �����
SO(3)� �	#�	�� ��� �	����	����� ������	���� ������������� SO(3) �	���/��'
�� � ��	/����� �	����	����* ������	���* ������������
 SU(2)� �	�	�� ��'
����"��� ,���� � �	��,���� ��	���,����%��� ������� j� 3������� �	��!��%�
��	 ������������� ��������� ������ � ��� �	��,��* j �� ����"��� �������������'

�� SO(3)� -�	 ������� �! �	�	� ��	 ��� �	��,��* j (���,�� D(j)
m′m(α, β)� �	�����	

��������� ����"� !��� ��� !����� U → −U � �� �	��� &�% ��������������� �����
SO(3) �� 	&��	� ����������

4&���� ��� #������	� �����, �����5� ���������!�,�" �����55�� ������� ���� ���'
/� �����5��6

α = cosχ+ i sinχ · cos ϑ , β = i sinχ · sinϑ · e−iϕ ,
�	��� �	#((�,���� ������ � !������"��� � ����

D(j)
m′m(χ, �n) = eiϕ(m−m

′) (1−sin2 ϑ sin2 χ)j

(−1)m′ (sinϑ)m−m′
(cos ϑ−i ctgχ)m
(cos ϑ+i ctg χ)m′ ·

· ∑
k

(−1)k
√

(j+m)!(j−m)!(j+m′)!(j−m′)!

k!(j−k−m′)!(j−k+m)!(k−m+m′)!

(
sin2 ϑ sin2 χ

1−sin2 ϑ sin2 χ

)k
.

������ �

4 ���������!�,�� #������	� U ∈ SU(2) � �������* ���	� -
���� �����5��6

α = cos (θ/2) ei
1
2
(ψ+φ) , β = sin (θ/2) ei

1
2
(φ−ψ) , ������5�

� �����

D(j)
m′m(φ, θ, ψ) = 〈j,m′ |U(φ, θ, ψ) | j,m〉 = eim

′φ+imψ d
(j)
m′m(θ) =

= eim
′φ+imψ

∑
k

(−1)k
√

(j+m)!(j−m)!(j+m′)!(j−m′)!

k!(j−k−m′)!(j+m−k)!(k−m+m′)!

(
tg( θ

2
)
)2k−m+m′

cos2j( θ
2
) .

��������

���� ���������� 	��
�������� T (j) � 	��������� �	���� j ���
� ��������� 
��������

	��
���������� SO(3)�



�� ��� ������������� 	��
�������� ���		� SU(2) � SL(2,C)

� �������	 
� ����������� ���������� ����������� 〈j,m′|U |j,m〉 ��� ��
������

������ ||D(j)

m′m(U)|| ���
���� U ∈ SU(2) � ������������ T (j)�  ����� �����������
��!"����� ��
� � ������� � � ����#�� ��������$�� !�����
�� %����
��& ����'
�!�� ���
� �����������
�& �����(���� �����)*	 � �����)+	 � �!��� g−1 = U−1 ∈
SU(2) 
�"�� ������� ��� ��������

〈s′, t′|j,m〉 = 〈s, t|U |j,m〉 =
∑
m′

〈s, t|j,m′〉 〈j,m′|U |j,m〉 , �������	

〈j,m|s̄ ′, t̄ ′〉 = 〈j,m|U−1 |s̄, t̄ 〉 =
∑
m′

〈j,m|U−1 |j,m′〉〈j,m′| s̄, t̄ 〉 , �������	

,�� �,���� �������	& �����)-	 � �����-	 
� ����"������

〈s ′, t ′| = 〈s, t|U , 〈s, t|j,m〉 := T (j)
m (s, t) , ������)	

|s̄ ′, t̄ ′〉 = U−1 |s̄, t̄ 〉 , 〈j,m|s̄, t̄〉 := T̃ (j)
m (s̄, t̄) . �������	

.�
���
& ��� ������ �������� � �������	 � �������	 
�,!� ���� ���!���� �� !�����'
�����/ � ����� ��
������/ 0��
!�

U |j,m〉 =∑
m′

|j,m′〉 〈j,m′|U |j,m〉 , �������	

〈j,m|U−1 =∑
m′

〈j,m|U−1 |j,m′〉〈j,m′| , ������+	

,�� �������� U ����
���� !"� �� ��� (2× 2) 
������& � ��� ���������$ ���
���
,�!��� SU(2)� 1�� ���
 ������� |j,m〉 � 〈j,m| � �������	& �������	& �������	 � ������+	
���"� ���"�� ��
��������� ��� ���������� �������& ��������� � ���2�2*	 �
���2��*	� 3�����(���� �����)*	& �������	 �������#� �� �������	& ��� ��� ���� ���$
0��
!�� ����!��  �!�����
 �������
 〈s, t|& ������$ !������������ ������)	� 4��'
��,����
 ������
 �� �������� ������+	 �������#� �����(���� �����)+	& �������	�
5��
!�� �������	 � �������	 ����#�� �����,�
� ������� �2�2�+	& ���!�����/ ��'

� � 6������ ��� ��� ��!"����� ����������$  ������ 3�����(���� ������+	 ���"�
������������ � ���������/ �����������/

〈j,m1|U · U ′|j,m2〉 =
∑
m3

〈j,m1|U |j,m3〉 〈j,m3|U ′|j,m2〉 , ∀ U, U ′ ∈ SL(2,C) .

������-	
%������& �� 0��
!� �������	& ������+	 � ������-	 ���!��& ��� ������� |j,m〉 ���"'
�� ������������ ����!# ���
! ������/ �������� � ���������� ���������
�,�
������������ T (j) ��������  �2�2��	 � ������)		7

j∑
m=−j

|j,m〉 〈j,m| = I .

8��& ��� 9����"����� ����� ���������� �� ������ ��� 
����� �����������$
���
����� ,�!��� SL(2,C)& �� � ��� 
����� ||D(j)

m′m(α, β)|| �����������$ ���
�����
���������������	��
� �������
 t−2j 〈s, t|j,m〉 � �����
� ����	�	 �	���	 ��������
� s/t = z

�������
� ���	��� ����	�
 � ���������
�� ����������� ���������

��� ����������	
 �	��	����	 � �����������	 ������� � ������������� Rp,q ���

• ������ ���� ��	
� ��������� �� ������������ �����
������� ��� ���������
��	 (Δ+⊗Δ−) � (Δ±⊗Δ±)� ���
���� ������� � ������� � !"�������
���
�
� #
��������� ������ ����"
 � � #$���
%�� � 
��� �
� ��������&'�� �����
�
������� T [1] �������
�� � (Δ+⊗Δ−) ��� ��
��� r = ν� � � (Δ±⊗Δ±) ���
����
��� r = ν ≥ 3�

• ������ ���� (������
%� �
� "�������
� ������ � ��
�������� ������ ����
 ��$�
��� "�����"���� ���������� �����&'�� �$����)(

ψ (γk1 . . . γk�) φ
)∗

= (−1)�(�−1)/2+g φ (γk1 . . . γk�) ψ , ��������

*�� +�� (−1)g ���������
�� � ���
��,���� φψ = (−1)gψφ� 
� ��
% +�"
��
(−1)g ����� +1� ���� ���
�
% "�������
� �������� ψ � φ "����
���&'���
� ����� −1� ���� ���
�
% "�������
� �������� ψ � φ "�" ��
�"����
����
&'��� ��
�
��
�"� -�����.���"� � 
� ��
% !�����
��� ��*�$�� /��������
���� 0���� ����� � #"�����) ������%���
%�� �����	 +������	 � ���1��� �

�	

����� ����� ������������ 
���	� (p+ q) = 2r+1� � ��� 
���	� ������
������� ����
	������ T [1m] (m = 1, . . . , r− 1) ������ SO(p, q) 
����
��  �����

	������� T(m) 	���!�� so(2r+1,C) 
� 
	�"��� ��
	�� λm# $����� !��� �	�� �
�����%&�� '���
	������ T [1r ] ������ SO(p, q) 
����
��� ������������� ����
	��
���� T ′(r) 	���!�� so(2r + 1,C) 
� 
	�"�� $����(���� ��
�� �����%�� � 
�����	�

����� 
����)�
� � ��(����� ����(������� (ρ⊗ρ) ���* �����������* 
�������*
����
	���������� ρ = T(r) 
� 
	�"�� +���	���	����� ��
�� λ(r) �( �����%&� �
��
,	���	��� �� � ����	(���� ������� -�� ������ Spin(p, q) �p+ q = 2r + 1� �������� �
.�� ������������ ����
	������ ρ = T(r) � $��	��	������� $ ���� ����
	������
ρ̃ �$���	�����# 	$ $	$ ���� ��
� �
�����

(UT)−1 = C′−1 U C′ , ∀ U ∈ Spin(p, q) ,

��� �	��/	 C′ ���������	 �� ����� 
����"���� � ������0�� '����� �	(��)����
�����&�� ����
	������ (ρ⊗ρ̃) 
��	������� � ��� ����(������� (ρ⊗ρ)� 1	$�� �!�	(��#
�������� .�� ����
	������ T ([1]) ������ SO(p, q) �	���!�� 2� so(p, q)� 
����)��

� � ����
	������ (ρ ⊗ ρ)# �� ������)�	� ����� �
���	���� � $��/� ���$	 �

�	(���	 ������ � ��# �� �
� $������������ ������������ ����
	������ 	���!��
2� so(p, q) ��)�� ��
���� $	$ �������
	������ � ��(����� ����(������� T⊗M(r)


�������* ����
	������ ρ = T(r)�

� (	$� ����� �	����� ����	(���	 �����# �� +������ �����&��# �����&��# �����&3�#
�����&4�# ������&� � �������� �
� �� �� ���� $	$ �	(��)���� 5��!"	67���	�	 ��� ���
(������ ����(������� 
�������* � ����
�������* ����
	������ 	���!�� so(p, q) =
spin(p, q) ������� Spin(p, q)��

������������ �	�
 ����� ������� ��� � �������� 	����� N = 2r+ 1 �� �������������� ���	����
����� ρ± ������� C�(p,q) ��������� �� ������������� ��� ���� ���	�������� ��� �	� ���� ��
��� �� ��� 	�������� ���	�������� ρ = T(r)� ������� !� so(p, q) � ������ Spin(p, q)




��� ��� ����������	
 �	��	����	 � �����������	 ������� � ������������� Rp,q

����� ����	
�
� 
�������� ���
�
� � ��
�������� Rp,q

� ������	 �
���� C� �
�
���� �� ������ ��������� � ��������� � �
����
C′� �
�
���� �� ������ ��������� � ������ �� ��!�� ��������� ��� ���"� � ��#
������� $ �������� ����
�	 ����%!��% ������� ��� ����
 ������"�� �����
�&���
'��� C � �&��� ��"'
�  '����(�  ��'����( ��������

ψ → ψ̃ = ψTC−1 , ��������

)�� ψ̃ �$
���
���%� $
$  ψ̄� $����
)�
������� $ ψ �������� *������������ ��
������ ������� )�"��� Spin(p, q) �
 ����� ψ ����%!����� ����� ψ̃� �
�
���� �
��������� � ��" ������ +���"�� � �������� ����&�
�"���% �� ��
��" �������� ,�-���"
��)�
��� �����.� ���'�� ��


t̃k1...k� = ψ̃(γk1 . . . γk�)φ = ψT C−1 (γk1 . . . γk�) φ , ������.�

�� ������ ������� )�"��� Spin(p, q) ����
 ���"� ��&% $
$ $��������� ������
 �
�)

� �� ������ )�"��� SO(p, q)� / '
������� �$
�%���� ���������� ψTC−1φ �#
�
�
���� ����������� Spin(p, q)#����&�
���
�� �������  �
$� �&�
��� %��%���%
SO(p, q)#�$
�%����

• ������ ���� �	
����� ��	 
	��	����� �������� ��� ����	����	�	 ������ ���
�� ��� ��! ���	"���	#��!�$ ��!�	�	# ������� �	�����	 ���#!��� �����%� !
��	#���#	�� � ����� &!� �	'����#��(

ψ̃ γk1 . . . γk� φ
)
= ε′ (−1)�(�+1)/2+g

(
φ̃ γk1 . . . γk� ψ

)
, ��������

��� (��� (−1)g ) �� '�� ��	 ! # ������ ��*� +
����!�, #	��	��	#���� #�	�	-
(	����	- !� ���.�����

*
��� �� &"��� �
���
���
�� � �������� '���������� ��"'
� N = p + q =
2ν� 0�'���������� ��"'
� &"��� �)��
��
���% ����
����� � ������	 �
����
B� $����
% �
�
�
 � ������� ��������� � ��������� �������� ����� ����� ��
+���"��

ψ
C
= η′Bψ∗ , ������1�

)�� η′ 2 ��$������ +
����� ���!����� |η′| = 1� / ������� '
�� $�) &"��� ��#
$
�
��� '�� �� p = 1  ��������� ��������(  ������
��������( $�����
� �
Rp,q �
$� $
$ -�� ����
�� � 3�������� ������ ����� ������1� &"��� �����
�� ��#
����"	 ����	�
���� �� �������	 $ '
����� �����
���� ������� ψ4 ����� 
�!� &"��� �
���
�� ����� ������1� �
�%����#����%!����� $ ψ�

3������ '�� �
�%����#����%!����� ����� ������1� ��!�� ��������� � ����#
��	 �
���� C� *�% -��)� ���
�� ��
�"	 '
��� ������1� '���� �
���" C  ����#
��
�� ����
�	 C �
�%����)� ����%!��% � ���

ψ
C→ ψ

C
= η′Bψ∗ = ηC(D−1)T ψ∗ = ηC ψ̄T ,

ψ̄
C→ ψ̄

C
= ψ†

C
D−1 = (η′)∗ ψT B†D−1 = (η′)∗ ψT C−1 ,

������5�

��� ������������� 	��
�������� ���		� SU(2) � SL(2,C) ��

�����	
��� ��������	 
����� � ������� ��	���� 
������ ���������	�� � �����
����� �!��� 
���"�#

(ss̄+ tt̄)2j = (2j)!

j∑
m=−j

T jm(s, t) η
(j)
m,m′ T

j

m′(s̄, t̄) = (2j)!

j∑
m=−j

T jm(s, t) T̃
j
m(s̄, t̄) , 
����$�

 �� T̃ jm(s̄, t̄) = η
(j)
m,m′T

j

m′(s̄, t̄) % �&������ '������� ���	���� ��	���� '��� ������� �


������� (��	��	�	������ ��)�	���  �&��� SL(2,C) �� ���	�� T
j

m′(s̄, t̄) ���*�� ���+
����	���� � ��)�	���� 
���$� ,	�)  �&��� �� ���	�� T jm(s, t)� � �� �����

[T (j)(g) · T jm](s̄, t̄) = T
j

m(s̄
′, t̄′) =

j∑
m′=−j

T
j

m′(s̄, t̄)D(j)
m′m(g) . 
������

-���� ����'���������� ���������� (s̄′, t̄′) ���������� � 
����.�� �� ��������	���	�
/&��0�� 
����$� � /���&�� 
���$� 	��*� ����&�	 ����� ����'��������� ��� ����+
��� T̃ jm(s̄, t̄) �&����� � '����� 
������#

[T (j)(g) · T̃ jm](s̄, t̄) = T̃ jm(s̄
′, t̄′) =

j∑
m′=−j

D(j)
mm′(g−1) T̃ jm′(s̄, t̄) . 
����1�

2	� /���&�� ������'�	�� ��� � ������)3���

-���	�� 	������ !	� ��� �4��� ���	������ ����!�������4 �����������4 ����+
�	������) ���  �&��� SL(2,C)� ����*����� ��3�� ��*�	 '�	� '�� ��������) ���+
������ � ��� ��&!�� �� ������	��) ��� �&��� SU(2)� 5�� ,	� � � /���&��4 
������
� 
����� % 
������ ���'4����� ����	� ��	��0 g = ||Aαβ || ∈ SL(2,C) ����������	�
	����� &��	����� ��	��0� U �� ��� �&��� SU(2) ⊂ SL(2,C)� ��	���� �����	����+
�	�� � ���� 
������ 5�� ����'��������) 
������ � ,	�� ��&!�� �� �����

(s ′, t ′) = (s, t)U = (s α− t β∗, s β + t α∗) , 
����.�

� /���&�� 
���$� � 
����� ���������	�� ����&���� �'�����

T jm(s
′, t ′) = [T (j)(U) · T jm](s, t) =

∑
m′

T jm′(s, t)D(j)
m′m(α, β) , 
����"�

 ��

D(j)
m′m(α, β) = D(j)

m′m(U) = 〈j,m′|U |j,m〉 =

=
∑
k

(−1)k
√

(j+m)!(j−m)!(j+m′)!(j−m′)!

k!(j−k−m′)!(j+m−k)!(k−m+m′)!
αj+m−kβk−m+m′

(β∗)k(α∗)j−k−m
′
,


���$��

|α|2 + |β|2 = 1 � �&���������� ���	 �� 0���� k�

• ������ ��� � �	
����� ��	 �������� D(j)
m′m(α, β)� �������� � ��������� �	��	

������� � 
	���
��	� ����

D(j)
m′m(α, β) = A

(j)
m′m(α, β) (∂y)

j+m′
(y − 1)j+m (y + 1)j−m

∣∣
y=2αα∗−1 ,

A
(j)
m′m(α, β) ≡

2m
′−j
√

(j−m′)!√
(j+m′)!(j−m)!(j+m)!

· αm′+mβm
′−m ,


���$��

��� ∂y =
∂
∂y

� |α|2 + |β|2 = 1�

������ �������� ��� ��	�
 ��� ������������ T (j) �	���������� ����� 	��������������� ����

�����������



�� ��� ������������� 	��
�������� ���		� SU(2) � SL(2,C)

��� �� �	
������� ��
������

η
(j)
m,m′ = (−1)j−mδm,−m′ , ��������

��� ���
�� �����
η
(j)
m′,m = (−1)2mη(j)m,m′ = (−1)2jη(j)m,m′ ,

� ������������ ��� �����
���� η
(j)
m,m′ = η

(j)
m′,m ��� ����� j � ��������
����

η
(j)
m,m′ = −η(j)m′,m ��� 	�������� j�  ���� ����
������� ���
�� ������!� ��������"
�� 	
��#
�$������ ������%� �� 	�������& �� ��
��� �������� �#����� �����'(��
�������� ����
�������

D(j)
km(g) D(j)

k′m′(g) η
(j)
m,m′ = η

(j)
k,k′ ⇒

D(j)(g) · η(j) · (D(j)(g)
)T

= η(j) , ∀g ∈ SL(2,C) ,
������)�

��� ��
��� ||D(j)
m′m(g)|| $����� � �������� � �	
�����' 	
���������� T (j) �
�		�

SL(2,C)� *���
� ��
��� ��
��� ||η(j)m,m′ || 
����

η(j) · η(j) = (−1)2jI2j+1 , ��������

���& ��	�����& I2j+1 + �#�$����� (2j + 1)"��
��' ��������' ��
����  ������
����� j �� ����� (η(j))2 = I2j+1& 	�,��� ��#������� $������� �����
����� ��"


��� ||η(j)m,m′|| 
���� (±1)& � �� ��-�� ���������$���� ��& �� ��� 	
��� ���"
��
��� ��� 	�����"���������� ��
��� ���� .�$��� ������� � 	�
��� ���� ������/

Ip,q =

(
Ip 0
0 −Iq

)
, p+ q = 2j + 1 . ��������

0���� ������ �#�$������ 	
����������� (p × q) � (q × p) ������� #�����  ,��
������ ������� ������)� �	
������ ��� ���� g ∈ SL(2,C) ��������
��� ��
���

||D(j)
m′m(g)||& ,����������� 	�����"�
���������� ��
����& 	
���� ��� ����� j

�� ����� p = j + 1& q = j& � ��� ������� j ����� p = j& q = j + 1�

• ������ ��� �	
���� ��������� �������� �������	� p � q� �
� �	�	 ����
� �
���� ��
�� j ��� �	 ������� ���	�� � �		�����!"�� �	 �������
�������� ������ #$���%&'�

1�� 	�������� j ��������
����� � ������
��� ��
��� ||η(j)m,m′ || ��������
�������� ��������
�� �-����� (η(j))2 = −I2j+1 � � 	���(�' 	
��#
�$������ ,�"
����������� ��� 	
������� � �����
���� ���� ���	���������� ��
��� ����
.�$��� ������� � 	�
��� ���� ������/

J =

(
0 Ir

−Ir 0

)
, 2r = 2j + 1 , ��������

��� 0 �#�$����� ������' (r×r) ��
����  ,�� ������ ������� ������)� ,����������
������' D · J · DT = J ��� ���	���������� ��
�� D�

������������ 	
� (j − m) ����� �������
 ��� ���	���� ��� ��� ���� j � ��������� �

���
��� �� ������ ����
� �
���� η
(j)
m,m′ ����� ±1�

��� ����������	
 �	��	����	 � �����������	 ������� � ������������� Rp,q ���

��� η� η′ = ε ε′ η � 	
���� ���������� �  �
����
� �������� �� ��������
����
���� ���!��"�� ���!��#� ��� �
���$ D� C� B� %��& ����'�
��
��( ��������� �
�)
��$
 C �
��
���� �������� 	��
����� ����
����
� *
������ +�� ��������
���������� ����
$�� C �
��

(ψ
C
)
C
= η′Bψ∗

C
= BB∗ ψ = ε ψ ,

�� ���� �
 ���
,��,�� ������
� �������� C2 = I ��
���&���� ����,�  ��&+
�
ε = +1� -�� Spin(p, q))����'�
��
���� �������� ����
��� ��
��
� ���!����� �
�����
����������( , ψ ������ ψC �������� �� ���& �� ,�
��
�����& �
,��&. ψC → U ψC �
+�� � ������ ψ� /�� �������� ���� 
�
��� &����� �0����������  ,�����,�)
��� ������
���� F ������
����� ��&��� Spin(p, q)  ��� ,�
��
������ ������)
1���� ψC = η′′ ψ� ��� 	
���( ��������� η′′ '�� ���
��+���� �'0����� ����� ��)
������ �
��� �����$�� �
, ,
, ��� ����� &'�
�� ���������������� ��������� η′

 ������"��

������	�
�� ����� ������ ψ� ��	�
� �	��� ������	� ����������� ������� ψC �
�� ��� ���	��	������� ���������� 	���	������

ψ = ψC ⇔ ψ = η′B ψ∗ , ������#�

���
	���� ������������� ������	��� �����
 Spin(p, q)� ����	��� 	 ����
�������	 ��������	���� �������	� ���
	���� ������������ ������������

���

-� ���������� � �
(��
���,�( ������ ψ �����
�� +
���$�� ���
�
 0�� �� ��)
��� 
���+
���$
��� 2
,�� +
���$� ��� � �&���� 3��,���+��,�� �
���� ��
���

���+
���$� ������������� �� ��
,& � �
�� �� 
'��� ���( ���+��� �
���& +
)
���$���
4� ������ &�
�����  ������#� � ,�����,��� ������������ , ���& &�
������ �

&+���� ���!�5"�� ������� ������1���� ψ = BB∗ ψ = ε ψ� ,������ ���
+
��� +�� ���
�&0����
��� �
(��
���,�� ������� ���'������ ����� ε = +1� 6�������& 0��
��&+
� '��� ����+������  ���!�!��� ���!��5�� % +
�������� �
(��
���,�� �������
�&0���& �  N)������ ������
���� 7��,��,��� R(1,N−1) ���� +����� N� ���

N = 2, 4 89:(8) .

*
������ +�� &����� �
(��
������ ������#� � ����0� �
���� ���!��"� �����
�������
��  ���.

ψTC−1 = ζ ψ†D−1 ⇔ ψ̃ = ζ ψ̄ , �����!;�

��� ζ = η′ε′β1 = η′ε < 	
���( ���������� =�&���� ���
��� ��� �
(��
���,��
������� ψ ���
,��,�� ���������� �����!� � ��+����� �� ��������� ζ ���
�
��
� ����������� ���������

• ������ ���� 	
���� ������ �������� �� ������ ���������
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�
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�
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�� ��������� =�� ���
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��� ��� ����������	
 �	��	����	 � �����������	 ������� � ������������� Rp,q

��� � = 0 ��	
��� (ψ̄ ψ) � (ψ̃ ψ) ������	���� �� ������� � �������� �����	 �	���
�	���� �������������� ����������	 � 	�
���������	 	������	� ����	��
�	���	������� �	������ �
�� (ψ̃ψ) � ��
 ������!���� �������� ���� ���"#����� $��

�%��& � = 0 � φ = ψ� �� �	��� � 
� ��
&�� ��
� ε′ = (−1)g� ' (��������� �
 �	�
(−1)g = −1 � �� ����� ε′ = −1 ��� ���
	��� )����%����� ����� ���� ���*�*�� �
���*��*�� ��	
�� ���� ��
&�� ����	 N = 2, 4 +,-(8)�

������	
� �� .�
� ������� ��	 �$����	 ψi �i = 1, 2� �� ������  �
���� �����
���������� ������/� �
� �	%���� �� �$������ ��%�� �	
�%��& ���!	����  �
����
�������������� � �
���� SU(2) �������������� 01�2�

ψi = η′ εij B ψ∗j , (εij = −εji , ε12 = 1) , �����*3�

������� �	�����
	���	�� ����"#����� �	��������&  �	������ �����*3� � ���$
�����
��$��%����� � ���  �	������� ��
&�� � �
 �	� ε = −1� 4	��� �"�	���  �
����
�����*3� �	������ ��	��	�����  �
���� �	���	������� ������� ���" �� ���� ���"�
ε = +1�

������	
� �� 5 $����&� �	���6� B̃ �	�	���� � ����&�� ������!���� � ���*��3�7

γ∗k = B̃−1 · γk · B̃ , ∀ k ∈ (1, . . . , 2ν) , �����*��

�� �$����
�� ��� ���� �	������� ��$��%���� ���	����� � ������8��

ψ
C̃
= η̃′ B̃ψ∗ , �����**�

��� η̃′ 9 ��������� (	����� ���%���
& |η̃′| = 1� 5$���� �����**� �$����	�� �$��
���� � ���������� $�� (���	6�� ��������# � $�����	��������# �������	�
�����	� ��
��	���� �� $������� � :$����
���� ����� 	 ������ $�����	���������
����������� �������	�� xk ���������� �� $�
�%���
&��� �����6	��
&���� ���$��
����	� ��	���	
&��� ������������ 4	� �	� �� �"���� �"���	�	�� ���
� ��������#
�������	� �	� p 	 ���
� $�����	��������# �������	� �	� q �� �$���� �����**� �$��
���	�� 	����	���6 � $�����	����� Rq,p ��"�	���� ����	��� �	 $������ ��������
q, p� � ��������

η = (+1, . . . ,+1︸ ︷︷ ︸
q

,−1, · · · − 1︸ ︷︷ ︸
p

) .

��� Spin(q, p)�$���"�	���	���# ������� ���
	��� $�	��
	� ���*��1� �	������ ��$���
%����� �$���� ψ

C̃
�������� $� ��� %� ���	��	����� �	��� 7 ψ

C̃
→ U ψ

C̃
 ���

� �$���� ψ� ;�� $����
��� ������ ��� ���� 	�	
��  �
���� �������������� � �
��
��� �	���	�������� � ���$
������ $�����	����� F $�����	�
���� �� $$� Spin(q, p)
���	����� �  �
����� ������/��

ψ = ψ
C̃

⇔ ψ = η̃′ B̃ψ∗ . �����*��

5$�����  ���
���������� �	���  �
���� �����	 �	���	�� �������	�
�������
���	�� <��$
������ ��$��%���� ������� �	������	 � �����*�� �	�� ψ = |η̃′|2 B̃ B̃∗ ψ =

������������� �	
������ ��������� ������ �� ���� ��������� ��������� ������� �������� ��
�����!! � �"#��� �� ���$ ��%�& $�'� (����� ����$�� ��� ������� �'�����" ����$ ��
�������������) ������ $ ������) ������ �������& �����#���� pkp

k−m2 = 0 �� pkp
k+m2 =

0� '�� pk * $��������" �������  m * ������ +� ��#����� ����$����"# ������%��& ��'�	�"
,������� γkγn + γnγk = 2ηknI ��� �$���� ���'�) ����� �������� ���$��

��� ������������� 	��
�������� ���		� SU(2) � SL(2,C) ��

��� ����	
������� ��	��
� ��� ����� j 
 ��� ��������� ��	��
� ��� ���������
j� ������� � ������ 	���
 �������� ��
���� ������ T jm′(s, t)� �� ����	���

[T (j)(g) · T jm](s, t) =
j∑

m′=−j
T jm′(s, t)D(j)

m′m(||Aαβ ||) , ��������

 �� g = ||Aαβ || 
 ���
!"�� ���# (2j + 1)$������ ����
�� D(j) � %��������


D(j)
m′m(g) =

∑
k

√
(j+m)!(j−m)!(j+m′)!(j−m′)!

k!(j−k−m′)!(j+m−k)!(k−m+m′)!
· (A 1

1 )
j+m−k(A 2

1 )
k−m+m′

(A 1
2 )

k(A 2
2 )

j−k−m′

������&�
�������� ����
��� ����
���
�� � �����������
� T (j) %������� g ∈ SL(2,C)� '��
����
� D(j) 
���� ����� ��������(

D(j)
m1m2

(||A α
β B

γ
α ||) = D(j)

m1m3
(||A α

β ||) D(j)
m3m2

(||B α
β ||) , ������)�

����!�*+�� 
  ������,����
 ������-��
� T (j) �T (j) . �����������
��� /����
��

	�� ��������� ������)�� � �	���� ���� � �
�� ������&� ����
� D(j)
m′m� ������������

����� ����� �������	�� ����
�
��#��� ��-������
0���	�������� �����������
� T (j)  ����� SL(2,C)� ����������� � ��������� �� ��$

������ ��
������� � 	�� ��-�� ����
�#�� ���������������� ����
�� 	�� ����
��
||D(j)

m′m(g)|| �� ��
����� ��� ��!������ g = ||Aαβ || ∈ SL(2,C)� '�����
���#��� %��
$
���� �����!� ��!����� T jm(s, t) ������
�� � ������ ���������� � ���������

j∑
m=−j

T jm(s, t)
(
T jm(s, t)

)∗
=

(|s|2 + |t|2)2j
(2j)!

������1�

���-�� ���� �� ���# 
����
������ ��
 �����������
�� �������� � ��
������ ���$

�
��� ||D(j)
m′m(g)||� /���!� ����� 	�� ������ 	���# ������1� �� ����������� ��
 ��$

!
� �����������
��� !� �� ��������� ����
�� g = ||Aαβ || ∈ SL(2,C) �� ��
�����
�����
������ ��������� �����������
� ������� �� �������*� !������
	��* ,��$

��( |s|2 + |t|2 = |s′|2 + |t′|2�� 2���
�������# ����
� ||D(j)
m′m|| ����
�
���#��� ���!��#$

!� !���	�������� �����������
� ��!����!����  ����� SL(2,C) ��� �� ����
������

3�� �� ����� ����
�� ||D(j)
m′m|| � %��������
 ������&� ������*� ����� ���	����#���

��������

�����	
���� ����� ������� ||D(j)
m′m(g)|| �	
��
	��
�� ����������
�� ������

SL(2,C)� ����

�� � ��������� ��������
�
� �����	 	��	�	
��!
� ������ ��"
����� j � ������������� ��������� ��" �	������� j�

�������������� 4��#���# ���-��������
�� �����5)�� 
����
��� �������� ��-��
�����
���# � �
��

(s1t2 − s2t1)
2j = (2j)!

j∑
m=−j

(−1)j−m T jm(s1, t1) T j−m(s2, t2) =
= (2j)!

∑
m,m′

T jm(s1, t1) η
(j)
m,m′ T

j
m′(s2, t2) ,

��������

�������������	 �
����������������� � 
����������
��� ������ � 
������
������� ����� ����

� ������� ������� ������ ��
�� ������



�� ��� ������������� 	��
�������� ���		� SU(2) � SL(2,C)

�������	 ψ ��
����	
�� �����
	����� T
(j)

� �����
��
�������� � �����
	����� T (j)�
������
	����� ��
 �������� � �������� 	 �����
���� �����
 �
��	
���� �����������
��� ��� ����������� !���� ����"�� �
��� �����
	����� "���� �"��#�
�$�� �
���
	 �
����
% ��� � 	 ����$�& '
��� ������

����	�
��� (���	������ �����
	����� T (j) � ����	����	��)�� �� �� �����
	�� 

��� T
(j)

� �
� ��� ���� SL(2,C)� �
� � ��� ���� SU(2)� ��
��	
���� *�	�	
���� 
���� � ���	������ ���� 	 ����
 � ���)$� ���"�
��	
��&

εα1β1 · · · εα2jβ2j ψ
β1,...,β2j

= ψα1,...,α2j
, ������+�

'�� � �'�	������$� ������� �� ,����� �����+��� ��*���� �
��� 	 *��� �
����� ��
����-����������� ���$�� �
 �
���������� ����	�����% �����
	����& T (j)� ��� 
'������ �
�#�� '�� � ��������� ����#������ �����
	������� T (j)∗ ����
-��
������$�� ��
�� .�� ����
���% �
���- A ∈ SU(2) �� ����� A∗ = (AT)−1� ��*�� 
�� 	 ���'
� ���� SU(2) ��������� ����#����� �����
	����� T (j)∗ ����"%�����
��������� ����'$ �
���-� ��������� ��	
�
�� � �����
��
������� �����
	���� 

�� T
(j)

� �������� �
� �� ���$�� '�� ��
�
��� *�	�	
������ T (j)� /����
 �������� '��
��� ���� SU(2) �����
	����� T (j) *�	�	
������ �	���� ��������� ����#���� 
�� �����
	����� T (j)∗� /��
�� ��� ���� SL(2,C)� ������� �� �
���
���	
��
�
� 	�)���	����� 0���������� ����� �����
	����� T (j) � T (j)∗� �
� #� �
� �
�����
	����� T ( 1

2
) � T ( 1

2
)∗� ��*�	�	
������ ���� 1
��'
��� �� 	 ���-� �
����
 �����

(�*�	�	
������� �����
	����� T (j) � T (j)∗ ���� SL(2,C)� 
 �
�#� �% �����
����	������� 	
#�� � ��'�� ������ ,���'����% ����#���& � "���� ����"�� �" 
��#�
�$�� �
�� 	 ����$�& '
��� ������

(
&��� ����$ �	��& 	�� �����
	����& T (j)(g) *�������	 g ���� SL(2,C)
���� ���� SU(2)�� /��
���� T (j)(g) ��&��	��� 	 �����
���	� V2j+1 � �% �
� 
��-� "���� �
��
�� 	 "
���� ������	 ������2�� ������3�� 4���
��� �
	��
� ��������
������� � ������2� ����� T jm(s, t) �� ��&��	�� �
 ���� *������
 g = ||A α

β || ∈ SL(2,C)
���"�
������ 	 ���������& ������ ������ 2j ������)��� 	��
5

[T (j)(g) · T jm](s, t) = T jm(s
′, t ′) =

(sA 1
1 + tA 1

2 )
j+m (sA 2

1 + tA 2
2 )

j−m√
(j +m)!(j −m)!)

= ��������

=
j+m∑
k=0

j−m∑
k′=0

√
(j+m)!(j−m)!

k!k′!(j+m−k)!(j−m−k′)! (t
k+k′s2j−k−k

′
) · (A 1

1 )
j+m−k(A 2

1 )
j−m−k′(A 1

2 )
k(A 2

2 )
k′ ,

��������
��� 	 �������� �
	����	� �� 	����$��	
���$ ,������& "����
 ($����
� 6���$
�
�0�� ������ �������� 	 	��� ����&��& ���"��
-�� "
�����% ������	 T jm′(s, t)
(m′ = −j,−j + 1, . . . , j − 1, j)� 7��"�� ����$��	
�$ ����������

n! =∞ �� n < 0 , 0! = 1 , ������3�

������� ����	����	��� 
�
����'������ �����#���� ,
�����
�$��& ,���-�� �
�
�
��
 ,���-��5 n! = Γ(n + 1)� ��� �
��� ���������� ��#�� ������$ ������
�������	
��� 	 ��������� �
� �
� ,
�����
�� 	 ��
���
���� �
	�� "������'�����
	�� ������	 �������	
���� 8��� ���#��$ m′ = j− k− k′� �� m′ ���#�� ��"��
�$

��� ����������	
 �	��	����	 � �����������	 ������� � ������������� Rp,q ���

ε̃ ψ� ��� �� ��	
��������	� 
�	������ �	������ � ��������� ����� ������� �	�����
����������	�� ��������� ������� 	������	����� ���
����������� ������ �������� 
� 
��	����	������ ���������� ��
��������!��� ������ � 	��!�� ε̃ = +1� "�� �#
���� p ↔ q �� ����� ε ↔ ε̃ � �	����� ε̃ = ±1 ��$ 
���	�������� ������� C�(p,q)
�
�����$��	$ � �������� ���%

ε̃ = +1 , ���� q−p = −2, 0 mod(8) ; ε̃ = −1 , ���� q−p = 2, 4 mod(8) . ������&�

'��� (� �������� �������� � ������� 	�����)���$ � ��������� * !�	���	�� ��$
C�(N−1,1) 	����	�� ������&� �� ����� ε̃ = +1� ��$ N = 2, 4 +,-(8) �	������� 	 ������&�
� 	��!�� C�(1,N−1)�� ����� ������� �	����� 	�.�	�������$ ���������	�� 	
������
� N#������ 
��	����	��� /�����	���� �� ���	�� �� ����� �	
������	$ �� �������
-012(+1,−1, ...,−1) ��� ������� -012(−1,+1, ...,+1) �3�� ����� � ��$ ��!������ N 4
	�� 5����(����� �������

��������� �	 * ��!���������� 	��!�� N = p + q = 2ν + 1 ��$����#	�
�$(�����
	
���� ������6� � �
���7�$ ��$������ 	�
�$(���$ ������8� �
�����$9�	$ 	 
���.�9
�����7 C′ � B′

ψ
C→ ψC = ηC′ ψ̄T = ηC′(D′−1)T ψ∗ = η′B′ ψ∗ , ��������

��� η, η′ : ;����� ���(������ � ��	� �� �	
�������� �����&��� 5	����� ��������#
��	�� ������<� �B→ B′� ��$ N = 2ν + 1

ψ = ψC ⇔ ψ = η′B′ ψ∗ , ������6�

��� (� ��� � � !���������� 	��!��� � 	��� �	����$ �����&�� 	���	����	����� �������
�	�� ε = +1� �� �	�� 
�� ��
������� �	����� �����&��� �����&&�� =�
������ ��$ ��!��#
��������� 
��	����	��� /�����	���� R1,N−1 �	����� ε = +1 ��������	$ �������
����� N = 1, 3 mod(8) �	�� ;������ �����&����

"��	�������� �	� ����(��	�� �
��������$ ���������	�� 	
������ >&�?�


��������� ����� ����� 	��
��� ������
����� ��� η = Ip,q� ������� �����
���������� �	���
��������� ��� �����
�� ψ ����������� ��������	 ��
��	�
���  �� !����	�
��"� ���!�� (p + q) = 2ν = N #

ψ = η1B ψ∗ , γ∗k = −B−1 γkB , ε = +1 ⇒ (p− q) = −2, 0 mod(8) ,

ψ = η2 B̃ψ∗ , γ∗k = B̃−1 γk B̃ , ε̃ = +1 ⇒ (p− q) = 0, 2 mod(8) ;
������8�

$�� ��� ��!����	�
��"� ���!�� (p+ q) = 2ν + 1 = N #

ψ = η3B
′ ψ∗ , γ∗k = −B′−1 γkB′ , ε = +1 ⇒ (p− q) = −1 mod(8) ,

ψ = η4B
′ ψ∗ , γ∗k = B′−1 γkB′ , ε = +1 ⇒ (p− q) = 1 mod(8) ;

������<�

"�� ���������� ε% ε̃ �������� � ������&����' �(�)��*�% �(�)�$)� � �(�)�+$�% � ηk ,
������ 	��-����� �����% !�� ηk η

∗
k = 1�

*�����	$ � !����������� 	��!�9 (p + q) = 2ν� "����$	� ������	��� 
���	���#
������ ������<�� �
������� ��� 
�������� ������<�%

PL =
1

2
(I2ν + γ2ν+1) =

(
I2ν−1 0

0 0

)
, PR =

1

2
(I2ν − γ2ν+1) =

(
0 0

0 I2ν−1

)
. ������@�



��� ��� ����������	
 �	��	����	 � �����������	 ������� � ������������� Rp,q

��� ��	
��	�� ������� 2ν��
���
 ����	����
 ����	�� ψ ���	����	����
 �
��	�������	� Rp,q� � �� 2ν−1��
���� �
��
����� ����	� ξ � η�

ψ =

(
ξ
η

)
≡
(
ξα
ηα̇

)
⇒ ψL = PLψ =

(
ξα
0

)
, ψR = PRψ =

(
0
ηα̇

)
, ������ �

!�
 ξα � ηα̇ (α, α̇ = 1, . . . , 2ν−1) " �	��	�
��� ���������� ����	�	� ξ � η� #��	�$�	�
���
 ���
��	� � �	%�	� α̇ � �
� �	%�� α 	��&'��	�$ � (�
%��� � )��
� ������
* +����
 ����	�� ψL � ψR �������, �		��
����
��	 �
��� � ����� ����$����
����	�������� -.
 !	�	�,�/ %�	 ����	� ψL ��

� �
�&�/  ψR " ���&� ����$�	��$�

#� 	��
�
�
��� ������ � � ��	���� ��	
��	�	� PR,L ��
�&
�/ %�	 ����$��
 ����
�	�� &�	��
��	�,�� �		��	0
��,�

1

2
(I2ν + γ2ν+1)ψR = 0 ���

1

2
(I2ν − γ2ν+1)ψL = 0 . ��������

1&��$ ����$��� ����	� ψR ���	!�%�	 ψL� ,��,
��, 
.
 � ��	��	����� ����	�
�	�/ �	�	��� &�	��
��	�,
� &��	��� �
.
���
��	��� ������2�� 3	!�/ �� &���
���
�������� � �	��
��
� +	��&�� � ���4� 5� ��
�&
�

0 = (I2ν ± γ∗2ν+1)ψ
∗
R(L) = (I2ν ± (−1)ν+qB−1 γ2ν+1B)ψ∗R(L) =

= η′∗B−1(I2ν ± (−1)ν+qγ2ν+1)ψR(L) ,
������4�

!�
 � �	��
��
� ��
����
 �� ���	�$�	��� ������2�� 3��� 	���	�/ &��	��, 6�
��
�
�	���6 �������� �	��
���� � &��	��
� ��	��	�	��� ������2� �	�$�	 ��, ��&%,
%
���� (ν + q)/ ���/ ��%
 !	�	�,/ ��� (p − q)/2 = 2k/ !�
 k 7 �
�	
 %���	� 8�	�%�
�
�$�	 9�� &��	��, �	'�	 �����$ � ���


N − 2p = 0 mod(4) ⇔ s ≡ p− q = 0 mod(4) . ��������

: &%
�	� &��	��� ���4�� �/ �����4�� �&.
���	���, ��	��	����� ����	�	� ������2�/
��	����
��
����
 ����	�� �	!&� ���$ 	��
�
�
�� �	�$�	 � ��
�&�.�� ��&%,�

p = k mod(4) , N = 2 k mod(8) ⇔ s ≡ p− q = 0 mod(8) , ������5�

!�
 k = 0, 1, 2, 3� ;��	!�%�	/ ��, ��
��	���	��	����� ����	�	� �����4�� &��	��,

�
��
�	��� �������� � ��	��	�	��� ψ = η̃′ B̃ψ∗ �	��
���� ��'
 �	�$�	 ��� ���
�	��
��� ��������� 1	9�	�&/ � &%
�	� ��	�	� ���	%�� � �����4��/ 6��
��	6���	��	�
�
��
����
 ����	�� 	��
�
�
�� � �
� '
 ��&%,� ������5�/ %�	 � 	��%��
 ��	���
�
��
����
 ����	��� 8��
���/ %�	 & ��	����
��
���	!	 ����	� %���	 �
����
����� ��	��
������ �	��	�
�� ���	 2ν−1/ �	 
��$ � %
���
 �� �
�$0
/ %
�
%���	 �
�������� �
.
���
���� �	��	�
�� & ����	���	!	 ����	��

���	
���

�� 1&��$ p = 1 ���	�������	 <���	���	!	 R1,N−1�� 3� �� ��	��	����
 ����	�
�� �&.
���&�� � 9�	� ��&%
 �	�$�	 ��� N = 2, 4 mod(8) ���� ���4�� ��/  &��	��

��	�	!��	���	��� �������� � 9�	� ��&%
 ������
��, �� N = 2 mod(4)/ �	 ��
����%
�/ %�	 ��	����
��
����
 ����	�� �	!&� ���$ 	��
�
�
�� � ��	�����
���� R1,N−1 �	�$�	 ��, N = 2 mod(8) = 2, 10, 18, 26, . . . / %�	 �	!��&
��, � ������5��
�� 1&��$ p = N / q = 0 �
�����	�	 ��	�������	 RN�� #� &��	��� ������5� ��
�&�

�/ %�	 ��	����
��
����
 ����	�� �	!&� ���$ 	��
�
�
�� � RN / �	�$�	 
���
N = 8 mod(8) = 8, 16, . . . � ��	� '
 �
�&�$�� �	�&%
��, � � ��&%
 p = 0/ q = N �

����� ����� ���	��
	� �	� ������� ��
�	 �
������ �����	���

��� ������������� 	��
�������� ���		� SU(2) � SL(2,C) ��

• ������ ��� �	
����� ��	 
	��	����� ψα1,...,α2j
�� �������� ������� � ����������

�� αm �� �������� �		��	������� ψ1, . . . ,1︸ ︷︷ ︸
j+m

,2, . . . ,2︸ ︷︷ ︸
j−m

=
√
(j +m)!(j −m)! αm

(2j)!
�

� ����������		 � 
����� 	 
����� ������	� ��������� g = ||A α
β || ������ SL(2,C) 
	

������ ��
� �� ���	���� ������ uα1 · · ·uα2j ∈ V2j+1 	���� �	�

uα1 · · ·uα2j → T (g) · [uα1 · · ·uα2j ] = uβ1 · uβ2 · · ·uβ2j A α1
β1

A α2
β2

· · ·A α2j

β2j
. 
������

 �� ������	� ����������!���! �� �	������ "���	��#		 ��"	$ �������% �� ���& ��
���	����&��� ���������� ���	���� 
������% !��!'(	��! ��"�����	 � ������������
V2j+1 ����	���	���� �����������	! T (j)� )������� ����������� ���#����� 
��*��
	 
��*�+% ������	� 
������ �����	�������! "�" ������������	� "����	��� ��"�����

������% �� ���& "�������� ψα1,...,α2j

�	�����	,���� ������ ����� 2j-

ψα1,...,α2j
→ [T (j)(g) · ψ]α1,...,α2j

= A β1
α1

· · ·A β2j
α2j

ψβ1,...,β2j . 
������

�����	��! ���������	� ��!���� ���	������	! �����������	� 
��� ������ �������

������ ,���	 "�	�	% �� �	�	�% ,�� ������������ V2j+1 �	�����	,��$ �������� ψ
����� 2j ���.��� � ������������ V2 ⊗ V2 ⊗ · · · ⊗ V2︸ ︷︷ ︸

2j

% ��� V2 / ������������ ������0

���� �������!'(��� �����������	! T (1/2)� 1�	 ���� �����������	� T (j)(g) ��������
g ∈ SL(2,C) ��������� � V2j+1 "�" ��������% ���	������ � �	�� ���������� ���	���0
���	! ��������$ ���������� 
��� 
������ 	 
������-

A⊗ · · · ⊗A︸ ︷︷ ︸
2j

= T (1/2)(g)⊗ · · · ⊗ T (1/2)(g)︸ ︷︷ ︸
2j

≡ (T (1/2)(g))⊗2j . 
�����+

2�"	� �������% ����	���	��� �����������	� T (j) ���.��� � �����������	� (T (1/2))⊗2j %
�������'(�� � ������������ V⊗2j2 � 3���	�	 ������	% �����������	4 (T (1/2))⊗2j ��	��0
�	��% 	 � ��� �����.��		 �� ����	���	��� �����������	!� �����.	��! ����������0
�	� T (j)% �������'(�� � ��������������� V2j+1 ⊂ V⊗2j2 �	�����	,��$ �������� �����
2j 
�� ����� ����.���& ���� 5�"� ����� �������� �	.� � �������$ ����� � �������

�����	�
��� ���� ���������� ������� ������� 2j �� ���������� (ū1, ū2) =
(s̄, t̄)� ����������� �� �������� ������� ������� T̃ jm(s̄, t̄)� ����������� � ������
�������� � ��
������ �� ��� ���� !� ����� ��������� � ���"��#��$

T̃ jm(s̄, t̄) ≡ (−1)j−m T
j

−m(s̄, t̄) =
(
(j +m)!(j −m)!

)−1/2
(ū1)

j+m (ū2)
j−m , ���"����

�����������% � ����

P 2j(s̄, t̄) = ūα1 ūα2 · · · ūα2j
ψ
α1,...,α2j

.

&����  ��������� ψ
α1,...,α2j ∈ C �� '� ������� ��������
��� ������ ���	� 2j�

(�	����� �����)� �����	� ������������� ���"��*� ��%  �������� ψ
α1,...,α2j

����� ���

ψ
α1,...,α2j → [T (j)(g) · ψ]α1,...,α2j = ψ

β1,...,β2j
(A−1) α1

β1
· · · (A−1) α2j

β2j
. ���"�"+�

,� �� ������� ��������
��� ������ ψ �����������%  �����	��������� �� ����-
.����  ������������%� ���"��*� ������� ψ� �� ���� �� ������������ ��������
���



�� ��� ������������� 	��
�������� ���		� SU(2) � SL(2,C)

������	
���� �������� �
������ 	�	����� �	�	�����	� ��������
 ������ SO(3)

 �����	� ����
 � ���	 ���� ����� �� 
 �	����� ����� ���
� !	�� "���  ��#
���������� �	�!� ����
����
� SO(3) = SU(2)/Z2�

$	���	 �����%&�' �������� ����	������ � �����%� �� ������������ 
�(��� �(�	��� 
������� ���� ����
 φ, θ  ψ� ���� 
�(�� 
	)��' �	�����' �� �������
	� ��

�� ������ SU(2) 
 "�����	�	� φ, θ  ψ� *	�����' !�� ��� ������ SO(3) �(�	��+
������� ����
 � ���	 φ, θ  ψ 
�(�	���� �����,-� �(�	���

SO(3) : ψ ∈ [−π, π) , θ ∈ [0, π] , φ ∈ [0, 2π) . ������%�

.�� ��"���� 
�� ������ SU(2) ��/��� S3� � ����-+, �	��� �����%&�' 
 ���!	�
��	��	���� �(�	�� ������� �
�� �/��!��"� ����
 φ, θ ������%�' �� ���)��
����)�+

SU(2) : ψ ∈ [−2π, 2π) , θ ∈ [0, π] , φ ∈ [0, 2π) , ��������

���	
��� ����
	� ������� ���	 ψ 
 ������%�  ���������� �� �	"�� 
�(��� �(�	��
������� ����
 �����	 SU(2) �
	)�� �	"��
	�� ������ SO(3)  �������� U�e3(ψ)'
����-� 
 ����
���� �������� ���	
	' �(�	��,� �����, ��������� U(1) 
 SU(2)�
������� /	"� ���	��(��� �	� �)�' "���	 �� (���� �(��)�	�+ �/��!��"�
/��"� �	 ���������� ������	���
� SU(2)/U(1)�

���!��"���' !�� �	�	�����	�, ��������
 SU(2) � ����-+, ������	
����
�����%%� ��	����� � ����-+, ���������� �/��!��"� ����
 �����%��� �� �������
���	�+ � �	�	�����	�� SU(2) 
 �����	� ����
 � ���	 �����%&�' ��� "����� �
��+
� �	�	����	� xm ������	
���� ������� ���� 
� ���	
��� � �����%��  �����%���

x0 = cos θ
2
cos φ+ψ

2
, x1 = sin θ

2
sin φ−ψ

2
,

x2 = sin θ
2
cos φ−ψ

2
, x3 = cos θ

2
sin φ+ψ

2
.

��������

����� �������	�
��� �
���������� �
��� SU(2)� SL(2,C) �

SO(3)� �����
��� �
����������� ������� �����
�

0	������� (���� �����(�� ������	
���� ������ SU(2)' 	 �	")� ������ SO(3)�
*	� ��#���)���� (���� ������� ��!	�+ �	")� ����	�+��� ������	
���� ����#
�� SL(2,C)' ��� "������ ��
����� 
 1	��!	� �� 
 "���� �	����	 ���  "������
�	������� 
� 
�	���������	!��� ����
����
 � ������	
����� ������ SU(2)�

���+����+ �(���	!���� s = u1, t = u2' 

������� 
 �����%�'  
��	)����
�������� ��� (	����� 
�"����
 T jm(s, t)2

T jm(s, t) =
(
(j +m)!(j −m)!

)−1/2
(u1)j+m (u2)j−m , ������3�

�	�4�� �,(� ��������� ������ ������5� 
 
��

P2j(s, t) = ψα1,α2,...,α2j
uα1 uα2 · · ·uα2j , ��������

��� "��������� ψα1,...,α2j
∈ C �(�	��,� ������!�� �
 ��� ������!���� ���#

�
����� uα1 · · ·uα2j � ������ �	��	 2j� 6	"� �(�	���' ������	���
� V2j+1 �������#
��� �������
 ������5� �������	���
� ����
������ ������	
���� T (j)� �"

	#
������ ������	���
� ������!��� �������
 �	��	 2j� *	�����' !�� �(-�� ����#
������ ������	 �	�� 
 �	����� ������� ���
� !	�� "���

��� ����������	
 �	��	����	 � �����������	 ������� � ������������� Rp,q ���

• ������ ���� 	
���� ���� ������������������� �
����� � ��������� 
�������
��� ����������� R1,1�

����� ����	
� C�(1,N−1) � ����
��� �
���� Spin(1, N − 1)� ����
��
� � �
��
����� ���������� R1,N−1

� ���� 	
��� �� ������� 	
�����	�� ��������� 
���	� C�(1,N−1)� 
�������
	��
���� � �	���	
������ ����������� R1,N−1� ����	� ���
�
� ������������� 
��	��� ||ηmn|| = diag(+1,−1, . . . ,−1)! "
��� ���#
 �
���$��
� ��������� ���
��$���%� �
� �
� ��� ����&� ����#���� �	���$�� � '����! ��
#
� 	
��
����	�� ���#
 #����� #���
 ���	�� N = 2ν!

(	$� ����� �	���%% �	��	
���
�� )*!+!,-� �
�
��� ��	
�����

γ0 = Γ1 , γk = iΓk+1 (k = 1, . . . , N − 1) , )*!�!�*-

�� �
�	��� Γk ���#��%���% ��	��%���� ������&��%� )*!+!�- 
���	� C�2ν �
�������� ��	��� � 
 �
�$ ���� �
�	���� � ��#������ �� '
���	
 (−1)ν ����
�
�
���� � )*!+!,*-.

γN+1 = (−i)(ν−1) γ0γ1 · · ·γN−1 ⇒ γ2N+1 = I2ν )*!�!�/-

�
�	��� )*!�!�*- ��	��%�� ��	������� 2ν��	�� �	���
���� ρ ��% 
����
	� 0��''�	�
 C�1,N−1� �
� �
� �� ����	���� ��� ��������	%�� ��	��%����
������&��%� )��! )*!�!+--

γm γn + γn γm = 2 ηmn I2ν , ||ηmn|| = I1,N−1 . )*!�!�,-

���	� ����	��� �	���
���� )*!1!�- �
�	�� Γk� ����
 ����
��� )*!+!��-� )*!+!21-�
)*!+!2�- � )*!1!++- �� ���

γN+1 = (−1)ν σ⊗ν3 ,

γ∗m = (−1)m ηmm γm = (−1)m γ0γmγ0 , γTm = (−1)mγm , )*!�!��-

γ†m = ηmmγm = γ0γmγ0 , )*!�!23-

−C γmC = (−1)m γm , γTm = −C γmC , C2 = I2ν , )*!�!2+-

�� m = 0, 1, . . . , N − 1� 
 �
�	��
 C ���
 ����
 � )*!1!2-! ���	� 	
������ �
)*!�!2+- ����� �� �	���� 	
�����
 � )*!�!2+- � �������� ��$����
 � )*!�!��-! �
����������� � )*!1!�-� )*!1!+3- �
�	��� C ��$�� �
���
�� � ���

C = (−i)k−1 γ0γ2 · · · γN−2 (ν = 2k) ,

C = −(i)k γ1γ3 · · ·γN−1 (ν = 2k − 1) ,
)*!�!2�-

�� k = 1, 2, 3, . . . !

• ������ ���� �������� ��
������� 
������ � ������ ����� ���� � !"����#$
��� ����% !"�����$& 
���'���� ����� �
������()��� ����� ������ !"����*$�



��� ��� ����������	
 �	��	����	 � �����������	 ������� � ������������� Rp,q

�����	��
 ��������	
 ��������� �������� 	 �������� � ���������	 ��������� �� �����
���� 
���� �������	
  �
 ���	! D� C 	 B"

D = γ0 , C = C , B = γ0C , ��������

 �
  ����#� ���!	��$��#� ��� ������	
 ρ ��#�%�� C�(1,N−1)� &��	!� ��������� '�'
�� �	 ��	 ����� 	#��( �����( ���$ � ���		� )�����	�� �� ���	!� B � �����
���
� ��������	( ������*�� # � '������ ε �� +��	�	 � ��� ������	
 C�(1,N−1)
	 � �������	������ ������ �����

ε = (−1)k+1  �
 ν = 2k − 1, 2k , ��������

�� ��� �� 	+ �����,�� � �'�� 	+ �%-	. /����� ���������  �'�+����. � 0���� ��		
����� ����� '���� �#�� ���������� 1��	�� �� � �%��� ����� ������ ��� ������	

ρ ��#�%�� C�(1,N−1)� ��#����� �����,�� � �'�� ��#����� ������2�� �� 	����

ε′ = −ε = (−1)k  �
 ν = 2k − 1, 2k ,

������	� �������� 	 ����������

• ������ ���� 	
������ ���� ��������
 ε� ε′ �� ����������
� ������������
C�(1,N−1)� ��������� �������������� ������������� ��� � �!� ������"����#
�� ���$�%! � &���'�� ��� �($! �� �����)
 B� *����� �� ���$�(! � ��� �($!�
�������� �����)' B � ����� �����

B = Γ1C = i σ3 ⊗ σ1 ⊗ σ2 ⊗ σ1 ⊗ σ2 ⊗ . . .︸ ︷︷ ︸
ν

. ��������

+�������� ��� �����)
 ��� �($! '���������,� ��-������� ���$��.!� /�� β2 =
−β1 = 1 � β1 β2 = ε ε′ = −1�

������	
� �� )�����	�� �� � ������ N������#� ���������� &	�'���'�#� ���	
����� N� ��3�������'	� ��	���� ��-����(� ��$'� ���	 N = 2, 4 mod(8)� �
��3��������3����'	� ��	���� ��-����( ��$'� � ������ N = 2 mod(8) ���� 4�	�
��� � � '��!� ��+ ��� �������

5�
 ���������� R1,N−1 � ������ ������#� �	��� 	+�����	3 N = 2ν+1 �����#	
���	! B� C 	 D ���� ��
(�
 � ��������"

γ†k = D′−1 γk D′ , γTk = (−1)ν C′−1 γk C′ , γ∗k = (−1)ν B′−1 γk B′ , ��������

# � �� �����	�	 q = 2ν� �' '�' p = 1� 6 �������� ���	!� γk (k = 0, . . . , 2ν − 1)
%����
 � ��� ������		 ��������� �����2�� � � '������ ����� ��3 �%��+�(-�3 ��
��%	���� ���	!�

γ2ν = (−i)ν γ0γ1 · · · γ2ν−1 , γ†2ν = −γ2ν = γ0 γ2ν γ0 , ������*�

'����
 ��	����
 � ������*� ����	���'�3 �'� ��%� 	��$ γ22ν = −I2ν � 7�.� 

	+ �	 � �������� ���	! B� C 	 D � ���������� ������ N = 2ν 	 ��� �
 ����	���
��������� � '����. �� � ��%��$ ���'� �� 	 ��� ��������(-	� ����� +�����	
�
q = 2ν� �� �������� 
���3 �	 ���	!B′�C′ 	D′ � ������������ ������N = 2ν+1

D′ = γ0 ,

{
C′ = C , B′ = γ0C , ν − ������� , N = 3mod(4)
C′ = γ2ν C , B′ = γ2ν γ0C , ν − ����� , N = 1mod(4) ,

������,�

��� ������������� 	��
�������� ���		� SU(2) � SL(2,C) ��

��� ���� �	
��� ��������� ����������� ��
�� ������
����� �
������� �	�����

χ ∈ [0, π) , ϑ ∈ [0, π] , ϕ ∈ [0, 2π) ,

��� ���
������� � ������������� �	��� �������������� ����� Sn ��
�!����� �
�����
� ����� "����� #$ ������ ����� �����% & ����� ���� �
� "'%#%'$ �� �����

U = I2 x0 + iσk xk =

(
cosχ + i sinχ cos ϑ , i sinχ sin ϑ (−iϕ

i sinχ sin ϑ (iϕ , cosχ− i sinχ cos ϑ

)
. "'%#%)�$

*������ ��� � ������ ����	��������� ����	�� 
�	�� �
����� U�n(Ψ) ∈ SU(2) 
�������� � "'%#%+$ ���������� � �������
���� ����,

U�n(Ψ) = U −1
ϑ,ϕ · exp
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• ������ ��� �	
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�������� ���		� SU(2) � SL(2,C)

��� ���	
��

S1 =

(
0 0 0
0 0 −1
0 1 0

)
, S2 =

(
0 0 1
0 0 0−1 0 0

)
, S3 =

(
0 −1 0
1 0 0
0 0 0

)
, ������

	���
���� �	
����
������ ��������������� ��
�� j = 1� �	���������
� ��	�����
�
� τ1, τ2, τ3 
 ����	
	��� ����	��� � R3 �� 	�� ���!" �e1 = (1, 0, 0)# �e2 = (0, 1, 0)

 �e3 = (0, 0, 1)# ��������������� $������% & �������� � �	���! '���
 ����(� � 	%� 

���)��%�) ��	� ��	
��
'�� 
� ��*������� (nk Sk)

3 = −(nk Sk)# ��% &������� ����(�
����'���

exp (Ψ · (nk Sk)) = I3 + (nk Sk) sinΨ+ (nk Sk)
2(1− cosΨ) . ����+�

,��� &������ ������ �	����
� � R3 �� ���� Ψ �� 	�� ��
# ���	�������! ����) �n#
��&���� ��% �	���� SO(3) ��*�� �'
���)# '�� Ψ ∈ [−π, π)# 
�
 ��*�� ���
���)
&��� 
���	��� 
 ����*
�) Ψ ∈ [0, 2π)�

-����� ������'��
� ��% &�������� �	���� SU(2)"
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(
i
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2
(niσi)

)
. ����.�
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�� 0���
 σi ���������	%�� ������1��
%� σkσj = δkjI2 + iεkjiσi# 
�  ���	��
���� ��� 	��������

(nk σk)
2 = �n 2I2 = I2 ⇒ (i nk σk)

2 = −I2 . ����23�

0�&����# 
����)��% ���	���	��� 4�	���� ,!��	�"

exp(φ J) = (I cos φ+ J sinφ) ,

��� φ 5 ��	����	# I 5 ��
�
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 J2 = −I# �� ����'��� ��% & ��������
����.� ���	
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 ���	�� ����������% � ����2� �	
 ����	� 
���	���� Ψ ∈ [0, 2π)� 6�!���
���)��# �	���
�
��% ������ 
 ����22�# �� ����'��� ������1��
%

x0 = cos
Ψ

2
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Ψ

2
, ����2��


�  ���	�� � �'���� ������ ������� ������	���% ��	����	
���
% �	����	��! �4�	�

x0 = cosχ , x1 = sinχ sinϑ cosϕ ,

x2 = sinχ sin ϑ sinϕ , x3 = sinχ cosϑ ,
����2��

���
 ������) ������
Ψ

2
= χ . ����2��

��� ����������	
 �	��	����	 � �����������	 ������� � ������������� Rp,q ���

��� ��	
��� γ2ν �
������� � ���������

��
����� � 
����	
���� ���� ��� �� ���  �	�!"# 	�� � �� �	�!" 
�$��
�%
�	�& N � '! �� ����� ��
�� �	��������	(�� �� 
����	
���� �
���! Spin(1, N −
1)# ����(�� �� �
���	�����	 ��&  ��	�!& ��� �& �p = 1� �
���! Spin(p, q)�
)������ ��*(#  	 +�����	! U ∈ Spin(1, N − 1) � �
��	��	� ������! �
���	��%
���	�� � +����������(�& ,
�� ���-��.�/

U = exp

(
1

2
ωmnΣmn

)
, Σmn =

1

4
(γmγn − γnγm) . ������0�

1���( ωmn = −ωmn 2 �����	����!� ��
���	
!# ���������� � ��
���	
��� �
���!
3
���� SO(1, N−1)# � �
�$����� Σmn �����
! 3� �
���! Spin(1, N−1) �����	�%

��	 �	�*����� ���-�-4� � ���-�-0�# ��� ���"��� ����($��	( �����%��	
��!
��������# ��������� 5	��	�� 	��6�#  	 � ���� ��&�	� ������.�# �������� +
��	�� �%
�
�6���� γ%��	
�� �! �����

Σ†mn = −γ0Σmn γ0 , ������.�

� ������	��(� ������ �����%���	�
��	� ������-� ��� U ∈ Spin(1, N−1)# �	
!�
$����! � +����������(�� ���� ������0�# $����!���	�� ��������� �
�$�

U † γ0 U = U γ0 U
† = γ0 . ��������

• ������ ���� 	
������ �
 2[N/2]� ������ ������ U � ��
����
������ ��� ��!"�

#����� $
�%��$$� � ���
�$���
& $'���
�������
& %��$$� SU(s, s)� %��
s = 2[N/2]−1� (�������) �
'$
���
���'� $���'�������� γ0 = Γ1 = σ1 ⊗
I
⊗(ν−1)
2 �'�� ���*��" ��� ���!��+""� � $����'� γ0 � ���%
�����
�� �����

7�� 6� ��� � � ���� ��� �� �
��� SO(p, q) � Spin(p, q)# �
���! SO↑(1, N − 1) �
Spin(1, N−1) ����(� �$�
,�! � �
���� Spin(1, N−1) ���6�! ���
!���	 �
����
SO↑(1, N−1)� 8��� 	�# �
���� Spin(1, N−1) �����	�� �����
���(�& ���
!�����&
�
���! SO↑(1, N − 1)�

)������#  	 ��
�������� ����
��� ψ � �
�	
���	�� R1,N−1 ��$!���	��
���	
� � �
�	
���	�� ���
������ �
���	������� �����
! 9��,,
�� C�(1,N−1)
���� 5�
�������� ������� :�($���( �	�*����� ������� � ��
�!�� 
�����	����
� �������� � ������4�# �! �
������ ��
������ ��
�6���� ��� ����
� ψ � �
%
�	
���	�� R1,N−1/

ψ = ψ† γ0 , ������-�

7���# � � �	� ��������# �
���� Spin(1, N−1) ��&�	���	 �� ����
! ψ � ψ̄ ���������
�
�$�

ψ → ψ′ = U ψ , ψ → ψ
′
= ψ U−1 , ��������

��� U ∈ Spin(1, N − 1)� ;$ ���� 
����	
����# �
���	������� � �������# ������	#
 	 ���� ��! 	��� tk1...kr = ψ(γk1 . . . γkr)ψ �
� ��&�	��� �� ����
! �
��
�$����%
��� �������� �$ �
���! Spin(1, N − 1) �����	�� ��� 	��$
! 
���� r�

������	
� �� :��	( N = 2ν� <�� ��	
��! B# $�����& � ��������# ����	 ���	

�����	��

BT = εB , BB† = I2ν . ��������



��� ��� ����������	
 �	��	����	 � �����������	 ������� � ������������� Rp,q

������ �	
����
� �
�
	������ ���
��� � ������ ��������� ���	��� ���
�� �	
���
��
�� ���� �!�� ������"�# �����$�� � �����$��# �% �����	�� ���	
���� �� 
����& '���
����& 
 ���������

(C γm1 · · · γmr)
T = γTmr

· · · γTm1
CT = (−1)r CT γmr · · · γm1 =

= ε (−1)r−1 (−1) (r−1)r
2 C γm1 · · ·γmr = ε (−1) (r−1)(r−2)

2 C γm1 · · · γmr ,
������$�

()� m1 < m2 < .... < mr � �% 
������ �
	���� CT = ε′C = −εC� � �	�������
��� r = 1 �% ����� (Cγm)

T = εCγm# ��� ��(�	��� �����$�� �������%
	���! 
 
�)�
(γmC)

T = ε γmC# ����)	# � ������ ����)�����! �����$�� �	���*% B# �% �����	��
���
�� �	
����
� � ���������

������	
� �� ��� ����+�	 �
	��� ��)�+�! )�! �+�	 �,-�. 	�(�+�% /��''��)	
γm → TγmT

−1 �	���*	 B � �������� ����+�	 ����! �� ��	
��� ������0�1

B→ T B (T ∗)−1 . ��������

2��� 
 �� ����	�� �	��(� ����+�	 �
	��! �	���*� B ����� �)��	�� �)������&# �� 

���� ������(� ������3���! 
 ��������# �������� ��	�� ����! ����� ������ ���)��	
���
��� )�! γm# ��� 
�-���
����� ���)��	
����� )�! �+�	 �,-�. Σmn ∈ spin(1, N − 1)�
/���� ��(�# ��(�	��� ������"� ��� B = I � η′ = 1# 
� ���	�� 
�-���
������� �	&��	�
��
���. �������
 ψ∗ = Bψ = ψ� � ���� ������3���! ��������1

B∗ ·B = B ·B∗ = εI2ν ��������

���+.�)��%� ����
��� ��(�# ��� �	���*	 B ����� +%�� ���
�)��	 � �)������&#
!
�!��! ε = +1# ��� )�! ��(�	���% p = 1 � q = (N − 1) 
%����!���! ���� ������0��#
��()	 N = 2, 4 mod(8) � ��-���
�,� �	&��	��
���� ���)��	
����!� ���	���# ���
�� ����
�� !
�!���! � )���	����%�� 4	 �	(	! �	���*� B �	 �����, � )�&��
��
������, �	���1 B = B1 + iB2# ()� B1,2 
�-���
���% � ����������% ���� ���
��
������3���� 
 �������� ��� ε = +1�# � �	
����
	 �������� 
%
�)�� [B1,B2] = 0�
5	��� �+�	 ��# B1,2 ��(�� +%�� �)��
������� )�	(��	�� �
	�% 
�-���
���%� ���
��(��	���%� ����+�	 �
	���� O1 Bi → OBiO

−1# 	 ������ ����� +%�� )�	(��	���
 �
	�	 � ���������	! �	���*	 B� � �� ����	��# �	� �	� B 6 ����	��	 ���� 
�����
������3���� 
 ���������# �% �����	�� B → OBO−1 = diag(eiβ1 , eiβ2, . . . )� �%+��	!
 	��� T ′ = diag(e−iβ1/2, e−iβ2/2, . . . )# �% �����	��# ��� B ���
�)���! ����+�	 �
	����
�������� � �)�������� 
�)� � ����-�, �	���*% T = T ′O� 7�	�# �% )��	 	��# ��� 

����	� 	�(�+�% C�(1,N−1) �	���*	 B ����� +%�� 
%+�	�	 �)������& ��()	 � ������
��()	# ��()	 N = 2, 4 mod(8)# ��� ��� �	&��	��
���� ���)��	
����� ����)��!���!
�����%� ������3����� 
�-���
������� ψ∗ = ψ�

• ������ ���� 	�
�� ���
 ��� ������� T � ������ � ������� ������������
��  !�"�!!# �������� B ��  !�"�$$# � ��������
 ������� � �%&��� N =
2, 4 mod(8)� '�������( �������� � ��������� �������� �%��&���� ��������
�� B1 = i σ3� B2 = σ1� B3 = σ2 ⊗ σ1 ⊗ σ2� ��������� ������������ ������)
���� ������& B ��  !�"�$$#�

����� �����	
�� ���� ��� ����������� 	�������

8 �����  ����! ������ �������%. (���� ���)���
	 9��*	 ����� �	���	���
	��

 �	����
� !
�%. '����� )�! �	 ������& ��� ����(� ���� 
�)���! �����
�)��%.
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���������� �
��� SU(2) � SL(2,C) ��

��� �������	�
��� �
���������� �
��� SU(2) �

SL(2,C)

����� �����	
������ ������ SU(2)

� �����	� ����� 
���� ����� ����� ��	� 
�������� 
������������� ���

 U(n) �

�������� n(n−1)
2

��
������������� ��	�� � n(n+1)
2

��� ���� �����	� ��� �!��"##� $�
������ %��� 
������������ ��&�� 
�	����' 
������������� ���

 SU(n)� � �����
�����( � �����	� ����� ��	� ���� 
������������) ���

� SU(2) � �������� ��	��
*	��� ���� �����	� ��� �!��+##� � ������ �����	� �� ����	'�� ������� �����	'��
���	����� 
������������ ���

� SU(2)( ������� 
������)��) ��� ��&�� $�
���
���( ��� ������������� ���

� SU(2) )�	)���) ����� S3( 
�%���� ��������� 
����
���������� 
�������� � �	) ����� S3( � �������������� ,����� ��
�	'��-��) �
���	����� ���������� 
��	�&���)��

$�
����� ���� �����	 ������� 
���� ����� �����#( ��� 	-�� %	����� U ���

�
.� SU(2) ��&�� ��
����' � ����

U =
(

α β−β∗ α∗
)
, |α|2 + |β|2 = 1 , �!���/#

��� α, β ∈ C� 0�	�&�� α = x0 + ix3( β = x2 + ix1 (xm ∈ R)( ����� 	-�� %	�����
�!���/# ���

� SU(2) 
�������	)���) �	���-1�� �������

U = I2 x0 +
3∑

k=1

i σk xk ,
3∑

m=0

xmxm = 1 , �!���!#

��� σk 2 ������� 0��	� �!�/�/ #( � I2 2 ��������) 2× 2 �������� 3� 
�������	���)
�!���!# �	�����( ��� ������������ ���

� SU(2) 2 %�� ����� S3( � U 2 ����������
�������� �	��� ��
����	���� ������������ ���� � �����	� �������� 
���� �����
�����#�

.-�� %	����� A �	����� .� su(2) ���	������) 
� ���� �������� ������-1��
τk = −iσk/2 �	����� su(2)4

A = Ψ · (nk τk) = −i Ψ
2
(n1σ1 + n2σ2 + n3σ3) , �!����#

��� Ψ ∈ R � �n = (n1, n2, n3) 5 �������� ������ � R3� 6��
������ ������� �n ��&��
�����' � 
���1'- ����������� ��	�� ϕ ∈ [0, 2π) � ϑ ∈ [0, π]4

n1 = sinϑ cosϕ , n2 = sinϑ sinϕ , n3 = cosϑ . �!���7#

���
�	'�����) %��
�������	'��� ������&����� � �
����	�� 
� %	������ A ∈ su(2)
%	����� ���

� SU(2)4

exp(A) = exp(Ψ · (nk τk)) = exp

(
−i Ψ

2
(nkσk)

)
. �!����#

$�
����� ���� �����	 �������� 
���� ����� �����#( ��� ���

� SU(2) ���&�� ���
������� ���

� SO(3)( 
�%���� ��� %	������ ± exp

(
Ψ (nk τk)

)
���

� SU(2) �����

�������-� ������ %	������ ���

� SO(3)4

O(Ψ, �n) = exp
(
Ψ · (nk Sk)

)
, �!��� #



�� ��� �����������	
��� ���	������ �	���� �� s�(2,C)

���������	� ����� ����� ���	��
����� Tz� ������ SL(2,C) � ������������� ������
�
���� F ������������� 	��������
����� ���	��
����� ������� 
������ !� s�(2,C)� "��	


	�#����� $�����
 g =

(
a b
c d

)
∈ SL(2,C) 
 ������ Ψ(z) ∈ F � ���	��
����� Tz ����	��%���

�% �������# ���
���� � �����&'  

Tz(g) ·Ψ(z) = (b z + d)2j Ψ

(
a z + c

b z + d

)
. ��������

������	
��	��� ���������	
� ���	� g ∈ SL(2,C) ��������� �������� ������� ���� ������
���

g = exp(a−e−) · exp(a0h) · exp(a+e+) , ��������

�� a±, a0 � �������	
 �������
�  �����!��� ��������	�� �"�#�##� ���	� �"�"�$%� ��&
���
����! � ��� (2× 2) �����'
 �"�#�#(�)

g =

(
e

a0
2 a+ e

a0
2

a− e
a0
2 e−

a0
2 + a− a+ e

a0
2

)
≡
(
a b
c d

)
. ��������

 ��������	�� Tz ��������� e±, h �������� � �������	��� F ��� ��**�	'����	
 ����&
���
 �"�"�$+� � ���������
 ������� ����	�,	�!

Tz(exp(a−e−)) ·Ψ(z) = ea−∂z ·Ψ(z) = Ψ(z + a−) ,

Tz(exp(a0h)) ·Ψ(z) = ea0(z∂z−j) ·Ψ(z) = e−j a0 Ψ(ea0 z) ,
������	�

Tz(exp(a+e+)) ·Ψ(z) = ea+(−z2 ∂z+2 j z) ·Ψ(z) = (1 + a+z)
2j Ψ

(
z

1+a+z

)
. ������
�

-�����
 �"�"�./� �����!���! ��������	� ������ ��
 �������� �������� ��� ������� � ���&
��� �������!���	��� ����0		�!�� ����,� ���� ����� �"�"�.#� � ���

eλe+ ·Ψ(z) = Ψ(eλe+ z e−λe+) eλe+ · 1 , ��������

�� ��! ��������� ����� Tz(e
λe+) �
 ��,� eλe+ � 1���� *������ �"�"�.#� ����� �� ���	���

eλe+ z e−λe+ =
z

(1 + λz)
, eλe+ · 1 = (1 + λz)2j . ��������

���� ���	���� � �"�"�.(� ��	�����! ��� �������	�2 � �� ������ ����� ����	���� ������
�������� eλe+ 	� *�	�'�� �	������2 ∂z · 1 = 0 � ��� �����

• ������ ��� � �	
��� �����
� �������� � �������� � ������� �� ��� ������� ���������

3���	'2 ������!�� ����	�,	�!�� �"�"�./�2 �"�"�.#� 	���� �������� ������! ���	�� �"�"�$%�
	� *�	�'�� Ψ(z))

Tz(g) ·Ψ(z) = Tz(e
a−e−) · Tz(e

a0h) · Tz(e
a+e+) ·Ψ(z) =

= Tz(e
a−e−) · Tz(e

a0h) · (1 + a+z)
2jΨ

(
z

1 + a+z

)
=

= Tz(e
a−e−) · e−j a0 (1 + a+e

a0z)2j Ψ

(
ea0z

1 + a+ea0z

)
=

= (e−
a0
2 + a+e

a0
2 (z + a−))

2j Ψ

(
ea0(z + a−)

1 + a+ea0(z + a−)

)
= (b z + d)2j Ψ

(
a z + c

b z + d

)
,

�� ���**�'�	�
 a, b, c, d �����!���! � �"�"�$4�� 5���	���! ���� � ������ ����� �
 �������
�"�"�$.��

• ������ ���  �!����" �� 
 ������" !�#�� j ∈ Z≥0/2" ��$�
�� �����%�� #����	 SL(2,C)
����
��� �������	 Ψ(z) ∈ P2j ������ 2j 
 �������	 ������ 2j�

��� ����������	
 �	��	����	 � �����������	 ������� � ������������� Rp,q ���

������	
���� �������� ����� ��	������� �����	�����	�	�� ������ ��!" ���
�������
	 #�$	 !�%� 
	���� ��	���� ��& �	������ '���� � ���������
(� 
�
���! )� �������
	 ����* ���* � ��& ����	& �����!����� ������	���
 Rp,q

(p+ q = 2ν)" �� 
 !	 �!	�*��� ��+�����
����* p + q = N  !	��$� {γ0, . . . γN−1} ��	���%� �� ������ ����
��!��

������	
���� ��& ���	��%+� 	������ ��''���	 C�(p,q) � �������&%+! ����,
�����&! �-�.�/0�� (	��$	 γN+1 ��& ������ N = 2ν ���������	 
 �-�.�0-��

�����	
���� ����� ��� ����� �	 
���������� ��	���� ����� γ���	��� ����	��

��������	��� �������

Tr(γ1 · · · γ2k) = η12Tr(γ3 · · · γ2k)− η13Tr(γ2γ4 · · · γ2k)+
+η14Tr(γ2γ3γ5 · · · γ2k)− · · ·+ η1,2kTr(γ2 · · · γ2k−1) ,

�-���-0�

��� ��� ���	���	� �� ��������� ������� m� ��� �� 	� ��	� ηm1m2 → η12� γm3 → γ3
� 	�� ������ � ������ N = 2ν ���� �	 
���������� ����	���� ����� γ���	���

����� ��������

Tr(γm1 · · · γm2k+1
) = 0 . �-���-1�

�������������� 2��������� �-���-1� ��& �����!������ ����	& �� 	��
	���& ���,
��%+! ���	��!

Tr(γm1 · · · γm2k+1
) = Tr(γN+1γN+1γm1 · · ·γm2k+1

) = Tr(γN+1γm1 · · · γm2k+1
γN+1) =

= −Tr(γN+1γN+1γm1 · · · γm2k+1
) = −Tr(γm1 · · · γm2k+1

) = 0 ,
�-���/3�

��� 
� 
����! �	
����
� !� 
�����*��
	��* $ ���� ! �
����
�! ����	" 	 
 ���,
��%+�! �	
����
� 	�� �!!��	�
����*% [γN+1, γm]+ = 0 (∀m = 0, . . . , N − 1) 

����	� ������ N �

#��!��	 �-���-0� �� 	��
	���& � ��!�+*% �������
	

Tr(γ1 · · · γ2k) = 1

2

(
Tr(γ1 γ2 · · · γ2k) + Tr(γ2 · · · γ2k γ1)

)
, �-���/.�

 ������ �	��	�� 
  �	� � �����	���&� �γm�
→ γ��  ������� � $ ���� ���

�
����
	 ����	� 4����*��& �������&%+� ���������& ��& C�(p,q)" !	��$	 γ1 
�

����! ��	�	�!�! 
 ��	
�� �	�� �-���/.� ���������& �	��
�" �� ���*

Tr(γ2 · · · γ2k−1γ2k γ1) = −Tr(γ2 · · ·γ2k−1γ1γ2k) + 2η1,2kTr(γ2 · · · γ2k−1) = · · · =
= −Tr(γ1 · · ·γ2k) + 2η12Tr(γ3 · · ·γ2k)− · · ·+ 2η1,2kTr(γ2 · · ·γ2k−1) ,

����� ���� ���
�� ��	�	�!�� 
 �-���/.� �� �	+	���&  !� �����	�! �-���-0��

2 ��!�+*% '��!��� �-���-0� ��� � 
����&���& ���� �� ����
����& �%��,
�� ������� ���	 !	��$ γm (m = 0, 1, . . . , N − 1)� 5	��	& � ���
���� '��!���
Tr(γmγn) = 2νηmn" !� �	��� �����	�!

Tr(γmγnγkγl) = 2ν(ηmnηkl − ηmkηnl + ηmlηnk) ,

������� �������	�
���� ����� N = 2ν + 1 ��
	�� �������� ��
�������� ��� ������ k < ν � ��
����������� ��� k = ν� ���� ��� mi � 
������



��� ��� ����������	
 �	��	����	 � �����������	 ������� � ������������� Rp,q

Tr(γ1γ2γ3γ4γ5γ6) = 2ν
[
η12 (η34η56 − η35η46 + η36η45)−

−η13 (η24η56 − η25η46 + η26η45) + η14 (η23η56 − η25η36 + η26η35)− . . .
]
,

���� ��	
����� ������ 1, 2, 3, . . . 
�
������� m1, m2, m3, . . . �

• ������ ����	
����� 
������� �������� � �
������ �
����� ��� Tr(γ1 · · · γ6)�
����� �� ����� ������������������� �����	�
��� ����� N = 2ν� ��	
��

���� ��
 ��� ��
�
 ������ ���
� �� 2N ����� !"�#�$%&'

ΓA = {I, γm1 , γm1γm2 , γm1γm2γm3 , . . . } ,
0 ≤ m1 < m2 < m3 < · · · ≤ N − 1 .

!"���$(&

!����� ����������� A = {m1, m2, ...} �������� �������� �������� γm1γm2 · · · & 
����
���� 	
���� ������� �������) �������
����� � ����*�
� 	�
��������� 
�	�����)
����� Mat2ν (C)� 
�
��� ��*������ � ���
��
� 	�
��������� F ≡ C2ν � +�����

���
� �������) ����� ΓA � ���)��� �����
�

ΓA = {I, γm1 , γm2γm1 , γm3γm2γm1 , γm4γm3γm2γm1 , . . . } ,
0 ≤ m1 < m2 < m3 < · · · ≤ N − 1 ,

!"���$�&

�
����
�����*� � �

��������� � ,����-������ ������ ���� 
����
�� ��


1

2ν
Tr(ΓBk ΓA�

) = δBk
A�

. !"���$�&

.���� δBk
Ak

= δn1
m1
δn2
m2
· · · δnk

mk
��� �
�
�
� 
����
�
* ���	��� k'

ΓBk = (γnkγnk−1 . . . γn1) , ΓAk
= (γm1γm2 . . . γmk

) !"���$/&

� δBk
A�

= 0 � ������ �
�
�
� ����
* ���	��� k = �� 0
�������� ��
 ����� ��� �������

�����
� Ak = {m1, . . . , mk} 
�
�������� ��
 ������ � Ak �	
���
���� � 
�����
�
	
���� Ak = {mk, . . . , m1}1 �������� !"���$(& � !"���$�&� 2�	��� ��� ���
* ����� �
Γ ∈ Mat2ν (C) �� ����� ����
-���� 	
 �������� ����� ��'

Γ =
∑
A

CAΓA ≡
∑
k

∑
Ak

CAkΓAk
≡
∑
k

∑
m1<m2···<mk

Cm1...mkγm1γm2 . . . γmk
, !"���$"&

� 
�33� ����� CA � ���� !"���$�& �����

CA =
1

2ν
Tr(ΓA Γ) ⇒ Γ =

1

2ν

∑
A

Tr(ΓA Γ)ΓA .

4� 	
�������
 �

��
5����� �� � ����� � Γ 	�
���
����� �� 	
������ ���
���
	
��
�� ��� �������) �������
� ΓA � ΓA'

δ β
κ δ ρ

α = 1
2ν

∑
A

(ΓA) ρ
κ (ΓA)

β
α ⇔ P12 =

1
2ν

∑
A

(ΓA)1 (ΓA)2 ⇔
P = 1

2ν

∑
A

ΓA ⊗ ΓA ,
!"���$$&

����� ������������� 	
���� N = (2ν+1) �
��� 	�	���� ����	��� �
������� �Mat2ν (C) ��������
��
��� ������ ��
� ��
��� ��������� 	����� ������ γk ∈ C�(p,q)�

��� �����������	
��� ���	������ �	���� �� s�(2,C) ��

• ������ ��� �	
���� ������ ������������ ��	 ������ ����� �������� �������� � ��������
�	���������	 �	�������� �
������ ��� 	�	����������� �����! �����" �������� � ��������
�������� ����#������∫

d2z
zm+j z̄k+j

(1 + z z̄)2+2j
= π δk,m

(j +m)!(j −m)!

(2j + 1)!
. ��������

��������� ���	
���
�� ���
�	� ��������� �� ����� ������	� ����� ���	�� |Ψ〉 ∈ V ��
����� ������
	
� ���	��
�

|Ψ〉 =
∫

d2z μ(z, z̄) |z〉〈z̄|Ψ〉 =
∫

d2z μ(z, z̄) |z̄〉〈z|Ψ〉 , ��������

�� �����!
�� ����
�	�� �� �!���� ����
� ������

� 
	�������
� z ↔ z̄�� "��� �������� �
��#��	�� ����!
�	 ���	��� |Ψ〉 ∈ V � ����� ������
	
� ���	��
� ���	����	 ���
���� $�
�%
Ψ(z) := 〈z|Ψ〉� ��#�� !���	�� �������& {e±, h} 
� '	 ���
���� $�
�% � ���	��	�	� �
������(� !��	�� $�������

〈z| e−|Ψ〉 = ∂z 〈z|Ψ〉 = ∂z Ψ(z) , 〈z| h|Ψ〉 = (z ∂z − j) 〈z|Ψ〉 = (z ∂z − j)Ψ(z) ,

〈z| e+|Ψ〉 = (2 j z − z2 ∂z) 〈z|Ψ〉 = (2 j z − z2 ∂z)Ψ(z) .
��������

)���	�� #	� � ����� #��	� '	 ���	
���
� ���
���	 !$$���
%���
�� ���!�	����
� !��
�������& ������� * s�(2,C)� ��	���� �� ����#� ��
�� ���� �����(+�� � �!� � !��� ������,
��
�� -���
�% ������������� $������� !�� �!
#
��� �����	��� ������.�  ���!�	��� '��	���
������
�� ������!�
� �����/(� � 	���
� ���
��� $�
�%� Ψ(z) = 〈z|Ψ〉 ���!��&� �������

〈Ψ|Φ〉 = c

∫
d2z

(1 + z z̄)2+2j
〈Ψ|z̄〉〈z|Φ〉 = c

∫
Ψ(z) Φ(z)

(1 + |z|2)2+2j
dzdz̄ , ��������

�!� ��
�	�
	� c $������
� � �����01�� 2 ����� ������
	
� ���	��
� ��������� ���	��� |m〉� ��,
	���� �� ����!��� � �����/��� ���	��	�	���	 ���
���� $�
�%�3

〈z|m〉 = am zj+m , am :=

(
(2j)!

(j +m)!(j −m)!

)1/2

. ��������

"� ��	�� ����
��� ���	��� |m〉 ���	��	�	���	 ��
�� �� ������

�� z �	���
 (j+m)� *���� ���	��
|Ψ〉 ∈ V ��������	�� ���� �����/.�� �� ����
�� ���	���� |m〉  ���!���	���
� ��� ���
���� $�
�%�
��������	�� � �!� ���
��� �	 ������

�� z �	���
 2j

Ψ(z) = 〈z|Ψ〉 =
j∑

m=−j

〈z|m〉 〈m|Ψ〉 =
j∑

m=−j

Ψm zj+m ,

�!�Ψm = am 〈m|Ψ〉 ∈ C� ��'	��� 
�����!��� ��
�#
����
�� ���!�	����
� T(−j) ������� s�(2,C)
�������	�� 
� ����	��
�	�� P2j ���
���� �	 ������

�� z �	���
 2j� �� '	�� !���	�� ����,
���& ������� s�(2,C) � ����	��
�	�� P2j ��!��	�� $������� �����0/�  ������!	 ���
��� �
P2j � ���
��� � P2j � 4�

�� ���!�	����
� ������� s�(2,C) ��� ������	������� 
�� � ��
%�
��!���!��� ������

• ������ �$� ��	����� 	��	�	����	����	�� ������$� %������! �	��	��! &'�
(�" �����$$��
�
������ �	��	��	����� �������������� �����$�� � ����#���	� �����$���

4���	�� �������& ������� * s�(2,C)� ��������

� � �!� !$$���
%���
� �����	�,
��� �����0/�� �#��!
�� ������� �������	��
��	�� 
� �����
�#
����
�� ����	��
�	�� F ���!� 
$�
�%� �	 z� 4�

�� ���!�	����
� Tz ����!��� 	�� ��� � F ����!� �!�� ������ j ∈ Z≥0�
���
� ��!��	� 
����
	
�� ��!����	��
�	�� ���
���� �	���
 2j� 
� ��	���� �������	�� ��,

�#
����
�� ���!�	����
� T(−j)� ���!�	����
� Tz ������� * s�(2,C) ���	��	�	���	 
���	�����
�����
�#
����
��� ����!���� ���!�	����
� Tz ������ SL(2,C) � ����	��
�	�� F � -��!��
��
�� $������ !�� !���	�� ������ SL(2,C) � ���!�	����
 Tz� ��	���� ��	����	 � $�����
�����0/� !�� !���	�� ������� * s�(2,C)�

���	
�
 �
����� �������
 ��������� � 
���� �������
 �
�������� �������
∫
d2z μ(zz̄) zk ∼ δk,0�

������������ ��� ���� � ������!��



�� ��� �����������	
��� ���	������ �	���� �� s�(2,C)

����� �� ��	�
����� 	����	�
��� ����� ��
��
���	
�� �	�������
��� ����� j ∈ Z≥0/2
� m = −j,−j +1, . . . , j� � ���� ����� �	��	�
��� �	�������
�� V ����� 	����	
��� (2j +1)� �
���
��
�� ���	���	 ������ ! ���������� � ����

I =

j∑
m=−j

|m〉〈m| . ��������

� ��
��
���	
�� ����� ����	�
�
�� ����
�� �"	���#� ���
�# ����� �����	�� � V � $�� ����%
�� �� ����	&��
�� � ���� ��� ���
��
�� ���	���	 �����'�! ��&
� 	����&��� �� "���� ����	�
�
��
����
���

���������	� ����� � ������� �	
��	 ���������� ��������� �������� ��������� ����	��� �
������	����� V 
	�����	���� � ����

I =

∫
d2z μ(z, z̄) |z〉〈z̄| , ��������

��� z = x+ iy ∈ C z̄ := z∗ = x− iy � d2z := dx dy 	 !"�#�� μ(z, z̄) �	��	

μ(z, z̄) =
(2j + 1)

π

1

(1 + z z̄)2j+2
. ��������

�������	
����� (���&��� ��� ���	���	 �����''! �������	��� � ���� �"	���#)��� e±, h ∈
s�(2,C) � �	�������
�� T(−j)*

e± · I = I · e± , h · I = I · h . ��������

(�������� � ��� ���
�+�
�� ,�	���� �����''! ��� ���	���	� I � �������� 	���
��� �����'-! �
�����'.!� �� �������� ����� ��,,�	�
/����
�� �	��
�
�� 
� ,�
�/�# μ(z, z̄)*

(∂z̄ z̄
2 + 2z̄j)μ = −∂z μ , (∂zz

2 + 2zj)μ = −∂z̄ μ , z̄ ∂z̄ μ = z ∂z μ .

0� �����
��� ���
�+�
�� ������� ��� ,�
�/�� μ(z, z̄) ������ ������ �� �	�������
�� x = zz̄�
� ���� ����� ��	��� � ���	�� �	��
�
�� ������ � ��
��� � ���� &� �	��
�
�#

(2 (1 + j) + (1 + x)∂x)μ = 0 , ������	�

����	�� ����� �")�� 	�+�
�� μ(x) = c (1 + x)−2j−2� ��� c 1 ��
��
��� (����
���� ����� 	�+�
��
� �����''! ���� ���	���	

I = c

∫
d2z

(1 + z z̄)2+2j
|z〉〈z̄| , ������
�

�������	�#)�� � ���� �"	���#)��� ����"	� s�(2,C) � 
��	�������� �	�������
�� T(−j) ���
�����'2!! � ����������
�� ����
� ����� 3�	�� �	���	/��
���
�� ���
��
��� ���	���	�� 4�
%
��
�� c ��,���	��� �� ���
�+�
�� |w〉 = I · |w〉� ��� |w〉 1 �	�������
�� ����	�
�
�� ����
��
�����'5!*

|w〉 = I · |w〉 = c

∫
d2z

(1 + z z̄)2+2j
|z〉〈z̄|w〉 = c

∫
d2z

(1 + z z̄)2+2j
|z〉〈z̄|ew e+ | − j〉 =

= c

∫
d2z

(1 + z z̄)2+2j
ez e+ |w〉 〈z̄| − j〉 =

(
c

∫
d2z

(1 + z z̄)2+2j

)
|w〉 , ��������

��� �� ���� 	���
��� �����'2!� ew e+ |z〉 = ez e+ |w〉 � 〈z̄|−j〉 = 1� � ���&� ������
∫
d2z μ(zz̄) zk ∼ δk,0�

6	��
���� ����# � �	���# ���� � �����75! �� 
������ ��
��
�� c*

c−1 =

∫
d2z

(1 + z z̄)2+2j
=

π

2j + 1
, ��������

��� ���
������
� ,���	��� ��� �����''!� �����'7! ���
��
��� ���	���	� � V �

��� ����������	
 �	��	����	 � �����������	 ������� � ������������� Rp,q ���

�����	 α, β, ρ, κ 
 ������� �������� ���� ��������� ������� ������	 ���
�������� ����������� �������� �! � ����������� F⊗F � P12 
 �"���#��� �����$�
(P12)

ρ β
κα = δ β

κ δ ρ
α ��������� ����������� P ���� ���%�&%��� � ������ 1, 2 
 �����

�������! ���������� F � ������� ����������� F ⊗ F � � ������! ���������
������������ �� �����$� (ΓA)1 � (ΓA)2�

• ������ ���� 	
��
��� ��
��
���� � ������� ��������� �������� �� �����
ρ = α! �
������
����� �� α � ����� ��������" 
��������∑

Ak

ΓAk ΓAk
=

1

k!

(
γ[�k · · · γ�1] · γ[�1 · · · γ�k]

)
=

N !

k!(N − k)!
I2ν , �'���()�

#� �  ��$ ����� �����
����� ��� �� ��� ���
"�����%� ��&�
�� Ak =
(0 ≤ m1 < m2 < ... < mk ≤ N)! � ���������
�������% ���&���'��
γ[�1 · · · γ�k] ��
� �% � �������� � �����
����� ��� �� ��� �i�

�����	
���� ����� � ����������� 	
���� N = 2ν 
� ���
������ ���������
��������� �������� ���	���
���� ρ⊗ ρ̃� Δ± ⊗ Δ̃± � Δ∓ ⊗ Δ̃± 	�����
��� 	
������
�����  ����
�� !
� ρ⊗ ρ̃"

ψ̄ρ φκ =
1

2ν

2ν∑
k=0

1

k!

(
γ[mk · · · γm1]

) ρ

κ
(ψ̄ γ[m1 · · · γmk] φ) , �'���(*�


� (Δ± ⊗ Δ̃±)�

ν − �#���� : (ψ̄±)ρ (φ±)κ =
ν−1
2∑

k=0

(C
[m2k ...m1]
± ) ρ

κ (ψ̄± γ[m1...m2k]φ±) ,

ν − #���� : (ψ̄±)ρ (φ±)κ =
ν
2
−1∑
k=0

(C
[m2k ...m1]
± ) ρ

κ (ψ̄± γ[m1...m2k]φ±) + (C
[mν ...m1]
± ) ρ

κ (ψ̄± γ[m1...mν ]φ±) ,

�'���)+�


� (Δ∓ ⊗ Δ̃±)�

ν − #���� : (ψ̄±)ρ (φ∓)κ =
ν
2∑

k=1

(C
[m2k−1...m1]
± ) ρ

κ (ψ̄± γ[m1...m2k−1]φ∓) ,

ν − �#���� : (ψ̄±)ρ (φ∓)κ =
ν−1
2∑

k=1

(C
[m2k−1...m1]
± ) ρ

κ (ψ̄± γ[m1...m2k−1]φ∓) + (C
[mν ...m1]
± ) ρ

κ (ψ̄± γ[m1...mν ]φ∓) ,

�'���)&�

#� ψ̄± = ψ̄ P±� φ± = P± φ� ����$���� P± = 1
2
(I ± γN+1) %�
� ������ � �����&'� �

C
[mk...m1]
± ≡ 1

2ν

(
1

(k)!
γ[mk ...m1] ± α2ν−k

(2ν−k)!γ[n2ν−k...n1]ε
n1...n2ν−km1...mk

)
. �'���)%�

�������������� ,����� �"� #���� �����-� ��.������ � �'���((� � ����������/
�� �������� ψ̄α � φβ � �����	���� � �#���� �����-� �������� � �'���()� ����#���
�����.��� �'���(*�� ����� �� ����.�� 0������ �'���)+�� 0������ �'���)&� ������/
������ ����-�#�� ,����� �"� #���� �����-� ��.������ � �'���((� � �����	���



��� ��� ����������	
 �	��	����	 � �����������	 ������� � ������������� Rp,q

�����	
�� ψ̄α± � (φ±)β � ������������ ���� ��� (ψ̄±ΓA2k+1
φ±) = 0� � 	�����
�� �

������ ��	���� 	
������
 � �������� ����
��

(ψ̄±)ρ (φ±)κ = 1
2ν

ν∑
k=0

∑
A2k

(ΓA2kP±) ρ
κ (ψ̄±ΓA2k

φ±) =

= 1
2ν

ν∑
k=0

1
(2k)!

(γ[m2k ...m1]P±) ρ
κ (ψ̄±γ[m1...m2k]φ±) ,

��������

��� �� ��������
� �����
����� γ[m1...m2k] ≡ γ[m1
· · · γm2k ]�  ��
��� �����!"� �� ���#

�� ����$%�� ��&������

(ψ̄ γ[m1...mk]φ±) = ± (ψ̄ γ[m1...mk]γN+1φ±) = ±αk εm1...mki1...iN−k
(ψ̄ γi1...iN−kφ±) ,

��������
� ����%�$ '���	��� 	
������� �������� �
�����
���� � ���� ������(���) ������*�
!�� ν + ��������

(ψ̄±)ρ (φ±)κ =
ν−1
2∑

k=0

(C
[m2k ...m1]
± ) ρ

κ (ψ̄ γ[m1...m2k]φ±) , ������"�

,�� ν + ������

(ψ̄±)ρ (φ±)κ =
ν
2
−1∑
k=0

(C
[m2k...m1]
± ) ρ

κ (ψ̄ γ[m1...m2k]φ±) + (C
[mν ...m1]
± ) ρ

κ (ψ̄ γ[m1...mν ]φ±) ,

��������

� �
�	�-� C
[m2k...m1]
± ��	������ � ������,�� .�	��
 ������"� ���
������ � 	
��&�#

����� '���	�� �	������� �� ���	�) ��	��'� �����,,�� /������� ��� �������� �
�
�#
��� � �	
��) �
��� �������� � ������ ������,� 	
���

C
[mν ...m1]
± (ψ̄ γ[m1...mν ]φ±) =

(−1)[ ν2 ]
2νν!

(γ[m1...mν ] ± ανγ[n1...nν ]ε
n1...nνm1...mν)(ψ̄ γ[m1...mν ]φ±) ,

� � ������������ � �����,*� ��	������ �
�����
����
���� �	��'-�� �����	�� �
'��������
�� ψ̄ γ[m1...mν ]φ±� 0
'�� ��	
���� 1�	��
 �������� ���
������ � 1�	���)
�� ���	�) ��	��'� �����,!��

0�&������ ��������� '	��� ����� ��� �� ���� ����'
$� 	
��&���� ������2�� ������*�
� ������!�� ������� �������� ������(������ � ����%�$ '���	��� ����
$��� �����#
�������� ���-�
���� ��&�����
 �
 �����	�� �
���
���� ���������	
 �
���
3
�	���	� ������� �	��������) ���	
��	� ��)����$%�) � �	���	
����� F ⊗ F �
'���	�) �����
 ��&�� �
���
�� '
' ����� �����	��4 �	���������) ���4 �������

XBk
A�

(ΓA� ⊗ ΓBk
) ≡ XBk

A�
(ΓA�)1 (ΓBk

)2 = (Γ̃Bk)1 (ΓBk
)2 , ��������

��� XBk
A�
+ ������� '�511�-������ Γ̃Bk ≡ XBk

A�
ΓA� �� '
' � � 1�	��� ��������� ���#

	
�����
���� ���	�'
 �� �����#����'�
� Ak = {m1, . . . , mk} 6 Āk = {mk, . . . , m1}�
Bk 6 B̄k� 7���&�� ���	
��	 �������� ��	
�
 �
 ��	���
���'� P12�  ������ �	
��
O1P12 = P12O2 � O2P12 = P12O1� ��� 1, 2 + ����	
 �	���	
���� � F ⊗ F � � '���	�4
��)����$� �����������$%�� ���	
��	� O1,2� ���$� ����� ����$%�� 	
������


(Γ̃Bk)1 (ΓBk
)2 P12 = (ΓBk

)2 P12 (Γ̃
Bk)2 = (Γ̃Bk)1 P12 (ΓBk

)1 . ��������

��� �����������	
��� ���	������ �	���� �� s�(2,C) ��

� �������� 〈−j| − j〉 = 1� � ��	�
 ��
�� ������
��


(2j)m = (2j) · (2j − 1) · · · (j −m+ 1) =
Γ(2j + 1)

Γ(j −m+ 1)
, ��������

��
 Γ(x) � ���������	��� ���
��� ��	�� ������� ��� ���� ����� ����
�� �
	�����  !�!�"!# ����
���������������  ���  !�$�!%##

〈m′|m〉 = δj+m′,j+m , ��������

��� �
��&����� ������' 	�(�����
��� cm � ���
�
�
���  !�!�"!# � �������') �� ������� ����
���
�� � ��
��)*
� ���
  �������
 � ������������� 	�(�����
���� � ������
  !�$�!+##

cm = ((j +m)! (2j)m)
−1/2

=

(
Γ(2j + 1)Γ(j +m+ 1)

Γ(j −m+ 1)

)−1/2

. ��������

,�������� ��
����� I � �����������
 V ������
��� �� ������ ����
�
 ����������������&
������& �
	�����  !�!�"!# ����������� ������  $�$�%#

I =

∞∑
m=−j

|m〉〈m| , ������	�

� �����
����
��� �)��� �
	��� |Ψ〉 ∈ V ��
������� � ���
 ���
���� 	��������� ������& �
	�����
|m〉-

|Ψ〉 =
∞∑

m=−j

|m〉 〈m|Ψ〉 , ������
�

��
 〈m|Ψ〉 ∈ C . 	��������� �
	���� |Ψ〉 ∈ V � ��������� ����
�
/��������� �
�
�' ��������*�) ���	��) ��� ������& �
	�����  !�!�"!#

|z〉 := exp(ze+) | − j〉 , ��������

	������ �����
��� ����������	 
�
������	 ���
��� 0� s�(2,C) � ��
������
��� T(−j)�

���������	� ����� ���������� 
�
������ �������� � ����
�������� T(−j) ������������� 
���
�����	 ���������	

e+ |z〉 = ∂z |z〉 , h |z〉 = (z ∂z − j) |z〉 , e− |z〉 = (2 j z − z2 ∂z) |z〉 . ��������

������	
��	��� 1
���
 ������2
��
 �  !�!�%$# ��
������ 3�� �����& ������2
��� ��	����)���
� ����*') ������

e−ze+ h eze+ = h+ z e+ , e−ze+ e− eze+ = e− − 2 z h− z2 e+ ,

	�����
 � ���) ��
�
�' ��
��)� � ���
�����

eA · B · e−A =

∞∑
k=0

1

k!
[A, [A, . . . [A︸ ︷︷ ︸

k

, B] . . . ]] ,

��
 A � B . �������'��
 ��
�������

1���
��� (������� ������
��
 	 ��
�� ������ �������  !�!�%4#� �� ������
� ���
�
�
��

��������� ������������ 
�
������ � �����������
 V∗

〈z| := 〈−j| exp(ze−) , ��������

��� 	������� �������  !�!�%$# � ����*') (������� ������
��� �
�
������)��� ��
��)*�� ���
����

〈z| e− = ∂z 〈z| , 〈z| h = (z ∂z − j) 〈z| , 〈z| e+ = (2 j z − z2 ∂z) 〈z| . �������



�� ��� �����������	
��� ���	������ �	���� �� s�(2,C)

����� ������	
	�� ���
�	� �� ������� �� s�(2,C)

� ���� ����	
���� � ������� ��� ���� �	��� ������ ������
��	��� ���
�	����� ���	�	 ����
�	
��� ��� ��� ���
�	����� ����� �� ������ ��� ����	��� �� ������! ��������� 	� ��� ��"��#
������� ���� ����	
��� ����$ �� � ��� ����	��� �� ������! ��������� 	� ��� %�� & ��������
�� ������� ��������� ��� �������'� � ����	� 	� ��� %� s�(2,C) � su(2)� � ���� ����	� � ���	#
���$ ��� ��((����"�	����� ������	������ �)�)�*+� 	� ��� s�(2,C) � ������	������ �)�)�*,�  ���#
� SL(2,C) ����������� ���	
�� ��
���	-� �	� ������	������ � ������	����� �����������-��!
�� ������! ����������

������ � 	� ���� s�(2,C) ��	��	���� �	
�� {e±, h}$ � ��������-���� ������'������ �)�.�.��
/	� � �������� � �	
���� ���$ �	
�� {τi} (i = 1, 2, 3) 	� ��� su(2)0 ������������ (��� 	� ���
s�(2,C)$ ���
	� � �	
���� {e±, h} 	� ��� s�(2,C) ����������� ������	
��	��� �)�.�.1�$ ��� ����

������� 	�������������� τ†i = −τi � �	���#���� ������	������ ��� ���	
�-��! su(2) ������� �
��� �� ������	������ ��	���� �������	 ���������� ��� ��������� {e±, h} ���� �)�.�.2��3

h† = h , e†+ = e− , e†− = e+ . ��������

4������� ��� 	� ��� s�(2,C) ������	������ T(−j) � ��	�'�� ����� (−j)$ ����
���� �����	#
��$ �(���������	���� � �	
���� ������� ������ �	��� ��� �� 4���� | − j〉 5 ��	�'�� ������ �
������	����� V ������	������ T(−j) �	���$ ���

e− | − j〉 = 0 , h| − j〉 = −j | − j〉 , ��������

 �� � ���� ������� h† = h � ����� j ∈ R� 4� 	�	�� �� � ������	������� 6��	 ��� ��	����� �
��"�������	 ���� ����	
��� ���� ����� �	
�	�� ��	�'�� ������ | − j〉 �	������� ��� �	
����
������	 |m〉 ∈ V �����	-��� ��������� �	 �	���� | − j〉 ���'	-��! ����	����� e+3

|m〉 := cm ej+m
+ | − j〉 ⇒ h |m〉 = m |m〉 , ��������

 �� m = −j,−j+1, . . . $ �� ���� (j+m) 5 "���� ������"	������� ������ 7����������� ���((�"����
cm � 
	(�������� �����

8
������$ ��� ������	������ T(−j) ������������ � ����������� �� �	 � ������ �� �	$ �� �	
j ∈ Z≥0/2 0 "���� ��� ����"���� ������"	������� ������ � ���� ����	� ������	������ T(−j) �

��	�'�� ����� (−j) �����	������ ������	�����- T (j) �� ��	�'�� ����� j� 7	������$ ��� ���
������������ � ����������� ������	������ T (j) �� ��	�'�� ����� j ∈ Z≥0/2 ��� �������� �
����	
���� ������� ������ �	��� ��� � � ��	��� ������	���� �'� � �	
���� ����

4���� � ������	����� V ������	������ T(−j) ���������� �������� ��	������ ����
�������
〈Ψ | Φ〉 ∈ C3 ���� �	
��� ��� � ����3

〈Φ | Ψ〉 = (〈Ψ | Φ〉)∗ , ��������

 �� |Ψ〉 � |Φ〉 ��	 ����
�����! ������	 �
 V � �������� ���������� ������	 〈Ψ | = | Ψ〉† ���	
�#
-� ������	����� V∗ ��	����� � ������	����� V � ������ � ������	����� V∗ �	
��$ ��������� �

�������� 〈m| = |m〉† ���	����� � �)�.�)+��$  �� |m〉 0 �	
���� ������	 �)�)�9)� � ������	����� V �
��	���� �	������ ������ 〈−j| � ���� ������� �)�)�9:�$ �)�)�9.� ������������ ������'������

〈−j|e+ = 0 , 〈−j|h = (−j) 〈−j| , ��������

	 ��� �	
���� ������	 〈m| ∈ V∗$ �� �	��� �)�)�9)�$ �������� � ��
����	�� �������� �	 ��	����
�	���� 〈−j| ���	�	 ����	���	�� e−

〈m| = |m〉† = (cm ej+m
+ | − j〉)† = c∗m 〈−j|ej+m

− , m = −j,−j + 1, . . . .

��������� ������� ���! �	
���! �������� �	��

〈m′|m〉 = c∗m′ cm 〈−j| ej+m′

− ej+m
+ | − j〉 = δj+m′,j+m |cm|2 (j +m)! (2j)m ,

 �� � ��� ���	��� ��������� (������ �)�.�;�$ �������	���- � ����

ek− e+ = e+ ek− − k (2 h+ k − 1) ek−1
− ,

��� ����������	
 �	��	����	 � �����������	 ������� � ������������� Rp,q ���

�����	
��� 
 	���� �� 
��	������ ������������ 
 �����  !� ���"��� �������! ���
P12� "� �"��" �������
	

(Γ̃Bk)1 (ΓBk
)2 P12 =

1
2ν

∑
A(Γ̃

Bk ΓA)1 (ΓBk
ΓA)2 =

= 1
2ν

∑
A(Γ

A)1(ΓBk
ΓA Γ̃Bk)2 =

1
2ν

∑
A(Γ̃

Bk ΓA ΓBk
)1 (ΓA)2 ,

����� #!

��� $�������� � $���$�������� 
��	����� �	
�� ����
����
���� $�������"� � $���%
$�������"� 
��	����� 
 �����  !� & �"$�������� ���"� �������
	 ����� #! �	$�%
��
	���� 
 
���

(Γ̃Bk) β
κ (ΓBk

) λ
α = 1

2ν

∑
A(Γ̃

BkΓA) λ
κ (ΓBk

ΓA)
β
α =

= 1
2ν

∑
A(Γ

A) λ
κ (ΓBk

ΓAΓ̃
Bk) β

α = 1
2ν

∑
A(Γ̃

BkΓAΓBk
) λ
κ (ΓA)

β
α .

�����#'!

���(����( �"$�������� ���"�� �	$���� $��
�� �	
����
� $���)	���� � �)���"
�������! ��������" �*�	��"

(Γ̃Bk) β
κ (ΓBk

) λ
α = (Γ̃Bk) ρ

κ (ΓBk
) σ
α δ βρ δ λσ =

= (Γ̃Bk) ρ
κ (ΓBk

) σ
α ·
[

1
2ν

∑
A(Γ

A) λ
ρ (ΓA)

β
σ

]
= 1

2ν

∑
A(Γ̃

BkΓA) λ
κ (ΓBk

ΓA)
β
α .

+
��	)�
	� �	
����
	 �����#'! � �"$�����	"� (Ψ1)
κ, (Ψ2)β, (Ψ3)

α � (Ψ4)λ )������
�$�����
 Ψ1,Ψ2,Ψ3 � Ψ4 $� �$������" �����	" α, β, κ � λ� "� 
�
���" �������
	
,��-	 ��� �$�����
 
 N = (p+ q)%"����" $�����	���
� Rp,q.

(Ψ1Γ̃
BkΨ2)(Ψ3ΓBk

Ψ4) =
(−1)g
2ν

∑
A

(Ψ1Γ̃
BkΓAΨ4)(Ψ3ΓBk

ΓAΨ2) = �����#/!

=
(−1)g
2ν

∑
A

(Ψ1Γ
AΨ4)(Ψ3ΓBk

ΓAΓ̃
BkΨ2) =

(−1)g
2ν

∑
A

(Ψ1Γ̃
BkΓAΓBk

Ψ4)(Ψ3ΓAΨ2) ,

���� 	 � �	���� g = 0 ��� �""��������� � g = 1 ��� 	����""���������
�$�����
� & )	����� ���)	��� $����	
��� 
 �����#/! 
��	����� Γ̃Bk ⊗ ΓBk

= I ⊗ I �

Γ̃Bk ⊗ ΓBk
= γm ⊗ γm� "� $���)	�" ����
����
����� �������
	 ,��-	

(Ψ1Ψ2)(Ψ3Ψ4) =
(−1)g
2ν

∑
A

(Ψ1Γ
AΨ4)(Ψ3ΓAΨ2) , �����#0!

(Ψ1γ
mΨ2)(Ψ3γmΨ4) =

(−1)g
2ν

∑
A

(Ψ1Γ
AΨ4)(Ψ3γmΓAγ

mΨ2) . �����#�!

1������
� �����#�! "���� �$������( � $�"��(� ���������� ��
���������

�����	
���� ����� ����� ����� �������	�

N−1∑
m=0

γmΓAk
γm = (−1)k (N − 2k) ΓAk

, �����#�!


�� ������ ΓAk
��������� 	 ���������



��� ��� ����������	
 �	��	����	 � �����������	 ������� � ������������� Rp,q

������	
��	��� ������	
 �� ����	��� ��� 0 ≤ m1 < m2 < · · · < mk ≤ N − 1� ��
���

N−1∑
m=0

γm ΓAk
γm =

∑
m∈/{m1,...,mk}

γm(γm1 γm2 . . . γmk
)γm +

∑
m∈{m1,...,mk}

γm(γm1 γm2 . . . γmk
)γm =

= (−1)k (N − k) ΓAk
+ γm1(γm1 γm2 . . . γmk

)γm1 + · · ·+ γmk
(γm1 γm2 . . . γmk

)γmk .

���� �� ��� ��	�	���� �	���	
 �� �������� ������ γmr ���	�	 �	��� �� γmr �
�	�� �����������
 ��������� γmr γ

mr = I ���������	��
 �� mr ����  �����!
�	� �������

N−1∑
m=0

γm ΓAk
γm = (−1)k (N − k) ΓAk

+ (−1)k−1γm1 . . . γmk
+ (−1)k−2γm2(γm1 γm3 . . . γmk

)+

+ · · ·+ (−1) γmk−1
(γm1 γm2 . . . γmk−2

γmk
) + γmk

(γm1 γm2 . . . γmk−1
) =

= (−1)k (N − k) ΓAk
+ k (−1)k−1 γm1 . . . γmk

= (−1)k (N − 2 k) ΓAk
.

�����	��

 ������"�� �#���$�� � �������� %��&	 �#���$��� �� �����	� ����!
'���( )���� *���� �������	

(Ψ1γ
mΨ2)(Ψ3γmΨ4) =

(−1)g
2ν

N∑
k=0

(−1)k(N − 2k)
∑
Ak

(Ψ1Γ
AkΨ4)(Ψ3 ΓAk

Ψ2) . �#���$+�

• ������ ���� �	
����� ��	 ��� �����������	�	 ������ N = 4 �	������� �����
� �!�"�# � � �!�"$# ��%�����&��� � ����

(Ψ1Ψ2)(Ψ3Ψ4) =
(−1)g

4

(
(Ψ1Ψ4)(Ψ3Ψ2)+

+(Ψ1γ
mΨ4)(Ψ3 γmΨ2)− 1

2
(Ψ1γ

m1m2 Ψ4)(Ψ3 γm1m2Ψ2)−
−(Ψ1γ

m γ5Ψ4)(Ψ3 γm γ5Ψ2) + (Ψ1γ5Ψ4)(Ψ3 γ5Ψ2)
)
,

�#���$#�

(Ψ1γ
mΨ2)(Ψ3γmΨ4) = (−1)g

(
(Ψ1Ψ4)(Ψ3Ψ2)− 1

2
(Ψ1γ

mΨ4)(Ψ3 γmΨ2)−
−1

2
(Ψ1γ

m γ5Ψ4)(Ψ3 γm γ5Ψ2)− (Ψ1γ5Ψ4)(Ψ3 γ5Ψ2)
)
,

�#���$,�
��� γm1m2 = 1

2
(γm1γm2 − γm2γm1) � γ5 = (−i)γ0 γ1 γ2 γ3 ���� � �!�!'# ���

N = 4#� (
������) *������ � ��%	��	��� ���������∑
A4

(Ψ1Γ
A4Ψ4)(Ψ3 ΓA4 Ψ2) = (Ψ1γ5Ψ4)(Ψ3 γ5Ψ2) ,∑

A3
(Ψ1Γ

A3Ψ4)(Ψ3 ΓA3 Ψ2) = −(Ψ1γ
m γ5Ψ4)(Ψ3 γm γ5Ψ2) ,∑

A2
(Ψ1Γ

A2Ψ4)(Ψ3 ΓA2 Ψ2) = −1
2
(Ψ1γ

m1m2Ψ4)(Ψ3 γm1m2 Ψ2) ,

���� ��%	������� ΓAk � ΓAk
+ �	�	�� k,	�	 %	���
��

��� �����������	
��� ���	������ �	���� �� s�(2,C) ��

� ���� ��	
��
������ (ss̄+ tt̄)2j ��
	
� �
��� �������� ���������������� �
� ��	
�

��
���
� �	����
 �
������ 	����	 T jm �������� � T
j

m �������� �� �����
���	 ��� �

��
	����! T (j) � T
(j)
�

��������� �	 ����� ��������	� 
����� P2j(s, t)� ����������	� ��� �������� ���������
������	� ����� ��������� ���� �	�� ��
���� � ����

P2j(s, t) = t2j φ2j(z) , ��������

 �� 	 ������� ����! 
������	� s, t→ z = s/t, t � �
�������� 
����� φ2j(z) ���
��� 2j �� �����


�������� z = s/t� " ���	� 
������	� (z, t) �
������	 ê±, ĥ �����#� ��
��	������ ����!�$�
������

ê+ = zt∂t − z2∂z , ê− = ∂z , ĥ = z∂z − 1

2
t∂t , ��������

%�� ��� �������� �
�������� ê±, ĥ �� 
�����	 P2j(s, t) �� ����� �� ���
��� ������������� ���

����!��� �����&#� � �����&'�� ���� �
�������� �������� (��� �
�������� � 
����������� 
�������
φ2j(z) � 
��$�� ������)����

ê± · (t2j φ2j(z)) = t2j Tz(e±) · φ2j(z) , ĥ · (t2j φ2j(z)) = t2j Tz(h) · φ2j(z) , ��������

�� �����	� 	 ������*

Tz(e+) = 2 j z − z2∂z , Tz(e−) = ∂z , Tz(h) = z∂z − j . ������	�

+��!�	 �����&,� ������ 
������������ �� ���	 s�(2,C) � 
����������� 
������� 2j- � 
������ ��
����� 
�������� z� .���������!�$�� 
������������  �!

	 SL(2,C) �	������ �� /��!� �������
� �����'�� .� ����� �����'� �������� (������ g ∈ SL(2,C) �� ����� ��������	� 
����� P2j(s, t)
���� ���

[T (g) · P2j ](s, t) = P2j(s
′, t′) = (t′)2j φ2j(s

′/t′) = (t)2j (t′/t)2j φ2j(s
′/t′) , ������
�

 �� 
������������	� 
������	� s′, t′ � /!����� φ2j(s/t) �
�������	 � �����'� � �����&#�� 0���� �
����� 1���� ������)���� �����&2� ����! �����&#�� 	 
��!1�� 
������������  �!

	 SL(2,C) �

����������� 
������� φ2j(z)*

[Tz(g) · φ2j ](z) = (A 2
1 z +A 2

2 )2j φ2j

(
A 1

1 z +A 1
2

A 2
1 z +A 2

2

)
. ��������

3������������ �����&,� � �����&4� �!�!� ���������	 ��� � ��������� ���� ��1�� ������ � ����!-
�$� 
��������� �	�	
�

• ������ ��� �	
����� ��	 	�����	�� �������� 	������� ����� ������� �� s�(2,C)� �	�����
���������� �� �������� ������� s�(2,C)� ��!	�" �� ���������� �" ������#� ������ SL(2,C)�
$������� 	�����	� %���&��� J2 ��" �������'�� ���������

• ������ �(� ��" �������'�� �������� ������� �� s�(2,C)  �)�� ����*�) ��
�	� v0+

e+ v0 = 0 , h v0 = λ v0 ,

�	
����� ��	 λ = j� � �	���	�� ���������� �� T ��" s�(2,C) �	 ����*�& ���	& λ = j�
�	
����� ��	 T , 
	 �� 	&�� 	� ���������� ��� �	�
	 ���� 2j , '��	�  �	���'���� 	�
����	� -����� � .�	& ������ ��	���� ���	 ���������� �" T �  �)�� ��	 ���&�� 	���
-����� ���
	 �� 	&�� �� ���������� �" s�(2,C) �	 ����*�& ���	& � ������ 2j = Z≥0�



�� ��� �����������	
��� ���	������ �	���� �� s�(2,C)

�������� 	�
 ��� 
�
���������� �������� �� ����� T
j

m = T jm� ��� � ����
���


������

�
 �
���
���� ��� ����
�� �������� �������� �
 ��������� ����
���� ��� ��!"
!����#�����
$
 
�����
�� ĥ �������%

ĥT jm = mT jm ⇔ ĥ |j,m〉 = m |j,m〉 , �����&'�

������ � (�
� ��)���� �� ��� �����
���  *��� 
�*����� 	���� 〈s, t| � 
 
)��	���+
〈s, t|j,m〉 ��� ����
�
� ��������� ���� �� ����* ��� �
������� �*,����� ������ -�
��
�
$
� �
��)*��� ������ !
��*���� ��� 
 ��)*�,�+ �������� �� �
�*	��� �

��
"
.����

ê+ |j,m〉 =
√

(j +m+ 1)(j −m) |j,m+ 1〉 ,
ê− |j,m〉 =

√
(j −m+ 1)(j +m) |j,m− 1〉 .

�����&��

/
��*�� �����&'� � �����&�� �
������� � �������� � ������&�� ��� (�
�� ��� �� *�
$
�
�����  �)����� ����
�� �������� *�
�����
���� *��
��� 
��
�
����
����
���
������0� �
 
��
.���� � �������
�* ��
�)������� ������1�� 2���� 
 ��)
�� �� �
�"
��
�)���� � !
�����)�� ��!!����#������+ �����)�#�3 ��)*������ ��)���� ����

2� � !
��*�� �����&'� � �����&�� ����� ����
 � ��� �
����$���������+ ����"
��������3 �������� � ������4�� 	�
 ����*�� �) (����������
��� ���������

• ������ ��� ��	
��� ��������� ����
	 ���������

êk± |j,m〉 =
√

(j ±m+ k)!(j ∓m)!

(j ±m)!(j ∓m− k)!
|j,m± k〉 . �����&��

5����
���� ����
� ��
�)������� T (j) ⊗ T
(j)

��*+ ������
����+ ������������3

T (j) � T
(j)
� $�� j = n/2 � n ∈ Z≥0� ��3���*�,�+ � !*��#�
������+ ��
���������+ �

 �)����� �������� � ������4�� �

����������
� 6 ��	�����  �)��� � ��
��������� ����"

��������� T (j) ⊗ T
(j)

�
�
 �� ���� ��� �
�
�� ���� T jm(u) · T
j

m′(ū)� $�� �������

m,m′ ��
 �$��� )��	���� −j, . . . , j − 1, j� ������������� T (j) ⊗ T
(j)

� 
 ,�� ��*	��
����
���
 � � �$
 ��)�
���� �
 ������
����� �������������� �
������� �����"
����
� 
��
����
� �������������� 7�
 ���������
� ������������� �
���
 ���� ���
���� ��� ��	������� �
(!!�#����
� -�� .�89
����� ���� ��)��� ������� �
(�
�*

�� ������� �$
 �) T (j) ⊗ T
(j)

���
� :�� (�
$
 ��
 +
���
 ��3�� ����
� f(u, ū) �

�����������	 ��	
�����	�� T (j)⊗T (j)
� ������� ���������	� �������	���� ��	�����

������� ��������� �� 	��� �� f(u, ū) �	�����	�� ����������	 �
���	���	 ��	
�����	�
��	 ���	��� s�(2,C) ������� SL(2,C)�� ����������  ���!�" (uβūβ)

2j = (ss̄+ tt̄)2j�
������ ��	�� �
����
��� ��������� ��	�	�� 2j ��� �� �	�	�	���� (s, t)� ���
� �� �	�	�	���� (s̄, t̄)� � ��#���� 
����  ���!� $ �	���� � �����������	 ��	
�

�����	�� T (j)⊗T (j)
� %���!� (ss̄+ tt̄)2j ����������� �������	���� ��	�����������

��������� &�� � &�������� ����'�	�� � ��
	 �����	��� ������(�� )�� ����&�	�� &��

 ���!� (ss̄+ tt̄)2j * ������� �	���� � �����������	 ��	
�����	�� T (j) ⊗ T
(j)
� ���

����"+�� �����������	 �
���	���	 ��
������������ ������������ ��	
�����	���
,����	!� �����'�� (ss̄+ tt̄)2j � ����+�"  ������ ������ ,�"����-

(ss̄+ tt̄)2j = (2j)!
j∑

m=−j
(ss̄)j+m (tt̄)j−m

(j+m)!(j−m)!
= (2j)!

j∑
m=−j

(−1)j−m T j−m(ū) T jm(u) . �����..�

��� ����������	
 �	��	����	 � �����������	 ������� � ������������� Rp,q ���

�����	
�		 ����	��	 ����	��� ����� �������	��� �� ��������	��� ���������
�����	�  �� �	���� ���� ������� ΨK ! ��� ��	�	�	������ ���	 �� �����������
��������	��	� ������ p = 1 "q = N−1 = 2ν−1#$ ��	%�	�� &����	� �	 �����	���!

�� ����	
 ��	����� ��
������� �������� '���� ������ ΨK "K = 1, . . . , 4# �
"(!�!�)#$ "(!�!�*# ����%���  ��������� �	
�	�� ���$ �� 	��� ��	�	��%��� �������	+
����� "(!�!�,# � "(!�!�)#! - .��� �����	$ 	��� (1∓γN+1)ΨK = 0$ �� ��� �����	�����
������ ΨK �� ��		�

Ψ†K(1∓ γ†N+1)D
−1 = Ψ†KD

−1(1∓ (−1)q γN+1) = ΨK(1± γN+1) = 0 ,

�$ ��	�����	����$ ����	����� ����	����

ΨK γm1γm2 . . . γmrΨK ′ = 0 (mi = 0, . . . , N − 1) ,

��� ��	� �	���� r = 2n$ 	��� ������ ΨK � ΨK ′ ��	%� ����� ���%  ����������$ �
��� ��	� �	�	���� r = 2n + 1$ 	��� ������ ΨK � ΨK ′ ��	%� �����%  ����������!
'�� �����	��� .��� ������
$ �������� ΓAr = γm1γm2 . . . γmr � ΓAr = γm1γm2 . . . γmr $
����� �����	��� � ����� ������ ����	��� "(!�!�)#$ "(!�!�*# /���� ����������!

• ������ ���� �	
���� �� 	������ �������� �
� N = 4 �
������� �	
�����
�
� � �
	����!  �������

(Ψ1γ
m(1 + γ5)Ψ2)(Ψ3γm(1 + γ5)Ψ4) =

= (−1)g+1 (Ψ1γ
m(1 + γ5)Ψ4)(Ψ3 γm (1 + γ5)Ψ2) ,

(Ψ1γ
m(1 + γ5)Ψ2)(Ψ3γm(1− γ5)Ψ4) =

= 2(−1)g(Ψ1 (1− γ5)Ψ4)(Ψ3 (1 + γ5)Ψ2) .

"#������$ ���
�� � �������� �		��������� ��%��� ����	 	�
ΨK → (1± γ5)ΨK � ΨK → ΨK(1± γ5)�

�� ����	
 �	
�	������� �������� - .��� �����	 N = 2, 4 mod(8) � ε = +1!
'�������� �������	����� "(!�!(*#$ � �� �	 ���	������ "(!�!�0#$ �� ��		�

ΨK γm1 · · · γmr ΨK ′ = ζ ΨT

K C γm1 · · · γmr ΨK ′ =

= (−1)g ζ ΨT

K ′ (C γm1 · · · γmr)
TΨK = (−1)g+ (r−1)(r−2)

2 ΨK ′ γm1 · · · γmr ΨK

"(!�!�1#

��	 ζ 2 �	 �����
 &�����
 ������	�� � g = 0$ ��� g = 1$ � ����������� �� ����
����%��� �� ������  ��������%���� ��� ���� ��������%����! 3������	��	
"(!�!�1# ���/�� 	�	����� � ���	 ���� ����	���

ΨK γm1 · · · γmr ΨK ′ = (−1)g ΨK ′ γm1 · · · γmr ΨK (r = 4k + 1, 4k + 2) , "(!�!��#

ΨK γm1 · · · γmr ΨK ′ = (−1)g+1ΨK ′ γm1 · · ·γmr ΨK (r = 4k, 4k + 3) . "(!�!,00#

'�.����$ � ����	����� ����� "(!�!�)#$ "(!�!��# ����� �	���� �����	�����%��% 	+
�	������ � ��
������� �� �������! 4���	 ����$ 	��� ΨK = ΨK ′$ �� �����	��� �
"(!�!��# ����� ���%$ 	��� g = 1 "������ ���� ��������%�#$ �����	��� � "(!�!,00#
����� ���%$ 	��� g = 0 "������  ��������%�#!

• ������ ��&� '���%	 �� �
���! %�!	 ���(��!
���#�) ����	 	� ��%� ��%������
� � '����
� �������



��� �����������	
��� ���	������ �	���� �� s�(2,C) ��

� ������	� 
����������� ������	����	���� � F � ������������ ����	������� ����
	���� ������� ������ !�" ��#���� s�(2,C) �� su(2)�� $�����	����	��� V2j+1 ∈ F ���
��� ������������ ���	����	���� �����������#� ����	�������� T (j) �� ����
� ���
��#���� s�(2,C) �� su(2)�� �� � ��� 	������	��� !�� #����� %� SL(2,C) �� SU(2)��
�� 	������ �� &������ ������� ��� ���	���� '��� #����� � ����	�������� T �'��
���	���� 	�"������ 	������ ���������	�� �����������
(����������� ���)����� � �������� ������ ��
� ���� ��
���� �������� �������

������ ����������������� ����	 �� ����*��� 
 	
�������� ����������� 

(P (s, t) , P
′

(s, t) ) = P ∗(∂s, ∂t) · P ′

(s, t)
∣∣∣
s=t=0

, ������+�

#�� P (s, t) � P
′
(s, t) , � ��� �������� �� F � ����� ��� P (s, t) =∑ns,nt

Cns,nts
nstnt

�� ����� P ∗(∂s, ∂t) =
∑

ns,nt
C∗ns,nt

∂ns
s ∂

nt
t � -
������� ������������ ������+� '
�����

������ 	
�������� ����������� � ��������� � ���.�//�� � 	��� �" 	��������� ��
����	��" ��
����" � 	������	��� !�" ���	����	���" ����	���������

��������� �	 �������� 	
	�� ���
�� �	
������ ����������� ��������� ����	
���� � 	���

��	��� s�(2,C)� ����������� � �
	�� �� �� ����� �	
������ ������������ ������ �� 	������ �
��

��
����
���! ���� "���������� ������� � 	����	��� #���������#� ������
������ � 	�
�����$ ���

%
��	�� &��! ����' '	

����� �	
������� ������������� ����	
�� ��� ��
��
(�� �����)*�

���
'���% Eij ∈ s�(d,C) 	
	 	�
��
��+��% 	�����
(�$ ��(��������� �������
������ ,���
�
�

-���#��
�� . #���������� ������
������ �
�� 
�#���� s�(d,C) � /��$ ��
��
(�� 
�����
���� �

���� ��������(�
�!��% ����
����� �����)0�� 	������ ��� d = 2 � 
���� ���������% (z1, z2) = (s, t)

� ��+����� ����
�
�� � ����
���
�� ����� �� 1
������� +�� #���������� ������
������ 
�
�� �

������
����� ��������� � �
���� ������)� � �	
������ ������������ ������ �� &��������������

��� d = 2 �� ���'+
��� +�� ��������(�
�!��� ������
������ ����� � 
�#���� s�(2,C) ��$���'�� �

������
����� ��������� P (s, t) � �
���� ������2� � �	
������ ������������ ���������

0 
��	��� ������� �������� &��
1�� T jm(s, t) ��� ������� j =
1
2
, 12

1.) j = 1/2 (m = ±1/2) ⇒ T
1/2
−1/2 = t , T

1/2
1/2 = s ,

2.) j = 1 (m = −1, 0, 1) ⇒ T 1
−1 = t2/

√
2 , T 1

0 = s t , T 1
1 = s2/

√
2 .

3�
�� �������� � 	���� j = 1/2 &��
1�� T
1/2
m ��	���������� ����	��� ��
����

u = (s, t) �������� !�#� ����	��������� 
������ �	����������	� ��� ��	�������
��&&����1������� �������1�� �������� 0 	���� j = 1 �� ������� ����	��� ���
���� ��� ���"�����#� ���	����	��� ��������� P2(s, t)� � 
������ ���	����� ���	��
��������� ����	�������� ��#���� s�(2,C)�

• ������ ��� �	
��	�� �	����	������ ����
������� T
(j)


	 
����� ��
	� ���
�	������������	�	 ����
������� �������  ������ � s�(2,C)  SL(2,C)�
�	�	��� ������ � �������  ������� � �	������� ��	 ���
��� ����	�� � ��	!

����
��� "�# ����
������$ ��������
� 	��	�	���� �	�	��� �
������

 ������%  &

T
j

m =
(−1)j+m√

(j +m)!(j −m)!
s̄j−m t̄j+m . ������4�

'������& �������� 
����$ ����	� � ��� (���)& (−t̄)2j ∈ F(0,1̄)�



�� ��� �����������	
��� ���	������ �	���� �� s�(2,C)

����� �������	
� ���������	
� �� ����
� ����� ��� �
��

����	�
��	�� ���
��
� s�(2,C)�

�������	
� ������ s�(2,C)� ����
�������� ����������
 �������� ��������� � ������
����������� ������������ F = F(1,0)  ���!
� f(s, t) �� ���" ���������" s 
 t� #����
��������	
�  ������ ��
������ � �����$�� %����� �����������
� T ������ s�(2,C)
� ������������ F ��������������� 
 ��
���
��� &����
� � ������������ F ���
����������� 
����
������ ��������������� ����
���
��" �����������
� s�(2,C)�
���'��(�' ��"�
��� ��������
( �����������
� �� ����)
� ������ *�����
�� ���
����)
� ������ v0(s, t) ∈ F �������(���( ������� ���+�,�� ��-���� �� 
����.

ê+ · v0 = 0 , ĥ · v0 = j v ⇒ s ∂t v0 = 0 , (s∂s − t∂t) v0 = 2 j v0 , ������,�

�� j / ����)
� ���� 0�)��
�� -�
" �
  ����!
��'��" �������
�� � �������'� ��
���
����'��� �����(���� ���1
���(� (��(���(  ���!
(

v0 = s2j ∈ F , ��������

������� �� 
 ����� ��������
���' ��� ����)
� ������ � F � #����( �����������
���!������ �����
� 
� -���  ���!

� �������( �� ��� ���
1��	
�
 ����������

ê− = t∂s� ������������'����' ��������� �����
���" ���+���.

ê− · v0 = 2j s2j−1 t ⇒ ê2− · v0 = 2j (2j − 1) s2j−2 t2 ⇒ . . . ⇒
êk− · v0 = 2j (2j − 1) · · · (2j − k + 1) s2j−k tk , . . . .

������2�

3�
 -��� �� ��1��� )�� ������' s ���
1����( �� ��
�
!�� � ������' t ����)����(
�� ��
�
!�� ��� ��� ��� ������� êk− ·v0 ����������( �������
 ����� 
 ��� 1�� ��	��
�� ���������� s 
 t� ������
 2j� ������( �������(���( ������'� ����)�� �������
��������� 4��
 j = n

2
� �� n ∈ Z≥0 5 !���� �����
!����'��� �
���� �� ������������'�

����' �������� êk− · v0 ��������( ��
 k = 2j + 1� ��� ��� ������� ������2� �� 
����

ê2j+1
− v0 = 0� & -��� ������ 
� ����)�� ������� v0 �������� ����1�����( ��������
�
��� (2j + 1) ���
���" ��������

T jm(s, t) =
1√

(j +m)!(j −m)!
sj+m tj−m =: 〈s, t |j,m〉 ,

m = −j,−j + 1, . . . , j ,

������$�

������� �������� (2j+1)������� ������������ V2j+1� �� ������� ��������� ����
���
�
��� �����������
� T (j) ����� 6
 s�(2,C) 
 su(2)� �����
�� ��� 
����� m ��
�
�
���� � ������$� !���� ������
(� ���
 j / !����� 
 ����!���� ������
(� ���
 j / �����
!����� & ������$� �� ����
 ��( ������� T jm(s, t) ���������
� 〈s, t |j,m〉 ������ |j,m〉�
����� ���
���' ������ ����������  ���� ���
���" �������� �� �������� ���+�+7��
������� 
����'�����
�' ��( ����������� ��������
( �����������
� �� ����)
� ���
���� ��
���
� ����(����" ���������
� 5 ���������
� %
���� 8�79 5 ���� ���� �
������� ��
3����������� V2j+1� ���(����� �� ���
���� ������� ������$�� �����
� 
� ���" ���

�������" ���
����� �� ���" ���������" (s, t) ��	�� ������
 2j ������
�� � �����+��.

P2j(s, t) =

j∑
m=−j

αm T
j
m(s, t) , αm ∈ C , ������:�

����� �

����	
� 	������ �����

��� ������ �� �����	� �
�
�

��������� 	�� 
������ �� ����������� ���������� � ������ 	���
 �������� ����
������� ���������

���������� �	�
���� ∫
dθdθ̄ e−θα θ̄α θ̄β� · · · θ̄β1 θα1 · · · θαk

, ������

��
 β1 < · · · < β� � α1 < · · · < αk� � ���� ���
�
�
	�� ������� �	�
���� ������ 	

���
	 	��� ������� 
��� � = k � βi = αi ��� ��
� i = 1, . . . , k�  �!���� !��� �	�
����
�
�
���"��
��� � ���
 ���������	�# �� �	�
���� α1, . . . , αk 	
� � 1 ≤ α1 < · · · <
αk ≤ d�

δ�,k δα1β1 · · · δαkβk

∫
dθdθ̄ e

∑
α
θ̄α θα

θ̄α1θα1 · · · θ̄αk
θαk

=

δ�,k δα1β1 · · · δαkβk

∫
dθdθ̄ 1

(d−k)!(
∑
α

θ̄α θα)
d−k θ̄α1θα1 · · · θ̄αk

θαk
= δ�,k δα1β1 · · · δαkβk .

����$�
%&��"��� !�� '������� ��� ����(����	"� '�	�)�# �����*� � �����+� �" ����&�
�∫

dθdθ̄ e−θα θ̄α Φ̄(θ̄) Ψ(θ) =

d∑
k=0

∑
α1<...<αk

φ∗α1,...,αk
ψα1,...,αk

. ������

��� ������ �� �����	� �
�
�

 �����!�� 
����������
 �����������
!�
 ������"� 
 ��������� �������� ��! ����#

�
�����
	��� (2n× 2n) ����
$� A ��%������& det(A) =
(
Pf(A)

)2
�

,��
���� &�� �"���	�
��� ��-�
����

θ̄αAαβθβ =
1

2
θ+αAαβθ

+
β −

1

2
θ−αAαβθ

−
β , ��$���

��


θ+α =
1√
2
(θ̄α + θα) , θ−α =

1√
2
(θ̄α − θα) . ��$�$�

���



��� �� ������� ��	
�
�� �����

��� ���	
	 �	�	�	

� ������� �� ��		� ����������
�� �� α 
	��

θ̄α θα = θ−α θ
+
α ⇒ ∂

∂θα

∂

∂θ̄α
=

∂

∂θ+α

∂

∂θ−α
⇒ dθα dθ̄α = dθ+α dθ

−
α ,

��	 
� ����	�
	� ���	 �� ��������������� �	�� ��� �
�	�������
�	 �� �������
��
�� �	�	�	

� θ !"�����	
�
� �����# ��������
� ∂

∂θ
� $����	����	

� �	�� dθdθ̄ �

�
�	����	 �%�&�'��� �%�&�''� �	�	������	��� � ���	

dθddθ̄d · · · dθ1dθ̄1 = dθ+d dθ
−
d · · ·dθ+1 dθ−1 = (−1)n dθ+d · · · dθ+1 dθ−d · · ·dθ−1 , �����&�

��	 d = 2n� ��������� �����%� � �����&� � (������ �%�&�'�� ��� �	�	���
�
��� ) �	�
�������	 ������	�

det(A) =
∫
dθdθ̄ exp(θ̄αAαβθβ) =

=
∫
dθ+d · · · dθ+1

∫
(−1)n dθ−d · · · dθ−1 e(

1
2
θ+αAαβθ

+
β − 1

2
θ−αAαβθ

−
β ) =

=
∫
dθ+d · · ·dθ+1 e

1
2
θ+αAαβθ

+
β
∫
(−1)n dθ−d · · · dθ−1 e−

1
2
θ−αAαβθ

−
β = (Pf(A))2 .

��� ������ �� ����	
� �����

������� ��	
����� ����� � ������ � �������� �� ��� ������� �������

*	�����(
�# (�
"+�# Ψ(z) � �"�	��
���� �#,� ���,� ���"� z = a ��-
�

�����-��� � ��� .���
� Ψ(z) =
∞∑

k=−∞
ck (z− a)k� /�� "�-���� ��	
� !���� ���� ��

��		�

eλe+ · (z − a)k = eλe+ (z − a)k e−λe+ eλe+ · 1 = (eλe+ z e−λe+ − a)k eλe+ · 1 ,
��"��� ����� -	 ��	��	� (������ ��������� 0����
��� ��� � !�� (������ ���"�
�,��
���	� �	 ����	 ��((	�	
+����
��� ��	������ 
� (�
"+�#� �� 	��� ∂z · 1 = 0�
∂z · zn = n zn−1� � ��" ���		�

/�� ����
	 �	�� ���	�
� ���	����� ��� 	��� Ô 1 ��
	 
� ��((	�	
+����
� 
��	����� �
�����	�� Ô = v(z)∂z�� �� �	 ����	 ��	������ e

Ô 
� ������	�	
�	 (�
"+� 
f(z) � h(z) ���
�

eÔ(f · h) = (eÔf) · (eÔh) .
/	 �����	��
�� �������� �	��# ����� !�� (������ �� Ô� ��		�

eÔ(f · h) =
∞∑
n=1

1

n!
Ôn(f · h)

=

∞∑
n=1

1

n!

n∑
k=1

Ck
n(Ô

kf) · (Ôn−kh) =
∞∑
n=1

n∑
k=1

1

k!

1

(n− k)!
(Ôkf) · (Ôn−kh) ,

��� �������	� � ����� �����# ��"��� (������ ����	 ���	
� �	�	�	

� ������
����
���

2� �	��� �	�	�� ������� ���	
���� ������&�� 2����	� ��((	�	
+����
� ��	�
����� e+ �����3�� ��	��#4�� �,�����5 e+ = −z2 ∂z + 2 j z = z2j (−z2 ∂z) z−2j � 6����
�� ��		�

eλe+ = z2j e−λ z
2 ∂z z−2j ⇒

eλe+ z e−λe+ = z2j
(
e−λz

2 ∂z z eλz
2 ∂z
)
z−2j = g(λ, z),

���&�%�

��� �����������	
��� ���	������ �	���� �� s�(2,C) ��

�������	� 
� �������	�
��� �������� �������� ����� �������� �	 �������� �������
���� ��������
���

s̄ = t , t̄ = −s ⇔ ūα = εαβ u
β , ������ �

!�� εαβ " ��������������#$ ���	�� �"!� ���!� �����%�� &���
����
����� ����	�'(��
������� � �������� ��)�� ����*��� ���! 
 ���!� ��������
�� �������	�
���$ ������ ��
+���#$ ,�)� !�
���� � ���� ��� ���������	�� 
 ���������
����� � ���� �����
������
� ������� �
 s�(2,C) ������� SL(2,C)� ���
�������� � � ���)� 	����
)�����,�)�-�� �������
����$ ���������� ���������
��� ����)� ���� �	 ��*� .��
�� ������ ����� ��� ������� ������	�
��� ��� /�� �������
�����

• ������ ��� �	
���� �����������
���� ���
������ �
� 	��������� τα �
�
����� �� su(2) � ���� ��
���� T(1,1̄)� !"������# � �	
��	���  		�	$����
%&����'(�

�������	� �� &������ 
 ,������ ��������� 	���'(�$ �������
����� T(1,1̄) = T ⊗ T̄
!����# SL(2,C)� 	����� ��������#* ����
���� � ������ ��

s = s1 , t = t1 , s̄ = t2 , t̄ = −s2 , ��������

� ���	����� uα = (s1, t1) � v
α = (s2, t2)� 0 ��	������� ,������ �������� �� �������
"

���� T(1,1̄) �������#
���� 
 
���

[T(2,0̄)(g) · f ](u, v) = f(u · g , v · g) , ������%�

� ��������� �������
����� T(2,0̄) !����# SL(2,C)� )������ ��������������� )�)
����� ����	
������ �
�* �������
����$ �����1�� �� ���� T(2,0̄) = T ⊗T � � ��$��
��� 

����������
� F(2,0̄) ,��)-�$ f(uα, vβ)� 2������)-�� �������� � ������%� �������
����$
T(1,1̄) � T(2,0̄) ��!)� ����(�'�� �� �����$ ����!� ����	
����� T(n,m̄) ����	
�����!�
����� �������
����$ T � T̄ � ����� 
�)���� u(k) = (sk, tk)� !�� k = 1, . . . , n� �������	�"
'�� 
 ����
����
�� � �������� � 
�)���� ū(i) = (s̄i, t̄i)� !�� i = 1, . . . , m� �������	�'��
)�) �)�	��� 
 �������� .�!�� �������
���� T(n,m̄) = T⊗n⊗ T̄⊗m ��$��
�'� 
 ��������"
��
�* F(n,m̄) ,��)-�$ f(u(k); ū(i)) := f(u(1), . . . , u(n); ū(1), . . . , ū(m)) � /�� �������
����
�������'�� ,��������

[T(n,m̄)(g) · f ](u(k); ū(i)) = f(u(k) · g; g−1 · ū(i)) . ��������

�������
���� T(n,m̄) ��������� ��� ���� 
 ��	����* ����� � ����� ��� 
#
���

�#* 
#������$ �� )�/,,�-�����
 2���3�45������ � 6"7 ���
���
�

• ������ &)� *��	+��+ % +� �����
 ���� ����	, �� � "����(- �	 ����	� T̃R �

��	� TR ����
����� ���� ��
���� ������ G 	�����
�� � �	�+�
�+�

[T̃R(g) · f ](h) = f(h · g) , ��������

[TR(g) · f ](h) = f(g−1 · h) , ��������

��� g, h ∈ G � f . ���"��� �� ������ G� !"���� �	�	
���
���� � 
	��� ��
"		������ ��"	�	� u(i) � ū(i) � �	�+�
� %&�&�&)( �
� ���� ��
���, T(2,0̄)
� T(0,2̄) ������ SL(2,C)- ��� "		��� /� ���� ��
���� ���� /"����
����
����
����+ ���� ��
����+ %&�&�&�(- %&�&�&&( ������ SL(2,C)�



�� ��� �����������	
��� ���	������ �	���� �� s�(2,C)

��� ��� � 	
������� ������ ��� 	
����������� ���������� �� ������������
����
	
���������� � 	
���
������ ������ f(s̄, t̄) ��� ���	������� 	�
�������� 	
����
��
�� ��� 	�!	
����� ��� � ��� "�#�#$$%#

• ������ ��� �	
��	��� ��
 ����	�������
� �	���������� �������� ��� ���
���	� � s�(2,C) �

������� �� �	���������! �	 ��� � SL(2,C) � �	
�
��	������ F ����"# � �"�$ f(ū)%

[T (g) · f ](ū) = f(g−1 · ū) . "�#�#$�%

&	����� �������� � �
	' �
$ ��� ���
�
 	�� ��	�
�
 �	���������� ( 	�(�
���� ����� ��	�
$ ���� "�� ��'� �
	' � �������� �)���

&������� ��� 	
���
�������� "�#�#'%� �����
������ � 	
���
��������� "�#�#�%�
��������� ����
������� ���
�� �������� �����
��

(s, t)
(
s̄
t̄

)
= (ss̄+ tt̄) = uβ ūβ (β = 1, 2) . "�#�#$(%

)����� "�#�#$(% �������� ����
����� 	�������� 	�
��� ���	��� 	� 	�
������� s
� t � �����
������ 	�������� 	�
��� ���	��� 	� 	�
������� s̄ � t̄� 	����� �� ���!
�� 
������
����* ��� �������� 	
����������� 	
���� 	
��������� �����
���
	
���
����� "�#�#$% � "�#�#+%#

�� ,���
��� �������� 	
������������ 
������
����� ��-�# .�� ����� 
������
��
	
���
������ F(1,1̄) ������� ������ f(u, ū) "������� 	�
������� u = (s, t) � ū =
(s̄, t̄) ������������% � �	
������ � ���� 	
���
������ 	
����������� T(1,1̄) �
		�
SL(2,C) ���� ��� ��
����

[T(1,1̄)(g) · f ](u, ū) = f(u · g , g−1 · ū) , ∀g ∈ SL(2,C) . "�#�#$�%

/��
��� 	
���
��*� ��� ����
������ T(1,1̄) 0 ������
����# ,�������� � "�#�#$�%
���	��������*��� 	
����������� "�#$#$�% ��� �������� g� 	���� ���� 	
������
��!
��
�� ��� ����� "�#�#$�% 	� a0, a± � ����� 	������ a0 = a± = 0# 1 
���*����
	������ ��
������ ��� ��
�� ��� �����
� s�(2,C) � 	
����������� T(1,1̄)2

T(1,1̄)(e±) = (ê± + ē±) , T(1,1̄)(h) = (ĥ + h̄) , "�#�#$3%

��� �	�
���
� {ê±, ĥ} � {ē±, h̄} ���� � "�#�#�% � "�#�#$$%# 4���� ��
����� ��� � ����
�������� a ∈ s�(2,C) �� ����� T(1,1̄)(a) = T (a)+ T̄ (a)� ��� 	
����������� T � T̄ ����
�	
������� � "�#�#3% � "�#�#$�%# 5�� ��
��� ��
����� ��� ����� ��� 	
�����������
T(1,1̄)� �������� � "�#�#$�%� �������� 	
���� 	
����������� 	
����������� T � T̄ � ��!
������ � "�#�#3% � "�#�#$�% "�	
�������� 	
����� 	
���������� 	
����������� �
		
� �����
 6� ��# � 
������ ����� 	�
��� ����� �����%#

• ������ �*� �	
��	��� ��
 ����	��������� 
��	��
	� ��������� � ��")� 
���
	��
	� ������+�� ��$��� !,� � �	
��	������ ����"# � �"�$ f(u, ū)�  �
�
�����
	�!� �

��
-���' �������� .
"�(���� ��
 �!��� � �"�� f(uβūβ) ∈
F(1,1̄)� (����,�� �
��"
 
� "
'���� uβūβ = ss̄ + tt̄�  �
�����
	��� ���
��	��������'  	������'

T(1,1̄)(e±) · f(uβūβ) = 0 , T(1,1̄)(h) · f(uβūβ) = 0 . "�#�#$7%

/"�(���% �
� ���  	������ ������0� ��� �	
���$-�$ � �"� ������1��

�� ������� ��	
�
�� ����� ���

��� ���	
�� g(λ, z) ����

g(λ, z) = e−λz
2 ∂z z eλz

2 ∂z = e−λz
2 ∂z · z = z − λz2 + λ2z3 − . . . . �������

���� �����	����� ����� � ����� ��� �� !�"�� ����!!���� � �������� ������
#���	�� �$� �%���$���� ���	
�� g(λ, z) !% ��!���! �&��� �'�!�� 	� ��� �	��%(
��� �� ��$����� �� !����' ����' �$����' � ��	$���� �� � �$������!� ����!� �!
���� � eλv(z)∂z � ��� v(z) ) ��	� �%� ��$���! � z� * � ���� � ��$�� �� +$�(
!�� �! ����% ������!����!�� 	�!�$�	���� ��!�� ,-.(C) � �$� v(z) = −z2
�������� � ���� ��! e−λz

2 ∂z �� �������� /�+ �!� �$� ������$���� ���	
�� Ψ(z)
�!��!0

exp(λv(z)∂z) ·Ψ(z) = Ψ
(
eλv(z)∂z z e−λv(z)∂z

)
eλv(z)∂z · 1 = Ψ

(
g(λ, z)

)
, �������

��� ���	
�� g(λ, z) �����$�� �� ��!�$�� ������ � � ��������

g(λ, z) = eλv(z)∂z z e−λv(z)∂z = eλv(z)∂z · z . �������

1� + ��� �����$���� �$���� ��������� ����%������ ���	
�� v(z) � g(λ, z)� 2��(
� �� �$���� �������
��� $���� � ����� ��� � ������� �� λ � ��� %��� ����� ��

v(z) ∂z · g(λ, z) = eλv(z)∂z (v(z) ∂z) · z = eλv(z)∂z · v(z) = v
(
g(λ, z)

)
,

!% ��$����!

∂λ g(λ, z) = v(z) ∂z · g(λ, z) = v
(
g(λ, z)

)
, g(0, z) = z .

# ���� �$���� � � � ����� ���	
�� v(z) � g(λ, z) ��� �� �� ���$��%! ��������!∫ g(λ,z)

z

dz′

v(z′)
= λ . �����3�

* � �������� ����� �� � 	��� ����  ���� ��$� ��  ���� ���!����%� 	�	
��������� ��		
�������� � �����$�� 4������� �%� ����4 g(λ, z) ���� 4&� �(
���	
��4 v(z)� 5�	�! �&���!� �������� �����3� ��!��� ��� ����� ���!����%
� ����% ������!����!�� ,-.(C)�

/��� ���! v(z) = −z2 � �������� �����3�� 6 ���$� � � ��$����!

1

g(λ, z)
− 1

z
= λ ⇒ g(λ, z) =

z

1 + λ z
, �����7�

� � ��	��%��� ����� ��� ��8���� � ��������� 6 ��� ��� ��8���� � �������� �$���� 
�� ������� � �����7�0

eλe+ · 1 = z2j e−λ z
2 ∂z · z−2j = z2j

(
g(λ, z)

)−2j
= (1 + λ z)2j .

#	���� �$���� ��$������ �������� � ��������� !% ��$����! ������9�0

ea+e+Ψ(z) = Ψ(ea+e+ z e−a+e+) ea+e+ · 1 = Ψ

(
z

1 + a+z

)
(1 + a+z)

2j .
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�
�� �����

��� ������ �� ����	
� �����

��������� 	�� 
������ D(j)
m′m(α, β)� �������� � ��������� ���� �������� � ���

������ ���� ���������

�������� 	�
 ������� D(j)
mm′(α, β)� ������ � ��������� �
�
� �
����
 �
�����

�������� � � �	��
� ������ �� !���������" � ����

D(j)
mm′(α, β) =

√
(j −m′)!√
(j +m′)!

(
∂

∂s

)j+m′

T jm(s
′, t′)

∣∣∣∣∣
s=0,t=1

, �#���$�

��� s′ � t′ 
!������� � ������%�� &����� 
�
�
��' !������' z = s/t� �
���
�
����� �#���$� !���!��������( � ����

D(j)
mm′(α, β) =

√
(j −m′)!√

(j +m′)!(j +m)!(j −m)!

(
∂

∂z

)j+m′

(αz − β∗)j+m(βz + α∗)j−m
∣∣∣∣∣
z=0

.

�#�����
)������ ����� !������* z → y+

y + 1 = 2α(βz + α∗) ⇒ y − 1 = 2β(αz − β∗) , �#�����

��� ��
��( �
����� !
��	����( �� !���
, � �	��
� αα∗ + ββ∗ = 1� -
����
�.�
�#����� � �#����� ���� ������$��

��� ������ �� ����	
� �����

����� !�� "�# ��� ������$�� �����%%�� �����&�� � �����&�� �������� ���#� ����
����! ��! �"�#�	����' " ��(�) �����&&��

) !
�
/"' �
���� ������%�� �����  �� �����#�� � �����#�� !
��	��� �����'/�' 0�1
!
	.� ������� ∑

m

Y
(�)
−m(−φ1, θ1)Y

(�)
m (φ2, θ2) =

=
∑
m

D(�)
−m0(−φ1, θ1, 0)D(�)

m0(φ2, θ2, 0) =
∑
m

D(�)
0m(0, θ1, φ1)D(�)

m0(φ2, θ2, 0) =

=
∑
m

〈�, 0|U�e2(θ1) · U�e3(φ1)|�, m〉〈�,m|U�e3(φ2) · U�e2(θ2)|�, 0〉 =
= 〈�, 0|U�e2(θ1) · U�e3(φ1 + φ2) · U�e2(θ2)|�, 0〉 .

�#���$�

2'3
, ������ ���!!� SU(2) 
�
��	
 ��!��������( � !����������0�� ���
� 4,1
����� !
��
�� ��( �������� ������ 
� .
�
�
�
 �� !
��	��� � !
�����, 	����
�#���$�� ����� �����'/�� !�����������

U�e2(θ1) · U�e3(φ1 + φ2) · U�e2(θ2) = U�e3(α12) · U�e2(ω12) · U�e3(β12) , �#�����

���� �!
���� �����0� U�e2(θ) � U�e3(φ) 
!�����('��( � �����$#�� � ���� ω12, α12 � β12
��.����'��( � !
�
/"' �

�
5��,

ei
α12+β12

2 cos ω12

2
= ei

φ1+φ2
2 cos θ1

2
cos θ2

2
− e−i

φ1+φ2
2 sin θ1

2
sin θ2

2
,

ei
α12−β12

2 sin ω12

2
= ei

φ1+φ2
2 cos θ1

2
sin θ2

2
+ e−i

φ1+φ2
2 sin θ1

2
cos θ2

2
.

��� �����������	
��� ���	������ �	���� �� s�(2,C) ��

�� s�(2,C)�

[T (h) · f ](u) = ∂
∂a0
f(u · g)

∣∣∣
ai=0

= 1
2
(s∂s − t∂t) f(u) ,

[T (e+) · f ](u) = ∂
∂a+

f(u · g)
∣∣∣
ai=0

= s ∂t f(u) ,

[T (e−) · f ](u) = ∂
∂a−

f(u · g)
∣∣∣
ai=0

= t ∂s f(u) ,

�����	


�������� � ���������������� ���������� ����� �� � ���������� ������� 
�����! ��� ����� ������� � �����" #��� $����
� %$�� ������& ������������ 
��� ������������ ������
 ������ �� s�(2,C)& ����#����� ��'��� �� ������ ������

��� ��������()��� ������������ ������ SL(2,C)& ��*�� ���� ������������
� ������������ s�(2,C)& ��"����()�� � ���$���#�������� ���$��������� ��� 
�������� F & +�������� $������� ���*� ���$��� ���' $�����$���' ���������'�

�� ,�������� ��������������" $ u = (s, t) ��$��� ������� ū =

(
s̄
t̄

)
� $���� 

������ ū1 = s̄& ū2 = t̄ � ��������� $�����$���� ��$������ ����������� V2 $$
����������� ���������' ��������� �����" ������� �� ���������� s̄ � t̄�

ᾱ1 s̄+ ᾱ2 t̄ = ᾱβ ūβ , ᾱβ ∈ C . �����-


. +��� ����������� � $#����� ������' ��$����� ������(� ���������� s̄ � t̄�
/���& ��������� ��"����� +������ g ������ SL(2,C) � ������� ��$��� � +���
����������� �����()�� ������ �������� � ������



T (g) · ūα = (g−1 · ū)α = (A−1) βα ūβ ⇔ T (g) ·
(
s̄
t̄

)
=

(
A 2

2 s̄− A 2
1 t̄

A 1
1 t̄− A 1

2 s̄

)
=

(
s̄′
t̄′

)
, �����0


��� g−1 = ||(A−1) β
α || = ||εββ′

A α′

β′ εα′α|| 1 �����& ������ $ +������� g = ||A β
α || ∈

SL(2,C) �

||εαβ|| =
(

0 1
−1 0

)
, ||εαβ|| =

(
0 −1
1 0

)
, εαβε

βγ = δγα . �����2


3����������� �����0
 ���� ������������ T ������ SL(2,C)& $����������� 
��� $ ��������()��� �����������( ������
 ���� ����������� $���������������
������������ � ���$�� � �������� ������� �����" #��� $����
�

.������ � �����0
 +������ g � ���� �������
 � ����������������� ��� #��� �����0

�� ������� a0, a±& ����*�� ���� a0 = a± = 0� . ��������� ����#�� ������4����

T (e+) · ū = −e+ · ū = −
(
t̄
0

)
, T (e−) · ū = −e− · ū = −

(
0
s̄

)
,

T (h) · ū = −h · ū = −1
2
·
(
s̄
t̄

)
,

������5


$������ ��������(� �����()�� T (e±) � T (h) $$ ��������������� ��������

ē+ := T (e+) = −t̄ ∂s̄ , ē− := T (e−) = −s̄ ∂t̄ ,
h̄ := T (h) = 1

2
(t̄ ∂t̄ − s̄ ∂s̄) .

�������


6�� ��������& �$ *� $$ � �������� ������
& �����(� ���� � ������ �� s�(2,C)
� ������������ T & �� ���� �����������(� ��������()�� ������4����� ������
� %$



�� ��� �����������	
��� ���	������ �	���� �� s�(2,C)

���������� 	�
����� ������� ����� �	����
��� ������� ���		� SL(2,C)� ����
��� �� �������� �
������� s = u1 � t = u2 

T (g) · (s, t) = (s, t) g = (sA 1
1 + tA 1

2 , sA
2
1 + tA 2

2 ) = (s ′, t ′) ,

T (g) · uα = uβ A α
β ,

�������

��� g =

(
A 1

1 A 2
1

A 1
2 A 2

2

)
! �
����� ���		� SL(2,C) �A α

β ∈ C � det(g) = 1�� "������
����

T � ��������  �������� ��������# �	����
#$%��� "���� �
����� g ∈ SL(2,C) �����
�&�	����'��
���� 	������
���� ��������� ������(�� )����� ��**����'���# ��� +����
������� ������� 	� &������ �� 	�������� a0, a± � 	�
���# ����� a0 = a+ = a− = 0�
	�
�+��� ��� ������,���#

T (e+) · u = u · e+ = (0, s) , T (e−) · u = u · e− = (t, 0) ,

T (h) · u = u · h = 1
2
(s,−t) , �����(�

��� 2×2 �����'� h, e± ∈ s�(2,C) ����  �������� � ��	�
������ &���&�� ������+����
u �
# �&���� (u1, u2) = (s, t)� -� ������,���� �����(� �
������ +�� T (e+)� T (e−) � T (h)
����� ���
������ &�& ��**����'��
���� �	�������

ê+ := T (e+) = s ∂t , ê− := T (e−) = t ∂s , ĥ := T (h) =
1

2
(s∂s − t∂t) , �������

�������� � ��**����'��
���� ���
���'��� �����(.� �
����� s�(d,C)�� /�� �	�����0
��� 	� 	��������$� ���
����#$� ����&������ ������,���#� ������� �
# ������$0
%�� h, e± �
����� 1� s�(2,C)�

• ������ ��� �	
��	��� ��
 ����	��������� 
��	��
	� ������� ��
�����
	���
�

��
���� ��������

2������� +�� ������� ������� ���		� SL(2,C)  	���������� �&���� ������� ��0
���� �	����
#$%�� 	������
���� SL(2,C)� 3 ���� 	������
����� ���
���� ��������
&��������� �&���� ������� 	��������$��# �
���$%�� ������� αβ → α′β = A γ

β αγ �
4����� 	������
���� ���		� SL(2,C) ����� ����%��� �
���$%�� ��������

5��������� 	���������� F �
��&�� *��&'�� f(s, t) ≡ f(u) � �	����
��  ����
	���������� ������� ���		� SL(2,C) �
���$%�� ������� 

[T (g) · f ](u) = f(u · g) , ∀ g ∈ SL(2,C) , �����.�

�������� ��� ������� � *����
�� �
# 	����� ����
#����� 	������
���# �� ���0
��
� ����� 	���� +���� &����6 ��� *����
� �������� ������ )�& &�& 	���������� F
7 ���&���+�������� �� � 	������
���� T � ��������  �����.�� #
#���# ���&���+��0
������� 8��� �� 	�&����� +�� ��� 	������
���� 	��������

• ������ �!� �	
��	��� ��
 "�����
� � ������� 
�
#	�$��� T " %	���� SL(2,C)
� �	
��	�����
 ���&��' 
��	��
	
�� ��&�����(' � F � %
 
 
	��
�

"�����
## g  ��� �������� � ��**����'���# �����.� 	� ai �i = 0,±�  ��+&� ai = 0�
�� ��	�������� ��**����'��
���� 	������
���� ������� ������$%�� �
�����

�� ������� ��	
�
�� ����� ���

�� ���� 	

��
���� � ��	��
	�� ���
���

cosω12 = cos θ1 cos θ2 − sin θ1 sin θ2 cos(φ1 + φ2)

�
�	����� �
��	��
 ������� � ������ ��	�� ����� � � �
	�
!����	" ���#��$�� % �&
��!���� �
!����∑

m

Y
(�)
−m(−φ1, θ1)Y

(�)
m (φ2, θ2) = 〈�, 0|U�e2(ω12)|�, 0〉 = Y

(�)
0 (ω12) = P (�)(cosω12) ,

��
 � �
'��(��� ���#�����
)�����* ��
 �
��	��� ���� ������� �+���� ������ �
!� � �
��� '����
�(�

���+�����(� 	�	�� � ���(����	" �������"�� ,�����&���+
!���',�

��� ������ �� ����	
� �����

����� ���	�
� U = exp( i
2
tk σk) = exp(−tk τk) ���� SU(2) ������ � ���
��
�	��

�� ���� ���	���� ti � 	���� ��������� ��� ��
���� φ′, θ′, ψ′ � ����
�
�� ����� !"
� ����	 ��#��� � ti ���
� �����!$"�

-�..��/���" 
0 ��	�� ���#��1� �
 tk (k = 1, 2, 3) � ���� �
!�+�" tk = 0*
�
!����

σk · U(φ, θ, ψ) = ∂kφ
′ σ3 · U(φ, θ, ψ)+

+∂kθ
′ U�e3(φ)σ2U�e2(θ)U�e3(ψ) + ∂kψ

′U�e3(φ)U�e2(θ) σ3 U�e3(ψ) ,
���2� �

+� U(φ, θ, ψ) = U�e3(φ)U�e2(θ)U�e3(ψ) � �( �	�
!��
��!� 
0
������"

∂kφ
′ =

∂φ′

∂tk

∣∣∣∣
tk=0

, ∂kθ
′ =

∂θ′

∂tk

∣∣∣∣
tk=0

, ∂kψ
′ =

∂ψ′

∂tk

∣∣∣∣
tk=0

.

3 �
�
4�� .
���! ���#� �� !+'
 �(�	�� �
��	���

U�e3(φ) σ2 U�e3(−φ) = cosφ σ2 + sinφ σ1 ,

U�e2(θ) σ3 U�e2(−θ) = cos θ σ3 − sin θ σ1 ,

U�e3(φ) σ1 U�e3(−φ) = cosφ σ1 − sin φ σ2 ,

���2���

	 ���
� '
�
�(� �������" ���2� � ����	(����	" � ���

σk · U(φ, θ, ψ) =
(
∂kφ

′ σ3 + ∂kθ
′(cosφ σ2 + sin φ σ1)+

+∂kψ
′(cos θ σ3 − sin θ cosφ σ1 + sin θ sinφ σ2)

)
· U(φ, θ, ψ) .

���2�#�

5�'�� 
0���
�* ���
��" 
0 ��	�� ��
+
 ����	��� 	����� �� U(φ, θ, ψ)−1 � �
!�+�"
k = 1, 2, 3* �( �
!���� 	�	��� ��������* '
�
��� 	 ���
� �
+
* ��
 
����
�(
σi 6 !����
 �����	��(* �
��
 ����	��� � �������
� ���⎛⎝∂1φ′, ∂1θ

′, ∂1ψ
′

∂2φ
′, ∂2θ

′, ∂2ψ
′

∂3φ
′, ∂3θ

′, ∂3ψ
′

⎞⎠⎛⎝ 0 , 0 , 1
sin φ , cos φ , 0

− sin θ cosφ , sin θ sin φ , cos θ

⎞⎠ =

⎛⎝1 0 0
0 1 0
0 0 1

⎞⎠ , ���2���



��� �� ������� ��	
�
�� �����

������	�
� ����� ����
����� 	��
 ��	 ����
 ����� �����
�� ������ �� �	�����
�����	� (σ1, σ2, σ3)�  	!	�
	 ����� ��	"������	��� ��	"��#
� �������⎛⎝ ∂1φ

′ , ∂1θ
′ , ∂1ψ

′

∂2φ
′ , ∂2θ

′ , ∂2ψ
′

∂3φ
′ , ∂3θ

′ , ∂3ψ
′

⎞⎠ =

⎛⎝ cosφ ctg θ , sin φ , − cosφ/ sin θ
− sinφ ctg θ , cosφ , sinφ/ sin θ

1 , 0 , 0

⎞⎠ , ���$�

����"� �%�	���� &�����% �'�()�

��� ������ �� ����	
� �����

��������� 	�� 
��
���� �������� �� ����� S3 ��� ������ SU(2)� � �����������
��
�� ��
��� �������� ����� ���� ������� 
��
����� �� ����� S3� ���������� �
����������� ����	���! ��
�� �����"��#

Δ′SU(2) =
1

sin2 χ
∂χ(sin

2 χ · ∂χ) + 1

sin2 χ

1

sinϑ
∂ϑ(sin ϑ · ∂ϑ) + 1

sin2 χ

1

sin2 ϑ
∂2ϕ , ���*�

 ����$������ �� ������ 1/4� %� ����� �& ���� ΔSU(2) = Δ′SU(2)/4�

+�	"����
� ����, �	���� �x = (x1, . . . , xn) ∈ Rn "�
�% r � �
"	 �x = r�x� -"	
�x = (x1, . . . , xn) . 	"
�
��%, �	���� � R

n� �����	������#
, ����	 �� 	"
�
���, �&	�	
Sn−1 /�����	��% �	����� �x ��%��� �����	��
���� �	�	� -
�	��&	�
�	��
	 �-�%
����
	 �����	��
���

 "�� ���
�������-� �
��� 
��	�	�
, n ��������
���
�� �
�	���, ����
 ��
-
0 �� ���"	� ������ 1�	�� �	��� ��	"��#
	 ������!	�
�

∂̂i = (∂̂ixk) ∂k = r ∂i ,

∂r = (∂rxi) ∂i = xi ∂i ⇒ r ∂r = xi ∂i ,
���'�

-"	 �% ��	�
 �����
	 �������	�
� ∂r =
∂
∂r
� ∂̂i =

∂
∂xi


 ∂i =
∂
∂xi
  �������
� ����"����

��	 "
&&	�	��
�����	 ��	"�����	�
	 "�� �������#
2 ��-	��% so(n)3

Lij = xi∂j − xj∂i = xi∂̂j − xj ∂̂i . �����

4��	�
�� ��� ��	�����% Lij � ����� ���
��� ������ �� �	�	�	��%2 xi� �����	��
�
���#
2 ����
 �&	�% Sn−1 ��	 ���
��� �� ��"
�����, �	�	�	���, r� 
 ���	"	����
�����	���%	 �	�����%	 ���� � 	"
�
���, �&	�	 Sn−1 � ����	 �x ∈ Sn−1 5%�
��
�
���"���
��%, ��	����� /��
�
�� ��-	��% so(n) � "
&&	�	��
������ ��	"�����	�
�

 �����

L2
ij = (xi∂j − xj∂i)

2 = 2
(
x2i ∂

2
j + xi∂i − n(xi∂i)− xixj∂j∂i

)
=

= 2
(
x2i ∂

2
j + (2− n) (xi∂i)− (xi∂i)

2
)
= 2
(
r2∂2j + (2− n) (r∂r)− (r∂r)

2
)
,

�����

-"	 �% ������������
�� ����%� ���	������ 
� ���'� 1� ������!	�
� ����� ��	�
"�	� &������ "�� ��	������ 6������ � �����������	 Rn � �	��
��2 �&	�
�	��
2
�	�	�	��%2 r 
 xi3

∂2j =
1

r2
(r∂r)

2 + (n− 2)
1

r
∂r +

1

2r2
L2
ij = ∂2r + (n− 1)

1

r
∂r +

1

2r2
L2
ij . ���$�

��� �����������	
��� ���	������ �	���� �� s�(2,C) ��

������� � �		 
�	��� ��� ����	���� �	���
���	����� 
 �	��
���
��� ��	������
�	�
� ������	 ����������� ��� (1/2, 0) 
 (0, 1/2)� ��	 �	���	 
 �����	 �
��� �
������ ���	 �����
�� � ��
�� ��	������	�
 �	���� 
 ������ ���	�� � �����
����	 s�(2,C) ⊕ s�(2,C)� ��
 
 �����	������� ���	�	�� 	�� 
 �����	����� �
�	�� ��	������	�
� ������ SL(2,C)�

�������	� 
� ! "����� � 
 � �� � �������� ��������
��	� �����	����	 ���	����
�	���	 ��	������	�
 ���	�� #
 s�(2,C)� su(2) 
 ������ #
 SU(2)� � ����	 ���	��
#
 s�(N,C)� su(N) 
 ����� #
 SU(N)� $�� ��� ��	 
��	����� ��
 ��	������	�

������� �� ���
�������������� �����	����

 ���� � ������% ����	 ��	������	�
	
���	��� s�(2,C) ��	�� ������	�	��� ��	������	�
	� ���	��� su(2) 
 ����
���
	�� �� ��	������	�
 ������ SU(2) 
 ��������� &������ ������� � �������� ��
���� 	�
 �
�� '������ �����( � ��	������	�
�
 ���	��� s�(2,C) �����
�	����
����� ��	������	�
� ������ #
 SL(2,C)� ) 
�	���� 	��
 ��	�	�� g ∈ SL(2,C) ���
�
����	�� ��� ���
��	�	�
	 *��� *+�,�,+--

g = exp(a−e−) · exp(a0h) · exp(a+e+) ,
��	 e±� h . �	�	������ s�(2,C)� 
 a±� a0 . �����	����	 �����	���� �� ��	������	�

T ������ SL(2,C)� � ������� 
�	� �	�(� ������ � ��	������	�
�
 T ���	���
s�(2,C) ������/	�
	�

T (g) = exp(a−T (e−)) · exp(a0T (h)) · exp(a+T (e+)) *+�,�01-

*��	�( '
���
���� ������	��� �� �����	����� ����
2-� 3���� ��� ��
 ��	������
�	�
 ������ SL(2,C) ������� �� ���
�������������� �����	����

 � ��	������
�	�
�
 ���	�� #
 s�(2,C)� su(2) 
 ������ #
 SU(2)� )�����
��� �����
� �	�� �
��	������	�
�
 ������ SL(N,C)� "���� �� 4�	���� 		 5��	���
	 ��������	�� ���
����� ��� ���� ����� ��	������	�
� SL(2,C) �	 
��	�����	� ��	� 		 ���	����	����
��	������	�
�� ������� � "����� � 
 � �� �	 ��	�	���	� ���( ������ �����
'
���
2
� ��	������	�
� ����� SL(2,C) 
 SL(N,C)�

��� ��������	�
���
 ��
���
	� 
������ ��

s�(2,C) � ������
����� �� ��
���� �����

����� �����	�
�� ������ �� s�(2,C) � ������� ���������


������� ����������

�� "����� SL(2,C) �	�����	� � ����	���� �����	����� �����������	 V2� ���	�	�
�
��� �	����
	 �	����(�� �	������� �������� 5����
� V2 ��� ����	���	 �	������	
������������ ��	� �
�	���� ����
��2
�

α1 s+ α2 t = αβu
β , αβ ∈ C , *+�+�,-

�������� �� ��	 �	�	�	���	 s = u1 
 t = u2 ��� �� ���
�� $��''
2
	��� αβ
��������� � ���	���	 �����
��� �	����� � V2� 6���
�
 ������
� �� ��	�
 V2 ���
�����	����	 ������������ ���������� ���
����� �	����� ������ �� s 
 t� � �����
��� ������ s 
 t ��������� � ���	���	 ���
���� ��	�	����� 7	�	�( � �����������	



�� ��� ������������� 	��
�������� su(2) � s�(2,C)

�� ��� ����	
��� ������� ������� �� �����

〈j,−j| · e+ = 0 , 〈j,−j| · h = −j 〈j,−j| . ��������

�������� ��� ����
��������

���	 �������� �������� ���������
� � ��������� ��������
� �������� �  �� ��!
� "�������	 
�"���������

�� "������� �������
��

〈j,m′|j,m〉 =
√

(j +m′)!
(j −m′)!(2j)!

〈j, j| · ej−m′

+ · |j,m〉 = δm′,m 〈j, j|j, j〉 = δm′,m . ��������

#�$��
�� ������� �������� � "������
���� "���������
�� T (j) %��������$�&���
����� �������' �"�
�� j �%������������� "���������
��� � ����� m ( ��)����

��
$
���
��� �"������� h = i τ3 �*"����+��, �"������� ������� �"�
� 
� ����	& ��	-��
"��  ��� ���� m ����� "��
����	� ������
� ������.�� $
���
�� m = j, j − 1, . . . , 1 −
j,−j� /������ �"������� ������� �"�
� �  ��� "���������
�� ����


T (j)(J2) = −T (j)(τα)T
(j)(τα) = j(j + 1) I2j+1 , ������0�

��� �������� �$ ��������� ������.� � ���������

������	
� �� 1���������
�� s�(2,C) �� ������ ����� j ���� � ������ �����
μ = −j�� ��� j /∈ Z≥0/2� ����&��� )����
��
����
���� 2 ����)�� 3� s�(2,C) ���4
&��� ���!� )����
��
����
�� 
�"��������� "���������
��� ������� 
� ����&���
"���������
���� �� ������ ���� ������� ������ �� ���	 � "������
����%  ��%
"���������
�, 
�� ��������� ������� �����������&� ������� ���� ��������� � �
���4
"������&��� ��� �����, ���� �����,� �������

������	
� �� 5� "����, �$���� ��!�� "���$��	�� ����

��� ��� � ����)�� s�(2,C)
������� ���	�� ��
� ������
�� 
�"��������� "���������
�� �� ������ ����� j =
1/2� � �� ����� ��� �"������&6�� T̃ � ���"����
� ��"��!�

�� � 
��� T̃ ∗ ������4

�� "���������
�� ���""� SL(2,C) 
� �������
�
���� ���� ��$��� ����� � "����,
����� �
����� ��
��� "����������� ��� 
��� 1��!�� ������ ���"����
� ��"��!�

��
"���������
�� ��!
� �"�������	 ���	�� ��� ��6�����

�, ����)�� 3�� ��� 7�$���
���� "����, ����� �
���� � ����)�� s�(2,C) �������� ���"����
�,� 1� ���� ���)4
��!�
�� "�� ���"����
� ��"��!�

�� "���������
�� 
� ����� ��
��
�� � ����)��
s�(2,C)� 8 �����, �����
�� ����)�� 3� A(G) ���"" 3� G ��������	
�� "������
����
� ��6�����

�� �
����)��$��� G� 9  �� ������ ��6�����

�� ����)��: � ����
�4
���� ����)��, 3� ���""� SL(2,C) ���!�� �������
�� ��6�����

�� ����)�� 3�
A(SL(2,C)) = A6

R = so(1, 3) 9 ���6������
�� ����)�� s�(2,C)� ;��

� �� �"������4
&6�� T̃ � ���"����
� ��"��!�

�� � 
��� T̃ ∗ "���������
�� 
� �������
�
�� /��4
"����
�� "���������
�� ����)�� A6

R = so(1, 3) ��
������

� ����&��� "���������4

���� �� ���"�����<���+�� A6

C = so(4,C)� 1�����
�� �$����<
� ���� 2����!��
��
�������� �$ 7�$���� �������� "����, ����� �
���� "����, ����� s�(2,C)⊕ s�(2,C)�

�������� �����	
 �
����	���� ��
 ��� ����� �� G� ������� SL(2,C)� �� ����������� ���
��������		�� �	
�

������ �����	����	
� ����� SL(2,C) �
�	
 ����������� ��� �
�������
	
� �	
�

������  � ���
� �
�!
�� s�(2,C) " �� �
������	�� ������ ��� # �������� ��������	�
	
�
 �	��
�� ����� SL(2,C) ��������� ����� Spin(1, 3)� �� $�
�A(Spin(1, 3)) = so(1, 3)�  
�!
��
�� �
�

� ����� SL(2,C) ������������� ��� �
������	
� �	
�

������ �� 	� ���
������ �

�
���������� ����� Spin(1, 3) � SL(2,C)� %���� Spin(p, q) 
���������� � &������ ����

�� ������� ��	
�
�� ����� ���

�������	 
�� � ������ ��� ����������� �� ��������� ���������� xi ���������	 

��������� ������� L2

ij � ������� ����
����	 ���������� ���������� �� ����� Sn−1�
��	 ������ 
�
���� ������� ������� ��	 ��������� ������� �� ����� S3� ����� !

��	 �����������"�# ��������� ����� S3 
 �������$ �%����$ ����������$ �&��

�'�(��(� 
 R4)

x0 = cosχ , x1 = sinχ sin ϑ cosϕ ,

x2 = sinχ sin ϑ sinϕ , x3 = sinχ cosϑ .
�����*�

+����
����� �� �&��� 
�����#��	 ����� �����
����� ∂̂k = ∂/∂xk �����#,�� �%!
�����

∂χ = −sχ ∂̂0 + cχ cϑ ∂̂3 + cχ sϑ cϕ ∂̂1 + cχ sϑ sϕ ∂̂2 ,

∂ϑ = −sχ sϑ ∂̂3 + sχ cϑ cϕ ∂̂1 + sχ cϑ sϕ ∂̂2 , ∂ϕ = −sχ sϑ sϕ ∂̂1 + sχ sϑ cϕ ∂̂2 ,
�������

&�� ��� �%���� �� ����� ��
��� ������� �%��������	 sϑ := sin ϑ� cϕ := cosϕ � ���
������ +�� ��	� ��������� �����(�� �����*� � �������� �� �������� �������
�����
��	 �%����#,�$ ��&�%�� so(4) 
 �������$ ����������$ �&��


(x1∂2 − x2∂1) = ∂ϕ , (x3∂1 − x1∂3) = cϕ ∂ϑ − cϑsϕ
sϑ
∂ϕ ,

(x3∂2 − x2∂3) = sϕ ∂ϑ +
cϑcϕ
sϑ
∂ϕ , (x0∂3 − x3∂0) = cϑ ∂χ − cχsϑ

sχ
∂ϑ ,

(x0∂1 − x1∂0) = sϑcϕ∂χ +
cχ cϕ cϑ
sχ

∂ϑ − cχ sϕ
sχ sϑ

∂ϕ ,

(x0∂2 − x2∂0) = sϕ sϑ ∂χ +
cχ cϑ sϕ
sχ

∂ϑ +
cχcϕ
sχsϑ

∂ϕ ,

-�������� �� ��	 ��������� ������� �� ����� S3 ����� �����#,�� �������
�����

 �������$ ����������$ �&��
)

L2
ij = ∂2ϕ +

(
cϕ ∂ϑ − cϑ sϕ

sϑ
∂ϕ

)2
+
(
sϕ ∂ϑ +

cϑ cϕ
sϑ

∂ϕ

)2
+ (cϑ ∂χ − cχsϑ

sχ
∂ϑ)

2+

+
(
sϑcϕ∂χ +

cχ cϕ cϑ
sχ

∂ϑ − cχ sϕ
sχ sϑ

∂ϕ

)2
+
(
sϕ sϑ ∂χ +

cχ cϑ sϕ
sχ

∂ϑ +
cχcϕ
sχsϑ

∂ϕ

)2
=

= ∂2ϕ + ∂2ϑ + ctgϑ ∂ϑ + ctg2ϑ ∂2ϕ + ∂2χ + 2 cχ
sχ
∂χ +

c2χs
2
ϑ

s2χ
∂2ϑ +

+
(
cχ cϕ cϑ
sχ

∂ϑ − cχ sϕ
sχ sϑ

∂ϕ

)2
+
(
cχ cϑ sϕ
sχ

∂ϑ +
cχcϕ
sχsϑ

∂ϕ

)2
=

= ∂2ϑ + ctgϑ ∂ϑ +
1
s2ϑ
∂2ϕ + ∂2χ + 2 cχ

sχ
∂χ +

c2χ
s2χ
∂2ϑ +

c2χ
s2χ

cϑ
sϑ
∂ϑ +

c2χ
s2χs

2
ϑ
∂2ϕ ,

�����.�

��� ��
������ � Δ′SU(2) �� ��������

/����� ����� �������� ������� �� ����� S3 
 �����������"�� �&��
 0�����
�'�(�'(�)

x0 = cos θ
2
cos φ+ψ

2
, x1 = sin θ

2
sin φ−ψ

2
,

x2 = sin θ
2
cos φ−ψ

2
, x3 = cos θ

2
sin ϕ+ψ

2
,

�����1�

+������ τ = θ
2
� φ± = φ±ψ

2
� 2�&�� �����

∂τ = r
(
−sτ cφ+ ∂0 + cτ sφ− ∂1 + cτ cφ− ∂2 − sτ sφ+ ∂3

)
, ������3�

��������� ���	�
�	 ���
	��� ��� ���	�
����� ���������� ����
������ ��
�	� Lij �� ���	�

Sn−1 � �����
�	��
 �� ���� �
��� ����
������� ��
�	����



��� �� ������� ��	
�
�� �����

∂φ+ = r
(
−cτ sφ+ ∂0 + cτ cφ+ ∂3

)
= −x3 ∂0 + x0 ∂3 ,

∂φ− = r
(
sτ cφ− ∂1 − sτ sφ− ∂2

)
= x2 ∂1 − x1 ∂2 .

��������

�	
������ �		�	���� �������� � ��������� � �������� �������� 
� ��	��


sτ sφ−
cτ

∂φ+ = sφ+ (x0∂1 − x1∂0) + cφ+ (x1∂3 − x3∂1) ,

sφ− ∂τ +
cτ cφ−
sτ

∂φ− = cφ+(x0 ∂1 − x1 ∂0)− sφ+(x1 ∂3 − x3 ∂1) ,
sτ cφ−
cτ

∂φ+ = sφ+ (x0 ∂2 − x2 ∂0) + cφ+ (x2 ∂3 − x3 ∂2) ,

cφ− ∂τ −
cτ sφ−
sτ

∂φ− = cφ+ (x0 ∂2 − x2 ∂0)− sφ+ (x2 ∂3 − x3 ∂2) ,

��������

��� � 
�����	
 ����( sτ sφ−
cτ

∂φ+

sφ− ∂τ +
cτ cφ−
sτ

∂φ−

)
=

(
cφ+ sφ+
−sφ+ cφ+

)(
L13

L01

)
, ������ �

( sτ cφ−
cτ

∂φ+

cφ− ∂τ −
cτ sφ−
sτ

∂φ−

)
=

(
cφ+ sφ+
−sφ+ cφ+

)(
L23

L02

)
, ��������

! ���� �	"	� ��	 � #����� ������ ������$ ������ � � �������� �	%�&�� 
����'�
���
���� #	�	�	�	�� 
� ���%� 
	(�
 �#����)

L2
13 + L2

01 =
(
sτ sφ−
cτ

)2
∂ 2
φ+

+
(
sφ− ∂τ +

cτ cφ−
sτ

∂φ−

)2
− sτ sφ−

cτ

(
sφ− ∂τ +

cτ cφ−
sτ

∂φ−

)
,

L2
23 + L2

02 =
(
sτ cφ−
cτ

)2
∂ 2
φ+

+
(
cφ− ∂τ −

cτ sφ−
sτ

∂φ−

)2
− sτ cφ−

cτ

(
cφ− ∂τ −

cτ sφ−
sτ

∂φ−

)
.

������*�
+	������ ���"��
�� � #����� ������ �		�	���$ ������*� �	%�&�,� �%-%� �	"	�
��	 
����'� ���
���� #	�	�	�	� � ������ � � �������� � &	

�����,� � &	
#	�-
��
� ���
���� ��&�	�	�� �&�,��,.�� #�	�%�	��� ∂φ+ � /&	�����)	 � #	
	.),
0	�
�� �������� � ������*� 
� #	�����
 	#����	� 1�#���� � S3 � #���
����%�'��
�"�	� 2$����3

L2
ij = ∂2φ+ + ∂2φ− +

(
sτ sφ−
cτ

)2
(∂φ+)

2 +
(
sφ− ∂τ +

cτ cφ−
sτ

∂φ−

)2
+

+
(
sτ cφ−
cτ

)2
(∂φ+)

2 +
(
cφ− ∂τ −

cτ sφ−
sτ

∂φ−

)2
−

−sτ cφ−
cτ

(
cφ− ∂τ −

cτ sφ−
sτ

∂φ−

)
− sτ sφ−

cτ

(
sφ− ∂τ +

cτ cφ−
sτ

∂φ−

)
=

= 1
c2τ
∂2φ+ + (1 + c2τ

s2τ
)∂2φ− + ∂2τ + ( cτ

sτ
− sτ

cτ
)∂τ =

= 4
(

1
sin2 θ

∂2φ + cot θ ∂θ + ∂2θ
)
+ 4

sin2 θ
(∂ψ − 2 cos θ ∂φ) ∂ψ = 4ΔSU(2) ,

������4�

"�� � #���#	�����
 �������� ���� ������ %�
�� #���
���

φ± =
1

2
(φ± ψ) , τ =

θ

2
⇒ ∂φ± = ∂φ ± ∂ψ , ∂τ = 2∂θ ,

� 	#����	� ΔSU(2) 	#������ � ��� ��4�� 1���� ����� ������� � ������4� ����� 5% ����-
��� #����� �����$ ������� � ������4� ������� �	(�����	 ΔSU(2) = Δ′SU(2)/4�

��� ������������� 	��
�������� su(2) � s�(2,C) ��

������� s�(2,C) 	 
����� ������ �������� 
��������	� � ������������ 
���	����
����� ������� su(2)�  ���	�������� �������� � ������!� �"���������� 
���	��������#
$�������� � �����%� � ������&�# ��" "�" 
���'��� � ��$������� $����� ��$�	� � V�
(
������� ��� ���) ����) ��"����� |α〉 =

∑
m αm|j,m〉 � |β〉 =

∑
m βm|j,m〉

�αm, βm ∈ C� � "��
��"	��� 
��	����	��� V 
���	�������� T (j) 	"������� 
���$���
�����*

〈β |α〉 :=
∑
m

β∗m αm , 〈α | β〉 = 〈β |α〉∗ . ������+�

(���	������� ����� 	"�������� 
���$������� ��$�	��� ��"���� |j,m〉 ������������
����

〈j,m′ |j,m〉 = δmm′ , ��������

� �����'��� �������� ������!� $�
�	�����	�# 	����	�� ��������# � ����

〈j,m′ | h|j,m〉 = Tm′m(h) , 〈j,m′ | e±|j,m〉 = Tm′m(e±) . ������,�

-�	
���$���	� ��
��� ���. "��	���"/��.# �$��0����. � ��$���� �# � ������
�������� " V 
��	����	��� V∗# ����.��) ���"/�. 〈β |* V → C# "������ �
�������
��	� ��������� ������+�� - 
��	����	��� V∗ � "�'�	��� ��$�	��) ��"����� �������
���"/�� 〈j,m | �$��	� m = −j, . . . , j − 1, j�# �������������� ��������� 1�"�� ���
��$��# V∗ 2 "��
��"	��� (2j + 1)������� ����.��� 
��	����	���# "�0��. ��"���
"������� 
���	�������	� � ����* 〈α| = ∑m〈j,m |α∗m� (
������� � 
��	����	���) V
� V∗ �
���/�� † �������� 	�
��0����

| j,m〉† = 〈j,m | , |α〉† = 〈α| =
∑
m

〈j,m |α∗m , (|α〉†)† = |α〉 . ��������

3����	�� ������+�# �������� � ��������# 	"������� 
���$������� 〈β |α〉 ��0�� ��		����
������ "�" 	����"� ��"���� |α〉 ∈ V � ��"��� 〈β | ∈ V∗� 4�.	���� ������ ����
����� a ∈ s�(2,C) � �������� 
��	����	��� V∗ �
��������	� 	������� ����$��
(〈β | · a) |α〉 := 〈β | (a · |α〉)� 1����# 
���$��	� ��������� ��������# �������� � ������,�#
��� ��$�	��) ��"����� 〈j,m| ∈ V∗ �� 
���'���

〈j,m| · h = 〈j,m|m , 〈j,m| · e± = 〈j,m∓ 1|
√
(j ±m)(j ∓m+ 1) . ������5�

6������� 	�
��0����. ������� a† " �������� a ∈ s�(2,C) �
��������	� 
� 
������
(a · |α〉)† = 〈α | · a†# 
������# 	�������� ������&� � ������5�# �� ����� e†± = e∓ � h† = h�
4����# �$ 
�	������� 	�����7���� � ������5� ����"��� 
���	��������

〈j,m| =
√

(j +m)!

(j −m)!(2j)!
〈j, j| · ej−m+ . ������%�

8��	� 〈j, j| = |j, j〉† 2 �������. 	���7�. ��"���# ��� "������� 	����	�� ������5� ��
����� �	������� 	 �����!��

〈j, j| · e− = 0 , 〈j, j| · h = j 〈j, j| . �����!&�

1�" "�" ����7�. ��"��� � V �
��������	� 	�����7������ �	�� ������+��*
e− · |j,−j〉 = 0 , h · |j,−j〉 = −j |j,−j〉 , �����!��



�� ��� ������������� 	��
�������� su(2) � s�(2,C)

��� ����	
�
�� ����
�� �������� ������	����� ���
���
�� ������� �	� �	�����
s�(2,C) ��������� � ������	����� ���
���
�� �	� �	����� su(2)�

[τi, τj ] = εijk τk . ��������

��  
��!" #�� ��$�� �������	�
�� $�!��$�
�% �	����� &�" � � #��
��� ����'
���	�
�� T̃ �	����� su(2)" ����$����� � (��!)	 ������*�" +$����	�
�
� �
��+�!�'
����!) �������	�
�� T " � $�����! �	� �� �
�� +	�!�
��� τα �	����� su(2) ��'
��	
���� ���
���
�� T�k(τα) = −T ∗k�(τα)� ,���� � ����
�� �������� 	��)��" #��
��������)���� !����-� T (e±) ���� )���� e± �	����� s�(2,C) ��	.
� ��	����/
��%���!

T�k(e−) =
(
Tk�(e+)

)∗
. ������0�

1�
�$� !����-� T̃ (e±)" ������

�� � ������*�" � 	)#�� j > 1/2 +���� ��%��� 
�
�!���� �����	�!� � 
������	/
�% 
��!����$� �� �
�� ��$������� �������! !��'
��-� ������*� $ ���)" )���	���������!) ������0�� 2	� +���� � ������
��� V 
����'
����!��� �������	�
�� T (j) ��	��!  �!�
) �� ��" ������	�� �!��� �� �
�� ��$'
����� vk (k = 0, . . . , 2j) 
���� �� �
�� ��$�����

|j,m〉 :=√(j +m)!(j −m)! vj−m =
√

(j+m)!
(j−m)!

ej−m− · v0 ,
m = −j, −j + 1, . . . , j − 1, j .

������3�

4��/ � ��	�� !� ���	/ )�! �	� �� �
�� ��$����� ������3� � ������
��� V ���'
 
�#�
�� 2���$� |j,m〉 �!� 5	��) ��� 6 #��
���" �	� ������� ��$���� v0 �� 
�$���
��� 
�#�
�� |j, j〉 :=√(2j)! · v0�

2	� 
���� �� �
�� ��$����� ������3� ��	�
� (��!)	�! ������� !� �!��!

h · |j,m〉 = m |j,m〉 , e± · |j,m〉 =
√

(j ±m+ 1)(j ∓m) |j,m± 1〉 ,
J2 · |j,m〉 = j(j + 1) |j,m〉 ,
m = −j,−j + 1, . . . , j − 1, j ,

������*�

��� !� ���	� $�������#
�% �������� 7� �!��� J2 �	����� s�(2,C)�

J2 =
1

2
(e−e+ + e+e−) + h2 = e−e+ + h(h+ 1) ∈ U(s�(2,C)) . ��������

8 ���
���
�% ������*�  )#���! �����	� ������� !� ��	)#��! 	��)���� !����#
��
�������	�
�� T (j) �	� ���� )���� e± � h ����
���  �����3� � ������*���

h · |j,m〉 = |j,m′〉 Tm′m(h) , e± · |j,m〉 = |j,m′〉 Tm′m(e±) , ��������

���

Tm′m(h) = mδm′m , Tm′m(e+) =
√

(j +m+ 1)(j −m) δm′,m+1 ,

Tm′m(e−) =
√

(j +m)(j −m+ 1) δm′,m−1 .
������9�

��� +��! !� �!��! Tm′m(e+) = Tmm′(e−)" �� ��/ �	� !����- ������9�" ���
�!�� ��
�
�!�
�� �� �������

��/" ��%��� ������0� ����	
����" � �������	�
�� ������9�

�� ������� ��	
�
�� ����� ���

��� ������ �� ����	
� ����

��������� 	�� 
�� ����� ��������� ������������ � ���� ����� ��� �� !�� ��
�
�������� �������"�� ����������� #�$������% #���������� ���	���� #����
jk� ��������&'(�% ���(���"� � ��������"�  ��)� ����� ���*
+�� 
�� ����� ����������� ����������� �'��� #���������� ����$��*{

j1 j2 j3
j4 j5 j6

}
=
{
j2 j1 j3
j5 j4 j6

}
=
{
j1 j3 j2
j4 j6 j5

}
; �������

��� 
�� ����� ����������� ����������� #���������� #����)� � �����)� �"��
#���� jk � #����% ��&% ����$�%{

j1 j2 j3
j4 j5 j6

}
=
{
j4 j5 j3
j1 j2 j6

}
. �����	�

��������� 	�� �������� ��% ���#���$�� #������������� �,�-�+� � �,�-��� �����
�&�� )�&##& �������� ����� ���� ������.�&' )�&##� #���������� S4�


������� ��� ������� ����������� ���������� ���������� ���� ���{
j1 j2 j3
j4 j5 j6

}
=
{
j3 j1 j2
j6 j4 j5

}
=
{
j2 j3 j1
j5 j6 j4

}
, �����!�

��"#� �$ �������������� "��%����& �� '��� 	�� �����������  ��������� � �����
����� �� #%�& 2π/3 � 4π/3 ����#% ��(��& (j1, j2, j3)� )�� *��� ������������ ������
!�� �������� � ������+ � ����& jk ��������,��� #��$���&� � �����!� ����� ���
-$� ��$�� "��%����# "�� ��� �������+ ��"�������#, �� '��� 	��+ � ��" ����*"�
�� � ��(����� (A,B,C,D) ��� *�� �"���� � ���� ����� '��� ���� .�%"� ���/���
"��%����& �� '��� 	�� � ��������� �� #%�& 2π/3 � 4π/3+ *���������� ���/��, ���
��*"�� � ���� ����� '��� ��� �� � 0 #%�& ����#% ���+ ���1�"�/� ��$ ��(��# D
� ���� �����������0��� %���� (A,B,C)� 2��+ $������� ����$�� "��%����# "��
��� ������� � ���� ����� '��� ��� ����������� ����������� ���+ ��� *����������
����0��, ���������#,/%� ����*"�� ����������� ���������+ ���1�"�/� ��$
� �� (B,D) � ���� �����������0��%� � �� (A,C)� 3 �$#����� �& ���#��� ���
��������#, �����# !�� ��������+ �$���0��#, � ��" ������ "��%����& �� '���
���+ ������� ����� �$���������# ��� ������#+ � ��������, "� 4�$���%� 4������+
#���&��,/%� ���� '��� 	��� �$���� ��������� ��1 ��(�� ��� ����0����

A C

B

D

j6

j4 j3 j5
j1

j2�
�
�
��

�
�

�
��

			





�

�
��

 �
= (−1)

2
6∑

k=1
jk ·

C A

B

D

j6

j5 j3 j4
j2

j1�
�
�
��

�
�

�
��

			





�

' (
�

 �
= (−1)2

∑
k jk+2(j4+j5+j6) ·

C A

D

B

j5 j3 j4

j6

j2
j1�

�
�
��

�
�

�
��

			





�

�
��

 �
=

{
j2 j1 j3
j5 j4 j6

}
.

'��� ���5 /���� �������� 
�� ������� &�������� � �������� �,�-�+��

6��� �� ������ "��%���� �� '��� ��� ���������� � �+ ������&1 ������� j4+
j5 � j6+ �� �����������0�& �� ����������� � ���������+ #��$���&�� �� '��� 	���
� #���&��� ��0"���� 2

∑
k jk + 2(j4 + j5 + j6) mod(2) = 0 mod(2)+ �& ���#���

�� ������ ����� '��� ���� ��� ������ � ���������&�� ���� ����+ ��� "���$&���
���� �������� � �������� 3���� �������� � ������� ��"#� �$ ����%� ��������
� ���������� �������� �����!��



��� �� ������� ��	
�
�� �����

�������	�
	 ����� ������	���� 	��
 ���� 
� ������ ��	������
�� � �	��
�� 
!
 (A,B,C) � �	���" �
����!!	 �� #
� ��� ����
!	� ������� (A,C)� �	�	�
����
�	�	� ����
������$��% �	��
�� B & �	�������	 ������	��� ������ �
����!!� ��
#
� �� '� �����	�
� (�
) �	��*) ���) �
����!! �
���� ��� �����	�����%+
	 
� 
���
����*	 ��	���
 , - �
!����� ����* ���� ����� .�	��� �
����!!� �� #
� ��

A C

B

D

j6

j4 j3 j5
j1

j2�
�
�
��

�
�

�
��

			





�

�
��

 �
=

	 

�
�
��

�
�

��

� �
��� ��

�

j4
j3

j1j2

j5

j6

A C

B

D

= (−1)2(j2+j3+j5+j6) ·

C A

D

B

j1 j3 j2

j6

j4
j5�

�
�
��

�
�

�
��

			





�

�
��

 �
=

{
j4 j5 j3
j1 j2 j6

}
.

#
� ��/ ����� ����	
��� �� �������� ��������� � ���	��
�	 ��������

������	��� 
� �����"� 	��
 � �	" 
�!	�
�� �������	�
� �	0	� j2� j3� j5 
 j6 &���
 
��%+
" ��
 (��! 1����*" 1����� ����*��	��� ����*! 	�
�
2	 � �
�� ��$�	����
2(j2+ j3+ j5+ j6) mod(2) = 4j1 mod(2) = 0 mod(2) 3�!	�
!� ��� �	���(��*� �����	� 
����%+
	 �	���" 
 ��	��	" �
����!!	 �� #
� ��� ������	��� ���� 
� ����� ���� 
����! �� ���� π ������ ��
 �
!!	��

� ���)���+	" �	�	� �	�	�
�* ������ (A,C) 

(B,D) � ��!�+�% ��!���
2
" ��	�0�������
" �	���(��� � �	��
��!
 (A,B,C,D)�
�����*	 ������* �� #
�����) �4 
 ��� � ���$	 ��	�0�������
" ��������� ������
��
� ���)���+	" �	�	� �	��
�� D 
 2	��� ����
������$��" ����
 (A,B,C)� !* !� 
$	! ���
������*! �0����! �	�	����
�� �	��
�* �	���(��� (A,B,C,D) 5�(��!�
��	 (�
 ��	�0�������
� �
 �����	�����%+
	 
! ��	�0�������
� 6 - �
!���� ���4��
����� 
 ���,�� �0����%� ������ �
!!	��

 �	���(���� 
��!��1��% S4

��� ������ �� ����	
� ����

���	�
� ��� �	
	������
� det(Id+w·z) 
���	�
�� �������� �  ���!�
" ���	��
��
���������

5���� A,B,C 
 D 7 �	�*�	 d× d !���
2* 
 !���
2� A 8 �0���
!� .���� 
!		�
!	��� ��	��%+		 ��$�	����

det

(
A B
C D

)
= det(A) det(D − C · A−1 · B) , ��94�

������	 ��	��	� 
� ��	�
����� �����$	�
� ��� 0�����" 2d× 2d !���
2*/(
A B
C D

)
=

(
A 0
C Id

)(
Id A−1 · B
0 D − C ·A−1 · B

)
,

��	 0 8 ���	��" d × d 0��� 5���$
! A = −Id� B = z� C = w 
 D = Id� ����� 
�
��94� ��	��	�� ���

det

( −Id z
w Id

)
= det(−Id) det(Id + w · z) = (−1)d det(Id + w · z) ,


�
� �	�	������� ����02* � !���
2	 � �	��" ����
 (���� �������	�
�� !* ������	!
��$�	���� ����6�/

det(Id + w · z) = det

(
z −Id
Id w

)
=

[
Pf

(
z −Id
Id w

)]2
. ��9��

��� ������������� 	��
�������� su(2) � s�(2,C) ��

������ ��	
���
��
 �
������� δ�,−1 = 0 = δ�,n+1�� � 	�
������� ����������
�
������ �
�� j = 1/2 � 	�
�������
 V �������
� �� �
�	�
���
��� 
	����������
������
� 	����������� T (1/2) ��� 
 ������! {e+, e−, h}"

e+ =

(
0 1
0 0

)
, e− =

(
0 0
1 0

)
, h =

1

2

(
1 0
0 −1

)
. �#�$�$$�

• ������ ��� �	
����� ��	 ���	� ������� A ∈ SL(2,C) � �	�	�� �
��	������
���	�	 	�	������� �	��	 �������!�� ! !��� ��	��!����� 

A = exp(a−e−) · exp(a0h) · exp(a+e+) , �#�$�$#�

��� a±, a0 ∈ C� "
������# ������� ��	� �������  !�	� � $���	� %&�����'�

A =

(
e

a0
2 a+ e

a0
2

a− e
a0
2 e−

a0
2 + a− a+ e

a0
2

)
. �#�$�$%�

(��	��$ �������!����� %&�����' �� A ∈ SL(2,C)� �	
���� 	��	�! ��	��
��$��) SL(2,C)�

• ������ �*� +	���	�� 
	����	����)� � �����!	���)� �������!���� ������)
s�(2,C) � ����,�� !��	� μ� �	 ��� �������!���� � ��	�������!� 
	�	�)-
�	�	������ �� ����,��	 !�
�	�� v#

h v = μ v , e− v = 0 . �#�$�$&�

�	
����� ��	 ! ��	� ��$��� ����,�� !�� μ �	���� �)� ���	�	������)�
���)� ��� �	�$���)� ����	�� μ = −n/2� ��� n ∈ Z≥0� �	
����� ��	 (2j+1)�
����)� �������!���� s�(2,C) �	 ����,�� !��	� j = n/2 � � ����,�� !��	�
μ = −n/2 = −j �
!�!������)�

'
����
������ ��	���
����� 	����������� T (j) ��� �� s�(2,C)� 
 �
�
��!
�� ���� ����� 
��
�������
 
	�������� � �
����
������ ��	���
����� 	������(
����� ��� �� su(2) ���� ����� ������� 	���
� ���� ������� )���� 	�����������
��� �� su(2) ��*� !������������ ������ ���
� ��	��
�� j = Z≥0/2 � �
���
 ��� 	
������ � 	
�
��� �������� ���������!  ��� {e±, h} ��� �� s�(2,C) �
 ���
� {τα} ��� �� su(2)"

e± = i τ1 ∓ τ2 , h = i τ3 ,

τ1 = − i

2
(e− + e+) , τ2 =

1

2
(e− − e+) , τ3 = −i h .

�#�$�$��

+	������ 	
������� � �#�$�$�� 
	���������� 	����������� �#�$�$$� 
 ������!
��� �� s�(2,C)� �� 	
������ ��
  ������ ,������� ��� �� su(2) � �
� *� 	���(
�������� j = 1/2 �	�������� � ���� τα = − i

2
σα� ��� σα - ����.� /���

σ1 =
(

0 1
1 0

)
, σ2 =

(
0 −i
i 0

)
, σ3 =

(
1 0
0 −1

)
. �#�$�$0�



�� ��� ������������� 	��
�������� su(2) � s�(2,C)

������� {e+, e−, h} 	 �
���������� 	������������

[e+, e−] = 2 h , [h, e+] = e+ , [h, e−] = −e− . �������

�� ������������ ������� U(s�(2,C)) 	��������� ������� 
���
�	�����	 � ����

e+ e− = 2 h+ e− e+ , h e± = e± (h± 1) . �������

��
��������� 
���	�������� T (j) ������� s�(2,C) 	� 	������ ��	�� j ���	�� �� �

��	����	��� V! ��"�	 �������� 
���#����	 �" 	������� ������� v0 ∈ V�

h v0 = j v0 , e+ v0 = 0 . �����$�

%���	�������� T (j) ����&������� � ��
�������� ����� � ���'�� �����! ����� 	���(
��� ��	 ����� j = n/2! ��� n ∈ Z≥0 ) *���� ������*����'��� &�	��� +������ ��	 j
��"�����	 	
����! � 
��	����	��� V 
���	������� T (j) ����� ��"�����	�' (2j+1)�
,	� ��"�	��� ������� vk � V 
�� &���	 � ��" �'���� ���	��� 
���#����- �
���(
����� e− �� 	������ ������ v0 ∈ V�

vk =
1

k!
ek−v0 , k = 0, 1, . . . , 2j . �������

���	���� ����" ���- ������� s�(2,C) � 
���	�������� T (j) �� ��"�	��� �������
vk ∈ V �
�������	 .��� �����

h vk = (j − k) vk , e− vk = (k + 1) vk+1 , e+ vk+1 = (2j − k) vk (k ≥ 0) , �����/�

� �" 
�	������� �����	��� �� ����� e+ v2j+1 = 0! &�� �� ��
���������� 
���	�����(
�� T (j) 0�����������  	����� v2j+1 = 0� 1��� �� �����/� �������� �" 	����������
������� �  �������� �����$� �� 	������� ������� v0� , &�	���	�� 
�	������ �����	���
� �����/� 
�� &���	 	 
����'� ��#��	���

e+ e
k
− = ek− e+ + k ek−1− (2 h− k + 1) , e±, h ∈ U(s�(2,C)) , �����2�

������� 
��������	 ��� � ���'�������
��
�����! &�� �����*� ||Tij|| �� ��������� �
������� T � 
��	����	��� V �

"������� ��"�	� �ei ∈ V �
�������	 	���������� ����"��

T · �ei = �ek Tki , �����3�

� 
�� �������� 
������"������ ������� �x → �x ′ = T · �x ��� ���������� xi 
������(
" ��	 
� 
����� 

x′i = (T · �x)i = Tik xk . �����4�

%�0��� � ����� 	� &�� � 	������	���� 	 �����3� �� �����

h · vk = v� T̃�k(h) , e± · vk = v� T̃�k(e±) , �����5�

��� �, k = 0, 1, . . . , 2j � 	����	�� �����/� �����*� ����" ���- {e+, e−, h} "�
�	�����	
� �����

T̃�k(h) = (j − k) δ�k , T̃�k(e+) = (2j − k + 1)δ�,k−1 , T̃�k(e−) = (k + 1)δ�,k+1 , ������6�

�� ������� ��	
�
�� ����� ���

����� 	
 �������������� ��	� ��� Z(z, w) =

(
z −Id
Id w

)
� �����	����� � �����

��		�������� 	������� � ����	� ��	� ������ ������� ����� �����  ��!�" ��� ���
�������� #�##��� �$���%%" � ��	���	� #��	��� det(Z) = [Pf(Z)]2� &
��� ���
������� �$���%'" 	
 ��������	 �������( �  ������� ��	�����������!� ���)������
*�� ��������� ��������� �������������� � �	�+�( �
�������� #�##���� �
#��	��� �$���%%"�

���� ������ �� ����	
� ���

��������� 	�� 
������� �
����� ��
�� α(i) �� �������������� ���� λ(k)
��� ���

α(i) =

r∑
k=1

Kik λ(k) , �%��,��"

��

Kik = 2(α(i), α(k))/(α(k))2 �%��,�$"

� ������ ���
��� ��
���� ��� 
���� ������� �
��� 	���� �����! ���������
	�� ��
"��� �
���� Λ/Λr� �� Λ � 
#��� ���� � Λr � 
#��� ��
��� 
���
det ||Kik|| 
-�������� #��	���� ��� 	�����
 .������ �%��,�$" � ����������	 #����	�������
�
/ ����� �0�0�$" ��� �(1�!� �����!�  ���� α(j) ������	

(
α(i) −

r∑
k=1

Kik λ(k), α
(j)
)
= 0 . �%��,�0"

2�  � ����
�  ���� {α(j)} �1����(� ����( �����	� �� ����� � r�	����	  ���
����	 ����������� Vr � 	���� � gij � ����������� Vr �� ������� �� �� �%��,�0"
�
�� ��� ��������� �%��,��"� 3� ���!� ��������� � ��������� �������� ��� #����	���
�����
� ���� {λ(k)} �� )� �1����(� ����( �����	� �� ����� � r�	����	  ������	
����������� Vr�

4� ����������� ������5���� ord(Λ/Λr) = det(K) 1���� �������� �� � ��� ���
1���� ���������� ��� �(1
/ ��5��� Λ � �/ ����5��� Λr� �������	
/ �����
������� ������������� 	������� ||Kik|| � det(K) > 0� 6�������	 ��5�� �	 Λ � Λr
!��
 ����!�� ���������
	 �1����	� *��	���
 !��
 Λ �����������(� ����!�	
� Vr ����� 1�����
/ �� ����� λ(k)7

λ(�n) =
r∑

k=1

nkλ(k) , nk ∈ Z ,

� ���	���
 ��!��
 Λr ⊂ Λ �����������(� ����!�	 ����� �� ����� �%��,��"7

α(�m) =
r∑
i=1

miα
(i) =

r∑
i,k=1

miKik λ(k) , mk ∈ Z .
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����� ��	 
���
��� ����� ������� �� ��
��� λ(�n) 	��	���	 ���������� ������
Λ� � ��
��� α(�m) 	��	���	 ���������� �������� Λr� ������ 
���� ��������
λ(�n) ∈ Λ � �������� Λr ����� �! ��������

λ(�n ′) = λ(�n) + α(�m) =

r∑
k=1

nkλ(k) +

r∑
i,k=1

miKik λ(k) , ∀ mi ∈ Z . "#�$%��&
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�
 (�������������� ���� ���!��� ��!�� � Vr� � �! "#�$%��& �������� ��
�������� λ(�n) � λ(�n ′) ����������� ���� ������� 
������ ����

n′k = nk +
r∑
i=1

miKik , ∀ mi ∈ Z . "#�$%��&

)�	�
 ������ Λ/Λr ����� ����� ��������	 ������* 
����� "#�$%��&� +���,��
"#�$%��& � ����

�ekn
′
k = �eknk +miKik�ek , "#�$%�-&

��� ��
��� �ei (i = 1, . . . , r) . ���!��� ��!�� � Rr � � ����	�/���	 ����
���
����!��������	 ������������ 0�������� ��,��
� Λ′ � Rr� �!�� 
�� ���1
���	���	 ��
����� �eknk� ∀nk ∈ Z� '��� �!�� ����������/�� ��
���� �εkmk�
∀mk ∈ Z� ���

�εk =
r∑
i=1

�eiKik , "#�$%�#&

���!��� ����,��
� Λ′r ⊂ Λ′� ) �������� ������ Λ/Λr � Λ′/Λ′r �!��(�� �
����� ord(Λ/Λr) = ord(Λ′/Λ′r)� 0�������� r1����� ��������������� ���	���� 
�� 2����������� ��
��� "#�$%�#&� 
��� ������	���	 
�
 ������� ���
3

�x = xk �εk ∈ Rr , xk ∈ [0, 1] ∀k . "#�$%�4&

� ��!������	 
������������� �������� ��,��
� Λ′r� 5��� �� ����
ord(Λ′/Λ′r) ���� ����� N �!�� ��,��
� Λ′� !�
�������* ������ r1����� ��1
������������� "#�$%�4&� 6 ���� N ��
�� �*��� �!�� ������ 
������� � ��
��
����� �!��� ���� �� ������� �� ����� ��������������� "#�$%�4&� 7�������� �!��
�eknk ∈ Λ′� 
��� ������� �� 
�
��1� ����� ���������������� ����� ����� *1
�	 �� ��� �! 
������� �
���� xi "��� ���������� "#�$%�4&&� ������ 0� )�� ����
���� �!�� �eknk ∈ Λ′ ������� �� ����� � xi = 0� � ������	 �!�� �eknk + �εi ∈ Λ′� 
�1
�� ��
�� ������ �� ����� (������������ ������ � xi = 1� 8!�� �eknk + �εi ∈ Λ′

�� ����� ����������	 � N � ��
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 � ����������� ���� ������� 
����� �
�������� �eknk ∈ Λ′9 ��� 0���#�:�

6������ ��!�� �ek � �� ������
� ��
� ���� �;�� ���������������� ���	���1
� �� ��� ��!����� ��
��� "�;�� (������������ ������ ��,��
� Λ′& ����	��	
�����2�� )
����� �� � ��� ������ ���� �!�� N �������� � �;��� ���������1
������ "#�$%�4&� 
��� 
�
 �!����� ����� ����� ������������ �����2�� ����2�

�� ������	��	 
��������� ��
��� �εk �! "#�$%�#&9 ��� 0���#�:� '�
�� ���1

!�� �� ������ ord(Λ/Λr) = N =
∣∣∣det ||Kik||

∣∣∣�
6 ������ ��������� ����� � 
��� 2����������	 �����2� ||Kik|| ��������1

�� Kik = niδij � ��� ni ∈ Z� '��� ��	��� �� Λ′/Λ′r = Zn1×· · ·×Znr � �����������
�� �����

ord(Λ′/Λ′r) = N =
∣∣∣n1 · · ·nr

∣∣∣ = ∣∣∣det ||Kik||
∣∣∣ . "#�$%�<&

����� �

���	
���	��	 ��	������	���

���	�� �� su(2) � s�(2,C) � ����� ��

SU(2) � SL(2,C)

� ���� ���	
 �� ���� �����
����
 ���
����
���
  �
��	����
 ��
����	�
��
���
�� � s�(2,C)� su(2)  ������ � SU(2)� � ����
 ������
���� ����� ��
����	�
�
�� ������ � SL(2,C)� ��������	�
��
 ��
����	�
�� ��������� 	� 	������
����������� ����	
���	 ���� � ������ �!��
 ��
����	�
�
 ���
��� s�(2,C) �	�
��
��� ����	�
�
��� ��
����	�
�
� ���
��� su(2)  ������
��� �� ��
����	�
��
������ SU(2)� "��
 ��
����	�
�� ����� SU(2) ������ �����#� �	���	 � � ������
�
���� ������� ��
����	�
�� ������ � SL(2,C)� � �
��� � �
� ��
����	�
���
�� ������
 ���
������ 	 �
������� ����	
�
� 

 ���
�
��!$� ��
����	�
��
T � %���� ��� ���� ����� ��
����	�
�� �
 ��
���	�
� 	�
� ���
����
���� ����
��
����� ��
����	�
�� ������ SL(2,C)� &����
�� �� �
 	��!��
� ��
����	�
��
������
 ���
������ 	 �
������� ����	
�
��� T⊗r1 ⊗ (T ∗)⊗r2� ��
 T ∗ ' ��
����	�
�
�
� �����
���� ������
���
 � ���
�
��!$
���

��� �������	�
��� �
���������� �����
 �� su(2)

� s�(2,C)

� �
�	�� ���� ��� 	 �������
�
 �������� ������� �� �
���
���
� ����# �
�
�
� ��
�
� ������� ����
��� �� �������� ��� ��� �����
����� ���
��� s�(2,C)
( 

 	
$
��	
���� )���� su(2)* ��$
��	�
� �
����
���� ����� �
��		��
�����
���
����
���� �
��	����� ��
����	�
�� T (j)� ������
 ������
���!��� �
���
�+��
�#��� +
���  ����+
��� ����� j = 0, 1

2
, 1, 3

2
, 2, . . . (�����*  �
!�

����
�����# (2j + 1)� ,� ������� �� ��
����	�
�� �	�� ��� ��
����	�
�� ��
����-� 	
���� ,� ����
 ��
���# 	 ���� ��� ������
���
 ��
����	�
�� ��
��
��	�!� 	�
 ���
����
���
 �
��	����
 ��
����	�
�� ���
�� su(2)  s�(2,C)�

&������ ����	��
 ���
��� ���+
���� ������
�� ��
����	�
�� �� ����-�
	
��� ��� ���
��� � s�(2,C)� .��
��� s�(2,C) ' ��� ��
��
���
 �����
����
 	
��
�����
 ����������	�� 	 ������� 	 ���
��	
 ������� ��
�
���	 ����� 	�����# ��

//



�� ������� ��	
�
�� ����� ���

||Kij|| =
(

6 1
2 4

)
,

�����������)

�����������)

*
*
*
*
*
*
*+

*
*
*
*
*
*
*+

•
• • •
• • • • •
• • • • • •

• • • • •
• •

�ε1

�ε2

�
�
�e1

�e2

���� ���	 ����������	
��� ���		�	������ ������� Λ′r� ������� �����	�����
��������� �εk �� ��������� ���	� N ����	���� ������ ������� Λ′ � !������ �ek� 	�"
#�$� � ���		�	������� � �����	�%$� ���#��� �	���� Λ′/Λ′r� ����� 	�$���
det(K) = 22 &���������	
��� �!	�����


��� ����� ������������� ������������� ������� ||Kik|| � ����������� �� 
�����! ��� ��� ����"��������� "����� ��#��$� Λ′	

�ei → �e ′i = �ek Cki ⇒ �ei = �e ′k C
−1
ki , %��&'�&'(

� ����)* ������������+ ������� C ��$�+! ��� det(C) = ±1 %��� ,��� ������� C−1

��$�� �������������(! ��#��$� Λ′ ����-���� ���� � ��"�� .�+���������! ���� �� 
#��$�! ����������� "������ �e ′i � "������ �ei! �������*�! ��$ $�$ "����� ������*� 
�� ���/ ����� ���/� � ����)* ������������- ������� 0����/����! ����"���������
"����� ��#��$� Λ′r	

�εi → �ε ′i = �εk C
′
ki ⇒ �εi = �ε ′k C

′ −1
ki , %��&'�&&(

� ����)* ������������+ ������� C ′ ��$�+! ��� det(C ′) = ±1 ��$�� ���������
��#��$� Λ′r ���� � ��"�� 
�� ����"���������- %��&'�&'( � %��&'�&&( ���� "������-
��$����� �e ′i � �ε ′k ��#���$ Λ′ � Λ′r ������������ $�$ �ε ′k = �e ′iK

′
ik! /��

K ′
ik = C−1i� K�mC

′
mk %��&'�&1(

� �� ������������� ������� C � C ′ �������� ������������ ������� det(C) = ±1 �
det(C ′) = ±1� 2���� ��$����! ��� ��)�����*� ������� C � C ′ ��$��! ��� � ���� 
)* ����"��������� %��&'�&1( ������� K �������� $ ���/�������� ���� K ′

ij = niδij�

������ ,�� ����������� "���� �����"�� %��� ��$�� 3145! 6���� 7! 8&(� .�+�����
%��&'�&1( ������ ������������+ ������� C ′ � ������������� det(C ′) = ±1 �� ��� 
���� K �������� $ ���� ,����������� ����"����������	
&�( ���"������� $ ������ ����"�� ������� K ���/�/� ����"��! ���������/� �� �� 
��� �����9
1�( ����������$� �*"�- ���- ����"��� ������� K9
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0����/����! ��+����� %��&'�&1( ������� C−1! � ������������� det(C−1) = ±1 ��� 
�� �� ������� K �������� $ ��� �� ���� ,����������� ����"����������! �� ���
����$� ���������� ����� �����* ����$� � ������� K � ���� � ,��+ ����$� K1j �
��$�������+ �� �����* ,������� :��� � ,��+ ����$� ������� ,������ K1k ��$�+!
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��� K1j = q · K1k� ��	 q ∈ Z� �� 
����� �� j���� ������ k��� �����	�� �����	��
��� � q� �� �����	� K ′

1j = 0� ���� �	 ��	�	�� K1k �	��� K1j � �������� ��
	��� K1j = q · K1k + r� �� 
����� �� j���� ������ k��� �����	�� �����	���� �
q� �� �����	� K ′

1j = r < |K1k|� � �	� ���� ��	�� 	� ��	�	�� K1j �� �����!�
"#���
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 �	������� #�� �� 
 ����	������
 ����	��� ����� ��� 
�	 ��	�	���
�	#
�� ��#��� �#��	 ������ ��	�	�� &���	 ��#�� K ��� �� 
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��� 
��� ������� ������ α(i) �� �!�� s�(r + 1,C)�

3 ����$�! �������	�#����# &4���.5' 
	���# &4���44' ����� �#	���
��� ��	���
!$�� ��#���

|λ(f)〉 = 1

f !

∑
σ∈Sf

(−1)p(σ)ε(σ1) ⊗ ε(σ2) ⊗ · · · ⊗ ε(σf ) = A · (ε(1) ⊗ ε(2) ⊗ · · · ⊗ ε(f)). &+�,,�.'

6�	���� ��� 	��� �#	�� 
	���#�
 �v1, �v2, . . . , �vf ∈ Vr+1 ��		��� %��� �� ��� �#
��
��!$�% 
	���#�
 �vk = �vj ��� k = j� �� �� ��#	�	�	��� &4���.5' �������	�#��
���# A ��	��	� #
	���
�

A · (�v1 ⊗ �v2 ⊗ · · · ⊗ �vf)|�vk=�vj = 0 . &+�,,�4'

"�������� /�#����� &4���.�' ��� ��	#��# T⊗f(1)

(
Eα(i)

)
� /�#����� &4�,�+' ��� ��#	�

�	��!$	�� �#	���
�	��� ��#��!$	� Eα(i) �  ���	 #
	���
�� &4���.0' � &+�,,�.'�
�	#	�� 	� �	
�! ���� &+�,,�,' ��	��!$�� ��#���

T⊗f(1)

(
Eα(i)

) |λ(f)〉 = T⊗f(1)

(
Eα(i)

) · A (ε(1) ⊗ · · · ⊗ ε(f)) =

= A ·
( f∑
k=1

(Ir+1)
⊗(k−1) ⊗ ei,i+1 ⊗ (Ir+1)

⊗(f−k)
)
· (ε(1) ⊗ · · · ⊗ ε(f)) .

&+�,,��'

��� ������� ��	

���� 	 ������� �������� 
���	���� ��

���� �����	
� ���� 	
���
�	��
���� �
� ������	
���� �����	
� ��	����
∫
dθdθ̄ Ψ(θ, θ̄) =

∫
dθd

∫
dθ̄d · · ·

∫
dθ1

∫
dθ̄1 Ψ(θ, θ̄) , ��������

�	���� �
��� �����	�	��
��� �� θα ��� θ̄β �����
���� �
� ������ ����������� !��
�	��������� ∂

∂θα
��� ∂

∂θ̄β
� "�
�� ����	�# �����	
� ��	����
 �� ����� ��	�������

��	��������� �
� ∫
dθ = 0 ,

∫
dθ θ = 1 ������$�

�� 
�
�������
∫
dθ̄ = 0#

∫
dθ̄ θ̄ = 1�# 
 ������� dθα# dθ̄β ���� ����
�� 
��������%

��	� !��� ���� ��&�� � � �	
���
������ ��	�������� θα# θ̄β �

• ������ ��� � ��	�
��� ��� �������� �� ������������ ���������� � ������
����� �������� ���� ������� ������ ��

"����	
� ��	����
 �������� ���&��� ��'�������� ����	�������# ����	�� ��%
���������� �
�	���	 ��� (�	����	���� �������
������ �����	
�
 )����
�
 ��
(�	������� ��	�������� * �
�������# ����	���
�� d × d �
�	�+� ||Aαβ|| ����
�	����
���� � ���� �����	
�
 �� �	
���
����� ��	������� ����� !�� �&	
���

det(A) =

∫
dθdθ̄ exp(θ̄αAαβθβ) =

1

d!
εα1...αd

Aα1β1 · · ·Aαdβd εβ1...βd , ������,�

��� �����	
�
∫
dθdθ̄ &�� ��	������ � ������-�� .�	
�
 � (�	���� ������,� ��������

�	����
������ ��� ����	���
��
# ����	�� �� �&���
�� � ��	��� �
��� ����� ����
/
���� ��������� 0���� d = 2n 1 ������ ����� � d×d �
�	�+
 A 1 ����������	���

Aαβ = −Aβα� 2���
 ���	���� ���
�
��# ���∫

dθ exp
(1
2
θαAαβθβ

)
=

1

2n n!
εα1...αd

Aα1α2 · · ·Aα2n−1α2n ≡ Pf(A) , ������3�

��� Pf(A) 1 �(
((�
� �
�	�+� A ���� /
���� ������� ��	��� �
��� ������ � �	�
������ ������3� �� ����������
���� (�	����� θα1 · · · θαd

= εα1...αd
θ1 · · · θd�

• ������ � � � ! ����"�# �����������$ ������������� ������%� � ������&� ��'
	�
��� ��( 	��������������� (2n × 2n) �����)� A ��*������+ det(A) =(
Pf(A)

)2
�

* �
�� ����� 4���� 	
����
 �������# ��� 
���&	� 5	
���
�
 ��	
 � �� ���� 
	��� � ���	�� ����	������	�� � � �
������� � ���	�� ����	�	��� � ����	
���&	 6��
��
 �
���7
� ���
 ��'���� �
 	
��� �
7�� ������



�� ��� ������� ��	

���� 	 ������� �������� 
���	����

�� ���� ��	�
����� {θ1, . . . , θd, θ̄1, . . . , θ̄d} �	����� ����	� �	���
��� Gr2d� �	� ���
���� ������� 
� ��������������� !�	
���" ������� � ������#����
 〈0|θ̄〉 = 1�

�	�
���
 !�	
������ $���	������ �����%��% |θ̄ 〉 � 〈 θ| ��% ����	����% ����
&������' �	����������" ����	� �������' !�	
�����( $���	�� �������)�� ����
�� ����
�	!��
� �	����������� � ������
 ���)��� *�% +����( ��$ ,� $�$ � �
���)�� ����� ����
�	!���� �	����������%( ����	��
 ��% �	����������� ��$��	�
�����-� �� �	���	������ .�$� F � ��������� $ ��
� ��$��	� 〈Ψ| ∈ F∗ ��������
!��$&�� ��� �	���
�����' ��	�
����' θα � θ̄β /

Ψ(θ) ≡ 〈θ|Ψ〉 = 〈θ|
d∑
k=0

∑
α1<···<αk

ψα1,...,αk
|α1, . . . , αk〉 =

=
d∑
k=0

∑
α1<···<αk

ψα1,...,αk
θα1 · · · θαk

,

������0 

Ψ(θ̄) ≡ 〈Ψ|θ̄〉 =
d∑
k=0

∑
α1<···<αk

ψ∗α1,...,αk
θ̄αk

· · · θ̄α1 , �����1� 

��� 
� ��������������� !�	
���
� �����-- ( �����-2 ( ������� ( � $���	�' ����,��
�� ν = d( � ��$,� !�	
���
� ������� � ������2 � *�"����� ���	���	�� zα � zβ ��
�	���������� �����%��� |Ψ〉 � ��	
���' �������' !��$&�" ������0 �������� ������2 
�����������% � ���� ��	������ � ���-��2  

〈θ|zα |Ψ〉 = ∂

∂θα
〈θ|Ψ〉 , 〈θ|zα |Ψ〉 = θα 〈θ|Ψ〉 , �����1� 

3�� !�	
��� ��	����%�� ��% ����	� Ad !�	
�����' ��&���%��	�� zα � zα �	���
��������� ρ̄ ��	������ � ���-��0  /

ρ̄(zα) =
∂

∂θα
, ρ̄(zα) = θα , �����1- 

��"�����4�� � �	���	������ !��$&�" Ψ(θ) = 〈θ|Ψ〉 �	���
�����' ��	�
����' θα�

• ������ �� ��	�
��� ��� ��
�������� ������������ ���	��� Ψ(θ) ��������� �
��
��������� dim(F) = 2d ������������ ��	� ������� Ad  ���  !�"�#$%%�

5�#� 
� ��$����� ��
� 6���	,����� ����� ( )�� ���	�,���� ρ̄ 7 ���
�	!��
 ���
��	 Ad � Bd( �� ���� �	����������� ρ̄ 7 ��)����

• ������ !&� '���
�(�� ���������  !�"�!)% �  !�"�*#% ��������� ������������� ρ̄
��( ����
��+�, ������� -�������� C�N �

8�$���&( �$��%	��� �	���������� 〈Φ|Ψ〉 ���' �����%��" � �	����������� ρ̄ �������
�����% � ���� ��	������ � ���-���  /

〈Φ|Ψ〉 =
∫
dθdθ̄ e−θα θ̄α 〈Φ|θ̄〉 〈θ|Ψ〉 =

∫
dθdθ̄ e−θα θ̄α Φ̄(θ̄) Ψ(θ) . �����1� 

9���� �����	��
∫
dθdθ̄ �����)��� �����	�� :�	����� �� �	���
�����
 ��	�
����


{θ1, . . . , θd, θ̄1, . . . , θ̄d} ∈ Gr2d( $���	�" � �����
 ���)�� ��	����%���% ������4�
 ��
	���
 (d = 1, 2, 3, . . . )/∫

dθdθ̄ Ψ(θ, θ̄) =
∂

∂θd
· ∂

∂θ̄d
· · · ∂

∂θ1
· ∂

∂θ̄1
Ψ(θ, θ̄) . �����1� 

�� ������� ��	
�
�� ����� ���

������	� 
���	��� ��	�	�� eik �� ���	���� ������ ε(m) ∈ Vr+1 ������ ���
����

eik · ε(m) = δkm ε(i) . ��������

�� ��! ���	 i + 1 > f ! �� "����� ���# �������� ����� ���$ 	 
� "�����
 	���
��
��������� ��������� %��	 &� i < f ! ��! "�	
���� ��������! ��� "����� ���	 ��������
	
��


A ·
( f∑
k=1

I
⊗(k−1)
r+1 ⊗ ei,i+1 ⊗ I

⊗(f−k)
r+1

)
· (ε(1) ⊗ · · · ⊗ ε(i) ⊗ ε(i+1) ⊗ · · · ⊗ ε(f)) =

= A · (ε(1) ⊗ · · · ⊗ ε(i) ⊗ ε(i) ⊗ · · · ⊗ ε(f)) = 0 ,

 �� � "�������
 ��������� 
� ���"��#�����	�# �����	�
 ������'��

���� ������ ��� �	 
����� �����

�������� ���	
���� 	� ������ ����
���������

EP [r] = 1
r!
(1 + σr−1 + σr−2σr−1 + σr−3σr−2σr−1 + · · ·+ σ1 . . . σr−1) ·

(1 + σr−2 + σr−3σr−2 + · · ·+ σ1 . . . σr−2) · · · (1 + σ1) =
1
r!
Y (T[r]) .

����(���

��������� ��� ����� ��������
�������� EQ[1r ] �����
��� �� ������ ����
��
�������� EP [r] ���
��� σi → −σi� ����
����� ��� Y (T[r]) � ���� ��! "�� ����� ��
#
r! "
�
���� �� ������ �
�
�������� Sr�

��� ���������#���� �� �! �� )��
��� EP [r]! �������� � ����(���! ����� "����
� �	
*

���	������ � C[Sr]! ����+��	
� ����	�#�� � �"������	����	 ������,��	�

σk · EP [r] = EP [r] · σk = EP [r] , ∀ k = 1, . . . , r − 1 . ����(�(�

-��
	������� ������ 1/r! ������ � ����(��� ��� �� �! ���� "�	 ��"�����		
����(�(� 
� 	
��	 E2

P [r] = EP [r]� .�
��	
! �� "����� ��������� � ����(��� "���"	*
�������� � �	�� ����������� � ������,��	�

EP [r] =
1

r
(1 + σr−1 + σr−2σr−1 + σr−3σr−2σr−1 + · · ·+ σ1 . . . σr−1) · EP [r−1] . ����(�'�

.���# 	 ����� �
���� ��	�	�� e 
� "	,�
 1� /���
���	
 ��"��# )��
����

Jm→r = σm · · ·σr−2 · σr−1 · σr−2 · · ·σm = σm · Jm+1→r · σm (m = 1, . . . , r − 2) ,

Jr−1→r = σr−1 , Jr→r = 1 .

0�

� Zr =
∑r

m=1 Jm→r "�	�����&	� ������ "���� ���� C[Sr−1] ⊂ C[Sr]! �� ���#
[Zr, σk] = 0 (∀k = 1, ..., r − 2)� ������	���#��! )��� ���� ������� 	� ��������

σk · Jm→r = Jm→r · σk , ∀ k = m,m− 1, r − 1 ,

(Jk→r + Jk+1→r) · σk = σk · (Jk→r + Jk+1→r) ,
����(���

������� ������$� 	� �"������$1	+ ������,��	� ���'��'�� 2 ������� "�	
��� "��*
��
�����	���
 �"������	����# "���� � ��������� � ����(��� ��� k = m+ 13

σm+1 · Jm→r = σm+1 · (σm · σm+1 · σm+2 · · ·σr−1 · · ·σm) =
= σm · σm+1 · σm · σm+2 · · ·σr−1 · · ·σm = σm · · ·σr−1 · · ·σm · σm+1 · σm = Jm→r · σm+1 ,



��� �� ������� ��	
�
�� �����

��� ���	�
���� ����������� � ����
�� �
��������� ����������� ��� ���� ����������

σm+1 · σm · σm+1 = σm · σm+1 · σm . � ��!���

"���#�� ����
$ 
�%����%� � ��!�!� �� �������� &��$ '�� 
�%����%� %���(������
�(� EP [r−1]�

σk ·EP [r−1] = EP [r−1] · σk = EP [r−1] , ∀ k = 1, . . . , r − 2 . � ��!���

)��
���
� �(� r = 3 �� �����

EP [2] =
1

2
(1 + σ1) ⇒ σ1 · EP [2] = EP [2] · σ1 = 1

2
(σ1 + σ2

1) = EP [2] .

&���#��� 	�� 
�%����%� � ��!�!� %���(������ �(� EP [r]� ��(� %���(������ 
�%��*
��%� � ��!��� �(� EP [r−1]� +�
�( � ��!���� ��($,��$ ��
���(����� '(������ Zr �
�
����(�#����� ������� � ��!���� ��#�� ,������$ % %���

EP [r] =
1

r
Zr · EP [r−1] =

1

r
EP [r−1] · Zr , � ��!� �

��� %��
�� 
�%����%� %������� �, ����� 	�� Zr - ����
�($��. '(����� % C[Sr−1]
� EP [r−1] ∈ C[Sr−1]� /������� 	�� %��
�� 
�%����%� % � ��!� � ,�����%����� % %����
���(���	��� � ��!����

EP [r] =
1

r
EP [r−1] · (1 + σr−1 + σr−1σr−2 + σr−1σr−2σr−3 + · · ·+ σr−1 . . . σ1) . � ��!�0�

1�� ��� �(� EP [r−1] %���(������ ����������� � ��!���� �� ���(���� � ��!� � �� ��*
(	��� � ��!�!� �(� k = 1, . . . , r − 2�

σk · EP [r] =
1

r
σk ·EP [r−1] · Zr = EP [r] , EP [r] · σk = 1

r
Zr · EP [r−1] · σk = EP [r] .

)������� �(� k = (r − 1)� ��($,��$ �
�����%(����� � ��!���� ������������� ���
� ��!��� � 
�%����%�� σr−2 · EP [r−1] = EP [r−1] �� �����

σr−1 · EP [r] = 1
r
σr−1 ·

(
1 + σr−1 + (1 + σr−3 + σr−4σr−3 + · · ·+ σ1 . . . σr−3)σr−2σr−1

) ·
· EP [r−1] = 1

r

(
σr−1 + 1 + (1 + σr−3 + · · ·+ σ1 . . . σr−3)σr−2σr−1σr−2

) · EP [r−1] = EP [r] .

2��(���	�� �
�%�
����� ����������� EP [r] · σr−1 = EP [r]3 �
� '��� ����4����� ��*
��($,�%��$ �
�����%(���� � ��!�0��

5��(��� ,���� σi → −σi % ��#����%� � ��!�!�� 1�� ��� '�� ,����� �%(����� �%��*
��
6�,��� �(���
� C(Sr)� ,������. ������������� ��������� �� ��#����%� � ��!�!�
��
�.��� ���%� % ��#����%�� �� �(���7��� %���

σk · EQ[r] = EQ[r] · σk = −EQ[r] , ∀ k = 1, . . . , r − 1 , � ��!�8�

��� '(����� EQ[r] ��(	����� �, '(������ EP [r] ,�����. σi → −σi� 9 ��( � ��!�8�
'(����� EQ[r] ��
�%���� (��� �������� �
�����,���� σk % ���� ������ � �(�*
��%���($�� ��
�%���� (��� ��	���� ��
������%� % (−1)� � 	���� ��
������%�
% (+1)� &�'��� '(����� EQ[r] �%(����� ��(��� ����������
�,���
���

��� ������� ��	

���� 	 ������� �������� 
���	���� ��

�� ����	
���� ����� �������� ��� �����	� ��������� ��	����� Ad ��
�� ����
�	���	����� ��� 
� ���  �����	� Bd � ��	������ {θα, ∂βθ } ! ���������� �
"��� #	#$�� ��	������ �����	� Ad ��������� �	���	����

gr(zα) = +1 , gr(zα) = −1 ,
� 	�����	��� �����	� Ad  Bd ������� #��	������ ����� "������� a ∈ Ad  b ∈ Bd
������	���� �������� #	����

a · b = (−1)gr(a)·gr(b) b · a %& ' (�)

%�� ���� ������ "������� ������	��� �� ���� "��������� � �������� "�������
a  b ���������	��� �	�� � �	����) *�#�	� �� ������ #�	�+� � #���	����
�������� ������	�����  ���������	����� #	���������+ %�� ,����� ���) ���
�����	� ��	������ ��-�����	�� .�� "���� ������ ������ ����������� �����	��
��� ��	������ �#�	���	�� �����
��� zα %�	����� � %& � �))/

zα |θ〉 = θα |θ〉 , %& ' (')

��� |θ〉 := |θ1, . . . , θd〉  θα 0 "������� �����	� Grd ⊂ Bd� ����	�� ����� �� ����� ��1
������ �	���������� #�	������� !����	� |θ〉� ���������	���� %& ' (')� ����1
������ ����	����� ��������� ��� ��	������ ��-�����	�� 2� ����	������
�������� ��	����� �������� ��	���� %�	����� � %& � &3))/

|θ〉 = exp(zα θα) |0〉 = exp(−θα zα) |0〉 , %& ' (()

��� |0〉 0 ������ ��	������� #	���	������ 4���� �������+ � %& ' �&) 5�����$���
%& ' (') ������� � %& ' (() � ������ %& ' &�)  %& ' (�) 6�������� #	�����������
%& ' (()  ��	����� %& ' &�)� %& ' (�)� �� #�������

zα |θ〉 = − ∂

∂θα
|θ〉 . %& ' (7)

.�� �������� ����	������ �������+

〈θ| = 〈0| exp(θα zα) = 〈0| exp(−zα θα) , %& ' (8)

��� �������+ ������ 〈0| �#	������ � %& ' �9)� �� ���� ������$���� ����������
%& ' (')� %& ' (7)/

〈θ| zα = θα 〈θ| , 〈θ| zα =
∂

∂θα
〈θ| . %& ' (:)

• ������ �� ��	
���� ���	�	����	
���	�� 	����������� �		�	����� �������
�
	�	���� �����	�	
 ��� ��!" � ��
���
 ��� �# "$ ��� �#%"$ ��� �#&"�

5��	��� ���� ����	����� �������+ %& ' (()  %& ' (8) 	����/

〈θ|θ̄〉 = 〈0| exp(θα zα) |θ̄〉 = 〈0| exp(θα θ̄α) |θ̄〉 = exp(θα θ̄α) , %& ' (9)

��� θ̄α ; ��� ��� ����	 �	���������� #�	������� ����+� ���

θ̄α · θβ = −θβ · θ̄α , θ̄α · a = (−1)gr(a) a · θ̄α , ∀a ∈ Ad , ∀α, β .



�� ��� ������� ��	

���� 	 ������� �������� 
���	����

������ �	
��� ���������� ∂
∂θα

�� ������� ���		
��� Grd� ��� ������� ������
��� Grd → Grd� ������� ��������� �� ���	��� 
���
�� �������� 	������
 ������


∂

∂θα
(θβ1 · · · θβk) =

k∑
i=1

(−1)i+1 δαβi (θβ1 · · · θβi−1
· θβi+1

· · · θβk) ,
∂

∂θα
(I) = 0 ������ �

���!� ��"��#� ����"����# ∂/∂θα �����	�	# !���� θβ� �	� β = α� ��!�
 ����
��

����#� (∂/∂θα) θβ = −θβ (∂/∂θα)� � ���	�"�# �� θα ����"����# ���� ���$��
(∂/∂θα) θα = 1�� %����	�� &��
� ���������� ����"����# ∂αθ ≡ ∂

∂θα
���"���"��#��

�������"����
� ���"�� '����$�(

∂αθ (a · b) = ∂αθ (a) · b+ (−1)gr(a)a · ∂αθ (b) , ������)�

 
� 
�*�
 ���	��+ ����� ����"����� �������"�� gr(∂αθ ) = −1� %��"�"�# ���
���+���� �"�� ��	����"����+��� ���	�"� ������ � ����"����� ∂αθ  ∂βθ �� ���	���

���
�� 
� ����!��


∂αθ ∂
β
θ (θβ1 · · · θβk) = −∂βθ ∂αθ (θβ1 · · · θβk) ⇒ ∂αθ ∂

β
θ + ∂βθ ∂

α
θ = 0 . ������,�

-��
 ������
� !�	���� ����"����� ∂αθ (α = 1, . . . , d) �����

������ ���� 	
�����
  �������� �������� ��
��.��� ������� ���		
��� Grd� /��"�� '����$�
������)� 
�*�� ���*� ����������"��+ ��� ���"�� ��

����"��# ����"�����
∂αθ  ����"��+���� &��
���� a ∈ Grd(

∂αθ · a = ∂αθ (a) + (−1)gr(a)a · ∂αθ . �����01�

2 !�	���
 	��!��� ������# a = θβ  �!��"�# ������ �� 
� ����!��


∂αθ · θβ = δαβ − θβ · ∂αθ . �����0��

%��"�"�# 	�����3��# ������4�� ������,�  �����0�� 5 �������#��
 	�����3��#

������,� 
� �����
 � 	�������
� ��"��*�����

���������	� ����� ����������		�
 ������ Bd � ����������� {θα, ∂βθ }� �� α, β =
1, . . . , d� �������	� ����� ������	�� �����	�� Ad ���� �����	� ������� ����
������� ����	��������
 � ����� � ��	��� �� ���� ������!	�" zα ↔ θα� zβ ↔
∂βθ � ��� zα ↔ ∂αθ � zβ ↔ θβ�


�����	�� 6��#�� 	 !�	���� ����"����� ∂
∂θα

� ������# ���������� " ������ � 
������# ����"���	# ��"�� ����"������ 
�*�� ��������+ ���"�� !�	���� �����

"�����
←−
∂
∂θα

	������
 ������
 �	��"��� 	 ������ ��

(θβ1 · · · θβk)
←−
∂

∂θα
=

k∑
i=1

(−1)k−i δαβi (θβ1 · · · θβi−1
· θβi+1

· · · θβk) .

7�		
������ ���"�� ����"����� ���"���	# ������!�� ��		
������ ��"�� ����
�"������ 2 !�	���	� ��# ���"�� ����"����� 	���	�"��� ������ ���"�� '����$�
 ������ 8�"��*���# ������

�� ������� ��	
�
�� ����� ���

�����	
� ����	�� ��� Y (T[r]) � �������� � ��� ����� ��	� r! ��	�	���� �� � ���!
Sr ������ ��	� �	 	�������� r ���	� (1, 2, . . . , r)�� "�# ����� �	 	��$	� ������%� �
��&	

Y (T[r]) = (1 + σr−1 + σr−2σr−1 + σr−3σr−2σr−1 + · · ·+ σ1 . . . σr−1) · Y (T[r−1]) . �������'�

� ����� � ��	��� ��&��
�(� )���* ��	�	�� Y (T[r−1]) � ����� ��	� (r− 1)! �	 	���+
����� (r − 1)+��� ����� (1, 2, 3, . . . , r − 1)� "��		 �����*��	� ��� ��� ��	 ��	�	��! �
,���� 	 (1+σr−1+σr−2σr−1+· · ·+σ1 . . . σr−1) � � ����	&	��� �������'�� �� ����(�	��+
	� 	&���
! 1� �	 	�����#(� ����	 	&�� ����	&��- ���	 r � �&��� �� �	 �!� (r−1)
���	 �� (1, 2, . . . , r − 1)� .��	 $	��	 ����� &������	�*���� �! ������#	� �����	�(�

���� ������ ��� ��	�
�� ���

�������� ���	
���� ��������

F (h1, . . . , hm) =
m∑
i=1

F (h1, . . . , hi − 1, . . . , hm) , ����%���

	�� ������� ��������

F (h1, . . . , hm) =
r!

(h1! . . . hm!)

∏
i<j

(hi − hj) . ����%���

)�&������ � ����%��� #��!- ��& ����%��� ,���
�� F (h1, . . . , hm)� /  	���*���	 ����+
��	�� ��� ��� �	�0��&��� &������* ������$	��	

r Δ(h1, . . . , hm) =
m∑
i=1

hiΔ(h1, . . . , hi − 1, . . . , hm) , ����%�%�

�&	 �����	 ����� ��	��� r �! ��	��# �	 	� &���! � (��� hi �&�# ��	��� �� �	 +

���� ����0
� λ� � ����1*( ,� ���! r =
∑

i hi − m(m−1)
2

� �! ��	�� �0�����	��	
Δ(h1, . . . , hm) =

∏
i<j(hi − hj) &�# �� 	&	���	�# /��&	 ���&� �%���%��� 2�����$	��	

����%�%� �!����#	��# ��&	���	���� ��� ��� ��� #��#	��# �����!� �����	�  ��	�����( m∑
i=1

hi + t C2
m

)
Δ(h1, . . . , hm) =

m∑
i=1

hiΔ(h1, . . . , hi + t, . . . , hm) , ����%���

�&	 t 3 �� ��	� � C2
m ≡ m(m−1)

2
� "�# &������	�*����  ��	����� ����%���� ���	����

��� ��	�� � ����%��� ����� ������� �	 ��- ��	�	�� �� t � 	�� ���,,�
�	��! � �
��	�	�#� t �����&�(� � �����	�����(1��� ���,,�
�	����� � � ���- ����� ����%����
&�# ���� !� ��		�∑m

i=1 hiΔ(h1, . . . , hi + t, . . . , hm)|t=0 =
(∑m

i=1 hi

)
Δ(h1, . . . , hm) ,

∂t
∑m

i=1 hiΔ(h1, . . . , hi + t, . . . , hm)|t=0 =

=
(∑m

i=1 hi ∂i

)
Δ(h1, . . . , hm) =

(m−1)m
2

Δ(h1, . . . , hm) .



��� �� ������� ��	
�
�� �����

����� 	 
��
��� �
��� �� ���� 
� �
 Δ(h1, . . . , hm) � ������� ����� � hi
�
����� (m−1)m

2
≡ C2

m � ����
	�� ����
��
∑

i hi ∂i �� ����� Δ(h1, . . . , hm) ��	�	��
���
� �������� Δ(h1, . . . , hm) �� �
� �
������ �����  ��!�� ��" ���!�
����
	�
#$�%&��' �
��
�" ��	���
�� �
 	 ��!������ ���	� ���
� #$�%&��' � t 	�� ��(�
(�)���
� ��� tn� *�� n = 2, 3, . . . � ��	�� ����� +� ������ �
 	����!	�	,���
�����
�	������ ���	� ���
� #$�%&��' 	 	��� ��
���* ��
�*����

m∑
i=1

hiΔ(h1, . . . , hi + t, . . . , hm) =
( m∑
i=1

∏
m�=i

hi (hi + t− hm)

(hi − hm)

)
Δ(h1, . . . , hm) =

=
(∮

C

dz

2πi

z

t

m∏
k=1

z + t− hk
z − hk

)
Δ(h1, . . . , hm) , #$�%&��'

*�� ��
�� C ������
 	�� 
��� z = hk (k = 1, . . . , m)� -����� ��!���� � t ���!�
	������� �
�� 	!���� �� ��
�*���� 	 ���	� ���
� #$�%&��'.

m∏
k=1

z+t−hk
z−hk = 1 + t

m∑
k=1

1
z−hk + t2

2

∑
k �=j

1
(z−hk)(z−hj)+

+ t3

3!

∑
k �=j �=�

1
(z−hk)(z−hj)(z−h�) + · · · =

∞∑
n=0

tn

n!

∑
k1,...,kn

1
(z−hk1)(z−hk2 )···(z−hkn)

.
#$�%&�/'

����� 	 ���	� ���
� ����� ���
 � 	��� k1, . . . , kn 
����� �
 ki = kj ��" i = j�
0��
�	�� ��!������ #$�%&�/' 	 #$�%&��'� 1 ��!���
�
� �������

m∑
i=1

hiΔ(. . . , hi + t, . . . ) =
(
a−1

1

t
+ a0 + a1t + a2t

2 + . . .
)
Δ(h1, . . . , hm) , #$�%&�$'

*�� ��" ��((�)���
	 ai �� �����

a−1 =
∮
C
z dz

2πi
= 0 , a0 =

∮
C

( m∑
k=1

z
z−hk

)
dz
2πi

=
m∑
k=1

hk ,

a1 =
1
2

∮
C

(∑
k �=j

z
(z−hk)(z−hj)

)
dz
2πi

= 1
2

∑
k �=j

1 = (m−1)m
2

,

a2 =
1
3!

∮
C

( ∑
k �=j �=�

z
(z−hk)(z−hj)(z−h�)

)
dz
2πi

= 0 , an = 0 ∀n > 2 .

#$�%&��'

2�((�)���
 a2� ��� � 	�� �
������ ��((�)���
� an = 0� ∀n > 2� ��	�� �����

�� ��� 	 �
�3 �����"3 ��
�� ��
�*���	���" ��� �
"��
� �  �������� 
��
�� z = ∞� 	 ����
��
� �
�� ����
�*������ 	�������� � �	��
 ��� 1/zn�
0��
��	�� #$�%&��' 	 #$�%&�$' ���
 #$�%&��'�

���� ������ ��� ��	�
�� ���

����� p(r) � ���	
 ����� �������� ���� λ  r� �
������ ��
 ��
��
�����
������� �	� ����	 p(r) ������ �
���	
 ! 	��� "��� �������� #$%&'

∞∑
r=0

p(r) xr =

∞∏
k=1

1

1− xk
. #$�%��%'

��� ������� ��	

���� 	 ������� �������� 
���	���� ��

�������	���
 �	��� s�(ν,C) � so(N,C) ������	�� ��� ���������
 Eαβ ∈ s�(ν,C)
�� ������	� ��	����		 ��	������	��	 ��������	 � ��� !""

Eαβ = z̄α zβ − δαβ
ν

∑
γ

z̄γ zγ ,
∑
α

Eαα = 0 . ��   "

#����	����	���� ��� ���������
 Lmn ∈ so(N,C) �� ��		�

Lmn ≡ 1

4
(Γm Γn − Γn Γm) =

1

2
Γ[mn] , ��  $"

%�	 Γm & ���������	 ��%	��� '��((���� C�N 

• ������ �� ��	
����� �	 �	������	���� �		�	����� 	����	�	
 �������� �
�������� �	
����� � 	����� ��!��� �		�	������� ���"���� � ���"���� � #
$�%� &� s�(ν,C) � so(N,C)�

)	�����*�� ��  $" ���	� �����+������ ���� ��,	 � )���	�	 ��� ��� ������	���
��������
 ��	������	��� ��%	�� -� so(N,C)

����� �����	
 �	
��
�


.����%�� ��%	��� ��������� C[x1, . . . , xd]� %�	 xi & ���������� �	������ �x � ���/
��������	 Rd� � ������� ���	�	�����+ �����������	 ��	������	��	 �����" � � ����/
����� ���������+ �����������	 ��	������	��	 �������
 ��*��������� ����"� ���
(	�������
 ��*��������� ����	��� ��%	��� 0��������

���	
	�	�	 ����� ��������	
� 
����
 Grd � ���	��	�� �����	��� I � ��
���
����� θα �α = 1, 2, . . . , d�� ������� ������������� ������������ ����	���	���

θα θβ + θβ θα = 0 , ∀ α, β , ��  1"

	
���
���� �����	
� �	����� � d ��
��������

���	�� 2����%	��� � ��%	��	 (	�������
 ��*��������� �� �3" � �����������
{zα} ���� � ����������� {zα}"� %�	 α = 1, . . . , ν� ����	��� ��%	���� 0�������� Grν 

4���� � ��%	��	 0�������� Grd ��������� �������� ��������	 � �� 1""

{I, θα1 , θα1θα2 , θα1θα2θα3 , . . . , θα1θα2 · · · θαd
≡ θ1θ2 · · · θd} ,

1 ≤ α1 < α2 < α3 < · · · ≤ d .
��  5"

#����	����	��� ��%	��� Grd & ���	����	��� � 		 ����	�����+ ��� ������	��	
�� �$"" ����� 2d �� ��%	��	 0�������� Grd ��,�� ��	��� %���������� ���	�	�+" gr
. ��	���� %���������� �������
 ������� ��  5" ���	�	��	��� ��� gr(θβ1 · · · θβk) =
k 6�%�� ��%	��� 0�������� Grd �����%�	��� � ����� Grd = ⊕d

k=1Gr
(k)
d � %�	 Gr

(k)
d & �	�/

�����	 ������������� �����������	 7�	�	����� a ∈ Grd� ��	����� ��	�	�+ gr(a) =

k� ��� 7��� �� ��		� Gr
(k)
d · Gr(�)d = Gr

(k+�)
d 



�� ��� ������� ��	

���� 	 ������� �������� 
���	����

� �����	
� �����  F ′� ������	 �����������

|α1, . . . , αk〉′ → |α1, . . . , αk〉 ,

���������������� � 	���������� ������������� ������������ ρ � ρ′�

��� ����������� ���������� �����������  ����������� F ���� ����  ��!
��� ���" �	������ ����������� #��� F∗$ ������� ������� �� ������%& �������'��
������%& ������

〈β�, . . . , β2, β1| = 〈0| zβ� · · · zβ1 (ν ≥ β� > · · · > β2 > β1 ≥ 1) , �(�)��*"

���������%& �� �	������� ��		����� ������ 〈0| ∈ F∗$ ��������� ������+������,

〈0| zβ = 0 , ∀β = 1, 2, . . . , ν , �(�)��-"

� ������������� ���$ ��� 〈0|0〉 = 1� . ����/�
 ���� ��������� � ������+����
�(�)��0" ����� %������� �����	 �
�%& ������%& ������ �� F � F∗,

〈β�, . . . , β2, β1|α1, α2, . . . , αk〉 = δk,� (δβ1α1 · · · δβ�α�
) . �(�)��1"

2�����$ �% ����� ���������� ����  ����� ���" ������� ���������� † ������
�(�)��)"  F � 〈Ψ| ∈ F∗ ��� ����������� F → F∗ � F∗ → F ,

|α1, α2, . . . , αk〉† = 〈αk, . . . , α2, α1| , 〈αk, . . . , α2, α1|† = |α1, α2, . . . , αk〉 ,

〈Ψ| = |Ψ〉† =
ν∑
k=0

∑
α1<...<αk

ψ∗α1,...,αk
〈αk, . . . , α2, α1| , |Ψ〉 = 〈Ψ|† , �(�)�)3"

� ������������ �(�)��1" ��� ����������� ������� ���������� �����������  F 4
��� ���� ����&����� ������� ������������� zα = z†α$ z

†
α = zα�

• ������ �� ������� 	
���� |α1, . . . , αk〉′ � 〈β�, . . . , β1|′ ��� �
 ��� � 	 �������� �
��������� � ��� ��� �
 ���
� ��
�	��� 	����
��� �
� ��!��"��
 �!
������
��� ��� �����
��	 (α1, . . . , αk) � (β�, . . . , β1)� #��$���� �� 	 ���
 ����
 	�
 � ������%� �� ��

� �
�
��������
 "�����

〈β�, . . . , β1|′|α1, . . . , αk〉′ = δk,�
(ν−k)! εα1...αkγk+1...γν · εβ1...βkγk+1...γν =

= δk,� det
(||δ

αiβj
||i,j=1,...,k

)
.

�(�)�)("

5������$ ���  ���������� � �(�)��1" � �(�)�)3" ������� ����������� 〈Φ|Ψ〉 �	&
���������%& ������ |Φ〉, |Ψ〉 ∈ F ����

〈Φ|Ψ〉 =
ν∑
k=0

∑
α1<...<αk

φ∗α1,...,αk
ψα1,...,αk

. �(�)�)�"

������	
�� 6������ 7��88���� C�N $ ���  ��	��� N = 2ν ������8��� �� �������
������%& 8������� Aν $ ��� �� ��� � ������� d!������� ��'�������� ���� 9���!
����� �  ���'�  ������ ���"$ ����� �%�� ����������� ��� �������'�� ������ :�

�� ������� ��	
�
�� ����� ���

�������	 
���� ��������� 1
1−xk = (1 + xk + x2k + x3k...)� ��������� ������ �����

� !"�!"# � ���� �����������	

(1+x+x2+x3+x4+ ...)(1+x2+x2·2+ ...)(1+x3+x2·3+ ...)(1+x4+ ...) · · · . � !"�!$#

%�	 ������� � 
������� �������� ��
����� ��� 
�&''�(���� ��� x4 � ����������
�����������	 � !"�!$# ����� p(4) = 5� �� ���� ����� ����� ���) �������� *���
� ������	 
���
���+ [4], [3, 1], [22], [2, 12], [14]! %������������� ����� x4 ��,������	
����
� �� ����) �����) '�
����� 1

(1−xk) ��� k = 1, 2, 3, 4� ������������ 
����)

������� � � !"�!$#- ��������.�� '�
��� 1
(1−xk) ��� k > 4 �
���� � x4 �� ����!

%�������� [4]� �����	.�	 �� ����� ����
�� ������������� �,��� ���������� x4 �
��������� '�
���� � � !"�!$# ����� ���� � ����) ���) '�
����) ���,)����� �/
,����� ���������� ��������� ����� 1- ��������� [3, 1] ������������� �,��� �
������� '�
���� � � !"�!$# ���������� x3 � ���������� x1 � ������ '�
����- ���/
������ [22] ������������� �,��� �� ������ '�
���� � � !"�!$# ���������� x2·2- � ��

�����!

0� �����������	 ������� �������� ������� �������� ��� 
����� ���������*���
λ = [λn1

1 , λ
n2
2 , ..., λ

nm
m ]  r� ��� λ1 > λ2 > · · · > λm > 0� � ����� ����������� �

���������� ������ ����� � !"�!"# ����� xr� 
����� ��,������	 
�
 ������������
���������� xn1·λ1 �� ���������	 '�
���� 1

(1−xλ1 ) � ���������� xn2·λ2 �� ���������	

'�
���� 1
(1−xλ2 ) � ��
 ����� �� ���������� xnm·λm �� ���������	 '�
���� 1

(1−xλm )
! 1

���������� �������) '�
����� 1
(1−xk) ��� k < λm � k > λ1 ���,)����� �,����

���������� ��������� ����� 1� �� ���� &�� '�
��� ����� �������� ������
�����(�!

2 ������ ������ ��,�� ����� xr� �����
��.�� ��� ���������� �� x �������/
����	 � ������ ����� � !"�!"#� ��,������	 
�
 ������������ �������) xnkk� 
�����
���������	 ��� ���������� '�
����� 1

1−xk (k = 1, . . . , r)� � ��� &��� � �����

r = n1 · 1 + n2 · 2 + ...+ nr · r , � !"�!3#

��� ni ∈ Z≥0! 4������� ��� � ������ ����� � !"�!3# ������� �� ���	 ����
� ��
���/
�� ����������� ��,�� 
��������� nλ1 , nλ2 , ..., nλm � ��� � ����	������ ��������

�������� �� �) ������� λ1 > λ2 > · · · > λm � m ≤ r! 5� ������ &��� ����� xr ����/
��������� ��������� *��� λ = [λ

nλ1
1 , λ

nλ2
2 , ..., λ

nλm
m ]  r� ��� ������ λk 6 ���� ����


�������� *��� λ! 7�
�� �,������ ��,�� ����� xr� �����
��.�� � ����������
������ ����� � !"�!"# �� x� ���������	���	 �
������ ��� �����,�� ������������
��������� *��� λ  r� �� ���� ������	 ������������������ ������������ �����
���������� ������� xr �� '�
��������� r#� �����
��.�) � ���������� ������
����� � !"�!"#� � ���������� M �������� *��� λ  r! %������ ������� 
�&'/
'�(���� ��� xr � ���������� �� x ������ ����� � !"�!"# ����� ����� &�������� �
��������� M� ��� � ��
������ '������ 8����� � !"�!"#!



��� �� ������� ��	
�
�� �����

���� ������ ��� ��	�
�� ���

��������� 	�� 
��� ����
 L[2,1]2 �������� � � ��� �� �
�	�� ε = 0� ����� ������
������� �
����� ���������

ε3 =
1

3
(1− σ1)(1 + σ2) , ε4 =

1

3
(1− σ2) σ1 (1 + σ2) .

��������� 	�� ��� �
����� ����
������ � ������!����� ������"�� ������#� �
������$��

σ1 · ε3 = −ε3 , σ1 · ε4 = ε3 + ε4 , σ2 · ε3 = ε3 + ε4 , σ2 · ε4 = −ε4 , �������	

ε3 · ε3 = ε3 , ε4 · ε4 = 0 , ε3 · ε4 = 0 , ε4 · ε3 = ε4 , ������
	

ε1 · ε3 = ε3 · ε1 = 0 , ε2 · ε3 = ε4 · ε1 = 0 , ε3 · ε2 = 3 ε2 , ε1 · ε4 = 3 ε4 . �������	

%��������� ������
�������� &�������
����� ���
�������' �� ����������� (
)�' 
��' ����
�' L[2,1]1 � L[2,1]2�

� ������ C[S3] ������� ����������

σ1 → σ2 = S · σ1 · S−1 , σ2 → σ1 = S · σ2 · S−1 , S ≡ σ1 · σ2 · σ1 , �������	

��� �������

ε1 → ε3 = (1− σ1)(1 + σ2) , ε2 → ε4 = (1− σ2) σ1 (1 + σ2) , �������	

 ������
	 � �������	 ��������� � ���� �!� �� �������	 � ������
	� "��#�$��# ���� �!�%
 ���� ������
	 � �������	 �&  �����' (�� ���&) ���� L[2,1]2' �����&) ����*�����
�������� ��� ���� �������		

e[2,1]2 =
1

3
(ε3 − ε ε2) , �������	

��*� ��$���� + ���� � L[2,1]2 ������� �� ��$� ,���� ��� (ε3 − ε ε2) � (ε4 − ε ε1)�
"���*�� ��� �������& ε = 0� -��� �.��) ,���� � x′ ∈ L[2,1]2 � ������������ �
�������	 ������������� � ����

x′ = x3 ε3 + x4 ε4 , x3, x4 ∈ C .

/���������� �������	' �������	 ��������� ���� ��$(� ε = 0	 �������� �& e[2,1]1 �
e[2,1]2 ��$� � ��$� � $�� ������ ,������ � ���# ��������� �)' �������  &�
  ����������$.0�� ���&� ����� L[2,1]1 � L[2,1]2�

���� ������ ��� ��	�
�� ���

%�������� � �&�����
������ ������!���� ���"�*+�� ���"�*��� ���"�*�� � ���"�*"� �

"����� ��� ���� � ���� �!� �� �����1�	 ����$�� �� �������� �� �����1�	� 2��%
����� � ������������� ������� ��� ��� � �����1�	� 3�����������# ����# &� �%
�� ��� � �����1�	' �����1�	' �����1�	 � �����1�	 ���� �����������  ����( &� ������'

��� ������� ��	

���� 	 ������� �������� 
���	���� ��

�������� �	
������� ��� ��� ��� �	
������ ����������� �����	 �������� ����
 �!�
�" �������� � �����#��� � ���"����� !�"
���$

dim(F) =

ν∑
k=0

ν!

k!(ν − k)!
= 2ν = 2N/2 . ������%�


�� ���!����� � ���������& �����������' ��
���� �����
���� !����������� �(
����	 C�2ν � ) !���*�' ������+���& ������,�� ������-� �����"'*�� Γm ∈ C�2ν ����(
���
�� ������	 � ��������	�� �!��������� zαi

� zβi� .�/���" ��&����� '����
/������ �����	 �������� C�2ν � �����"'*��� ������-� �� !����������� 0��� F
� ������� �������� �!��������� ��&������ �� /�� !����������� ��������	1 �!���(
����� zαi

� zβi� �� ���� ������+������

zβ |α1, . . . , αk〉 =
k∑
i=1

(−1)i−1 δβαi
|α1, . . . , αi−1, αi+1, . . . , αk〉 ,

zβ|α1, . . . , αk〉 = (−1)i |α1, . . . , αi, β, αi+1, . . . , αk〉 (αi < β < αi+1) ,

zβ|α1, . . . , αk〉 = 0 (β = αi) .

��������

2�� ������+���� ������ � ����������� ������-� ����'� 2ν(������ !����������� ρ
�����	 �������� C�2ν � 3���� �����
��� ��!��� �����"'*�1 ρ(Γm) �"��� ���"�(
������ ���� � 4����� ������

���	
��	�	 ����� ��������	�� 2ν
���	�� ���������	�� ρ ������� ���������
C�2ν � ������ ������ �� �������� �������� � ��������� ������� 	������������
 �� 	����������� ��������	�� ���������	�� ������� ��������� C�2ν ! 2ν
���	�
� "�������		��

�������	������� 5���������	� ��&������ �!�������� {zαi
} � {zβj} '��& �����(

�	& ������ |α1, ..., αk〉 ∈ F ����� �	�� !�������� � !���*�' �������� � '��& ��"(
��& ������	& ������ |β1, ..., βm〉 ∈ F � .�/���" � !����������� F !����������� ρ
�����	 �������� C�2ν ��� ����������	1 ����������	1 !��!���������� � ��(
��������� 2ν(������ !����������� ρ 6 ��!��������� ."��� F ′ 6 !�����������
��"���� ����	
��	��� !����������� ρ′ �����	 ������7� ����������� 2ν � 8���(
���� 
�� � !����������� F ′ ������ ������� ���"���& ������ |0〉′� �����	& "����(
������� ������+����� ��������� 9�&���������� �	����� '��& ���"���& ������
|ω0〉 ∈ F ′� ."��� z1 |ω0〉 = 0� ����� z1 (z1 |ω0〉) = 0 � ������ ������� |ω0〉 �������
������ |ω1〉 ≡ z1 |ω0〉� ."��� z2 |ω1〉 = 0� ����� z2 (z2 |ω1〉) = 0 � ������ ������� |ω1〉
������� ������ |ω2〉 ≡ z2 z1 |ω0〉� .������� /�" !�� ��"�"� �	 �� ��������� +��� k
!�"
�� ������ |ωk〉 ≡ |0〉′ ∈ F ′� �����	& "����������� ������+����� �������� ��
���""����� �������� 9�&���"� �� ���"���& ������ |0〉′ ∈ F ′ �!��������� ��������
zβ� �	 !�������� �� ���� !����������� 0��� F ′′� �����"��� �� ������	� �������
���� ��������$

|α1, . . . , αk〉′ = zα1 · · · zαk
|0〉′ (1 ≤ α1 < α2 < · · · < αk ≤ ν) . ������#�

.� !��������' !����������� F ′′ 6 ����������� � ������� ����������	� !��!��(
���������� � F ′� :�� ��� !����������� ρ′ ��!��������� �� ������������ !��!��(
��������� F ′′ ����� ���!����� � F ′� ;���� !����������� F ′ ��!���������� !���(
�������� ρ′ �����	 ������7�� �������� ��� ������� ������#�� �����	� �� ����	 �"'



�� ��� ������� ��	

���� 	 ������� �������� 
���	����

������� (Γ1, . . . , Γ2ν) =
√
2 (z1, . . . , zν , zν , . . . , z1)	 
��� ����������� ��	�	�� �

��	�	��� ������������� � ���� �������� � ��	�	���

Γm Γn + Γn Γm = 2 ηmn I , ηnm = δn,N−m+1 , ��	�	���

��� ||ηmn|| � ��������� �� ����!" �� ��� ����!" # $�����% ��� &�������
���� �#�� ' ��$��(����� &��������" ����)�* � ��+�(��% ������� � ����*
�����!�	 ,��� -��� ���+�� .��--��� �����+���� �� ����" � �'���� ���	

�#�� ρ � ��(��� ����(��� ������������ ���+�� C�2ν " � $������ ��� +'�����
&������� ��	�	/� ����%�� ��'������	 0����� ��� $�����$���� ����(��� ���1
��������" $������ ����� 22ν ��'������* +'����* &�������� � � $������ �����
������ $�����$��#� ���+�# C�2ν �'�������� 22ν � &�� ����������� Mat2ν (C)"
����)�� $�����$��#� �'������� 2ν × 2ν = 22ν 	 ��&���# ��(��� ������������ ρ
���+�� C�2ν " � $������ &������� Γm ����'#���� ����!��" ������ ���� �'1
������� �� ��� �� (�� 2ν 	 2 ����#�)�� �'���� �� �������� ��(��� ������������
���+�� C�2ν " ����)�� ������ �#� �'������� 2ν 	 3�� #$'���� � �'����-�'�
$�����$���% ���+�� C�2ν � ����(��% ���+�� Mat2ν (C)" $�����% +#��� ���� #��1
������ � 4��� � � �'���� �����	

����� ����	
������ ���� �� ������ 	�������� ���������

2 ���# �'����-�'� C�2ν = Aν '�(# � ���������� ��(���� ������������� ����1
�������� ρ ���+�� .��--��� C�2ν ����� ����-���#������ $$ '�(# �
���������� ��(���� ������������� ������������ ���+�� ���+����* -��������
��	�	���	 5������ &��% '�(� �������� $ ���������� ���������� 6�$ F " ����1
������#�)��� ���+�� -��������* ��!��������� ��	�	���	 7����� ����������� F "
��� '#�� ��� &��� �+�'�(������ ,��$	 7�������� �$##���% ������%� ��$1
��� |0〉 ∈ F $$ ��$���" $�����% #��(������� ��������� zα8

zα |0〉 = 0 (∀α = 1, . . . , ν) , ��	�	���

 �������� zα ��%���#�� � |0〉 $$ �������� ��������" �� ��� �������� �'
|0〉 ���#����� ��$��� ���������� F " $������ �'������ ������������	 
��

��	 2 ���# ��� ����������� ������ zα ��������� ��� ��%����� ��� �#� 	 ��&��1
�# ��� ����������� F " ������ �� ���������� ������������ ������������ �1
��+�� ��	�	���" ������� �' ����%��* $��+��!�% ���#����*��� +'����* ��$�����
(k = 0, 1, . . . , ν)8

|α1, . . . , αk〉 = zα1 · · · zαk
|0〉 (1 ≤ α1 < α2 < · · · < αk ≤ ν) . ��	�	���


$�� �+�'��" ����'��� ��% ��$��� |Ψ〉 ∈ F '��������� ����#�)�� �+�'��

|Ψ〉 =
ν∑
k=0

∑
α1<···<αk

ψα1,...,αk
|α1, . . . , αk〉 , ψα1,...,αk

∈ C . ��	�	���

,�� �� ��%���� #��+�� �(��� " (�� $��������� ψα1,...,αk
������� � ���������1

��'���� �� ���� ���������$� ����$��� (α1, . . . , αk)	 9���� ��'������* ��$�����

������� �� ���	
����	 ���	� �� �������� ��� ������� �	 �
����� �� ��	 �		���������

�	����� �
 	!���	�	� ���"�	#��� zα1 · · · zαk

�� !	��"��� �� |0〉 = 0�

�� ������� ��	
�
�� ����� ���

���� ��	
�	� � ���	
	�	��� ��������� ��������	��� ������	���� ��������� ��	
�
����� �� � ������!	�����

Pk g1 g2 · · · gn = g1 g2 · · · gn Pk (k = 1, . . . , n− 1) , Tr(k)Pk = Tr(k+1)Pk = I⊗(n−1) ,

Pk gk = gk+1 Pk , Pk gk+1 = gk Pk , P 2
k = I⊗n .

"
	 ��	
 Tr
(m)

� �����������	 V# ������	 �������"�	��� ��m$�� �	��	 � �����	
	���
V⊗n# �%� ���	
	�	� � ����� &�� � ���������# �% ��		�

Tr
(
g1 · · · gn Pk Pk+1

)
=
(
Tr(g)

)n−3 · Tr
k,k+1,k+2

(
gkgk+1gk+2 Pk+1Pk

)
=

=
(
Tr(g)

)n−3 · Tr
k,k+1

(
gkgk+1 Tr(k+2)

(
Pk+1

)
gk+1 Pk

)
= (Tr(g))n−3Tr(g3) .

'
	�� Tr
k1,k2,...,kr

= Tr
(k1)

Tr
(k2)

· · ·Tr
(kr)

( �	����%� ��	
# 
	�����)*�� � ��
��������$

���	 Vk1,k2,...,kr ⊂ V⊗n# ������*	� � �	�����"� �����	
	��� ����������� V � ���	$
���� {k1, k2, ..., kr}� +% ���,	 �����	��� ��"��!	��	�# ��� ��� �%����	��� �����
��	
�� � ������ ��	
	 Tr � �����!�-�� �	����%- ��	
�- Tr

k1,k2,...,kr

	�����	 ��	��$

����� �	�	�������� Pk� �"�����	�� �� ��
������������ Vk1,k2,...,kr� .������� ��	��
/���� ���������# 
�� �	����� ���	���� � �������� �% ������	�

Tr
(
g1 g2 g3 (1 + P2 + P1P2)(1 + P1)

)
=

= Tr
(
g1 g2 g3 (1 + P2)(1 + P1)

)
+Tr

(
g1 g2 g3 P2(1 + P1)P1

)
=

= Tr
(
g1 g2 g3 (1 + 2P2)(1 + P1)

)
= Tr

(
g1 g2 g3 (1 + 2P2 + P1 + 2P2 P1)

)
=

= Tr
(
g1 g2 g3

)
+ 2Tr

(
g1 g2 P2 g2

)
+Tr

(
g1 P1 g1 g3

)
+ 2Tr

(
g1 g2 g3 P2 P1

)
=

=
(
Tr(g)

)3
+ 3Tr(g) Tr(g2) + 2Tr(g3) ,

��� ����	 ����,	��� �� 0����� 1/6 
�	� �����) ����� � �	����	 ������!	��� �
���������

���� ������ ��� ��	�
�� ����

�� ������	
� ������������
��� ������ g� ������� ��� ��������	�	 �����
��	 E(z) ��	 �������� χ[1k](g)�

E(z) ≡
N∑
k=0

χ[1k](g) z
k = det(IN + z g) . �1��1���

���
	 �������
����
��� ���������� ��������� �� ��������	 �� z ������
�����  !"#!"#$" % 
���� ������������& (N × N) ������ g ������ ����
����
����
��� �����
���  ������� ����	
������	�$�

N∑
r=0

(−g)r χ
[1(N−r)]

(g) = 0 . �1��1�2�



��� �� ������� ��	
�
�� �����

��� ��	�
��� �������
� ����	�� ����	��� ��������� ������� ! �� 
�����	"�
��
 #��$ �������� �
�%����
	"�$���
 $���
& g� '"��� s ( �����������
� C[SN ] →
V⊗N ! 	������� � ������ � )���$���
$ ���
�
$$���
	���� e([1k]) ∈ C[SN ] ���
 k ≤
N ! ���������
� ������ ���� � �����*� ! 
 ����������"+�
� �������� P[1k] =

s
(
e([1k])

)
! ������"+�
� � V⊗N � '����� ���%� ��$��
$! ��� ���% ��������� P[1N ] =

s
(
e([1N ])

)
! ������"+��%� � ������������ V⊗N 
 ����+��%��� ����	�$ ���
�
$$���
,

	����� e([1k]) ��
 ��
����-�$ ��	$����$ 	�����

 k = N ! ����� ��
�
&�� '�#��$"
��������
�� �����������
�(

P[1N ]

)i1...iN
k1...kN

=
1

N !
εi1...iN εk1...kN , ������. 

%�� εk1...kN ( ��$������ ��������+ ���
�
$$���
���%� ���	��� ���%� N � /�
��
$
��������������� ���� �� ������������$ � ��$���$
 N,N − 1, ..., r + 1 �� ���������
������. � '�
 ����$ ��
����

 ������! ��%����� ���������
+ �����*� ���
�
$$��,
�
	������ e([1k])! �� �����$ -�%� $ �"��$ ���"���� ����� �������� P[1k] 
 �
��	"������ ��
��$ � 0��$"��1

TrN,N−1,...,r+1

(
P[1N ]

)
= (N−r)!r!

N !
P[1r ] ⇒

(P[1r])
i1...ir

k1...kr
= 1

(N−r)!r! ε
i1...irjr+1...jN εk1...krjr+1...jN .

������� 

'���	"��� �����������
�$ ������. ! ���������
�$ �����$
�����

det(A) =
1

N !
εk1...kN Ak1i1 · · ·AkNiN εi1...iN ,


 0��$"��� ������� ! ����"+ ����� ������� 	��
-�$ ����"+�
$ ����	�$

det(IN + z g) = Tr
(
P[1N ] (IN + z g)⊗N

)
=

=
N∑
r=0

Cr
N z

rTr
(
P[1N ] g

⊗r ⊗ I
⊗(N−r)
N

)
=

N∑
r=0

zr Tr1,...,r
(
P[1r ] g

⊗r) = N∑
r=0

zr χ[1r ](g).
������2 

3�� 
 ���� ��������� ������� � 4�$��
$! ��� � ������ ����
 ������2 ��#00
&
���
� ��	�����

 �� z ��
 ����-�� ������
 zN 
 ��
 z �������������� ���� χ[1N ](g) =
det(g) 
 χ[1](g) = Tr(g)�

5����� $ ������$ ��������� ������� � "��������$ ��"��� �
�%����
	"�$��
$���
& g� 6��
-�$ ���������

N∏
i=1

(z + xi) =

N∑
r=0

zN−r χ[1r ](g) , ������� 

%��! ��� 
 ����-�!

χ[1r ](g) =
∑

i1<...<ir

xi1 · · ·xir ,


 xi ( ���������� 	�����
� $���
& g� 5�������� ������� $���� ��� ���"����
��	�����
�$ ����� ����
 �� z� 4�� ��������
�� ��� �+��%� ����$���� z! � ��$ �
���
$���
���%�� '����
$ z = −g � ��������� ������� 
 �������	"�$�� ���������$∏N

i=1(g − xi) = 0� 7���� 
����� �"$$
�����
� � ������ ����
 ������� ! r → (N − r)!
���"���$ ��������� 8�$
������9:#�
 ������� �

��� ������� ��	

���� 	 ������� �������� 
���	���� ��

a ∈ C�2ν+1 � ���� a = a1 + ΓN+1 · a2� ��� a1, a2 ∈ C�2ν 	 
� ���� ��� ������� C�2ν+1

����������� ����������

C�2ν+1 = I · C�2ν + ΓN+1 · C�2ν = (I + ΓN+1)

2
· C�2ν + (I − ΓN+1)

2
· C�2ν , ��	�	���

��� 1
2
(I + ΓN+1) �

1
2
(I − ΓN+1) � ���������� �������� � ������� C�2ν+1� ������

������� ! "��#�� ΓN+1 �� ���$���� ΓN+1 = +I � ΓN+1 = −I� �����������	
%��# �� ��	�	��� ���������� $� ��� ��#�������& ������ '��((���� �#�� #���
���#��(��#

C�2ν+1 = C�2ν ⊕ C�2ν , ��	�	�)�

�����* � ����# ���� ������� ���� !+�# ������#,

Γi →
(

Γ′i 0
0 Γ′′i

)
i = 1, . . . , 2ν ,

Γ2ν+1=N →
(
e−i

π
2
ν Γ′1 · · ·Γ′2ν 0

0 −e−iπ2 ν Γ′′1 · · ·Γ′′2ν

)
, ΓN+1 →

(
I 0
0 −I

)
,

��	�	�-�

��� ����� Γi,Γ2ν+1,ΓN+1 ∈ C�2ν+1� � Γ′i � Γ′′i ����� ! ���� ! � ��� ! �������
C�2ν � ��	�	�)�. ����� ������ ����� !+�* Γ2ν+1 ���� � �� ���������� ��	�	��� ����
�� ����������� ����������� "��#��� ��	�	�/��	 0��� ����#������* ��#� ����*
��$���* �� $�* N = 2ν + 1 ������ ��# � �#� $� �� $���� ������� '��((����
C�2ν+1 ������ #���� ����� � �� $���! ������ '��((���� C�2ν 	

1���#���# �� $�* ������� '��((���� C�N � $���# N = 2ν � �������# ���
#������� ����� !+�& Γm ∈ C�N �� ��� �� ���� �����#� �� �� ��� ����� !+�& �
$���#� � ��$���#� ��#���#� m	 2����� �����# ����� ��������� {zα, zα} (α =
1, . . . , ν = N/2),

zα = 1
2
(Γ2α−1 + iΓ2α) , zα = 1

2
(Γ2α−1 − iΓ2α) , ��	�	�3�

�� $�
Γ2α−1 = zα + zα , Γ2α = i(zα − zα) . ��	�	�4�

5� ��������� � ��� ������� ��	�	��  ���������! �����6����#

[zα, zβ ]+ = 0 , [zα, zβ]+ = 0 , [zα, zβ]+ = δαβ I (∀α, β) , ��	�	�7�

��� ������ [., .]+ ������$�! �����## ��� [a, b]+ ≡ a · b + b · a	 8#��#� $�
�������� zα � zα �����������	� z2α = 0� z2α = 0 �������� ����������� ����
��� ������ ����� � �!�	

������	�
�� 
��� ��������	
� 
����
 Aν � ���	���� I � ��
������� {zα, zα}
(α = 1, . . . , ν = N/2)� ���������������� ������������ ����	���	��� ������� �
	
�!�
���� �������� ν �������	� ��������� ��� �������� ��������	� ���

�����������

9�#��� {Γm} → {zα, zβ} � "� �� $� ���� ��� ��#��� ������ ����� !+�& � ��#:
�������* ������� C�2ν 	 ;������� ��	�	�4� "� ��#��� �����#�� ��"�# �#�� #���
���#��(��# ��#�������& ������ C�2ν = Aν	



�� ��� ������� ��	

���� 	 ������� �������� 
���	����

��� �� ��	
��
���� 	
��
���� ���������������� ���
� ���� ����� ������� 	���
�
� ����� �������

ε...ik...i�... = −ε...i�...ik... , ε12...N = +1 . �������

������� ����� �! �
�����
 �������! "�
�����
�#�� �
$�����"

(Γ1...N)
2 = (−1)N(N−1)/2(ΓN · · ·Γ2 · Γ1)(Γ1 · Γ2 · · ·ΓN) = (−1)ν I , �����%�

��� ν =
[
N
2

]
& '���# ����� ����� N

2
! �
 ���� ����
 ν & '��
� ��
���'������
� �

N = 2ν, 2ν + 1� (	������� �
����
������ )������

ΓN+1 = e−i
π
2
ν Γ1...N = e−i

π
2
ν Γ1 · Γ2 · · ·ΓN ∈ C�N , ������*�

���
�! ��

Γ2
N+1 = I . ��������

(������! ��
 )������ ������*� 
	�����#���# � �
��
���� �
 ���� ΓN+1 → −ΓN+1�
+����
���� ��	��� ��� ��"��#�

�� ,���
 
-��"�.�/ ����-�� C�N & ����
� N = 2ν� 0
��� � ���" ������� �� �����

ΓN+1 · Γk = −Γk · ΓN+1 (∀k = 1, . . . , N) .

1
)�
�"! � "���
� ��������! �� 	
�"����! ��
 )������� Γ1, . . . ,ΓN ������ � ΓN+1 "�
�
�����
�#�� �

��
2���#� ������� ��# ������
�
 ����� (N + 1) = 2ν +1 
-��"�.�/
����-�� C�2ν+1 � ����-�" C�2ν �
$�
 ������������� ��� 3���
� ����-�� C�2ν+1 	

�

��
2���� Γ2ν+1 = e−iπν/2Γ1 · · ·Γ2ν ���� 	
 �

��
2���� Γ2ν+1 = −e−iπν/2Γ1 · · ·Γ2ν 4
��	
����! ��
 )������ ΓN+1 ∈ C�2ν 
	������� � ������*� � �
��
���� �
 ������ 5
��"�
� ��
�
�� )�
 
������! ��
 ������# ��
-������� �
�
�
�3��� ρ±� C�2ν+1 →
C�2ν ! ������� 
�
-��$���#��

Γ′i → Γi (i = 1, . . . , 2ν) , ± Γ′2ν+1 → e−iπν/2Γ1 · · ·Γ2ν ,

��� {Γ′1, . . . ,Γ′2ν ,Γ′2ν+1} 
-��"�� ����-�" C�2ν+1� 1�� ����/ �
�
�
�3���/ ��� )���
����� e−iπν/2Γ′1 · · ·Γ′2ν ∈ C�2ν+1 � Γ′2ν+1 ∈ C�2ν+1 ���� −Γ′2ν+1 ∈ C�2ν+1� 
�
-��$����#
� 
��� )������ e−iπν/2Γ1 · · ·Γ2ν ∈ C�2ν �
�� ,���
 
-��"�.�/ ����-�� C�N & ������
� N = 2ν + 1� 0
��� ��# )�������
������*�! 	
��"#�� �

��
2���#�� �������! �� 	
�"����

ΓN+1 · Γk = Γk · ΓN+1 (∀k = 1, . . . , N = 2ν + 1) , ��������

� ����
�������
 ΓN+1 	�������$�� '����" ����-�� C�N � 6 "��
��# �������� ����"�
��! ��
 '���������� )������ ΓN+1 ����� �
���
 ��� �
-�������/ ������# ±1� +���
��
���� �����
 ���������
�
 ��-
�� 
-��"�.�/ Γ1, ...,Γ2ν+1 ∈ C�2ν+1 �
��� ��-
�
{Γ1, ...,Γ2ν ,ΓN+1}! � �
�
�
� )������ Γ2ν+1 ������ �� '���������� )������ ������*��
7�����������
! ��-
� )������ �
�	�����
� ����-�� C�2ν+1 �
$�
 	���	����� � ����
����/ 
-��"�.�/ �
�
�
 ��-
��! ���� �
�����
 ������*� ������� 	
�����
��"

Γ2ν+1 ≡ ΓN → e−i
π
2
ν ΓN+1 · Γ1 · · ·ΓN−1 . ��������

8������! ��
 )������� {Γ1, ...,ΓN−1=2ν} 
-��"�� 	
�����-�" C�2ν ⊂ C�2ν+1! 	
)�
�"
����-�� C�2ν+1 � �
��� ����# �
�
�
 ��-
�� 
-��"�.�/ {Γ1, ...,Γ2ν ,ΓN+1} 
������
���# '���������� ���2������� ����-�� C�2ν � 9������# �
! ��
 '���������� )���
���� ������*� "�
�����
�#�� �
$�����" Γ2

N+1 = I! �� �
$�� �	����� ��-
� )������

�� ������� ��	
�
�� ����� ���

���� ������ ��� ��	�
�� ����

��������� �	
�� ����	��	������	 � ������	����	� V([3]) � V([2,1]) ������	���
��� 	����� u(3)� ��������������� ��	��	��	� ���	 [3] � [2, 1] !�����	����
����	� ����	��	������	 "�	
����� ��#���	� ������	���� V([3]) � V([2,1])$ ���
#���� � �#��� �	������ "�� ������ "% % &'$ ( "% % &%$ � "% % &)$ � ����	
���
*+	�����* ,	
��	 �����$ 

������	
�� ���	
��	� V([2,1]) � V([3]) ����������� ����	
������ 
����� u(3)
�����	�� 	����� � ��������	
�� Bi1i2i3 � Di1i2i3 � ��	��� �
� ������ �� �����	
��
���� 	
����� ���


Bi1i2i3 =
i1 i2

i3
, Di1i2i3 = i1 i2 i3 .  !"#$"#%

&� ���'����  �"!"�% ���
����� u(2) � u(3)� ����	��� ���
����� u(2) �
 	�����
�  !"#$"#% �� �(��	 �
	
���
	) 	� ������� ��������	 ψi1i2i3 � ��	��� �����
�	
��
����� 3" *��	��	�	����� �� ���'���� ���
����� u(1) � u(2) ⊂ u(3) ����	���
���
����� u(1) �
 	�����  !"#$"#% �� �(��	 �
	
���
	) 	������� �������� ��	��
�� �����
�	 ��
����� 2 � 3" &��)�(��) +	�� �������� ���'���� ����	
������
 ��" ,
���� �����%� 
 	
�'� �
���
�� ���	����� ���� -��).
��
/0�	���
� ��	��
�� ���� ����'��� � ,
����� ���� �� ���(�
�� �����	
������ ���� -��).
��
/
0�	���
 � ��������	 	������� �����	����
���� ����
���  !"#$"#%" 1
������� �	�
����������� ����	
������ ���
����� u(2) ⊂ u(3)  ���
����� su(2)% �

�	��
��(�	�� ��������� I � �(�(	 ���	��	�	���
	) ��
�
��� ���
 �� �	��� �	����
����� -��).
��
/0�	���
"

����� 	
���� �������� ������������� ������ ������ � ���������
2 �
���� ��(�
� �� ����� ����(�3�� ��	������ ����	
������ �� ���'���� u(1) ⊂
u(2) ⊂ u(3)4

(2, 1, 0)

					& �

�
�
��

��������,

I = 1
2

I = 1 I = 0
I = 1

2

(2, 1)

�
�

�� �
(2) (1)

(2, 0)

�
�

�� �

�
�
��

(2) (1) ∅ (0)

(1, 1)

�
���

(1)

(1, 0)

�

�
�
��

(1) ∅(0)

 ����) � �����
� ���� � ��
�
��
�� ���� (�
�
�� ���	��	�	�(�3�� 
��������
��	��� �����	 � �
���	�� �	�� � ����� -��).
��
/0�	���
%" *���
��� +	��( ��	��
����� �� (�	
�
����
�� ���	��	�	��� ���� -��).
��
/0�	���
 � ��������	 Bi1i2i3

 ��� (��3���� .��(� �(��� ��(��
	) ( ��������	 Bi1i2i3
αβγ �������� ������� α, β, γ%"

#"% &���	
������ � �(����� �	
����	)� s = 0  ��� s���
�
% � ��������� I = 1/2�
����
 ��� ������� i1, i2, i3 ( Bi1i2i3 �����
�	 	��)�� ��
 ��
����� 1, 24

I = 1
2
: p = B112 =

2 1 0
2 1
2

, n = B122 =
2 1 0
2 1
1

.

5"% &���	
������ �� �	
����	)� s = −1  � ����� s���
���� ����
 	��)�� ���� ��



��� �� ������� ��	
�
�� �����

������	
 i1, i2, i3 � B
i1i2i3 �������� �������� 3� � ��	������� I = 1 � I = 0�

I = 1 : Σ+ = B113 =
2 1 0
2 0
2

, Σ− = B223 =
2 1 0
2 0
0

, Σ0 = 2 · B(12)3 =
2 1 0
2 0
1

,

I = 0 : Λ0 = B132 = 2 · B[12]3 =
2 1 0
1 1
1

,

��� ������
����� �	 �����	���� s = −2 ��
� s��
���� �	��� �
� ������� �� i1, i2, i3
� Bi1i2i3 �������� �������� 3� � ��	����	� I = 1/2�

I = 1
2
: Ξ0 = B133 =

2 1 0
1 0
1

, Ξ− = B233 =
2 1 0
1 0
0

.

�������� �	
���� �������� � ��������� ��������������� ���
��� �����

� � ���������  ! ���	���
���� �������� 
	��	"�	��� ���	��	������	 
 ����	�
������ ����	
��� ��# 
��
����� ������
����$ �� 
�	"���� u(1) ⊂ u(2) ⊂ u(3)�
% ��������� 
	������� ������&�� �		�
����
�� �'�� (���#����)*������ � �	��	�
���� Di1i2i3 ���� � 
 ���!��&�� ������ �! 	������� ����	
!� ������! α, β, γ��
�� ������
����� � ����
	$ �����	���� s = 0 �+�� s��
���� � ��	����	� I = 3/2�
�	��� 
�� ������! i1, i2, i3 � D

i1i2i3 �������� �	���	 �
� �������� 1, 2

Δ++ = D(111) =
3 0 0
3 0
3

, Δ− = D(222) =
3 0 0
3 0
0

,

Δ+ = D(112) =
3 0 0
3 0
2

, Δ0 = D(122) =
3 0 0
3 0
1

.

�� ������
����� �	 �����	���� s = −1 �� 	���� s��
��	��� � ��	����	� I = 1� ,�	
�		�
����
��� ������� �	��� 	��� �� ������	
 i1, i2, i3 � D

i1i2i3 �
�� 3� � 	������!�
�������� �	���	 �
� �������� 1, 2�

Σ∗+ = D(113) =
3 0 0
2 0
2

, Σ∗− = D(223) =
3 0 0
2 0
0

, Σ∗0 = D(123) =
3 0 0
2 0
1

.

 � ������
����� �	 �����	���� s = −2 ��
��� s��
������ � ��	����	� I = 1/2�
�	 ���� �
� ������� �� i1, i2, i3 �
�! 3�

Ξ∗0 = D(133) =
3 0 0
1 0
1

, Ξ∗− = D(233) =
3 0 0
1 0
0

.

�� ������
����� �	 �����	���� s = −3 ����� s��
������ � ��	����	� I = 0�

Ω− = D333 =
3 0 0
0 0
0

.

���� ������ ��� ��	�
�� ����

��������� 	�� 
���������� ��
�	
���
�� ���������
�� ���� O(N,C) �� ��
������� ��������

�� ����� O(p, q)� ��� p+ q = N� ������������� �������
���� �
��� � ������ ����� ������ � ����� ���� ���� ��� 
� ����!��� N "
#����
��$ ����	��� %����� ��� ����
����

dim(T (λ′)) =
(a− b+ 1)

(a+ 1)!b!

N !(N + 2)! (N − a− b+ 1)

(N − a+ 1)!(N − b+ 2)!
, �-�./�.�

��� ������� ��	

���� 	 ������� �������� 
���	���� ��

�����	
���� ����� ������� ��	

���� C�N  �������� �	��� N ��������	�

������������ 	 �� ���������� ���������� �����

dim(C�N) = 2N . �������

�������������� ��	
	��
� ��	��� C�N �������� ���	���	 ��
������ 
����

�� Γm1 · Γm2 · · ·Γmk

� ����� ���� 
���
 
���� ������� � �!

! ��

	����
������" � �����

	���������" �#� #�
 ���	���� �� ���� {m1, m2, . . . , mk}�
��
������ ���" 
���
��� $������ ������� ��	 %���%�� ��

	���������	 ��
�
������ #�����	�	��� ����!�&�" Γm �!�!� !#��&� �� � ������ �� � 
���


��	#	�� (k − 2) � 
	� '	� (�)��
! ���� ��	��� C�N ������� �� 	����%���� )�	�

	�� I � ��	���
����" ������	
� ��	����	��������� #�����	�	���
����!�&�" Γm*

Γ[m1...mk ] =
1

k!

∑
σ∈Sk

(−1)p(σ)Γσ(m1) · Γσ(m2) · · ·Γσ(mk) (k = 1, . . . , N) , �����+�

��	 �!

������	 ��	� #� ��	
 #	�	������
 σ ∈ Sk ���	���� {m1, . . . , mk} � p(σ)
�����%	� %	����� #	�	������� σ� ,�
	��
- %�� ���� �����+� #�� k = 1 ���	����
��	 ����!�&�	 Γm ��	��� C�N -  � ���! �����

	���� )�	
	���� Γ[m1...mk ] #� #	�	�
������
 ���	���� {m1, . . . , mk} 
� �
		
 Γ[m1...mk] = 0- 	��� k > N � (�)��
!- %���
�� ������" )�	
	���� Γ[m1...mk ] �����%	�� � ��	�� C�N ���	%��
	��� .�#�� �!�
�#�	�	���&�	 ������'	��� �������- ���� ������" )�	
	���� �����+� 
���� ��	���
� ����! ������" )�	
	���� ���

ΓA = {I, Γm1 , Γm1Γm2 , Γm1Γm2Γm3 , . . . , Γ1Γ2 · · ·ΓN}
≡ {I, Γm1 , Γm1m2 , Γm1m2m3 , . . . , Γ12...N} ,

Γm1m2...mk
≡ Γm1Γm2 · · ·Γmk

,

�����/�

��	 � ����
 
���
	 Γm1m2...mk
#�����	�	��	 ����!�&�" Γmi

!#�����%	�� ���	���
���
	���	*

1 ≤ m1 < m2 < m3 < · · · ≤ N .

0��	
 %���� �	�����
�" ����!�&�" �����/� �- �	
 �
�
 ��%����
 ��
	����� 
��	��� C�N � �#�	�	���&�
� ������'	���
� �������� 1���� 
���
�� ��# Γm1...mk

� �����/�- �
	�&�" ��	#	� k #� ����!�&�
 Γm- ���� %���! ��%	����

Ck
N =

N !

k!(N − k)!
,

#�)��
! #���� ��
	����� ��	��� ���22��� C�N ���

dim(C�N) =
N∑
k=0

N !

k!(N − k)!
= (1 + 1)N = 2N , �����3�

%�� ���#�	� � ��������

4��
����
 #���	����- �
�� �������- ������� )�	
	�� � �����/�- ������� ��
#����	��� ���� �� !#�����%	���	 #�����	�	��	 ��	" ����!�&�" Γm ∈ C�N - ����
�� �����

	���������	 #�����	�	��	 )��" ����!�&�"*

Γ1...N = Γ1 · Γ2 · · ·ΓN =
1

N !
εi1...iNΓi1 · · ·ΓiN , �����5�



�� ��� ������� ��	

���� 	 ������� �������� 
���	����

�������	�� 
������ � 
������ ���������� ��������	�
��� �����
�����
���� ���
���� �� s�(d,C)� so(d,C) � sp(d,C)� ���������� 
������ � 
������ ���� ��!����"
� � � # �$� # 
������� ��� ����� � # �$� # 
�����%� !��&���������'� (�!��#���
 ��������� 
������ ������� �� s�(d,C) � � � # �$� # !��&��������� �#��� ��&

Eij = zi
∂

∂zj
− δij

d

∑
k

zk
∂

∂zk
. 
����)�

*� ��&�# ��! �"� ���" ��� � !��&��������� ��+� � ���&��� ����� !��  ���+&��
��� !��&��������, � ����-�# ��� # &�� &�$$����	���"� , �������	�� �������
s�(2,C)�

��� �����	
 ����	�
 � 
����	
 ��������� �	�

������

. &��� # ���&��� #� ����# ���# ���  &�� ��+��, !��#�� !��#������  � ���/���,
0������ 1� � !��#�� ��&�� ��! �"� ���"�� ��#� ��+� � ���&���' ��� � ��� !��
! ��� ���� �!�� ���' !��&��������, ������� �� so(N,C) � �� �����������' $ �#�
� ���+� !��  ���+&���� �  �����������' �!�� ���' ���!! ���

*������� 2� � � !��&�&���� ���&�� � � ���� �"� �� # ��&� ��� +�� ���+�
� �����' 3�)4� 3�54 � 3�64�

����� �����	
 ����	�


�	
������� ����� ����������
�� �	����� C�N 
�� ��	� ���	���
�� ����	 C

� ���
��
� �	��
�� I � ��������� Γm (m = 1, 2, . . . , N)� ������� ����	�����
���� ������	���� ����
� �
��

ΓmΓn + ΓnΓm = 2δmn I , 
�����


��������� ���	���
�! �����	
� ����
	�����"

7�� ��� , !������� ���  ��������' Γm ∈ C�N  !��&������� �  �� -���� 
�����
�� #�������� ! 2� #� ! ��& �  ��������' � ������� C�N # +�� ���" ������ !� �
��� �"��#�

8 #!������� ������� C�N �#��� ���� �"� ��2�����������' �����������' $ �#
C�(p,q) 
�&� p, q ∈ Z≥0 � p+q = N�� � ���" �����������' ������ � ��� � #  ��������'
Γm 
m = 1, . . . , N�� �& ����� �����'  !��&������# �  �� -����#

ΓmΓn + ΓnΓm = 2ηmn I , ||ηmn|| = diag(1, ..., 1︸ ︷︷ ︸
p

,−1, ...,−1︸ ︷︷ ︸
q

) , 
�����

�&� ηmn 9 #������ 
!���& ������& �� !� ��������� Rp,q� 8 #!�����$���	�� �����
�������' ������ C�(p,q)  /���&� �� # �$�� C�N � *� ��&�#  ���+&��" ������������
$ �#� C�(p,q) ������� 8��$$ �&� ! &� ����� � ���+� ��! �"� ���" �'� ��+� � :����
��

�������� ����� ����	���
�� ����� �������	� ��	�� 	�
� � ���	��� �����

�� ������� ��	
�
�� ����� ���

��������	�
�� T (λ′) ����� O(N,C)� ��������������� �������� λ′� ���������
�� ���� ���	���� ������� a � b �a ≥ b��

��� ��	
����	���� 
	�������	�� � ����������	 �������	������� �	������ �
����	����	���� 
������� ��� [1k]� ������ ������� ������ �� �
���� ���� !�
���	�"
	��	 �� ������� �
�� ��	
�	� �� ��	���� ���� �� ��� �������	����#
���� �	���� ��� k�  ���$	�� N % &	�	�
	� � ����� ��	
����	���� ����	��#
��	��� 
������� ��� � 
���� �  ��		 ���� !��% ��� ��� ������ �����

������ ��� λ′ = [2b, 1a−b]� �������	� �� 
��� ���� !�� ������� a � b 'a ≥ b(%
)�������� ����������� V̄(λ′) ��	� �	������� ����	���������� � ������� ���	�#
��� ��� s(Y (Tλ′)) '����� ����	����!�� �	������ � ������� ����	�� ���	���#
��� P (Tλ′) ��������	��� ��������(% *����	���� �� �� � ��!� Tλ′� ��	��	�
+���� λ′� �� �	 �"	�% , �����	������ � �������� ����"	����� � ��
	�	 ������
��	
����� ������	��� �	���� t ∈ V̄(λ′) ��+��	��� � ��
	 � ��!�� ��	��	� +��#
�� 
������ ��� λ′ '��% '�%�%-.((/

t[k1,...,ka] [i1,...,ib] =

k1 i1

�

�

�

�

�

�

kb ib

�

�

�

ka

, '0%-1%2(

�
	 � ��	��� 
������ ��� ���	�	�� ��
	��� �	���� t� ����	���������	 �
�����	������ � �	������� � ��!	� Tλ′ % , �	��� ���� '0%-1%2( �� ���� ������ ���
������	��� �	���� t �������	�������� �� ��
	��� (k1, ..., ka) � (i1, ..., ib)� ��
	��� �������	�������� �� ���� !� 
������ λ′ = [2b, 1a−b]% ,������� �����
�	�������� �	������� ����	���������� � ������� ���	���� ��� s(Y (Tλ′))%
������� ������� �������� ���	������ ���������� V̄(λ′) ��	
����	��� ������
SL(N,C)% &�������� +������� ������ '�%�%2-(� �����	�

dim(V̄(λ′)) =
(a− b+ 1)

(a + 1)!b!

N !(N + 1)!

(N − a)!(N − b+ 1)!
. '0%-1%3(

4�
	� ���	������ ��
���������� V(λ′) ⊂ V̄(λ′)  	���	
���� �	������� ����	���#
������� � �����	������ � � ��!	� '0%-1%2(% ��� 5����� �	� ��
��� �� ���	������
'0%-1%3( ���	��� ����� ������� 6 	���	
������6 '�%-%32(� ������	 ������� � �	�#
���� t ∈ V̄(λ′)% 7�	��� �	���� t �� 
��� ��
	���� ������	 ���
���� � �
���
���� !	 
������ '0%-1%2(� � ���� �������	��������� �� ��
	��� � ���� !��
��"
	���	��� ��� ���� � �	 
	� ����#�� � ������� � �	����� t% 8��� ������#
��� 
� ��
	�� � ������	�� �	���� t ��� ��� 5�� ��
	���  	����� �� �����
���� !�� 
������ '0%-1%2(� �� ��	 ���������	 ������� 6 	���	
������6  �
��
'�	������� �� ����� ���	 ��
	��� � � ��� (k1, ..., ka) � (i1, ..., ib) �� ������(
5�����	���� 
��� 
���� ����� "	 � ���� �������	����!�� ��
	���� � ���� !�
� ��!� '0%-1%2(% 9��� � ����� ��	 �	�������	 ������� 6 	���	
������6� ������	
�	� ��
��� ���"��� � �	����� t ∈ V̄(λ′)� ��"�� ������ ��	
����� � ����

ηk1i1t
[k1,...,ka] [i1,...,ib] = 0 . '0%-1%�(

:��"	���� �	������ t′ ��� r = a + b − 2 � ������	���� t′ [k2,...,ka] [i2,...,ib]� ������	
�������� � �	��� ���� 5���� ������$	���� �����	������� � ��!	 '0%-1%2(� � �������



��� �� ������� ��	
�
�� �����

���� ��	�
� �	��� �
	��� � �������� k1 � i1� ����� ��	����� �����
�� 
���	��
t′ ��	���
 �	��
	���
�� V(λ′′) 
���	��� ����
	��������� �� 
������ �����
��	�� ��� 	���� !� � λ′′ = [2b−1, 1a−b]� "���� ���������� ���
��#��� $%�&'��(
	���� 	���	���
� �	��
	���
�� V(λ′′) � ��)���*
�* �� ��	��� $%�&'�+(� � ��
�	��
���� ����
� ����� a→ (a− 1) � b→ (b− 1),

dim(V̄(λ′′)) =
(a− b+ 1)

a!(b− 1)!

N !(N + 1)!

(N − a+ 1)!(N − b+ 2)!
. $%�&'�-(

.�* 	���	���
� �	��
�����* T (λ′)  	���� O(p, q) � �	��
	���
� V(λ′) ��	�����/
�� 	����
�� dim(T (λ′)) ≡ dim(V(λ′)) = dim(V̄(λ′)) − dim(V̄(λ′′))� ����
���** � ��
�	�
$%�&'�+( � $%�&'�-(� �� ����)�� ��	���� $%�&'�&(� 0� 1
�� ��	���� ����
� )
� �	�
(a + b) > N �� ��� dim(T (λ′)) ≤ 0� 
� �
� � 1
�� ���)� �	��
����� T (λ′)

� ����
��
 � �� �	������ � ��	��������
� ������� � ��# �
�	����* ��*
�	��
������� ��	��
	������ ��� 	������ !� � � ����* �
�������� 2������
	�����
	�� �	��
�����* � ��� 	������ λ  r� ������� 
	� � ��� �
������
3��
� �	�� ��� �
����� ��� 	���� λ ��	����
 ��� 	���� !� � λ′ = [2b, 1a−b]�
����	������ � $%�&'�4(� 5�����
	�� �
����	
��� 
������ !� � Tλ� )���� � ��
�/
	�� ���	*��)�� �� �
������ $��� �������� ���� 6�	����* �����(� � ��
�/
	�* ���	��
 � �� �
����	
��� 
������ Tλ′ � ����* �
�������� ������ ��	��
$%�&'�4(� 0� 
����
�� $��-���( ����
 ���
��#�� ��* ����
	���
�	�� !� �

s(Y (Tλ)) = (αλ′)
−1 s(Y (Tλ′)) · s((Y (Tλ)) , $%�&'��(

�� ��
�	� � � ���� �)	�� ����
� )
� �������
� 
���	� t 	�� � r� ����
	���/
����� � � ������� ��	�
�	� s(Y (Tλ))� ����� �	��
���
� � ���

t[k1,...,ka] [i1,...,ib] j1,...,jr−a−b , $%�&'�%(

 � �	�� (a+ b) ������� (k1, ..., ka, i1, ..., ib) ����
	������� � ������� ��	�
�	�
s(Y (Tλ′)) � ���
�
�
��� � 
������ $%�&'�4(� .�* ����� � �����	������ � ����	�
������� (j1, . . . , jr−a−b) � $%�&'�%(� �� ��� 
���	� 
��� $%�&'�4(� ��* )���� ���/
������� �������
 ��
�	�� ��	������� 
� � ��	���� $%�&'�&(� 7)�
���* 1���/
����
���
� �	��
������� ���
	����� � ������� ����
	���
�	�� s(Y (Tλ)) ��*
	����� 
����� !� � Tλ� ������ ���� � 
� � ��	�� λ� �� �	������ � ��	���/
�����
� 7
�	����* � � ���� ���)�� �� �� )���� �
������ ��� 	���� λ ����#
�����

���� ������ ��� ��	�
�� ����

����� ���	�
�
�� tk1...kr;�1...�r ����������� ��
���� ��
�� 2r� t ∈ V⊗2r� ��� V � 	���
����
���� �	����������� 	���������
�� ���		� SO(2r,C) ����		� SO(2r − q, q)��

������������
� � ������������ � ������ 

k1 �1
�

�

�

�

�

�

kr �r

! "������� ��#������

(P+)
i1...ir

k1...kr
(P−)

j1...jr
�1...�r

tk1...kr;�1...�r = 0 , $%�48�&(

��� ��
������������
�� 	�������� P± �	������
� � �$!%!&'�� �$!%!&%�!

��� ��������	�
�� ���� �	���
� � �
���	���
� ��������	�
�� ��

�����	
���� ����� ����� A1(w
∗, z) � A2(w

∗, z) � ��	
��	�� ����
� 
�����
�
�
A1 � A2� �
��� ��	
��	�� ����
 
�����
�� A1 ·A2 ������ �

��
������

(A1 · A2)(w
∗, v) =

∫
dμ(z, z∗) e−(z

∗
k−w∗

k) (zk−vk)A1(w
∗, z)A2(z

∗, v) , ��������

��� ���� dμ(z, z∗) 
�������� � ���������

�������������� ��	
��� �����
� ��������� ������� ��������� ���� ��������� �
�	� �����
� �� �����

(A1 · A2)(w
∗, v) = 〈w∗|A1 · A2|v〉 e−w∗

k vk =

=

∫
dμ(z, z∗) 〈w∗|A1|z〉〈z∗|A2|v〉 e−z∗k zk−w∗

k vk =

=

∫
dμ(z, z∗)A1(w

∗, z)A2(z
∗, v) ew

∗
k zk+z

∗
k vk e−z

∗
k zk−w∗

k vk ,

��� ��������� � ���������

����� � ���� !" �������� �����
����� ��������# �����
 �
� A1 ·A2� �� ��������
�$� � ������
��� ����� �������! �������� A1 · A2 � ����
!�# ������

��������� �� %
	�&�� d'����	� �������	� ��(�

����� ������� ����
!����'
�� �
� ���
���(�� �&����" �) �
	�&� *� �
���������) ����# s�(d,C)� so(d,C) �
sp(2d,C)� +�������� �&����" �� Eij ∈ s�(d,C) ��	�� &��! ��������
�� �
���"'
 �� �&�����

Eij = a†i aj −
δij
d

∑
k

a†k ak ,
∑
k

Ekk = 0 . �����,-�

.�#������
!�� 
�	�� ��������!� ��� �������(���� �����/��� ���������� Eij�
�����) � �����,-�� �������"� � ������
�" ��� �����/����� �
	�&�� s�(d,C)
���� �����
 ������� �����# ����� ��	��

[Eij , Ekm] = δjk Eim − δim Ekj . �����,��

%�
�	���� �
� �&����" �) Lij ∈ so(d,C) � MAB ∈ sp(2d,C) �� �����

Lij = a†i aj − a†j ai , MAB =
1

2
(zAzB + zBzA) , �����,��

	�� A,B, ... = 1, 2, . . . , 2d � (z1, ..., z2d) = (a†1, ..., a
†
d, a1, ..., ad)� 0������(���� ��'

���/��� ���������� �����,�� �������"� � ������
�" ��� �����/����� �
	�&�
so(d,C) � sp(2d,C) ���� �����
 ������� �����# ����� ��	��

[Lij , Lk�] = δjkLi� + δj�Lki + δikL�j + δi�Ljk , �����,,�

[MAB, MCD] = J−1BCMAD + J−1ACMBD + J−1ADMCB + J−1BDMCA , �����,1�

	�� ||J−1AC|| 2 �&����� �����(� � �����(� ����
���������# �������

J =

(
0 Id
−Id 0

)
= −J−1 , [zA, zB] = J−1AB .



�� ��� ��������	�
�� ���� �	���
� � �
���	���
� ��������	�
��

������	
��	��� ��������	� 
������ ���
����� �������� � ������� ���
� � �����
���� ������� Φ(z) = 〈z|Φ〉 �����	 ����� ��� �	�� ������ ������!�� " #��$ �������
%� $�	&& %��� ��  	���� ����	 & %� ����&$� $�  $��$

〈n1, . . . , nd|Ψ〉 =
∫
dμ(z, z∗) 〈n1, . . . , nd|z∗〉 〈z|Ψ〉 e−z∗k zk =

=

∫
dμ(z, z∗)

z∗n1
1 · · · z∗nd

d√
n1! · · ·nd!

〈z|Ψ〉 e−z∗k zk =

∫
dμ(z, z∗) (−1)

∑
nk 〈z|Ψ〉 ∂n1

1 · · ·∂nd
d√

n1! · · ·nd!
e−z

∗
k zk =

=

∫
dμ(z, z∗) e−z

∗
k zk

∂n1
1 · · ·∂nd

d√
n1! · · ·nd!

〈z|Ψ〉 = ∂n1
1 · · ·∂nd

d√
n1! · · ·nd!

Ψ(z)

∣∣∣∣
z1=···=zd=0

. ������'�

(�� ��� ����& ����$��)	�& )�	�* & Φ(z) %��
���� $� � � 
� �&
� %� ��� �	�$
$�	�$�$ ������!�� ��  � ������'� ���
��� ���������

���
����
 �� +��
������	 � �������� 
�& ����&�	��� %�� ���
�	 & ������,� ������
�����& ���������	� %����	�$ � ��-	 ������ ���� ���	 &� . ��� � ���
���- ������
�����  ������ $� ��
�$ ��� �	�  �%������� #�� %��
������	 � ��$� 	�%� $�� )���
$��� ��������  ������/���

0���� �%������ A� 
�������1 � � %������	���� 2��� F � $��	� � %�$�1�
������� ��% ��� � 	��$��	�� �� �������� )��$�

A =
∑
μ,ν

Aμ,ν(a
†
1)
n1 · (a†2)n2 · · · (a†d)nd(a1)

m1 · (a2)m2 · · · (ad)md , ������/�

�
� μ  ν 3 $���  	
����4 μ = (m1, . . . , md)  ν = (n1, . . . , nd)  Aμν ∈ C� (��$ 	
5	��$��	�& )��$�6 ��	������ ��� � ��$$� ������/� � ���
�$ ������$�$ ��� �%������
�� �	 �����	 & ���&� �%����� � ���
�	 & ������ 7	� ����$��)	�� %��
������	 �
�
��	� 
�& �%��
���	 & ��������� �������� �%�������� A� 
�������1 - � F � ��&
�%��
���	 & ������ � $���� ��% 8�$ � �	� ����$��)	�$ %��
������	  
����� �
�%������� ������/� 	� 	�������� ������ |Ψ〉4

〈w∗|A|Ψ〉 =
∫
dμ(z, z∗) e−z

∗
k zk 〈w∗|A|z〉 〈z∗|Ψ〉 , ������9�

�
� 〈w∗|A|z〉 3 &
�� �%������� A� ������� ����� ��� ��&���& � %�$�1� �����:�  
��������4

〈w∗|A|z〉 = A(w∗, z) ew
∗
k zk , ��������

A(w∗, z) =
∑
μν

Aμ,ν(w
∗
1)
n1 · (w∗2)n2 · · · (w∗d)nd(z1)

m1 · (z2)m2 · · · (zd)md .

2�	�* & A(w∗, z) 	��������& ��������� 	
�����
��� �������� �%������� A� ���

�	��� � 	��$��	�� )��$� ������/�� " ����� � � $��� ��� �����& �� 	��$��	��
)��$� ����� ��$� ��� �$���� �%�������� a†i  aj � 	�$ ) ��� ���� ��$%����	��
� ��� w∗i  zj � �����������		�� " ����� � � $���� %����	� � ��$ ������� ���
� 	����
-�
 $� %� ���� � 	��$��	�� )��$� ������/� %�� ���
�	 � 
��- �%�������� A1  
A2� ���
��  � ������- ��% ��	 � 	��$��	�� )��$��

�� ������� ��	
�
�� ����� ���

�����	
�� �������	� 	�����
 t ∈ V⊗2r� ���	�����
����� � ���	��	�	��� �
��
��
�� ���
 [2r]� �������� ���
��

t1,3,...,2r−1; 2,4,...2r =

1 2
3 4

�

�

�

�

�

�

... 2r

= A1,3,...,2r−1 · A2,4,...,2r · P (+)
1 P

(+)
3 · · ·P (+)

2r−1 ψ
1,2,...2r , ���� ��!

��� ψ " ��������#��� 	����� � V⊗2r� ���	� 	�������$ �������� k1, �1, ... � �
%
���
�� ����
 ���	��	�	�����$ ����	�
��	� V � ������������ V⊗2r� Aa1,...,ar " 
�%
	����	���
	��� �
��
 r� ����	������ � ����	�
��	�
$ V � ����
� a1, ..., ar �
����
	��� P

(+)
k = 1

2
(I + Pk) ���	�����	 ����	�
��	�
 V � ����
� k � (k + 1)

� V⊗2r ������	
����
 Pk ���������
 � �����&�!!� '�����( �����������	� ��( 	�������
���� ��! ����(	�( � ���	��)���(

ηki�j t
k1...kr;�1...�r = 0 ⇔ ηk1�1t

k1...kr;�1...�r = t
k2...kr;�1,�2...�r

�1
= 0 . ���� �*!

+������ ���� ��! ���
�
�	 ���	���� �� �	��)���� � ������������ �����	
�����
���$ ��������� �
$��(��$�( � �	���,
$ 	
���,� ���
-

k1 �1
�

�

�

�

�

�

kr �r

= tk1...kr;�1...�r = t�1...�r;k1...kr =

�1 k1
�

�

�

�

�

�

�r kr

. ���� ��!

.���	��	��#��� �����	��� P
(+)
k ������	���(�	 ���	��)���( P

(+)
k = Pk P

(+)
k � ��/	�%

� ��( 	�����
 ���� ��! ���

t1,...,2r−1; 2,...2r = A1,...,2r−1 · A2,...,2r · (P1 · · ·P2r−1) · P (+)
1 · · ·P (+)

2r−1 ψ
1,2,...2r =

= (P1 · · ·P2r−1) · A2,...,2r · A1,...,2r−1 · P (+)
1 · · ·P (+)

2r−1 ψ
1,2,...2r = t2,...2r; 1,...,2r−1 .

���� �0!

���#��(�# ���	���� ���� ��!� �
����	�� ���� �1! ���������
�	�( � ����

(P−)
i1...ir

k1...kr
(P+)

j1...jr
�1...�r

tk1...kr;�1...�r = 0 . ���� ��!

2
����	�
 ���� �1! � ���� ��! � �3�	� (����� ���
 �0�1��1! �
�	�!�
���
�#��$ ���%
��	���� P± /����
���	�� ���	��)���(

ti1...ir;j1...jr =
(−1)r+q
(r!)2

εi1...irk1...kr ε
j1...jr

�1...�r
tk1...kr;�1...�r , ���� ��!

εi1...irk1...krt
k1...kr;j1...jr = εj1...jr�1...�r t

i1...ir;�1...�r , ���� �4!

���3� ���	��)���( ���� ��! � ���� �4!� �
� ����� �������	#� ������	 ���� �� ����
�
+
�� ���
��� ��( 	���� 3	��� ��	
����	# ���
��������	# ���� �1! �
 ���	
	�3��
���
�
	# ���� �� �
����	� ���� ��! ��� ���� �4!� �
����� ���� ��!�

.��
5� �
����	�� ���� ��! ��( ���3
( ������ SO(2r)� ����
 q = 0 � �	����
�5�� ����
	# ���������� ηik = δik ������ ���3
� ������ SO(2r − q, q) ��( q =
0 �
��
	���
�	�( 
�
����3��!� 6�����#����( 	�5���	�� ��� 2
���� ������� �
������ 3
�	� �����!

ε
i1...i2r

· ε
k1...k2r

= det

⎛⎜⎜⎝
δ
i1k1

δ
i1k2

. . . δ
i1k2r

δ
i2k1

δ
i2k2

. . . δ
i2k2r���

��� . . .
���

δ
i2rk1

δ
i2rk2

. . . δ
i2rk2r

⎞⎟⎟⎠ .



��� �� ������� ��	
�
�� �����

� ��������	 ��
�� �
��� �������� � ����

(−1)r
(r!)2

det

(
Bi1...ir
j1...jr

Bi1...ir
�1...�r

Bj1...jr
k1...kr

0

)
tk1...kr;�1...�r , ��������

��� 0 � �����
� r× r 	
����
 �!"��#�
� � ��"����
�� ����
 ���!��$ %������!�!���
������&� ���"!�
 t �

Bi1...ir
j1...jr

≡
⎛⎝δi1

j1
. . . δi1

jr��� · · · ���
δ
ir

j1
. . . δ

ir

jr

⎞⎠ .

'
	���	 ��! �����	��
�� � �������� 	!(�! ���!%�
"!�
�� �����)�	 !%�
"!	

det

(
Bi1...ir
j1...jr

Bi1...ir
�1...�r

Bj1...jr
k1...kr

0

)
= (−1)r det

(
Bj1...jr
k1...kr

0

Bi1...ir
j1...jr

Bi1...ir
�1...�r

)
=

= (−1)r det
(
Bj1...jr
k1...kr

) · det (Bi1...ir
�1...�r

)
= (−1)r (r!)2 Aj1...jrk1...kr

Ai1...ir�1...�r
, ������*��

��� Aj1...jrk1...kr
≡ 1

r!
det
(
Bj1...jr
k1...kr

)
� 
�����		����"
�!� �
��
 r ��	� +!�	��� �&��������

,!���
��	 ������*�� � �������� �!��
 ��� ��
�!$ �
��� �
������
 �������� �!���
�	

Aj1...jrk1...kr
Ai1...ir�1...�r

tk1...kr;�1...�r = tj1...jr;i1...ir ,

��! � ���� ��		����� �������� �!��
�
�� � ���!$ �
��� ��������� -
#�	 !%�
"!	 
�!(�����! �������� �!#
"
�!� ." �!(�����
 �������� ������� �!(�����! �������� �!���
���! #!	%������ /�� �!(�����
 	0 �0�!��	 ������*��

���� ������ ��� ��	�
�� ���

��������� 	�� 
�� �	����� ���	�� (p + q) = 2ν + 1 ����� ������ U ∈ CL(p, q)
���
������ � ��
� U = z ·a� �
� z � ������ ����� ������� C�(p,q) � a ∈ CL(0)(p, q)�

,���� U = a+b ∈ CL(p, q) ��� a � b �!!����������! ����0$ � ������0$ /��	���0

���%�0 C�(p,q)� 1��� a = 0 ��� b = 0 �! �����(����� !������!� ,���� a = 0 = b 
�!��
 ���!%�
"!�
��� ������� #
# � � ����
� p + q = 2ν �
"%��
��� �
 ��� �
���
��	� �����*2��

a · γm = γk Λ
k
m · a , b · γm = γk Λ

k
m · b . ����*�*�

3�����0$ /��	��� b ������
��	 � ���� b = γ1...N · a′ ��� a′ 4 ����0$ /��	��� �
a′ ·γm = γk Λ

k
m ·a′ �����	 ���� a′ = c ·a �#!���
��
 c = 0� �! U = (1+c ·γ1...N)a � �
#

#
# /��	��� U 4 !%�
��	 �! /��	��� a �
#(� !%�
��	 � ����!�
�����! a ∈ CL(0)(p, q)�
,���� a′ = α · a �!��
 /��	��� a � ����*�*� !�������� ��!��!"�
��! � ��! �����

	!(�! ����
�� !%�
��	0	 �����
� �����)�	 !%�
"!	5 a → a + αa′ ≡ ã ��� α
4 ��#!�!�0$ �
�
	������� 6 /�!	 ����
� ã ∈ CL(0)(p, q)� -����� �" +!�	�� ����*�*�
������� ��! /��	��� ã−1 ·b ����
���(�� ������ 
 �
# #
# /��	��� ã−1 ·b 4 ������0$ 
�! b = βγ1...N · ã ��� � ���� !%�
��	!��� U 	0 �	��	 β2 = (−1)ν+q� -
#�	 !%�
"!	 
	0 �!���
�	 U = (1 + βγ1...N) · ã ��� ã ∈ CL(0)(p, q) ��! � ���%!�
�!�� �!#
"
���

���� ����� ��	
����	��� �� ������� U � ������� ��	����� a � a′ �	 ����� ��	�� ����
���	
���	��	 ��
� �������	���	 �	���� � ���	���� ������	����� ���	������� ���	 ��	���� U =
(a + γ1...N · a′) �	 ��� �� ��������� �� ����� 
!	 � ����	 �	���������� ��	������ a � a′�
��	�
 ��!�� ��
����� ���	"��� ������#�� (a + αa′) ����� ��� �� �	 ��
	� ��	�� ���	��$
��
 � ��
	� �������

��� ��������	�
�� ���� �	���
� � �
���	���
� ��������	�
�� ��

��� � ���	�
���� ���������

������� ��� �� ��� � 
 ������ ������������� � ���������� ������
������

���� 
������ ������� |Ψ〉 ����� �������
��� ������ 〈z∗|Ψ〉 ≡ Ψ(z∗)� ����!
��� ���"
���� 
����
�� �������� 
 ����������	
��� �	����������� #���
��
���������
 ak � a†k �� �����
������ ������� |Ψ〉 
 �������� ����������������
������
������ ����"
���� 
 
��� $�� $��%��%&&

〈z∗|ak |Ψ〉 = ∂

∂z∗k
〈z∗|Ψ〉 , 〈z∗|a†k |Ψ〉 = z∗k 〈z∗|Ψ〉 , $��%���&

� �������� �����
������ 〈Φ|Ψ〉 �
�� �������  ������ ���
�� ������" $��%��'&

"������ 
 (��� ������
����� ���� )�� �	�����*

〈Φ|Ψ〉 =
∫
dμ(z, z∗) e−z

∗
k zk 〈Φ|z〉 〈z∗|Ψ〉 =

∫
dμ(z, z∗) e−z

∗
k zk (Φ(z∗))∗ Ψ(z∗) . $��%��+&

����� �	������ ������" $��%���& �������� � ����������	
��� �	���������� ρ̄
����	�" ����������
 ak � a

†
k $��
����  $�����,&&

ρ̄(ak) =
∂

∂z∗k
, ρ̄(a†k) = z∗k , $��%��,&

����
� )�� 
 ����	����
�� ��������
� �������������"� ������� Ψ(z∗) =
〈z∗|Ψ〉 � ������"� �����
������� $��%��+&�
-�� 
 $��%��'&� $��%���& � $��%��+& ������ ������ z∗k ↔ zk� (∀k)� �� 
��������

�)� ���� �������� ������
������ ������� ���"
���� ���������"�� .�������
��
������������ ������
����� ρ ����	�" $��%�%& �
����� ����	����
� ��������
�
���������"� ������� 〈z|Ψ〉 = Ψ(z) ≡ Ψ(z1, . . . , zd) � ������"� �����
�������

〈Φ|Ψ〉 =
∫
dμ(z, z∗) e−z

∗
k zk 〈Φ|z∗〉 〈z|Ψ〉 =

∫
dμ(z, z∗) e−z

∗
k zk (Φ(z))∗Ψ(z) , $��%�%/&

� ����������� ����	�" ����������
 $��%�%& 
 
���

ρ(ak) =
∂

∂zk
, ρ(a†k) = zk . $��%�%�&

0���
���
����� ���
�� ������" $��%��'& 
 ����������� ������
����� ����"
�!
��� ���* ∫

dμ(z, z∗) exp(−z∗k zk) |z∗〉 〈z| = I , $��%�%%&

� 	����"� 
������ $��%�1& ������� �� ���� )�� �	����� $��
����  ��������
$%�%�%2&&

〈z|n1, . . . , nd〉 = 1√
n1! · · ·nd!

zn1
1 zn2

2 · · · znd
d . $��%�%3&

���������	� ����� ��� �����	���� �	��������� �������� ����� ����� �	������
�����

〈Φ|Ψ〉 = Φ∗(∂1, . . . , ∂d) ·Ψ(z)|z1=···=zd=0 , $��%�%'&

�� ∂k = ∂/∂zk� �	� ���� �� Φ(z) =
∑
Cn1,...,dz

n1
1 . . . znd

d ����� Φ∗(∂1, . . . , ∂d) =∑
C∗n1,...,nd

∂n1
1 . . . ∂nd

d �



�� ��� ��������	�
�� ���� �	���
� � �
���	���
� ��������	�
��

��� |0〉 � ��	

��� ������� ����������� �	�� �������� ������� ����
�� ��
�������� � 
���� ��������  �!�
��! �������������� ��������" �# ��
����

a†k |z〉 =
∂

∂zk
|z〉 . ��������

• ������ �� ���	
 ������� �����

 〈xk|z〉 �������	��� ���	���
� � �����
��	�

��� �����	����

�

$�� ����%���#& ��	��� 〈z∗| = (|z〉)† �# ����� ��������#� ��������

〈z∗| = 〈0| exp(z∗k ak) , 〈z∗| a†k = z∗ 〈z∗| , 〈z∗| ak = ∂

∂z∗
〈z∗| . ��������

�����	� ��
& 	������#& ������' �����(

〈z∗|w〉 = 〈0| exp(z∗k ak) |w〉 = 〈0| exp(z∗k wk) |w〉 = exp(z∗k wk) , ������)�

��� z, w ∈ C" � �# ����!������! *��
�' ������� � ��������� 〈0|w〉 = 1"
∀w ∈ C� +��,�� ����" �� ��� z = w 	�������#� ������� |w〉 � |z〉 �� ��-
����!�# ��
� ��
�
� .�� �� �����" �& �%� ����!����! ��� �������� ��#&
������������' � 	�����' ��&���	�� /�,���#� ����! �������� ����
,0�� 
����-
%������

�����	
���� ����� ������� ���	�
� ������ ��� ������	
	�� ���
��	�� �������
���
�� ��������� � ����� �����	�
� � ������∫

dμ(z, z∗) exp(−z∗k zk) |z〉 〈z∗| = I , ������1�

��� ���� dμ(z, z∗) 	� Cd ���������
�� ������

dμ(z, z∗) ≡ 1

πd

d∏
k=1

d2z =
1

πd

d∏
k=1

dxk dyk , zk = xk + iyk . ������2�

��������������3# �	�%�� ������1� ��� ������� ��
��� d = 1" 440���� ��
��
��' ������!�� 	����� ����� ��������' d 5 �������!��  ������� ���-
������� 	�������#& ������' ��������" �������� � ���
, ����! ������1� � ���������
�������� � �����#& 	�������& z = ρeiφ(

1
π

∫
d2z exp(−|z|2)

∞∑
m,n=0

(za)n

n!
|0〉 〈0| (z∗a†)m

m!
=

= 1
π

∫∞
0
dρ e−ρ

2
∞∑

m,n=0

ρn+m+1
∫ 2π

0
dφ ei(n−m)φ 1√

n!m!
|n〉 〈m| =

=
∞∑
n=0

2
n!

(∫∞
0
dρρ2n+1 e−ρ

2
)
|n〉 〈n| =

∞∑
n=0

|n〉 〈n| = I ,

��������

���� �����������	
� �������� ���� ����� ��� �� C ����
 ������������ � ���� d2z = i
2dz ∧ dz∗�

��
 �	���������
 ������ 
�������� �

�� ������� ��	
�
�� ����� ���

���� ������ ��� ��	�
�� ���

��������� 	�� 
�� U ∈ Spin(p, q)� �� ������ (−U) ����
 ������
�� �����

Spin(p, q)�

������	
�� �������� ��� �������� (−I) ��
��	���
� ������ Spin(p, q)� �� ����
���������� ���	�� �
��� � Spin(p, q)� ���	
������ ��� � �	
�
���� ����������
I ∈ Spin(p, q) !��"
�����# �����# p = 1 
 q = 1 �� ��������� �
������ 	�� ����$
������������ ����������
� %���� p > 1 &�����# q > 1 ��������
������ ������
���' 
(��	� � ���	�������

 &� ) **'

γ1 = Γ1 , . . . , γp = Γp , γp+1 = iΓp+1 , . . . , γp+q = iΓp+q , &* ++ )'

�	� ����
"� Γm ����	����� � &� ) ,-'� &� ) ,)'� �� 
����

Σ1,2 =
1

4
(Γ1Γ2 − Γ2Γ1) =

i

2
(σ3 ⊗ I⊗(ν−1)) .

.���
	��� ��� ����������� �
���

g(t) = exp
(
tΣ1,2

)
= exp

( i
2
t σ3 ⊗ I⊗(ν−1)

)
,

������� � ������ Spin(p, q)� ���	
���� /������� g(0) = I 
 g(2π) = −I� �� ����
−I ∈ Spin(p, q) .���	� ���	���� ��� /������ −U = g(2π) · U ������ ����������#
�
��# � ������ Spin(p, q) � /�������� U � �� ���� −U ∈ Spin(p, q) 

���� ������ ��� ��	�
�� ���

����� ������ Γ′k (k = 1, . . . , 2ν − 2) � ������� ��!�� � ��
������
� �����" ��
���
��# ν → ν−1 � ��������� 	�� � $��� ���	�
 ��! ����� d� g� c  h �� �

�
��
������
�! �����%�  �����%& �

%�	������� �����$����
"� &� 0 ��'� � ���� ����
"� D &� 0 *�' 
 C &� 0 *,' �
&� 0 *+' 
 &� 0 *0'� � ���� ��
����� ���#���� &� 0 0' 	�� /��
����� ����
" Γ′k �
���	�������

 &� 0 +'� �� �������� �����
�

1.) q − ������ (p = 2β) ⇒ d · Γ′k = ζ(k)Γ′k · d ,
2.) q − �������� (p = 2β + 1) ⇒ g · Γ′k = −ζ(k)Γ′k · g ,

�	� ζ(k) = +1 (k = 1, ..., p− 1) , ζ(k) = −1 (k = p, ..., 2ν − 1) ;

3.) ν − ������ ⇒ c · Γ′k = (−1)kΓ′k · c (k = 1, ..., 2ν − 1) ,

4.) ν − �������� ⇒ h · Γ′k = (−1)k+1Γ′k · h (k = 1, ..., 2ν − 1) ,

&* +0 )'

������ ����	����� ����
"� d� g� c 
 h %�
�
��� �� ��
���
� ����# �
	 ����
"
Γ′k (k = 1, . . . , 2ν − 2)� ������ ��	��� � &� 0 +' &��
 ν → ν − 1'� 
 ����
"� Γ′2ν−1 
�
&� ) ��'� ���� ������
��� ��� ���
 d 
 g� ���	1�������� � &� 0 2-'� �	�����������
������3��
�� ) ' 
 + ' 
� &* +0 )' �����"� ����# �
	 &� 0 2)' 	�� ����
" c 
 h

������� 
� �������
� ������3��
# 0 ' 
 � ' &* +0 )' � ������3��
��
 &� 0 ))' 

	
������ �
	�� ����
" C,C ′� ������ ���
 ����	����� � &� 0 ,'� &� 0 �' 



��� �� ������� ��	
�
�� �����

���� ������ ��� ��	�
�� ���

�������� ���	�
���	 Spin(2, 4) = SU(2, 2)� �������� ��������������� ���������	
�
�����������	 ��� �����
� C�(2,4)� ����
�� ���������� �� ��� �!"#� ����� � $��	
�
����������� 	��
�%� d� h � f � � 
���	��
��� ������� ���&�'(# ) ���&�'*# ���
������ A,A�

�����	
�� ������������� ��������� ����� ���������� ������������ ��
 ����� 
! C�(2,4)"

γ0 = σ1 ⊗ I⊗22 , γ1 = σ2 ⊗ σ1 ⊗ I2 , γ2 = iσ⊗22 ⊗ σ1 ,

γ3 = iσ⊗32 , γ4 = iσ⊗22 ⊗ σ3 , γ5 = iσ2 ⊗ σ3 ⊗ I2 ,
���#����

��
 ������� �! ����� γ†m = γm (m = 0, 1)� γ†m = −γm (m = 2, ..., 5)� γTm = (−1)m γm
� γ∗m = γm (m = 0, 3, 5)� γ∗m = −γm (m = 1, 2, 4)� ��$���	� �������� ���%��#� � ���%����&
���%����� ������
 p = 2, q = 4, ν = 3� �! ���	'��� D ∼ γ2γ3γ4γ5� C ∼ γ1γ3γ5� B ∼
γ1γ2γ4 �� �!���
 �������	� ��(���� � ����	)*�� �����������
�

D = I2 ⊗ d = I2 ⊗ σ1 ⊗ I2 , C = iσ2 ⊗ h = iσ2 ⊗ I2 ⊗ σ2 ,

B = iσ2 ⊗ f = iσ2 ⊗ σ1 ⊗ σ2 .
���#��#�

��������� ����+! d,h � f �� ���#��#� � ���%�,#� - ���%�,��� . ��	������ ��
 ����� 
�����!( ������ A,A ∈ Mat4(C) $������� U ∈ Spin(2, 4) �! ���	'��� 	�����
"

A† (σ1 ⊗ I2)A = I⊗22 = A
†
(σ1 ⊗ I2)A , ���#��%�

A = (I2 ⊗ σ2) (A
T)−1 (I2 ⊗ σ2) , A∗ = (σ1 ⊗ σ2)A (σ1 ⊗ σ2) . ���#����

/� 	������ ���#��%� ����	��� '�� A,A ∈ U(2, 2)� � 	�����
 ���#���� �������'�� ��
 
�!��)� ����+! A � A� �� ���� $������ U ∈ Spin(2, 4) ����������	� ���
�� ����
�� ���� ������� ��������� ������� A ∈ U(2, 2)� �������� ���� �	�� ������� A
��		��������
 ��� �������� ������ U(2, 2) � ������������ ����	��������� �� 	��
���	��  !�"#�#$ ������� A ��������� ����	��������� ������������� ����	���������
������������������ � �������������� %������ �	����� ���������� det(A) = 1� �
���&� �������� ��� ��� ��������	�� ����� SU(2, 2) � Spin(2, 4) 	�������� � ������
�'����� ������ SU(2, 2) 	������ �� �������� Spin(2, 4) = SU(2, 2)�

���� ������ ��� ��	�
�� ���

�������� ���	
���� 	� ���������� γk ∈ C�(p,q)�

γ[k1 · · · γkm] · γN+1 = αm εk1...kmkm+1...kN γ
km+1 · · · γkN ,  !�"(�)$

αm =
1

(N −m)!
(−i)ν iq (−1)[m2 ] ,  !�"(�"$

�	
 N = (p + q)� ��������
����������
 ������
	
��
 γ[k1 · · · γkm] ���
	

�� �
�����  !� ε01...N−1 = 1� [m

2
] " #
�� $���� m

2
� γN+1 = (−i)ν+qγ0 · · · γN−1�

��� ��������	�
�� ���� �	���
� � �
���	���
� ��������	�
�� ��

������� ��	
���
� ak ��������� ��	
���
��� ������	��� � a†k � ��	
���
���

���	���

������	 �	���
� 〈n1, n2, . . . , nd| � ������� �
���
����	 F∗ ���������� �� �	��
��
�� ��� ��! �
������� ���
��	�	�� � �
��������" �	���
 〈Φ| ∈ F∗ �
	��������
	��� � ���	 〈Φ| =

∞∑
n1,...,nd=0

φ∗n1,...,nd
〈n1, . . . , nd| = (|Φ〉)†� #�	 φn1,...,nd

∈ C�

• ������ �� ��	�
��� ��� ��	���� ������� ���������������� 〈k1, ..., kd|n1, ..., nd〉 =
δk1n1 · · · δkdnd

� ��	�
��� ��� ������������ �	�������� ����
������� 〈Φ|Ψ〉 =∑
n1,...,nd

(φ∗n1,...,nd
ψn1,...,nd

) ��������  ������ Ĥ !  ������� "�������� ��� ��	��#

�� ������� ����$��� ��%��������� ��� ������������� ��������

Ĥ |n1, n2, . . . , nd〉 =
( d∑
k=1

nk +
1

2

)
|n1, n2, . . . , nd〉 . ��� �$!

• ������ &� '�(�� ������)$ *)�	+�$ 〈�x |0〉 ��������� ��������� ��+��������
���	))��� � 	����������� �������������� ��	�
��� ��� ��%�������� �����#
���� |n1, n2, . . . , nd〉 ������������� d#������� ��+�������� � 	�����������

������������� ���$� ��� 〈�x |n1, . . . , nd〉 =
( d∏
k=1

Hnk
(xk)/(2

nknk!)
1/2
)
〈�x |0〉

��� *)�	+�� Hn(x) = (−1)nex2 dn

dxn
e−x

2
! �������� ,������

%�����	 ������ ������! ��� �	���
�� |n1, . . . , nd〉 ��������	��� ��	���&�� �'
��
���

I =

∞∑
n1,...,nd=0

|n1, . . . , nd〉 〈n1, . . . , nd| , ��� �(!

#�	 I ) 	�����" ��	
���
 � �
���
����	 *���� +��	���� ��� �����,	�� ��� ��!
���� �'
����� � ����� �'
���� �������� �
	������	�	 *��� ��#	'
� -	"�	'	
#�.

x̂k =
1√
2

(
ak + a†k

)
, p̂k =

1

i
√
2

(
ak − a†k

)
.

/	
	"�	� �	�	
� � ����
�	�� #�����
0�#� � ���#�����
0�#� �
	������	�
�"� 1������� ��� � �
	����&	� �
��	
	 ��� ����
�	�� ���
�����#� � ���
������#� �
	������	�" �� ������������ ����	 ����	�� ��'���	�2 �	���
��
������3! ��� ��	
���
�� ���
����� x̂k � �������� p̂k� �����	����	�� 4�� ����
�	�
�� ���#�����
0�#� �
	������	�� �������� ����� ����	�� ��'���	�2 �	����

�� ��� ��	
���
�� ������	�� ak.

ak |z〉 = zk |z〉 , ��� �5!

#�	 |z〉 := |z1, z2, . . . , zd〉 � zk ) �����	���	 ���
������ 6	���
� |z〉 ���������
��#	
	���� ����������� � �2 ���� ����
���� ��	���&�� �'
���� ���	�� � ���		
���
����	��	��� �����
����	 �� �����
��&���� ��	���� k!.

|z〉 = exp(zk a
†
k) |0〉 , ��� ��7!
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���������� ���	������
� � �������� �����
�� ���� 
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������� ���	������
� ���� 
 ��� 	�� ���	������
�� ������ ��������� �����
��� ��� 
 ��
������� ���! "��  �����
����
 #
� ���	������
� ����� x̂k 

p̂k ���	�� ����� 	
���
����
� ����������$

ak =
1√
2
(i p̂k + x̂k) , a†k =

1√
2
(−i p̂k + x̂k) , %�!&!�'

������� �������� %�!�!�('� �����
��� ���	���
� �)�����

[ak, am] = 0 ,
[
a†k, a

†
m

]
= 0 ,

[
ak, a

†
m

]
= δkm . %�!&!&'

*
 ���������� �	�)��� ����
���� ��
 ���������

 d�������� �	
���	��� �����

�����
� ������� #����

 %���
����
��' ������� �����

Ĥ =
1

2

d∑
k=1

(
p̂2k + x̂2k

)
=

d∑
k=1

(
a†k ak +

1

2

)
. %�!&!('

+�#��� �  
�
�� ����)�� � �)������
�
 {ak, a†m} 
 ����	�����
�
 �����,��
��
�
 %�!&!&' ��������� 
������� d�������� �	
���	��� ���������
!
+��������� F ������
� d�������� ��������� ��-
������� � ������ 	���

���� ����)�� � �)������
�
 {ak, a†m} 
 ����	�����
�
 �����,��
��
 %�!&!&' %�
������
 ������� #����

 Ĥ' ��������� ���������� ����� 
 #� ����������
���
�� ���	���
� �)�����! .��	
�� ����
�������� ��������� ����� |0〉 ∈ F
����� ��

ak |0〉 = 0 , ∀k , 〈0|0〉 = 1 . %�!&!�'

/����������� 	�� �����0������ ������ 〈0| = (|0〉)† �� 
���� 〈0| a†k = 0! "����
������ ����
�������� ������

|n1, n2, . . . , nd〉 = 1√
n1! · · ·nd!

(a†1)
n1 · (a†2)n2 · · · (a†d)nd|0〉 , %�!&!1'

������ �)����� )��
� � ���������� ���� F � � ��� ��)�� ����� 
� F ���	�
���
� � �
	�

|Ψ〉 =
∞∑

n1,...,nd=0

ψn1,...,nd
|n1, n2, . . . , nd〉 ∈ F , ψn1,...,nd

∈ C .

+��������� ���� �����	�� � ����������� ���� ������
� ������������
�
������ ���
-� � Rd$ ��)�� �� ������
� ��0�� ���	���
� � ��������� �
	�! /��
������ %�!&!&'� %�!&!1' �� ��������

ak |n1, . . . , nk, . . . , nd〉 = √
nk |n1, . . . , nk − 1, . . . , nd〉 ,

a†k |n1, . . . , nk, . . . , nd〉 =
√
nk + 1 |n1, . . . , nk + 1, . . . , nd〉 ,

%�!&!2'

�� ������� ��	
�
�� ����� ���

��� ��� γN+1 ��	
���� ��� 	
��������� ���� 
�	������� γk� �
 � ���� 
	������
���� �

��
����� ������ ����� !���" ���#$�� 	

	%�
���"�� 	
��������� 
�	��
������ γk � �������&� k� �� ��
����&� � ���
	 (k1 · · ·km)� �
 ���" 	

	%�
���"��
	��
� !���� ���#$�� � '������� ����� �
())�%���� ���#$�# � *�
� �
())�%���� &
+�
�
 �,!�����"� �&�
+�� 
�� !���� ���#$�� ����� �� γ[km · · · γk1] � 	
��&&�	
��� 

�������& (k1, . . . , km)� - 	����"���� ��� 	��
� !���� ���#$�� �,�
��&

αm γ
[km · · ·γk1] εk1...kmkm+1...kN γ

km+1 · · · γkN =

= (−1)m(m−1)
2 αm εk1...kN γ

k1 · · · γkN = (−1)m(m−1)
2 iν(−i)q N !αm γN+1 ,

���#$�. 

/�� &, �
�
�"�
�����" 	�������
& �����0� � - ��
� 
!�	��" ��� ���
� !���� ���#$�� 

��!��&

γ[km · · · γk1] γ[k1 · · · γkm] · γN+1 =
N !

(N −m)!
γN+1 . ���#$�� 

1���" &, �
�
�"�
�����" �
+�����
& ��	� � ������0  ∑
k1,...,km

γ[km · · · γk1] · γ[k1 · · · γkm] =
N !

(N −m)!
I2ν , ���#$�$ 

�
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� ��/�
 �
���,������� ���� ��&����"� !�
 ��&&� � ���
� !���� �
��	+�� 	
��

N !

(N−m)!
���/��&,�� ��+�
� �� �
�
	,� 	���
 I2ν � 2	������� 	��,� !���� ���#$�. �

���#$�� � &, 
��!��& ���#$�# �
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��� ��� � ��� ����	��
 �		�����	� � �������	� ������������ ��

������	 
�
����� |Ψ〉 
������
��	�� �������
�� �	���� 〈�x|Ψ〉 ≡ Ψ(�x)� ���
����� ����
������� 
���� ���������� ����
������� ������� |Ψ〉 � ����
� |�x〉 � ��
������
� ������� �	����� 
�
����� ����� 
������
���� ����������� �� !���

���� ���������� x̂k � p̂k � ��������"�� 
�
����� |Ψ〉 � ������# �� �������
�	���� 〈�x|Ψ〉 ����
�����
� 
���	�$�� ������� %
�� %����&''(

〈�x|x̂k |Ψ〉 =
∫
ddx′ 〈�x|x̂k |�x′〉〈�x′|Ψ〉 = xk 〈�x|Ψ〉 ,

〈�x|p̂k |Ψ〉 =
∫
ddx′ 〈�x|p̂k |�x′〉〈�x′|Ψ〉 = −i∂k 〈�x|Ψ〉 ,

%�����&'

)�� �� �
���"������ 	
����� ������ %����*'(∫
ddx |�x〉〈�x| = I , %�����+'

� 	 �� ����	�� %�����,' � %�����-'� . �� �� ����� ������ ����
�������� ����	�
�� %�����&' ���������� �����������"�� ���������� ����
������� ρ ��)����
/�������)� %������'(

ρ(x̂k) = xk , ρ(p̂k) = −i∂k , %�����0'

������� ���
��	�� � ���
���
��� ������# �	���� Ψ(�x) = 〈�x|Ψ〉�
• ������ �� ��	
���
 ��������������� �����	��� ����	
������� ������� ����

�������� ������ !" #�
���� ���	
���
 � ���	
���	
�� �������$ ���#���Ψ(�p) =
〈�p|Ψ〉�

.�
����� |�p〉  �
���� 
 ���������� ���	�"
�� �p = (p1, . . . , pd) ����
� �������
�	����� 〈�x|�p〉� ������� 
�)��
� %�����,' � %�����&' 	������������ 	�������

−i∂k 〈�x|�p〉 = pk 〈�x|�p〉 .

1�2���� 3��# 	������ ������
� �	����

〈�x|�p〉 = 1

(2π)d/2
exp(ipkxk) , %����45'

)�� �������� �� �������" ���
��	��
� �� 	
����� ���������	���
�� %����4'(

〈�p ′|�p〉 =
∫

ddx 〈�p ′|�x〉〈�x|�p〉 = δd(�p− �p ′) . %����4�'

6��
" �� 
��� ��
���"������
" 	
������ ������ %�����+'� !�� ������� �	����
� ���	�"
�� ����
������� 
 	 ���� ����	�� %����45'� �� ���	 ��� 
����2���

〈�p |Ψ〉 =
∫

ddx 〈�p |�x〉〈�x |Ψ〉 = 1

(2π)d/2

∫
ddx exp(−ipkxk)〈�x |Ψ〉 , %����44'
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�� ��� ��� � ��� ����	��
 �		�����	� � �������	� ������������

[Hi, Hj] = 0� �����	
���
 ���
��� ��
������	 Hi �������� ��� αi� � �� �����	
��
��
 	
����� ��� |α〉 = |α1, α2, . . . 〉�

Hi |α〉 = αi |α〉 . ��������

• ������ �� ��	�
��� ��� ����������� 
������� αi ��������� ���������� Hi ���

��������� � 〈α′|α〉 ∝ δα′,α�

����� �����	
���� 	
�����	 |α〉 � �����
� ��
���� ��! ���� �������! �	�����
���
���� �� ��"�� ��� ��
��� 	����� �����! ����� ���������#$�� ��
������	 Hi��
�������	�� 	
�����	 |α〉 ��%�� ��&����� ���� ����� ��� �&�	�
�	����� &	�� �����
	���� ����	�# �����������
����� ������� � ����	�# ������� �����'��

������� �		�
����	� � ��������	� ���
���������

��������� �	����	��
�����
���! ������� 	 Rd �����	�#��� 	
������� |Ψ〉 	 �
��
���
����
���� �����
����� 	
������� ����������	
 V � �&����� (�����	�� ����
������ ����	
&
��
� �����)�� *������
���� �
�
�
���� ������� ����	
���	�#�
��
������ 	 V� ������
�� ����&������ ������� 	 d��
���� ����������	
 ����	
��
��	�#� (�����	� ��
������ x̂k (k = 1, . . . , d)� � ������
���� 

 ����� �� + (�����	�
��
������ p̂k � ��������������� ������,
�����

[x̂k, x̂j ] = 0 = [p̂k, p̂j ] , [x̂k, p̂j] = i I δkj , ������-�

"&
 I . 
&������! ��
����� 	 V� /�"
��� � 2d �����#$��� {x̂k, p̂k} � ���
&
��#$��
�� ������,
����� ������-� ���	�
��� d��
���! �������� 	��
�������� �����	
���

	
����� ��
������	 x̂k � p̂k 	 V �������� ��� |�x〉 � |�p〉�

x̂k |�x〉 = xk |�x〉 , p̂k |�p〉 = pk |�p〉 , ������0�

"&
 xk, pk ∈ R + ����	
���	�#$�
 �����	
���
 ���
���� ��������� �������� ������

&�#��� 	
������� |�x〉 � |�p〉� ���	�#��� ����������� � ���
&
�
����� ����&�������
� ���
&
�
����� ����� ����� ����	
���	
���� 1��� |�y 〉 ∈ V + ���%
 �����	
���!
	
���� 	�
� ��
������	 x̂k � �����	
����� ���
����� yk� 2�"&�� ��� ��� ������
���������� ������,
����� ������-�� �� ������
�

x̂k · e−i xk p̂k |�y 〉 =
(
xk e

−i xk p̂k + e−i xk p̂k · x̂k
) |�y 〉 = (xk + yk) e

−i xk p̂k |�y 〉 .

2���� ������� 	
���� e−i xk p̂k |�y 〉 . �����	
���! 	
���� ��
������	 x̂k � �����	
��
���� ���
����� (xk + yk)�

|�x+ �y 〉 = e−i xk p̂k |�y 〉 . ������'�

*�33
�
������ ��
 ����� 3������ ������'� �� xk � ����"�� 	 �
! �y = �0� �� ������
�

i∂k|�x〉 = i∂k e
−i xk p̂k |�0〉 = p̂k |�x〉 ⇒ 〈�x| p̂k = −i∂k〈�x| . ������4�

"&
 ∂k = ∂/∂xk � 	����
 ������,
��
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�
�� ����������� � ����

〈Φ|Ψ〉 =
∑
α

(〈α|Φ〉)∗ 〈α|Ψ〉 =
∑
α

Φ(α)∗ Ψ(α) . 	�
�
���

� ����������� 	�
�
�� � 	�
�
�� �������� ��� ������ 〈Φ| ∈ V∗ ����� �� ����� �����!
"���� � ������� � |Φ〉 ∈ V� �� ���# (|Φ〉)† = 〈Φ| � � �������

〈Φ|Ψ〉 ≡ (|Φ〉)† |Ψ〉 	�
�
���

� ��� ������ ���������������� ��� �� ����� ��������� ����������� � �� �����!
�� ������������ V 	� 
 ����������� ��������
 $�� ��%�� ���&� ������ ����# 	�
�
���
� ��� � ���� ���&'��� � �����&����# ������������ ����%����� ���� � ��  ����!
 ���� ��� (���)�� Φ(α) = 〈α| Φ〉 �� ���� ���� α
 * ������������ V � ������ 
�� ����� �������� ����������� 	�
�
��� ����������� �&��� ������������
��� � �������� ||Ψ|| =√〈Ψ|Ψ〉

��������	
� ������ ���� ���	�
����
 �
�����
 	��������� V � ��������
������ �������� � ������ ||Ψ|| = √〈Ψ|Ψ〉 ����
�� 	����� �� 
��� ����� 	��
��
����
������ �� ���� � V �!����� 	� ����
 ||Ψ|| � ��
�
�" �# V�� � 	���
������� V ��#���
�� $����
������
* �&+� ������ ������������ ����%����� ���# � ��  ���� ���# � 	�
�
��� ���� �!
���� � ������ �&�&+����' (���)��� � ������������ V �� �&���� &��# %��#&������ 
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�
���� �������� �������� H†� �� ����� �����!
"����� � H � �����.+� �&��� 

〈Ψ|H†|Φ〉 = (〈Φ|H|Ψ〉)∗ ⇒ 〈Φ| ·H† = (H · |Φ〉)† .

/�������� H � ��� ������%� �������.��� ���������

H† = H ⇔ 〈α|H|β〉 = (〈β|H|α〉)∗ ,

��������� �� ����� 

* ���������  �'����� ��������� ��������� ����� � �����������.� ������� �

%��#&������ ������������ V � �������%� � �� �� ����� �����"���� ����#��%�
������������ V∗� � ���� ������ ��&�.��� � ������ ����� �� ���� ��� ������!
����� � ���#�� ����%��� ��&����#���  � ��� � �
�
� �����������.� �� ����� �����!
����� �������.+�� � V
 /&�������� 〈Φ| � |Ψ〉 ��� �������� � ����������� V∗ � V
&��� ������� 0
 $����� 12�3� ������� ����� �' &��! � ���! ������� �� �������!
�������
 ,������ &��! � ���! �����'���� �� ������ 45674 � 489:4 ��%������%� �����
4567;89:4 	���&���


* ���������  �'����� ����� &����� ���&�� ��&����# &��� � V ���)���#�� 
�&��� 
 < � ����� ������ �  ��"����� ���' ��&�.��� �' ������� �'�����!
���� ����� � ������ ��&�� ��  �����.+�' ��&�.��� �' Hi = H†

i (i = 1, 2, . . . )=

������������	��
���	
 ���	��� {Ψk}∞k=1 � ����������� ���	���	�� V �������	�� ����������
	��
���	
� ���� ���� ��������	��
��� ���������	��
���	
��� ���� ��� ������	����	 �������
����� ��� ���� � ����
 � ���� ���� � ε ��!��	���	 ���� Nε 	����� "	� ||Ψi − Ψk|| < ε ��� ���#
i, k > Nε$
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������� ��� � α� � ���������� ������ �������������������

〈β|α〉 = δα,β . �������

���	 δα,β � ��������� �������� ������� � ��	��
 ���!�" �� �������� �#�

��$�# � α � β� � ����������� �� ��%�� �������&� �� '�� ������ �������� ���
�������� �������� (�%����� ������� �&)� ������ |Ψ〉 ∈ V � 〈Φ| ∈ V∗ �����%�

&��� �� ����������&$�� )������� ������� ����&$�� �)�����

| Ψ〉 =
∑
α

|α〉〈α|Ψ〉 , 〈Φ | =
∑
α

〈Φ| α〉〈α| , �����*�

%�
∑

α �)������� ���%�������" ���%��� � ���%�������& ����� �� ���������
� ��������� �������� �#���$�� � ���	��
����� α�
+�� �&)�%� ���"��%� �������� T � V �� ��,� �������	 ������� T ′� ��


����" �"����� � V∗ �� �)����� - �� �������� � V∗ ��,�� �������	 ������� �
V�� ��%����� �������

〈Φ| (T · |Ψ〉) = (〈Φ| · T ′) |Ψ〉 , ∀|Ψ〉 ∈ V , ∀〈Φ| ∈ V∗ , �����.�

��� '��� ���)�� ������	� ��� ������� T �"����� �� V ����� � T ′ �� V∗ ������� /
���	�"0� ��� ����$���  ����� �� )��� �����	�����	 ��������� �)��������
��� T � T ′� � ����� �����.� �����	 ������ 〈Φ| T |Ψ〉� 1� ������0��" �����*� ������
��� �������" ������� I� �"����&$�" � ������������# V � V∗� �����%���� ��
�����" ����� )������# �������2

I =
∑
α

|α〉 〈α| , �����3�

� ������ 〈Φ|Ψ〉 ������������ � ���
〈Φ|Ψ〉 =

∑
α

〈Φ|α〉 〈α|Ψ〉 . �����4�

5��	����	  ������" �����3� ��� �������%� �������� I� ����0� �"���� ���"

��# ��������� T �� )������ ������ |β〉 ∈ V � ��  ���!�� Ψ(α) ≡ 〈α|Ψ〉 ����&

$�� �)�����2

T |β〉 =
∑
α

|α〉 〈α|T |β〉 , 〈β|T |Ψ〉 =
∑
α

〈β|T |α〉 〈α|Ψ〉 . �����6�

7��&�� ������ ��� �����!� ��������� T � )���� {|β〉} ��������� �� ��������#
'������ 〈β|T |α〉� 8���!�� Ψ(α) � ����������� � �����*� � �����6� ��,�� �������

�����	 � ������ ��������� ������ |Ψ〉 ∈ V� ����� ����� α - 9������9 '��
�����������
:�������� ����������������� ���������� �,�� �������� ����������� V �

V∗� ����)���� ��������� ����&$%� ���"���� ��� ������
(〈Φ| Ψ〉)∗ = 〈Ψ |Φ〉 , ∀|Ψ〉 ∈ V , ∀〈Φ| ∈ V∗ , �����;�

%� ∗ �)������� ��������� �����,��� <�%�� ���������� ������� 〈Φ| � |Φ〉
�����,�� ���% ���%�2

(〈α| Φ〉)∗ = 〈Φ |α〉 , �����=�
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����� ���� �	
� � �	�����	�� �������	�� ��������	��� eα � � � � � ���

����� ��������		�� ��������� � ��������� ��� 	����������� �����

������	� U(N)� !�������"����� �	���� � � � � � � � � � � � � ���

��# $���%"����&	�� '���"�	��� (�'�� ���&��	��)*����	� � � � � � � � � � �+�

� �����������	� 
����������� ���

 SO� Sp � ������ �� so� sp ���

��+ ,�	'��	�� ����������	�� 
��� O(N,C)- SO(N,C) � �� ���
��� O(p, q)-
SO(p, q) � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �+.

��+�+ ����������
�	��&	�� 
���� O(p, q) � ��
�/�� 0� so(p, q) � � � � �1�

��+�1 ,�	'���� ,�	'��	�� ����������	�� 
��� O(p, q) � � � � � � � � �1�

��+�� 2�����	�� 	����������� ����������	� 
��� O(p, q) � SO(p, q)
�' ����������	�� T⊗r � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �1�

��+�� 3����������� ��	'��	�� ����������	�� ����
�	��&	�� 
����

4�������%5�� ��/���� �	
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ���

��1 6�
�/�� (��7�� Brn � �� ����������	�� � � � � � � � � � � � � � � � � � ��.

��1�+ 6�
�/�� (��7�� Brn� 8����	�� ������9:��� ��� ��
�/�� Brn ��.
��1�1 !�����%5�� 7����	�� � ��������	�� � ��
�/�� Brn� !�����

���������� ������9:��� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ���

��1�� 4�������%5�� ��/���� �	
� � �� ������� �����;�	� � � � � ��#

��1�� 4�������%5� 
��� �	
� ��� ��
�/�� Brn � � � � � � � � � � � ��.

��1�� ��������	�� ��������	�� ��� ��
�/�� (��7�� � � � � � � � � ��+

��� ,�	'��	�� ����������	�� 
���� Sp(2r,C) � �� ���
��� Sp(2r,R)-
USp(2r)- Sp(p, r − p) � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ���

��� !��	��	�� ����������	�� ��
�/� 0� so(N,C) � � � � � � � � � � � � � � � ���
����+ !��	��	�� ����������	�� ��
�/� 0� so(2r,C) � � � � � � � � � � � ���
����1 !��	��	�� ����������	�� ��
�/� 0� so(2r + 1,C) � � � � � � � � ���

� ���

	 Spin(p, q) � �� 
����������� ���

��+ 6�
�/�� <�������� � �� ����������	�� � � � � � � � � � � � � � � � � � ��#

��+�+ 2�5�����		�� ��
�/�� <�������� C�(p,q) � � � � � � � � � � � � � ��#

��+�1 9����"	�� ����������	�� ��������	�� ��
�/� <�������� C�N
� �� ��5�����		�� ���� C�(p,q) � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �#1

��+�� 2� ������� ����������	�� ��
�/� <�������� C�N � C�(p,q) � � � � �=1
��1 !��	��	�� 
���� Pin(p, q) � Spin(p, q) � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �=�

��1�+ 4�������	�� ���	��	�� 
��� Pin(p, q) � Spin(p, q) � � � � � � � � �=�

��1�1 ����������	�� ��
�/� <��������- ��
�/� spin(p, q) �

��� Spin(p, q) � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �.=

��� 9������ �����;�	�� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ���

����+ 9������ �����;�	��B,C-D ��� ����������	� ��
�/�� C�(p,q)
� ��� ���� 7��� ������ � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ���

����1 9������ �����;�	�� D- C- B � ������� 
��� Spin(p, q) � � � �++

��� >����������- �� ������� � �� ���	������ ���	��� � �������	����� Rp,q�+=

����+ !��	��� � �������	����� Rp,q � ��	'��	�� ����'����	�� ����

	���� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �+=

����1 $�������� �����;�	�� ���	���� � �������	����� Rp,q � � � � � � �1�

����� 6�
�/�� C�(1,N−1) � ���	��	�� 
���� Spin(1, N − 1)� !��	��� �

�������	���� 9�	������
� R1,N−1 � � � � � � � � � � � � � � � � � � �1.
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��� �������� 	�	���� ���	��� �
����  � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ���

����� �������� 	�	���� �
����  � s�(n,C)! so(n,C) � sp(2r,C) � � � � ���
����� �������� 	�	���� �	"
#����
$��� �
����  � � � � � � � � � � � ��%

����� &�'��� ��(
)� *'�
$��� "������� 	�	���� � � � � � � � � � � � � ���

��� +���	���
���) � ��	� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��,

��� -�.��"� ��	�� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��,

��� �
�		�/�"�0�) ������������ "������������ ����	���
���( � � � � � ���

����� +���	���
���) 	� 	���.�� ��	�� � � � � � � � � � � � � � � � � � � ���

����� 1'��������
$��� ��	� � "
�		�/�"�0�) ����	���
���( �
����

 � s�(n,C)! so(n,C) � sp(2r,C) � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��2

����� �����������( �������� ��3����� � � � � � � � � � � � � � � � � � �,�

��� 1���'
� ��(
) �
) ����"����� ����	���
���( "����"���� ���	���

��'��  � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �,%

����� 4��������
$ ��(
) � /���'
� ��(
) �
) ����"����� � � � � � � �,%

����� +��
�5���)� 6���� /���'
� �
) ����"����� � ��3�����	��(

����	���
���( ��'�� SU(r + 1)! SO(n) � USp(2r) � � � � � � � � �%,

� ������������� �������	
��� �
���� s�(N,C) � su(N) � ����� SU(N)
� SL(N,C) ���

��� +���������
$��� 3�������) � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �2�

��� *�(	���� ��'��� Sr � ���	����	��� ���3������ ����3������) �������

)#7�� ����	���
���( � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �22

��� +���	���
���) ��'��� ����	������" 8� 9�������3����� :��� � � � � � �;

����� <��
�0� :���� ���	��'"0�) 	�������3������ :��� � � � � � � �;

����� 9�������3����� :��� � ������������ =����������� �����

	���
���) ��'��� Sr � �� ��3�����	�� � � � � � � � � � � � � � � � ���
��� ������������� ������������ ����	���
���) ��'�� SU � SL � � � � � ���

����� ������������� ������������ ����	���
���) SL(N,C) � SU(N)
� ���	����	���� 	�������3������� ���3���� � � � � � � � � � � � ���

����� -�3�����	�� ������������ ����	���
���( ��'�� SL(N,C)
� SU(N) � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ���

����� ���������
)#7�� � ���	���������� ����	���
���)

��'�� SL(N,C) � SU(N) � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��
����� ����"�! SU(3)�	�������) � �� ���'.���� � � � � � � � � � � � � � ��2

��� +���	���
���) ��'��� ����	������" 88� <����) :���>1������'	� � � ���

����� ?���������� � ������������ ����	���
���) �		�0������� �
�

����� -�3
�5���) +��	� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ���

����� �3�����) ��������
$��	�$ � ��
���� 	�������3������ :��� � � �,

����� *'�
$��	�$ �'��>��(
) � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �,

�� +���	���
���) ��'��� ����	������" 888� +����� ���.�"�>@"'�$"��� � �,%

���� A
������ :0�	�>�B�/� � 	�
���#7�� ��������� � �
�����

C[Sn] � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �,2
���� ?���������� � 	��"�� ���������� :0�	�>�B�/� � � � � � � � � �%�

���� -�	"��.����( ���/ :��� � �����
� ����
���) ����	���
���( �2�
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.���� ��/� �/	� �	/� ���� ���

0������ �"

�� �������� ��� 1����� ��) ����)

���%���� ����

������ ��������� ��� �/

��������%�� ����� ���2���� ��	

3�) 4� ��� 3�) 4 ���%���� ����

�� ��������� ��� �/� ���

������%� 4�5��� ��� �"	� �"/� ���

��������%�������  ����%� 4�5����

��� ������%� 4�5��

��)���������� ��"� ���
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