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‚ · ¡μÉ¥ ¨§ÊÎ ² ¸Ó ¢μ§³μ¦´μ¸ÉÓ μ¸² ¡²¥´¨Ö ¶·μ¡²¥³Ò §´ ± , ¢μ§´¨± ÕÐ¥° ¶·¨
¨¸¸²¥¤μ¢ ´¨¨ Ë¥·³¨μ´´ÒÌ ¸¨¸É¥³ ¸ ±μ´¥Î´Ò³ Ì¨³¨Î¥¸±¨³ ¶μÉ¥´Í¨ ²μ³, ¸ ¶μ³μÐÓÕ
 ²£μ·¨É³μ¢ ´¥°·μ´´ÒÌ ¸¥É¥°. �¥Ï¥´¨¥ ¶·μ¡²¥³Ò §´ ±  ±· °´¥ ¢ ¦´μ ± ± ¤²Ö ³´μ£¨Ì
 ±ÉÊ ²Ó´ÒÌ § ¤ Î Ë¨§¨±¨ ±μ´¤¥´¸¨·μ¢ ´´μ£μ ¸μ¸ÉμÖ´¨Ö ¢¥Ð¥¸É¢ , É ± ¨ ¤²Ö Ë¨§¨±¨
±¢ ·±-£²Õμ´´μ° ¶² §³Ò ¢Ò¸μ±μ° ¶²μÉ´μ¸É¨ Å ´μ¢μ£μ ¸μ¸ÉμÖ´¨Ö ¢¥Ð¥¸É¢ , ¸¢μ°¸É¢ 
±μÉμ·μ£μ ¡Ê¤ÊÉ ¨§ÊÎ ÉÓ¸Ö ´  ¸É·μÖÐ¨Ì¸Ö Ê¸±μ·¨É¥²ÖÌ FAIR ¨ NICA. �¡ÊÎ¥´´Ò¥ ´¥°-
·μ´´Ò¥ ¸¥É¨ ¢ ¶·¥¤²μ¦¥´´μ³ ¶μ¤Ìμ¤¥ ¶·¨¡²¨¦¥´´μ ¢μ¸¶·μ¨§¢μ¤ÖÉ ®´ ¶¥·¸É±¨ ‹¥Ë-
Ï¥Í ¯ Å ³´μ¦¥¸É¢ , ´  ±μÉμ·ÒÌ ³´¨³ Ö Î ¸ÉÓ ¤¥°¸É¢¨Ö Ö¢²Ö¥É¸Ö ±μ´¸É ´Éμ°. �μ± -
§ ´μ, ÎÉμ μ¡ÊÎ¥´´ Ö ¸¥ÉÓ ¸ÊÐ¥¸É¢¥´´μ Ê¸±μ·Ö¥É ¶μ¸É·μ¥´¨¥ ³´μ¦¥¸É¢  ¢ ±μ³¶²¥±¸´μ³
¶·μ¸É· ´¸É¢¥, ¶μ ±μÉμ·μ³Ê ¶·μ¨§¢μ¤¨É¸Ö ¨´É¥£·¨·μ¢ ´¨¥, ¶μ ¸· ¢´¥´¨Õ ¸ ¨¸¶μ²Ó-
§μ¢ ´¨¥³ μ¡ÒÎ´μ£μ  ²£μ·¨É³  £· ¤¨¥´É´μ£μ ¶μÉμ± . ’ ±¦¥ ¶μ± § ´μ, ÎÉμ Ë²Ê±ÉÊ Í¨¨
³´¨³μ° Î ¸É¨ ¤¥°¸É¢¨Ö ´  ¶·¨¡²¨¦¥´´μ³ ³´μ¦¥¸É¢¥, μ¶·¥¤¥²¥´´μ³ ´¥°·μ´´μ° ¸¥ÉÓÕ,
¢¸¥ ¥Ð¥ £μ· §¤μ ³¥´ÓÏ¥, Î¥³ ¢ μ¡ÒÎ´μ³ ³¥Éμ¤¥ ¶¥·¥¢§¢¥Ï¨¢ ´¨Ö.

We study the possibility to weaken the sign problem, which appears in the inves-
tigation of fermionic systems with ˇnite chemical potential, using the neural networks.
Solution of the sign problem is exteremly important both for numerous problems in con-
densed matter physics as well as for the physics of quarkÄgluon plasma: a new state of
matter to be studied using the new accelerators FAIR and NICA, which are both under
contstruction now. In our approach, the trained neural network approximately reproduces
Lefschetz thimbles: manifolds in complex space, where the imaginary part of the action is
constant. We show that the trained neural network can substantially speed up the construc-
tion of the integration manifold in complex space, in comparison with usually employed
gradient 	ow algorithm. We also show that the 	uctuations of the imaginary part of the
action on the approximation manifold deˇned by the neural network are still substantially
smaller than in usual reweighting method.
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‚ÒÎ¨¸²¥´¨¥ ³¥Éμ¤μ³ Œμ´É¥-Š ·²μ Ë¥°´³ ´μ¢¸±μ£μ ¨´É¥£· ²  ¶μ ¶Ê-
ÉÖ³ Å ÔÉμ Ê´¨± ²Ó´Ò° ¸¶μ¸μ¡ ¤²Ö ´¥¶¥·ÉÊ·¡ É¨¢´μ£μ ¨§ÊÎ¥´¨Ö Ë¨§¨±¨ ¸¨²Ó-
´μ¸¢Ö§ ´´ÒÌ ±¢ ´Éμ¢ÒÌ ¸¨¸É¥³ ¡μ²ÓÏμ£μ Î¨¸²  Î ¸É¨Í ¡¥§ ± ±¨Ì-²¨¡μ Ë¨-
§¨Î¥¸±¨Ì ¶·¥¤¶μ²μ¦¥´¨° ¨ Ê¶·μÐ¥´¨°. �ÉμÉ ³¥Éμ¤ μ¡ÒÎ´μ ¶·¨³¥´Ö¥É¸Ö ±
¥¢±²¨¤μ¢Ò³ ¨´É¥£· ² ³ ¶μ ¶ÊÉÖ³, ¶μ¸±μ²Ó±Ê ¶μ¸²¥ ¢Ò¶μ²´¥´¨Ö ¶μ¢μ·μÉ 
‚¨±  ¨§ ¶·μ¸É· ´¸É¢  Œ¨´±μ¢¸±μ£μ ¢ ¥¢±²¨¤μ¢μ ¶·μ¸É· ´¸É¢μ ¤¥°¸É¢¨¥ ¸¨-
¸É¥³Ò ¸É ´μ¢¨É¸Ö ¤¥°¸É¢¨É¥²Ó´Ò³, ¨, É ±¨³ μ¡· §μ³, ¶μ¤Ò´É¥£· ²Ó´ Ö ËÊ´±-
Í¨Ö ¡μ²ÓÏ¥ ´¥ Ö¢²Ö¥É¸Ö ¸¨²Ó´μ μ¸Í¨²²¨·ÊÕÐ¥°. �μ¸²¥¤´¥¥ μ§´ Î ¥É, ÎÉμ ¤²Ö
¢ÒÎ¨¸²¥´¨Ö ¨´É¥£· ²μ¢ ¶μ ¶ÊÉÖ³ ¢ ¥¢±²¨¤μ¢μ³ ¶·μ¸É· ´¸É¢¥ ³μ£ÊÉ ¶·¨³¥-
´ÖÉÓ¸Ö ¸É É¨¸É¨Î¥¸±¨¥ ³¥Éμ¤Ò, É ±¨¥ ± ± ³¥Éμ¤ Œμ´É¥-Š ·²μ. �¤´ ±μ ¸Ê-
Ð¥¸É¢Ê¥É ³´μ£μ ¸¨¸É¥³, ¶·¥¤¸É ¢²ÖÕÐ¨Ì É¥μ·¥É¨Î¥¸±¨° ¨ Ô±¸¶¥·¨³¥´É ²Ó-
´Ò° ¨´É¥·¥¸, ¢ ±μÉμ·ÒÌ ¤ ¦¥ ¥¢±²¨¤μ¢μ ¤¥°¸É¢¨¥ Ö¢²Ö¥É¸Ö ±μ³¶²¥±¸´Ò³.
Š ± ¶· ¢¨²μ, É ±¨¥ § ¤ Î¨ ¢μ§´¨± ÕÉ ¶·¨ ¨´É¥£·¨·μ¢ ´¨¨ ¸¨¸É¥³ Ë¥·³¨μ-
´μ¢. ‚ É ±¨Ì ¸²ÊÎ ÖÌ ³Ò ´¥ ³μ¦¥³ ¶·¨³¥´¨ÉÓ ³¥Éμ¤ ¸ÊÐ¥¸É¢¥´´μ° ¢Ò¡μ·±¨
¡¥§ §´ Î¨É¥²Ó´ÒÌ ³μ¤¨Ë¨± Í¨°: É·Ê¤´μ,   Î ¸Éμ ¤ ¦¥ ´¥¢μ§³μ¦´μ ¢Ò¡· ÉÓ
¸μμÉ¢¥É¸É¢ÊÕÐ¥¥ ¶μ²μ¦¨É¥²Ó´μ μ¶·¥¤¥²¥´´μ¥ · ¸¶·¥¤¥²¥´¨¥ ¢¥·μÖÉ´μ¸É¥°.
‚μ§´¨± ÕÐ Ö ¶·μ¡²¥³  ´ §Ò¢ ¥É¸Ö ¶·μ¡²¥³μ° §´ ± .

�·μ¡²¥³  §´ ±  Ö¢²Ö¥É¸Ö μ¤´μ° ¨§ μ¸´μ¢´ÒÌ ¶·μ¡²¥³ ¢ ¸μ¢·¥³¥´´μ° ¢Ò-
Î¨¸²¨É¥²Ó´μ° Ë¨§¨±¥. ‚ Î ¸É´μ¸É¨, μ´  ¶·¥¶ÖÉ¸É¢Ê¥É ¶·¨³¥´¥´¨Õ ¢Ò¸μ±μ¶·μ-
¨§¢μ¤¨É¥²Ó´μ£μ ³¥Éμ¤  ±¢ ´Éμ¢μ£μ Œμ´É¥-Š ·²μ (ŠŒŠ) ¤²Ö ³´μ£μÎ¨¸²¥´´ÒÌ
³μ¤¥²¥°, μÎ¥´Ó ¨´É¥·¥¸´ÒÌ ¸ Ë¨§¨Î¥¸±μ° ÉμÎ±¨ §·¥´¨Ö.

� ¨¡μ²¥¥ Ö·±¨³ ¶·¨³¥·μ³ ¢ Ë¨§¨±¥ ±μ´¤¥´¸¨·μ¢ ´´ÒÌ ¸·¥¤ Ö¢²Ö¥É¸Ö
³μ¤¥²Ó • ¡¡ ·¤  ´  ¡¨¶ ·É¨É´μ° ·¥Ï¥É±¥ ¸ ´¥´Ê²¥¢Ò³ Ì¨³¨Î¥¸±¨³ ¶μÉ¥´Í¨-
 ²μ³, ±μÉμ· Ö ¨³¥¥É μ¸μ¡μ¥ §´ Î¥´¨¥ ¢ ¸¨²Ê Éμ£μ, ÎÉμ μ´ , ¢μ§³μ¦´μ, ³μ¦¥É
¡ÒÉÓ ¶·¨³¥´¥´  ¤²Ö μ¶¨¸ ´¨Ö Ë¨§¨±¨ ¢Ò¸μ±μÉ¥³¶¥· ÉÊ·´ÒÌ ¸¢¥·Ì¶·μ¢μ¤´¨-
±μ¢. �Ö¤ ¤·Ê£¨Ì ³μ¤¥²¥° ¤²Ö ±¢ ´Éμ¢ÒÌ ¸¨¸É¥³ (´ ¶·¨³¥· ³μ¤¥²Ó • ¡¡ ·¤  ´ 
É·¥Ê£μ²Ó´μ° ·¥Ï¥É±¥) É ±¦¥ ¶μ¤¢¥·¦¥´Ò ¶·μ¡²¥³¥ §´ ± . …Ð¥ μ¤´¨³ ¶·¨³¥-
·μ³ ¨§ Ë¨§¨±¨ ±μ´¤¥´¸¨·μ¢ ´´μ£μ ¸μ¸ÉμÖ´¨Ö Ö¢²Ö¥É¸Ö Ê´¨É ·´Ò° Ë¥·³¨-£ §.
�É  ¸¨¸É¥³  ³μ¦¥É ¡ÒÉÓ ¶μ²ÊÎ¥´  Ô±¸¶¥·¨³¥´É ²Ó´μ ¢ ² ¡μ· Éμ·¨¨ [1Ä3].

‚ Ë¨§¨±¥ ¢Ò¸μ±¨Ì Ô´¥·£¨° ¶·μ¡²¥³  §´ ±  É ±¦¥ ¨£· ¥É ¸ÊÐ¥¸É¢¥´´ÊÕ
·μ²Ó. � ¨¡μ²¥¥ Ö·±¨³ ¶·¨³¥·μ³ ¢ μ¡² ¸É¨ Ë¨§¨±¨ ¢Ò¸μ±¨Ì Ô´¥·£¨° Ö¢²Ö¥É¸Ö
·¥Ï¥ÉμÎ´ Ö ±¢ ´Éμ¢ Ö Ì·μ³μ¤¨´ ³¨±  (Š•„), μ¶ÖÉÓ ¦¥ ¸ ±μ´¥Î´Ò³ Ì¨³¨Î¥-
¸±¨³ ¶μÉ¥´Í¨ ²μ³. ˆ§-§  ¶·μ¡²¥³Ò §´ ±  ¸É ´μ¢¨É¸Ö ¤μ¸É ÉμÎ´μ ¸²μ¦´Ò³ ¨¸-
¸²¥¤μ¢ ´¨¥ ´¥¶¥·ÉÊ·¡ É¨¢´ÒÌ Ö¢²¥´¨° ¶·¨ ±μ´¥Î´μ° ¡ ·¨μ´´μ° ¶²μÉ´μ¸É¨.
�É  ¶·μ¡²¥³  μ£· ´¨Î¨¢ ¥É ´ Ï¨ §´ ´¨Ö μ Ë §μ¢μ° ¤¨ £· ³³¥ Š•„, ±μÉμ· Ö
¸¢Ö§ ´  ¸ ¤·Ê£¨³¨ ¢ ¦´Ò³¨ ¶·μ¡²¥³ ³¨, ´ Î¨´ Ö μÉ Ë¨§¨±¨ · ´´¥° ‚¸¥²¥´-
´μ° ¨ § ± ´Î¨¢ Ö ´¥°É·μ´´Ò³¨ §¢¥§¤ ³¨ ¨ ±μ¸³μ²μ£¨¥°. ’¥μ·¥É¨Î¥¸±¨¥ ¨¸-
¸²¥¤μ¢ ´¨Ö Ë §μ¢μ° ± ·É¨´Ò Š•„ ¶·¨¢²¥± ÕÉ ¡μ²ÓÏμ¥ ¢´¨³ ´¨¥, · §²¨Î´Ò¥
 ¸¶¥±ÉÒ ÔÉ¨Ì Ö¢²¥´¨° μÎ¥´Ó  ±É¨¢´μ ¨§ÊÎ ÕÉ¸Ö É ±¦¥ Ô±¸¶¥·¨³¥´É ²Ó´μ ´ 
LHC ¨ ´¥±μÉμ·ÒÌ ¤·Ê£¨Ì Ê¸É ´μ¢± Ì, ¸ÊÐ¥¸É¢ÊÕÐ¨Ì ¨ ¸É·μÖÐ¨Ì¸Ö ¢ ´ ¸ÉμÖ-
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Ð¥¥ ¢·¥³Ö, É ±¨Ì ± ± RHIC, FAIR ¨ NICA. Š·μ³¥ Éμ£μ, Ìμ·μÏμ ¨§¢¥¸É´μ, ÎÉμ
± ²¨¡·μ¢μÎ´Ò¥ É¥μ·¨¨ ¸ ¤μ¡ ¢²¥´¨¥³ θ-Î²¥´  ¨³¥ÕÉ ±μ³¶²¥±¸´μ¥ ¥¢±²¨¤μ¢μ
¤¥°¸É¢¨¥.

Šμ´¥Î´μ, ¨§¢¥¸É´Ò · §²¨Î´Ò¥ ¶·¨¡²¨¦¥´´Ò¥ ³¥Éμ¤Ò ¤²Ö · ¡μÉÒ ¸μ ¢¸¥³¨
¢ÒÏ¥Ê¶μ³Ö´ÊÉÒ³¨ ¸¨¸É¥³ ³¨, ´μ ¢¸¥ ¦¥ ¶·¨³¥´¥´¨¥ ±¢ ´Éμ¢μ£μ Œμ´É¥-Š ·-
²μ (ŠŒŠ) ¡Ò²μ ¡Ò ¢Ò£μ¤´μ, É ± ± ± ÔÉμÉ ³¥Éμ¤ ´¥ ¶·¨¢²¥± ¥É ´¨± ±¨Ì
¤μ¶μ²´¨É¥²Ó´ÒÌ Ë¨§¨Î¥¸±¨Ì ¶·¥¤¶μ²μ¦¥´¨°, ±·μ³¥ É¥Ì, ±μÉμ·Ò¥ ¡Ò²¨ ¸¤¥-
² ´Ò ¶·¨ ¶μ¸É·μ¥´¨¨ ³μ¤¥²¨. ’ ±¨³ μ¡· §μ³, ± ± Éμ²Ó±μ ¶·μ¡²¥³  §´ ± 
¡Ê¤¥É ·¥Ï¥´  (¨²¨ ¸¤¥² ´  ¤μ¸É ÉμÎ´μ ¸² ¡μ°), ·μ²Ó ŠŒŠ ·¥§±μ ¢μ§· ¸É¥É,
É ± ± ± ÔÉμÉ ³¥Éμ¤ ³μ¦¥É ¤ ÉÓ μÉ¢¥É ¸ § ¤ ´´μ° Î¨¸²μ¢μ° ÉμÎ´μ¸ÉÓÕ ¤²Ö
¤ ´´μ£μ ±¢ ´Éμ¢μ£μ £ ³¨²ÓÉμ´¨ ´ .

�  ¸ ³μ³ ¤¥²¥ ³μ¤¥²¨ ¸ ±μ³¶²¥±¸´Ò³ ¥¢±²¨¤μ¢Ò³ ¤¥°¸É¢¨¥³ ¢¸É·¥Î -
ÕÉ¸Ö ´ ¸Éμ²Ó±μ Î ¸Éμ, ÎÉμ ³μ¦´μ ÊÉ¢¥·¦¤ ÉÓ, ÎÉμ ¸¨¸É¥³Ò ¸ ¶·μ¡²¥³μ° §´ ± 
Ö¢²ÖÕÉ¸Ö ´¥ ¨¸±²ÕÎ¥´¨¥³,  , ¸±μ·¥¥, ¸μ¸É ¢²ÖÕÉ ¡μ²ÓÏ¨´¸É¢μ. Š ¸μ¦ ²¥´¨Õ,
’·μ°¥· ¨ ‚¨§¥ [4] ¶μ± § ²¨, ÎÉμ ¶·μ¡²¥³  §´ ±  Ö¢²Ö¥É¸Ö NP-¶μ²´μ° § ¤ Î¥°
¶μ ±· °´¥° ³¥·¥ ¢ μ¤´μ³ ±μ´±·¥É´μ³ ¸²ÊÎ ¥. ‘²¥¤μ¢ É¥²Ó´μ, ¤²Ö ¶·μ¡²¥³Ò
§´ ±  ¢·Ö¤ ²¨ ¡Ê¤¥É ´ °¤¥´μ μ¡Ð¥¥ ·¥Ï¥´¨¥.

‘²μ¦´μ¸ÉÓ ¶·μ¡²¥³Ò ³μ¦¥É ¡ÒÉÓ ²¥£±μ ¶·μ¨²²Õ¸É·¨·μ¢ ´ , ¥¸²¨ ³Ò
¶μ¶·μ¡Ê¥³ ¸¶· ¢¨ÉÓ¸Ö ¸ ¶·μ¡²¥³μ° §´ ±  ´ ¶·Ö³ÊÕ, ®£·Ê¡μ° ¸¨²μ°¯. ’ ±μ°
³¥Éμ¤ ¸ÊÐ¥¸É¢Ê¥É ¨ ¨§¢¥¸É¥´ ± ± ³¥Éμ¤ ¶¥·¥¢§¢¥Ï¨¢ ´¨Ö. �´ μ¸´μ¢ ´ ´ 
¸μμÉ´μÏ¥´¨¨

〈O〉 =
1
Z

∫
DΦO[Φ] e−S[Φ] =

∫
DΦO[Φ] e−S[Φ]∫

DΦ e−S[Φ]
=

=

1
Zpq

∫
DΦO[Φ]

e−S[Φ]

e−SR[Φ]
e−SR[Φ]

1
Zpq

∫
DΦ

e−S[Φ]

e−SR[Φ]
e−SR[Φ]

=
〈Oe−iSI 〉SR

〈e−iSI 〉SR

, (1)

£¤¥ S = SR+iSI ,   μÉ´μÏ¥´¨¥ e−S[Φ]/e−SR[Φ] Ö¢²Ö¥É¸Ö Ë ±Éμ·μ³ ¶¥·¥¢§¢¥Ï¨-
¢ ´¨Ö. Zpq =

∫
DΦ e−SR[Φ] Å ¸É É¨¸É¨Î¥¸± Ö ¸Ê³³  ¡¥§ ÊÎ¥É  ±μ³¶²¥±¸´μ°

Ë §Ò. “£²μ¢Ò¥ ¸±μ¡±¨ μ¡μ§´ Î ÕÉ ¸·¥¤´¥¥ ¶μ  ´¸ ³¡²Õ ¸ ³¥·μ° DΦ e−SR .
�¥¸³μÉ·Ö ´  Éμ, ÎÉμ ÔÉμ ¶·μ¸Éμ Ô±¢¨¢ ²¥´É´Ò¥ ¶·¥μ¡· §μ¢ ´¨Ö, ¶· ±É¨Î¥¸±μ¥
¶·¨³¥´¥´¨¥ ³¥Éμ¤  ¶¥·¥¢§¢¥Ï¨¢ ´¨Ö ¢¥¤¥É ± Ô±¸¶μ´¥´Í¨ ²Ó´μ · ¸ÉÊÐ¨³ § -
É· É ³ ¢ÒÎ¨¸²¨É¥²Ó´ÒÌ ·¥¸Ê·¸μ¢.

�¸´μ¢´ Ö ¶·μ¡²¥³  Å ÔÉμ ¶¥·¥¸¥Î¥´¨¥  ´¸ ³¡²Ö ±μ´Ë¨£Ê· Í¨°, ¢ ±μ-
Éμ·μ³ ¨¸¶μ²Ó§Ê¥É¸Ö Éμ²Ó±μ ·¥ ²Ó´ Ö Î ¸ÉÓ ¤¥°¸É¢¨Ö, ¸ ¨§´ Î ²Ó´Ò³ Í¥²¥¢Ò³
 ´¸ ³¡²¥³ ±μ´Ë¨£Ê· Í¨°, ±μÉμ·Ò° ¢±²ÕÎ ¥É ¢ ¸¥¡Ö ¶μ²´μ¥ ¤¥°¸É¢¨¥. ‚¥-
²¨Î¨´Ê 〈e−SI 〉SR ³μ¦´μ · ¸¸³ É·¨¢ ÉÓ ± ± μÉ´μÏ¥´¨¥ ¤¢ÊÌ ¸É É¨¸É¨Î¥¸±¨Ì
¸Ê³³ 〈Z/Zpq〉 = e−V βΔf , £¤¥ Zpq =

∫
DΦ e−SR[Φ] Å ¸É É¨¸É¨Î¥¸± Ö ¸Ê³³  ¸

¨¸±²ÕÎ¥´´μ° Ë §μ°. ‡¤¥¸Ó ³Ò É ±¦¥ ¢¢¥²¨ μ¡Ñ¥³ ¸¨¸É¥³Ò V , μ¡· É´ÊÕ É¥³-
¶¥· ÉÊ·Ê β ¨ Δf , ±μÉμ· Ö Ö¢²Ö¥É¸Ö · §´¨Í¥° ¶²μÉ´μ¸É¨ ¸¢μ¡μ¤´μ° Ô´¥·£¨¨
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³¥¦¤Ê ¤¢Ê³Ö  ´¸ ³¡²Ö³¨. ‘¢Ö§Ó ³¥¦¤Ê V , β ¨ ¸·¥¤´¨³ §´ ±μ³ ¶μ± §Ò¢ ¥É,
ÎÉμ ¸²μ¦´μ¸ÉÓ ¶·μ¡²¥³Ò §´ ±  Ô±¸¶μ´¥´Í¨ ²Ó´μ § ¢¨¸¨É μÉ μ¡Ñ¥³  ¨ μ¡· É-
´μ° É¥³¶¥· ÉÊ·Ò. ’ ±¨³ μ¡· §μ³, ± ± ¶· ¢¨²μ, ¸ ¶μ³μÐÓÕ ¶·μ¸Éμ£μ ³¥Éμ¤ 
¶¥·¥¢§¢¥Ï¨¢ ´¨Ö ³μ¦´μ ¤μ¡¨ÉÓ¸Ö ²¨ÏÓ ´¥§´ Î¨É¥²Ó´μ£μ ¶·μ£·¥¸¸ .

„²Ö ·¥Ï¥´¨Ö ¶·μ¡²¥³Ò §´ ±  ¶·¨³¥´ÖÕÉ¸Ö · §²¨Î´Ò¥  ´ ²¨É¨Î¥¸±¨¥ ¨
Î¨¸²¥´´Ò¥ ¶μ¤Ìμ¤Ò. � ¶·¨³¥·, ³´μ£¨¥ ¨´É¥·¥¸´Ò¥ ·¥§Ê²ÓÉ ÉÒ ¡Ò²¨ ¶μ²Ê-
Î¥´Ò ³¥Éμ¤μ³ · §²μ¦¥´¨Ö ¤¥°¸É¢¨Ö ¶μ Ì¨³¨Î¥¸±μ³Ê ¶μÉ¥´Í¨ ²Ê [5, 6]. �ÉμÉ
³¥Éμ¤ ¶μ± § ² ¸¢μÕ ¢Ò¸μ±ÊÕ ÔËË¥±É¨¢´μ¸ÉÓ, ´μ, ± ¸μ¦ ²¥´¨Õ, μ£· ´¨Î¥´
¢ ¶·¨³¥´¥´¨¨ Éμ²Ó±μ μ¡² ¸ÉÓÕ ³ ²ÒÌ §´ Î¥´¨° Ì¨³¨Î¥¸±μ£μ ¶μÉ¥´Í¨ ² .
’ ±¦¥ ¢¥¸Ó³  ¶¥·¸¶¥±É¨¢´Ò³ ¢μ ³´μ£¨Ì § ¤ Î Ì ¢Ò£²Ö¤¨É ³¥Éμ¤ ± ´μ´¨Î¥-
¸±μ£μ ¶·μ¨§¢μ¤ÖÐ¥£μ ËÊ´±Í¨μ´ ²  [7]. �ÉμÉ ³¥Éμ¤ É·¥¡Ê¥É ¸ÊÐ¥¸É¢¥´´ÒÌ
¢ÒÎ¨¸²¨É¥²Ó´ÒÌ ·¥¸Ê·¸μ¢, ¨ ¥£μ ¶·¨³¥´¨³μ¸ÉÓ ¶μ±  ¢¥¸Ó³  μ£· ´¨Î¥´ .

‚ ¶μ¸²¥¤´¨¥ £μ¤Ò ¡Ò² ¤μ¸É¨£´ÊÉ ´¥±μÉμ·Ò° ¶·μ£·¥¸¸ ¢ ¶·¥μ¤μ²¥´¨¨ ¶·μ-
¡²¥³Ò §´ ±  ¡² £μ¤ ·Ö ¨¤¥¥, § ±²ÕÎ ÕÐ¥°¸Ö ¢  ´ ²¨É¨Î¥¸±μ³ ¶·μ¤μ²¦¥´¨¨
¶μ²¥° ¢ ±μ³¶²¥±¸´ÊÕ ¶²μ¸±μ¸ÉÓ. ‚ ·¥§Ê²ÓÉ É¥ Î¥£μ ¤²Ö ´¥±μÉμ·ÒÌ ¸¨¸É¥³
¡Ò²μ ¶·μ¤¥³μ´¸É·¨·μ¢ ´μ, ÎÉμ ¶·μ¡²¥³  §´ ± , ¢¥¸Ó³  ¸¥·Ó¥§´ Ö ¢ ¨¸Ìμ¤´μ°
Ëμ·³Ê²¨·μ¢±¥, μ¡²¥£Î ¥É¸Ö ¨²¨ ¨´μ£¤  ¤ ¦¥ Ê¸É· ´Ö¥É¸Ö. �É  ¨¤¥Ö, ±μÉμ·ÊÕ
²¥£±μ ¶·μ¤¥³μ´¸É·¨·μ¢ ÉÓ ¢ ¶·μ¸ÉÒÌ μ¤´μ³¥·´ÒÌ ¨´É¥£· ² Ì, ´ Ï²  ¶·¨³¥-
´¥´¨¥ ¢ ´¥¸±μ²Ó±¨Ì ´¥É·¨¢¨ ²Ó´ÒÌ Ë¨§¨Î¥¸±¨Ì ¸¨¸É¥³ Ì. ‚ ´ ¸ÉμÖÐ¥¥ ¢·¥³Ö
¨¸¶μ²Ó§Ê¥É¸Ö ¤¢  ¶μ¤Ìμ¤  ¸ ±μ³¶²¥±¸´Ò³¨ ¶μ²Ö³¨ Å ±μ³¶²¥±¸´ Ö ² ´¦¥¢¥-
´μ¢¸± Ö ¤¨´ ³¨±  [8Ä15] ¨ ³¥Éμ¤ ®´ ¶¥·¸É±μ¢ ‹¥ËÏ¥Í ¯ [16Ä26,28Ä33].

‚ ¶μ¸²¥¤´¨¥ £μ¤Ò ³¥Éμ¤ ®´ ¶¥·¸É±μ¢ ‹¥ËÏ¥Í ¯ Ö¢²Ö¥É¸Ö ´ ¨¡μ²¥¥ ¶·¨-
¢²¥± É¥²Ó´Ò³, ¶μ¸±μ²Ó±Ê μ´ μ¶¨· ¥É¸Ö ´  ¸É·μ£¨¥ ³ É¥³ É¨Î¥¸±¨¥ É¥μ·¥³Ò ¨
¨³¥¥É ¸É·μ£μ¥ ³ É¥³ É¨Î¥¸±μ¥ μ¡μ¸´μ¢ ´¨¥. ‚ É· ¤¨Í¨μ´´ÒÌ ¶μ¤Ìμ¤ Ì ŠŒŠ
³Ò · ¡μÉ ¥³ ¸ ±μ´É¨´Ê ²Ó´Ò³ ¨´É¥£· ²μ³ ¶μ ¤¥°¸É¢¨É¥²Ó´Ò³ ´¥¶·¥·Ò¢-
´Ò³ ¶μ²Ö³, Φ. …¸²¨ · ¸¸³μÉ·¥ÉÓ ¶·μ¤μ²¦¥´¨¥ ±μ´É¨´Ê ²Ó´μ£μ ¨´É¥£· ² 
¢ μ¡² ¸ÉÓ ±μ³¶²¥±¸´ÒÌ ¶μ²¥°, Φ ∈ C

N , Éμ ¶μ É¥μ·¥³¥ ŠμÏ¨ ¤²Ö ¨´É¥£·¨·μ-
¢ ´¨Ö ³μ¦´μ ¢Ò¡· ÉÓ ²Õ¡μ° ¶μ¤Ìμ¤ÖÐ¨° ±μ´ÉÊ· ¢ É ±μ³ ±μ³¶²¥±¸´μ³ ¶·μ-
¸É· ´¸É¢¥. …¸²¨ ´¥±μÉμ·Ò¥ ¸¶¥Í¨ ²Ó´Ò¥ ÉμÎ±¨ (´ ¶·¨³¥· ¶μ²Õ¸Ò) ¶μ¤Ò´É¥-
£· ²Ó´μ° ËÊ´±Í¨¨ ´¥ ¶¥·¥¸¥± ÕÉ¸Ö ¢μ ¢·¥³Ö ¸¤¢¨£  ±μ´ÉÊ·  ¨´É¥£·¨·μ¢ ´¨Ö,
Éμ ¨´É¥£· ² μ¸É ¥É¸Ö É¥³ ¦¥ ¸ ³Ò³. Š ± ¶· ¢¨²μ, ¶μ¤Ò´É¥£· ²Ó´μ¥ ¢Ò· ¦¥-
´¨¥ ¢ (1) ´¥ ¨³¥¥É ¶μ²Õ¸μ¢, ¶μÔÉμ³Ê ¶¥·¥Ìμ¤ ± ±μ³¶²¥±¸´μ³Ê ¶μ²Õ Ö¢²Ö¥É¸Ö
¡¥§μ¶ ¸´μ° ¶·μÍ¥¤Ê·μ°. Šμ´ÉÊ· ¸ μ¸μ¡¥´´μ ¨´É¥·¥¸´Ò³¨ ¸¢μ°¸É¢ ³¨ ³μ¦¥É
¡ÒÉÓ ¶μ¸É·μ¥´ ¸ ¶μ³μÐÓÕ É¥μ·¨¨ Œμ·¸  (¨²¨ É¥μ·¨¨ �¨± · Ä‹¥ËÏ¥Í ). �´
¨§¢¥¸É¥´ ± ± · §²μ¦¥´¨¥ ‹¥ËÏ¥Í  ¤²Ö ¨´É¥£· ²  ¶μ ¶ÊÉÖ³. � ¸¸³μÉ·¨³ ¨¤¥Õ
¶μ¤Ìμ¤  ´  ¶·¨³¥·¥ ±μ´±·¥É´μ° Ë¨§¨Î¥¸±μ° ³μ¤¥²¨.

1. ”ˆ‡ˆ—…‘Š�Ÿ Œ�„…‹œ

�²£μ·¨É³Ò ±¢ ´Éμ¢μ£μ Œμ´É¥-Š ·²μ μ¡ÒÎ´μ ¨³¥ÕÉ ¤¥²μ ¸μ ¸É É¨¸É¨Î¥-
¸±μ° ¸Ê³³μ° ¸¨¸É¥³Ò

Z = Tr e−βĤ (2)
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¨ ¸μμÉ¢¥É¸É¢ÊÕÐ¨³¨ É¥·³μ¤¨´ ³¨Î¥¸±¨³¨ ¸·¥¤´¨³¨ ¤²Ö ´ ¡²Õ¤ ¥³ÒÌ

〈Ô〉 =
1
Z Tr (Ô e−βĤ). (3)

‡¤¥¸Ó Ĥ ¨ Ô Å £ ³¨²ÓÉμ´¨ ´ ¨ ´ ¡²Õ¤ ¥³ Ö ¸μμÉ¢¥É¸É¢¥´´μ ¨ β Å μ¡· É´ Ö
É¥³¶¥· ÉÊ· . � ¸¸³μÉ·¨³ £ ³¨²ÓÉμ´¨ ´ Ë¥·³¨μ´´μ° ¸¨¸É¥³Ò Ĥ, ¸μ¸ÉμÖÐ¨°
¨§ ¤¢ÊÌ Î ¸É¥°:

Ĥ = Ĥ(2) + Ĥ(4) =
∑

x,y,σ,σ′

txyσσ′ ĉ†xσ ĉyσ′ +
∑

x,y,σ,σ′

Uxyσσ′ n̂xσn̂yσ′ , (4)

£¤¥ ¨´¤¥±¸Ò x ¨ y μ¡μ§´ Î ÕÉ Ê§²Ò ·¥Ï¥É±¨, σ, σ′ =↑, ↓ ¸μμÉ¢¥É¸É¢ÊÕÉ ¸¶¨´μ-
¢Ò³ ¨´¤¥±¸ ³,   n̂xσ = ĉ†xσ ĉxσ Å μ¶¥· Éμ· Î¨¸²  Î ¸É¨Í ´  Ê§²¥. �¥·¢ Ö Î ¸ÉÓ
¸μ¤¥·¦¨É Éμ²Ó±μ ¡¨²¨´¥°´Ò¥ Ë¥·³¨μ´´Ò¥ ¸² £ ¥³Ò¥, ±μÉμ·Ò¥ ¢±²ÕÎ ÕÉ ¢
¸¥¡Ö ±¨´¥É¨Î¥¸±ÊÕ Ô´¥·£¨Õ,   É ±¦¥ Ì¨³¨Î¥¸±¨° ¶μÉ¥´Í¨ ². ‚Éμ· Ö Î ¸ÉÓ
¸μ¤¥·¦¨É Î¥ÉÒ·¥ÌË¥·³¨μ´´Ò¥ Î²¥´Ò, μ¶¨¸Ò¢ ÕÐ¨¥ Ô²¥±É·μ´-Ô²¥±É·μ´´μ¥
¢§ ¨³μ¤¥°¸É¢¨¥. ‚ (4) ¶μ± § ´ ´ ¨¡μ²¥¥ μ¡Ð¨° ¢¨¤ ÔÉμ£μ ¢§ ¨³μ¤¥°¸É¢¨Ö.
’ ±ÊÕ ³μ¤¥²Ó ³μ¦´μ ´ §Ò¢ ÉÓ ®· ¸Ï¨·¥´´μ° ³μ¤¥²ÓÕ • ¡¡ ·¤ ¯, É ± ± ±
¸ ³  ³μ¤¥²Ó • ¡¡ ·¤  ¢±²ÕÎ ¥É Éμ²Ó±μ ²μ± ²Ó´μ¥ ¢§ ¨³μ¤¥°¸É¢¨¥ ¢ Ê§² Ì∑
x

Un̂x↑n̂x↓.

�·¥¤¸É ¢²¥´¨¥ ¸É É¨¸É¨Î¥¸±μ° ¸Ê³³Ò ¢ ¢¨¤¥ ¨´É¥£· ²  ¶μ ¶ÊÉÖ³ (2) ´ -
Î¨´ ¥É¸Ö ¸ · §²μ¦¥´¨Ö ’·μÉÉ¥· :

Tr e−βĤ ≈ Tr
(
e−δĤ(2) e−δĤ(4) e−δĤ(2) e−δĤ(4) . . .

)
. (5)

�μ¸²¥ · §²μ¦¥´¨Ö ³Ò ¶μ²ÊÎ ¥³ ¶·μ¨§¢¥¤¥´¨¥ 2Nt Ô±¸¶μ´¥´É, ±μÉμ·Ò¥ ¸μ-
¸É ¢²ÖÕÉ ¥¢±²¨¤μ¢μ ¢·¥³¥´´μ¥ ¨§³¥·¥´¨¥ ·¥Ï¥É±¨. δ Å ÔÉμ Ï £ ¢ ¥¢±²¨-
¤μ¢μ³ ¢·¥³¥´¨: Ntδ = β. —Éμ¡Ò ±μ´¢¥·É¨·μ¢ ÉÓ ¸²¥¤ ¢ ¨´É¥£· ²Ò ¶μ ¶Ê-
ÉÖ³, ¢¢μ¤ÖÉ¸Ö £· ¸¸³ ´μ¢Ò ±μ£¥·¥´É´Ò¥ ¸μ¸ÉμÖ´¨Ö |ξ〉 ¨ £· ¸¸³ ´μ¢Ò ¶¥·¥-
³¥´´Ò¥ ξ ¤²Ö ± ¦¤μ£μ μ¶¥· Éμ·  ·μ¦¤¥´¨Ö ¨ Ê´¨ÎÉμ¦¥´¨Ö. „ ²Ó´¥°Ï¨¥ ¶μ-
¤·μ¡´μ¸É¨ ¶μ¸É·μ¥´¨Ö ¶·¥¤¸É ¢²¥´¨Ö ¢ ¢¨¤¥ ¨´É¥£· ²  ¶μ ¶ÊÉÖ³ ³μ¦´μ ´ °É¨
¢ [34Ä36], £¤¥ ÔÉμ ¡Ò²μ ¸¤¥² ´μ ¤²Ö ³μ¤¥²¨ • ¡¡ ·¤ ÄŠÊ²μ´  ´  £¥±¸ £μ´ ²Ó-
´μ° ·¥Ï¥É±¥.

ŒÒ ÌμÉ¥²¨ ¡Ò ¢Ò¤¥²¨ÉÓ μ¤¨´ ÔÉ ¶ ¢ ÔÉμ³ ¢Ò¢μ¤¥, ±μÉμ·Ò° ¢ ¦¥´ ¤²Ö
´ Ï¥£μ ¨¸¸²¥¤μ¢ ´¨Ö ¶·μ¡²¥³Ò §´ ± . � ¨³¥´´μ, ¶·¥μ¡· §μ¢ ´¨¥ Î¥ÉÒ·¥Ì-
Ë¥·³¨μ´´μ° Î ¸É¨ £ ³¨²ÓÉμ´¨ ´  Ĥ(4) ¢ ¡¨²¨´¥°´ÊÕ. �ÉμÉ Ï £ ¢ ¦¥´, ¶μ-
¸±μ²Ó±Ê ¤²Ö ¡¨²¨´¥°´ÒÌ Î²¥´μ¢ ¢ ¶μ± § É¥²¥ ¸É¥¶¥´¨ ³Ò ¨³¥¥³ ¶·μ¸Éμ°
´ ¡μ· ¸μμÉ´μÏ¥´¨°, ±μÉμ·Ò° ¶μ§¢μ²Ö¥É ¶·¥μ¡· §μ¢ ÉÓ ³´μ£μ³¥·´Ò° ¨´É¥-
£· ² ¶μ £· ¸¸³ ´μ¢Ò³ ¶¥·¥³¥´´Ò³ ¢ Ëμ·³Ê, Ê¤μ¡´ÊÕ ¤²Ö  ²£μ·¨É³  Œμ´É¥-
Š ·²μ.
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� ¸¸³μÉ·¨³ ¢ ·¨ ´É, μ¸´μ¢ ´´Ò° ´  μ¡ÒÎ´μ³ £ Ê¸¸μ¢μ³ ¶·¥μ¡· §μ¢ ´¨¨
• ¡¡ ·¤ Ä‘É· Éμ´μ¢¨Î :

exp

(
− δ

2

∑
x,y

Ux,yn̂xn̂y

)
∼=

∼=
∫

Dφx exp

(
− 1

2δ

∑
x,y

φxU−1
xy φy

)
exp

(
i
∑

x

φxn̂x

)
, (6)

exp

(
δ

2

∑
x,y

Ux,yn̂xn̂y

)
∼=

∼=
∫

Dφx exp

(
− 1

2δ

∑
x,y

φxU−1
xy φy

)
exp

(∑
x

φxn̂x

)
. (7)

�Éμ ¶·¥μ¡· §μ¢ ´¨¥ ³μ¦¥É ¶·¨¢μ¤¨ÉÓ ± ¤¥°¸É¢¨É¥²Ó´Ò³ (7) ¨ ³´¨³Ò³ (6) Ô±¸-
¶μ´¥´É ³. ‚ ¦´μ¥ ¶·¥¨³ÊÐ¥¸É¢μ ÔÉμ£μ ¶·¥μ¡· §μ¢ ´¨Ö ¢ Éμ³, ÎÉμ μ´μ É ±¦¥
· ¡μÉ ¥É ¤²Ö ´¥²μ± ²Ó´ÒÌ ¢§ ¨³μ¤¥°¸É¢¨°, ¶μÔÉμ³Ê ´ ³ ´¥ ´Ê¦´μ ¢¢μ¤¨ÉÓ
´μ¢μ¥ ¤μ¶μ²´¨É¥²Ó´μ¥ ¶μ²¥ ¤²Ö ± ¦¤μ° ¶ ·Ò ¢§ ¨³μ¤¥°¸É¢ÊÕÐ¨Ì Ô²¥±É·μ-
´μ¢ ¨ ±μ²¨Î¥¸É¢μ Ì ¡¡ ·¤μ¢¸±¨Ì ¶μ²¥° · ¢´μ ±μ²¨Î¥¸É¢Ê Ê§²μ¢ ·¥Ï¥É±¨. �Éμ
¸¢μ°¸É¢μ ¨¸¶μ²Ó§Ê¥É¸Ö, ´ ¶·¨³¥·, ¤²Ö ³μ¤¥²¨ • ¡¡ ·¤ ÄŠÊ²μ´  [35,37Ä40].

’¥¶¥·Ó ¶¥·¥°¤¥³ ± μ¶¨¸ ´¨Õ ¶·μ¡²¥³Ò §´ ±  ¢ ¤ ´´μ° § ¤ Î¥. �É³¥É¨³,
ÎÉμ ¢ μ¸μ¡ÒÌ ¸²ÊÎ ÖÌ, ±μ£¤  ¸ÊÐ¥¸É¢ÊÕÉ ´¥±μÉμ·Ò¥ ¤μ¶μ²´¨É¥²Ó´Ò¥ ¸¨³-
³¥É·¨¨ (´ ¶·¨³¥· ¸¨³³¥É·¨Ö μ¡· Ð¥´¨Ö ¢·¥³¥´ [41]), · ¸Ï¨·¥´´ Ö ³μ¤¥²Ó
• ¡¡ ·¤  ¶μ¤¤ ¥É¸Ö ³μ¤¥²¨·μ¢ ´¨Õ ¸ ¶μ³μÐÓÕ ±¢ ´Éμ¢μ£μ Œμ´É¥-Š ·²μ. ‚
Î ¸É´μ¸É¨, ÔÉμ ¢μ§³μ¦´μ ¢ ¸²ÊÎ ¥ ¡¨¶ ·É¨É´μ° ·¥Ï¥É±¨. ’ ±¨³ μ¡· §μ³, ³Ò
¸μ¡¨· ¥³¸Ö ¸μ¸·¥¤μÉμÎ¨ÉÓ¸Ö ´  ¸²¥¤ÊÕÐ¥³ £ ³¨²ÓÉμ´¨ ´¥, ¤¥°¸É¢ÊÕÐ¥³ ´ 
¡¨¶ ·É¨É´μ° ·¥Ï¥É±¥, ¶·¨Î¥³ Éμ²Ó±μ ¸ Ì ¡¡ ·¤μ¢¸±¨³ ¢§ ¨³μ¤¥°¸É¢¨¥³:

Ĥ = −κ
∑

〈x,y〉,σ
ĉ†xσ ĉyσ + U

∑
x

n̂x↑n̂x↓ −
(

U

2
− μ

) ∑
x

(n̂x↑ + n̂x↓ − 1). (8)

Š¨´¥É¨Î¥¸± Ö Ô´¥·£¨Ö ¢±²ÕÎ ¥É ¢ ¸¥¡Ö ¨¸±²ÕÎ¨É¥²Ó´μ ÉÊ´´¥²¨·μ¢ ´¨¥
Ô²¥±É·μ´μ¢ ³¥¦¤Ê ¡²¨¦ °Ï¨³¨ ¸μ¸¥¤Ö³¨. •¨³¨Î¥¸±¨° ¶μÉ¥´Í¨ ² μ μ¶·¥-
¤¥²Ö¥É ¸¤¢¨£ μÉ ¶μ²μ¢¨´´μ£μ § ¶μ²´¥´¨Ö, ±μÉμ·μ¥ ¸μμÉ¢¥É¸É¢Ê¥É μ = 0,0.
‚ ¨¤¥ ²Ó´μ° ¸¨ÉÊ Í¨¨ (¶·¨ μÉ¸ÊÉ¸É¢¨¨ ¶·μ¡²¥³Ò §´ ± ),  ²£μ·¨É³Ò ±¢ ´Éμ-
¢μ£μ Œμ´É¥-Š ·²μ É·¥¡ÊÕÉ ± ± ³¨´¨³Ê³ ´¥μÉ·¨Í É¥²Ó´μ£μ ¢¥¸  ¤²Ö Ì ¡¡ ·-
¤μ¢¸±¨Ì ¶μ²¥°. 
¨¶ ·É¨É´ Ö ·¥Ï¥É±  ¶·¥¤μ¸É ¢²Ö¥É ´ ³ É ±ÊÕ ¢μ§³μ¦´μ¸ÉÓ
¶·¨ ¶μ²μ¢¨´´μ³ § ¶μ²´¥´¨¨, ¶μ¸²¥ Ìμ·μÏμ ¨§¢¥¸É´μ£μ É·Õ± , ±μÉμ·Ò° ¶·¥-
μ¡· §Ê¥É Ô²¥±É·μ´Ò ¸μ ¸¶¨´μ³ ¢¢¥·Ì ¨ ¢´¨§ (ĉx,↑ ¨ ĉx,↓) ¢ Ô²¥±É·μ´Ò ¨ ¤Ò·±¨

(âx ¨ b̂x): {
ĉx,↑, ĉ

†
x,↑ → âx, â†

x,

ĉx,↓, ĉ
†
x,↓ → ±b̂†x,±b̂x.

(9)
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‡´ ± ¢μ ¢Éμ·μ° ¸É·μ±¥ Î¥·¥¤Ê¥É¸Ö ¢ § ¢¨¸¨³μ¸É¨ μÉ ¶μ¤·¥Ï¥É±¨. ƒ ³¨²ÓÉμ-
´¨ ´ (8) ¶·¨μ¡·¥É ¥É ¸²¥¤ÊÕÐ¨° ¢¨¤ ¶μ¸²¥ ¶¥·¥Ìμ¤  ± ´μ¢Ò³ ¶¥·¥³¥´´Ò³:

Ĥ = −κ
∑
〈x,y〉

(â†
xây + b̂†xb̂y) +

U

2

∑
x

(n̂x,el − n̂x,h)2 + μ
∑

x

(n̂x,el − n̂x,h), (10)

£¤¥ n̂x,el = â†
xâx ¨ n̂x,h = b̂†xb̂x Å μ¶¥· Éμ·Ò Î¨¸²  Î ¸É¨Í ¤²Ö Ô²¥±É·μ´μ¢ ¨

¤Ò·μ± ¸μμÉ¢¥É¸É¢¥´´μ.
‚ ¸²ÊÎ ¥ ´¥¶·¥·Ò¢´ÒÌ Ì ¡¡ ·¤μ¢¸±¨Ì ¶μ²¥° ³μ¦´μ ´ ¶¨¸ ÉÓ ¶·¥μ¡· §μ-

¢ ´¨¥ • ¡¡ ·¤ Ä‘É· Éμ´μ¢¨Î  ¡μ²¥¥ μ¡Ð¨³ ¸¶μ¸μ¡μ³, ¨¸¶μ²Ó§ÊÖ ± ± ¢¥Ð¥-
¸É¢¥´´Ò¥ (7), É ± ¨ ±μ³¶²¥±¸´Ò¥ (6) Ô±¸¶μ´¥´ÉÒ:

U

2
(n̂el−n̂h)2 =

αU

2
(n̂el−n̂h)2− (1 − α)U

2
(n̂el+n̂h)2+(1−α)U(n̂el+n̂h). (11)

� · ³¥É· α ∈ [0, 1] μ¶·¥¤¥²Ö¥É ¡ ² ´¸ ³¥¦¤Ê ¤¥°¸É¢¨É¥²Ó´Ò³¨ ¨ ±μ³¶²¥±¸-
´Ò³¨ ¶μ± § É¥²Ö³¨ ¢ ¨´É¥£· ²¥. �¥·¢Ò° Î¥ÉÒ·¥ÌË¥·³¨μ´´Ò° Î²¥´ ³μ¦´μ
¶·¥μ¡· §μ¢ ÉÓ ¢ ¡¨²¨´¥°´Ò°, ¨¸¶μ²Ó§ÊÖ (6),   ¢Éμ·μ° Å ¨¸¶μ²Ó§ÊÖ (7). •μÉÓ
ÔÉμ ¨ ´¥ ¸ ³μ¥ μ¡Ð¥¥ ¢μ§³μ¦´μ¥ · §²μ¦¥´¨¥ Î¥ÉÒ·¥ÌË¥·³¨μ´´ÒÌ Î²¥´μ¢ ´ 
¡¨²¨´¥°´Ò¥, § Éμ μ´μ ´ ¨¡μ²¥¥ Î ¸Éμ ¨¸¶μ²Ó§Ê¥É¸Ö ¢  ²£μ·¨É³ Ì ±¢ ´Éμ¢μ£μ
Œμ´É¥-Š ·²μ ¸ ´¥¶·¥·Ò¢´Ò³¨ Ì ¡¡ ·¤μ¢¸±¨³¨ ¶μ²Ö³¨. �Éμ ¶·¥¤¸É ¢²¥´¨¥
¡Ò²μ ¢¶¥·¢Ò¥ ¶·¥¤²μ¦¥´μ ¢ [42] ¨ ¨¸¶μ²Ó§μ¢ ´μ ¢ ´¥¤ ¢´¥° ¸É ÉÓ¥ [43].

‚ ¨Éμ£¥ ¸É É¨¸É¨Î¥¸± Ö ¸Ê³³  ³μ¦¥É ¡ÒÉÓ § ¶¨¸ ´  ± ± ¸²¥¤ÊÕÐ¨° ¨´-
É¥£· ²:

Zc =
∫

Dφx,tχx,t exp−Sα detMel detMh,

Sα(φx,t, χx,t) =
∑
x,t

φ2
x,t

2αδU
+

∑
x,t

(χx,t − (1 − α)δU)2

2(1 − α)δU
,

(12)

£¤¥ Ë¥·³¨μ´´Ò¥ μ¶¥· Éμ·Ò ¤²Ö ´¥¶·¥·Ò¢´ÒÌ Ì ¡¡ ·¤μ¢¸±¨Ì ¶μ²¥° § ¶¨¸Ò-
¢ ÕÉ¸Ö ± ±

Mel = I +
Nt∏
t=1

(
e−δ(h+μ) diag eiφx,t+χx,t

)
,

Mh = I +
Nt∏
t=1

(
e−δ(h−μ) diag e−iφx,t+χx,t

)
.

(13)

‚ ¤ ²Ó´¥°Ï¥³ ³Ò ¡Ê¤¥³ ¨³¥ÉÓ ¤¥²μ ¸ ¶μ²´Ò³ ¤¥°¸É¢¨¥³, ±μÉμ·μ¥ ¢±²ÕÎ ¥É
¢ ¸¥¡Ö ± ± ±¢ ¤· É¨Î´ÊÕ Ëμ·³Ê Sα, É ± ¨ ²μ£ ·¨Ë³Ò ¤¥É¥·³¨´ ´Éμ¢ Ë¥·³¨-
μ´´ÒÌ μ¶¥· Éμ·μ¢:

S = Sα − ln (detMel detMh). (14)
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�É¤¥²Ó´μ Ê± ¦¥³, ÎÉμ ¢¸¥ ¶ · ³¥É·Ò £ ³¨²ÓÉμ´¨ ´  (10),   É ±¦¥ É¥³¶¥-
· ÉÊ·  ¡Ê¤ÊÉ ¢ ¤ ²Ó´¥°Ï¥³ Ê± §Ò¢ ÉÓ¸Ö ¢ ¥¤¨´¨Í Ì κ. …¸²¨ ¢¸¥ μÉ´μÏ¥´¨Ö
· §³¥·´ÒÌ ¶ · ³¥É·μ¢ ± ¶ · ³¥É·Ê Ìμ¶¶¨´£  (β/κ, U/κ, μ/κ) Ë¨±¸¨·μ¢ ´Ò,
Éμ Ë¨§¨±  Ê¦¥ ´¨± ± ´¥ § ¢¨¸¨É μÉ §´ Î¥´¨Ö κ. � · ³¥É· Ìμ¶¶¨´£  ¢Ò¸ÉÊ-
¶ ¥É ¢ ÔÉμ³ ¸²ÊÎ ¥ ¶·μ¸Éμ ± ± · §³¥·´ Ö ±μ´¸É ´É , § ¤ ÕÐ Ö μ¡Ð¨° Ô´¥·-
£¥É¨Î¥¸±¨° ³ ¸ÏÉ ¡ ¨ ¨¸¶μ²Ó§Ê¥³ Ö ¤²Ö μ¡¥§· §³¥·¨¢ ´¨Ö ¢¸¥Ì μ¸É ²Ó´ÒÌ
¶ · ³¥É·μ¢ ³μ¤¥²¨.

2. Œ…’�„ ��‡‹�†…�ˆŸ �� ®���…�‘’Š�Œ¯

—Éμ¡Ò ¶·μ¨²²Õ¸É·¨·μ¢ ÉÓ μ¸´μ¢´Ò¥ ¨¤¥¨ ³¥Éμ¤  · §²μ¦¥´¨Ö ¶μ ®´ -
¶¥·¸É± ³¯, ´ Î´¥³ ¸ ´ ¨¡μ²¥¥ μ¡Ð¥£μ ¢¨¤  ¨´É¥£· ²μ¢, ¶μÖ¢²ÖÕÐ¨Ì¸Ö ¢ ŠŒŠ
¸ ´¥¶·¥·Ò¢´Ò³¨ Ì ¡¡ ·¤μ¢¸±¨³¨ ¶μ²Ö³¨:

Z (β, μ, . . . ) =
∫

RN

dNx e−S(β,μ,...,x). (15)

…¸²¨ ³Ò · ¸¸³μÉ·¨³ ¶·μ¤μ²¦¥´¨¥ ÔÉμ£μ ¨´É¥£· ²  ¢ μ¡² ¸ÉÓ ±μ³¶²¥±¸´ÒÌ
¶¥·¥³¥´´ÒÌ x ∈ CN , Éμ ¶μ É¥μ·¥³¥ ŠμÏ¨ ³μ¦´μ ¢Ò¡· ÉÓ ²Õ¡μ° ¶μ¤Ìμ¤Ö-
Ð¨° ±μ´ÉÊ· ¢ ±μ³¶²¥±¸´μ³ ¶·μ¸É· ´¸É¢¥ ¤²Ö ¨´É¥£·¨·μ¢ ´¨Ö. �·¥¤¸É ¢²¥´¨¥
¸ μ¸μ¡¥´´μ ¶μ²¥§´Ò³¨ ¸¢μ°¸É¢ ³¨ ³μ¦¥É ¡ÒÉÓ ¶μ¸É·μ¥´μ ¸ ¶μ³μÐÓÕ É¥μ·¨¨
Œμ·¸  (¨²¨ É¥μ·¨¨ �¨± · Ä‹¥ËÏ¥Í ). �´μ ¨§¢¥¸É´μ ± ± · §²μ¦¥´¨¥ ‹¥Ë-
Ï¥Í  ¤²Ö ¨´É¥£· ²  ¶μ ¶ÊÉÖ³ [16,17]:

Z (β, μ, . . . ) =
∑

σ

kσ (β, μ, . . . )Zσ (β, μ, . . . ) , (16)

Zσ (β, μ, . . . ) =
∫

Iσ(β,μ,... )

dNx e−S(β,μ,...,x), (17)

£¤¥ σ μ¡μ§´ Î ¥É ¢¸¥ ±μ³¶²¥±¸´Ò¥ ¸¥¤²μ¢Ò¥ ÉμÎ±¨ zσ (β, μ, . . . ) ∈ C:

∂S

∂x

∣∣∣∣
x=zσ(β,μ,... )

= 0, (18)

Í¥²μÎ¨¸²¥´´Ò¥ ±μÔËË¨Í¨¥´ÉÒ kσ (β, μ, . . . ) Å ÔÉμ É ± ´ §Ò¢ ¥³Ò¥ Î¨¸²  ¶¥-
·¥¸¥Î¥´¨°; Iσ (β, μ, . . . ) Å ¶μ¢¥·Ì´μ¸É¨ ´ ¨¡Ò¸É·¥°Ï¥£μ ¸¶Ê¸± . ‚ ¤ ´´ÒÌ
¢Ò· ¦¥´¨ÖÌ ¤²Ö Ö¸´μ¸É¨ ³Ò Ê± § ²¨ § ¢¨¸¨³μ¸ÉÓ ¢¸¥Ì ¢ ¦´ÒÌ ¢¥²¨Î¨´ μÉ
¶ · ³¥É·μ¢ ³μ¤¥²¨, ¢ ¤ ²Ó´¥°Ï¥³ ³Ò ¡Ê¤¥³ ¥¥ μ¶Ê¸± ÉÓ. ‘μμÉ´μÏ¥´¨¥ (16)
¸¶· ¢¥¤²¨¢μ, ¥¸²¨ ¸¥¤²μ¢Ò¥ ÉμÎ±¨ ´¥¢Ò·μ¦¤¥´Ò ¨ ¨§μ²¨·μ¢ ´Ò (¤²Ö μ¡μ¡-
Ð¥´¨Ö ´  ¸²ÊÎ ° ± ²¨¡·μ¢μÎ´μ° É¥μ·¨¨ ¸³. [16]). ‚Ò·μ¦¤¥´´Ò¥ ¸¥¤²μ¢Ò¥
ÉμÎ±¨ ³μ£ÊÉ ¶μÖ¢¨ÉÓ¸Ö ¨§-§  ¸¶μ´É ´´μ£μ ´ ·ÊÏ¥´¨Ö ´¥±μÉμ·μ° ´¥¶·¥·Ò¢´μ°
¸¨³³¥É·¨¨. ‚ É ±μ³ ¸²ÊÎ ¥ ¸¨³³¥É·¨Ö ¤μ²¦´  ¡ÒÉÓ Ö¢´μ ´ ·ÊÏ¥´  ´¥±μ-
Éμ·Ò³ ´¥¡μ²ÓÏ¨³ Î²¥´μ³ ¢ £ ³¨²ÓÉμ´¨ ´¥, ¨ ¢¸¥ ·¥§Ê²ÓÉ ÉÒ ¤μ²¦´Ò ¡ÒÉÓ
Ô±¸É· ¶μ²¨·μ¢ ´Ò ± ¶·¥¤¥²Ê ¢μ¸¸É ´μ¢²¥´¨Ö ÔÉμ° ¸¨³³¥É·¨¨.



��ˆŒ…�…�ˆ… �…‰����›• ‘…’…‰ „‹Ÿ �…˜…�ˆŸ ���
‹…Œ› ‡��Š� 389

„²Ö Éμ£μ ÎÉμ¡Ò ¶μ¸É·μ¨ÉÓ ®´ ¶¥·¸Éμ± ‹¥ËÏ¥Í ¯ Iσ , ¸μμÉ¢¥É¸É¢ÊÕÐ¨°
§ ¤ ´´μ° ¸¥¤²μ¢μ° ÉμÎ±¥ zσ, ¨¸¶μ²Ó§Ê¥³ Ê· ¢´¥´¨¥ £· ¤¨¥´É´μ£μ ¶μÉμ± 

dx

dτ
=

∂S

∂x
(19)

¸μ ¸²¥¤ÊÕÐ¨³¨ £· ´¨Î´Ò³¨ Ê¸²μ¢¨Ö³¨, ¸μμÉ¢¥É¸É¢ÊÕÐ¨³¨ ´ Î ²Ê ¢ ¸¥¤²μ¢μ°
ÉμÎ±¥:

x ∈ Iσ : x(τ) = x, x(τ → −∞) → zσ. (20)

�Éμ Ê· ¢´¥´¨¥ μ¶·¥¤¥²Ö¥É Ô¢μ²ÕÍ¨Õ ±μ³¶²¥±¸´μ° ¶¥·¥³¥´´μ° x μÉ´μ¸¨-
É¥²Ó´μ Ë¨±É¨¢´μ£μ ¢·¥³¥´¨ É¥Î¥´¨Ö τ , ¨ ¢¸¥ É ±¨¥ ·¥Ï¥´¨Ö ¸μ¸É ¢²ÖÕÉ ®´ -
¶¥·¸Éμ±¯.

�´ ²μ£¨Î´μ ³Ò μ¶·¥¤¥²Ö¥³ ¥Ð¥ μ¤¨´ ¢ ¦´Ò° É¨¶ ³´μ£μμ¡· §¨Ö, É ± ´ -
§Ò¢ ¥³Ò° ® ´É¨´ ¶¥·¸Éμ±¯ Kσ, ±μÉμ·Ò° ¸μ¸Éμ¨É ¨§ ¢¸¥Ì ¢μ§³μ¦´ÒÌ ·¥Ï¥´¨°
Ê· ¢´¥´¨° ¶μÉμ±  (19), ±μÉμ·Ò¥ § ± ´Î¨¢ ÕÉ¸Ö ¢ ¤ ´´μ° ¸¥¤²μ¢μ° ÉμÎ±¥ zσ:

x ∈ Kσ : x(τ) = x, x(τ → +∞) → zσ. (21)

‘ ¶μ³μÐÓÕ ® ´É¨´ ¶¥·¸É±μ¢¯ ³μ¦´μ ¢ÒÎ¨¸²¨ÉÓ Í¥²μÎ¨¸²¥´´Ò¥ ±μÔËË¨Í¨-
¥´ÉÒ kσ ¢ ¢Ò· ¦¥´¨¨ (16), ¶μ¤¸Î¨É ¢ ±μ²¨Î¥¸É¢μ ¶¥·¥¸¥Î¥´¨° Kσ ¸ μ·¨£¨-
´ ²Ó´Ò³ ±μ´ÉÊ·μ³ ¨´É¥£·¨·μ¢ ´¨Ö RN :

kσ = 〈Kσ, RN 〉. (22)

Š ± ®´ ¶¥·¸É±¨¯, É ± ¨ ® ´É¨´ ¶¥·¸É±¨¯ Ö¢²ÖÕÉ¸Ö N -· §³¥·´Ò³¨ ¤¥°-
¸É¢¨É¥²Ó´Ò³¨ ¶μ¢¥·Ì´μ¸ÉÖ³¨ ¢ C

N . „¢  μ¸´μ¢´ÒÌ ¸¢μ°¸É¢ , ±μÉμ·Ò¥ ¤¥² ÕÉ
¨Ì ¶μ²¥§´Ò³¨, ¸²¥¤ÊÕÐ¨¥. ‚μ-¶¥·¢ÒÌ, ·¥ ²Ó´ Ö Î ¸ÉÓ ¤¥°¸É¢¨Ö Re S ³μ´μ-
Éμ´´μ ¢μ§· ¸É ¥É ¢¤μ²Ó ®´ ¶¥·¸É± ¯ ¨ ³μ´μÉμ´´μ Ê¡Ò¢ ¥É ¶μ ® ´É¨´ ¶¥·¸É-
±Ê¯, ¥¸²¨ ³Ò ´ Î¨´ ¥³ ¸ ¸¥¤²μ¢μ° ÉμÎ±¨. ‚μ-¢Éμ·ÒÌ, ³´¨³ Ö Î ¸ÉÓ ¤¥°¸É¢¨Ö
Im S ´¥ ³¥´Ö¥É¸Ö ¢¤μ²Ó ± ¦¤μ£μ ¨§ ´¨Ì. �É¸Õ¤  ¸²¥¤Ê¥É, ÎÉμ ´¨ ®´ ¶¥·¸É-
±¨¯, ´¨ ® ´É¨´ ¶¥·¸É±¨¯ ´¥ ³μ£ÊÉ ¶¥·¥¸¥± ÉÓ¸Ö ¤·Ê£ ¸ ¤·Ê£μ³. ’ ±¦¥ ¢ μ¡Ð¥³
¸²ÊÎ ¥ ´¨ μ¤´  ¶ ·  ¸¥¤²μ¢ÒÌ ÉμÎ¥± ´¥ ³μ¦¥É ¡ÒÉÓ ¸μ¥¤¨´¥´  ± ±¨³-²¨¡μ
®´ ¶¥·¸É±μ³¯ ¨ ¢¸¥ ¨´É¥£· ²Ò ¢ ¶· ¢μ° Î ¸É¨ ¢Ò· ¦¥´¨Ö (16) ¸Ìμ¤ÖÉ¸Ö.

ˆ³¥´´μ ¡² £μ¤ ·Ö ¶μ¸ÉμÖ´´Ò³ ±μ³¶²¥±¸´Ò³ Ë § ³ ´  ®´ ¶¥·¸É± Ì¯ ÔÉμÉ
³¥Éμ¤ ¸É ² ¶·¨¢²¥± É¥²Ó´Ò³ ¤²Ö ¨§ÊÎ¥´¨Ö ¶·μ¡²¥³Ò §´ ±  ¢ ŠŒŠ. ’¥³ ´¥
³¥´¥¥ ¸ÊÐ¥¸É¢Ê¥É ¥Ð¥ μ¸É ÉμÎ´ Ö ¶·μ¡²¥³  §´ ±  ¨§-§  ´¥É·¨¢¨ ²Ó´μ£μ ±μ³-
¶²¥±¸´μ£μ Ô²¥³¥´É  μ¡Ñ¥³  ´  ®´ ¶¥·¸É±¥¯, ±μÉμ· Ö, μ¤´ ±μ, ³μ¦¥É ¡ÒÉÓ
¶·¥μ¤μ²¥´ . �  ¶· ±É¨±¥ ®´ ¶¥·¸É±¨¯ ³μ¦´μ ¶μ¸É·μ¨ÉÓ, ¨¸¶μ²Ó§ÊÖ ¨Ì ± ¸ -
É¥²Ó´Ò¥ ¶·μ¸É· ´¸É¢  ¢¡²¨§¨ ¸¥¤²μ¢ÒÌ ÉμÎ¥±. � ¨³¥´´μ, ¢ ± ¦¤μ° ¸¥¤²μ¢μ°
ÉμÎ±¥ ³Ò ³μ¦¥³ ¢ÒÎ¨¸²¨ÉÓ 2N × 2N ³ É·¨ÍÊ ¢Éμ·ÒÌ ¶·μ¨§¢μ¤´ÒÌ Re S ¶μ
¢¥Ð¥¸É¢¥´´μ° ¨ ³´¨³μ° Î ¸ÉÖ³ ±μ³¶²¥±¸´μ° ¶¥·¥³¥´´μ° x. �É  ³ É·¨Í  ¸μ-
¤¥·¦¨É ·μ¢´μ N ¶μ²μ¦¨É¥²Ó´ÒÌ ¨ N μÉ·¨Í É¥²Ó´ÒÌ ¸μ¡¸É¢¥´´ÒÌ §´ Î¥´¨°.
‘μμÉ¢¥É¸É¢ÊÕÐ¨¥ ¸μ¡¸É¢¥´´Ò¥ ¢¥±Éμ·Ò μ¶·¥¤¥²ÖÕÉ ± ¸ É¥²Ó´Ò¥ ¶·μ¸É· ´-
¸É¢  ¤²Ö ®´ ¶¥·¸É± ¯ ¨ ® ´É¨´ ¶¥·¸É± ¯ ¨ ¶·¥¤μ¸É ¢²ÖÕÉ ´ ³ ´ Î ²Ó´Ò¥
Ê¸²μ¢¨Ö ¤²Ö Ê· ¢´¥´¨° ¶μÉμ± .
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�É³¥É¨³, ÎÉμ ´¥¸±μ²Ó±μ μ¸μ¡´Ö±μ³ ± · ¸¸³ É·¨¢ ¥³μ° ¶·μ¡²¥³¥ ¸Éμ¨É
É ± ´ §Ò¢ ¥³μ¥ Ö¢²¥´¨¥ ‘Éμ±¸ . �Éμ Ö¢²¥´¨¥ ¶·μ¨¸Ìμ¤¨É Éμ£¤ , ±μ£¤  ¶·¨
´¥±μÉμ·ÒÌ §´ Î¥´¨ÖÌ ¶ · ³¥É·μ¢ ¸ÊÐ¥¸É¢ÊÕÉ ¤¢¥ ¨²¨ ¡μ²¥¥ ¸¥¤²μ¢Ò¥ ÉμÎ±¨,
¸μ¥¤¨´¥´´Ò¥ ´¥±μÉμ·Ò³ ®´ ¶¥·¸É±μ³¯. �Éμ ³μ¦¥É ¶·μ¨§μ°É¨ Éμ²Ó±μ Éμ£¤ ,
±μ£¤  ³´¨³ Ö Î ¸ÉÓ ¤¥°¸É¢¨Ö ¢ ÔÉ¨Ì ¸¥¤²μ¢ÒÌ ÉμÎ± Ì ¸μ¢¶ ¤ ¥É: Im S(zσ) =
Im S(zσ′). ’μ£¤  ¨´É¥£· ²Ò ¶μ ®´ ¶¥·¸É± ³¯ Zσ , ¸¢Ö§ ´´Ò¥ ¸ ÔÉ¨³¨ ¸¥¤²μ-
¢Ò³¨ ÉμÎ± ³¨, ¨¸¶ÒÉÒ¢ ÕÉ ¸± Î±¨, ±μÉμ·Ò¥ ¤μ²¦´Ò ¡ÒÉÓ ±μ³¶¥´¸¨·μ¢ ´Ò
¸± Î±μ³ ¢ ±μÔËË¨Í¨¥´É Ì kσ ¤²Ö Éμ£μ, ÎÉμ¡Ò μ¡¥¸¶¥Î¨ÉÓ ¸¶· ¢¥¤²¨¢μ¸ÉÓ É¥μ-
·¥³Ò ŠμÏ¨. ‘± Î±¨ ¢ Î¨¸² Ì ¶¥·¥¸¥Î¥´¨° ¶μÖ¢²ÖÕÉ¸Ö ¨§-§  ¨§³¥´¥´¨Ö ¸É·Ê±-
ÉÊ·Ò ® ´É¨´ ¶¥·¸É±μ¢¯. ‘²¥¤μ¢ É¥²Ó´μ, ´¥±μÉμ·Ò¥ ±μÔËË¨Í¨¥´ÉÒ kσ ³μ£ÊÉ
¸É ÉÓ ´¥´Ê²¥¢Ò³¨ ¨²¨ ´ μ¡μ·μÉ μ¡· É¨ÉÓ¸Ö ¢ ´Ê²Ó,   ¸É·Ê±ÉÊ·  ¸Ê³³Ò (16)
³μ¦¥É ·¥§±μ ¨§³¥´¨ÉÓ¸Ö, ¶μÔÉμ³Ê ²Õ¡μ° · §Ê³´Ò°  ²£μ·¨É³ ŠŒŠ, μ¸´μ¢ ´-
´Ò° ´  · §²μ¦¥´¨¨ ¶μ ®´ ¶¥·¸É± ³¯, ¤μ²¦¥´ ¶· ¢¨²Ó´μ ¨Ì ÊÎ¨ÉÒ¢ ÉÓ. �Éμ
¤¥² ¥É ´¥¶μ¸·¥¤¸É¢¥´´μ¥ ¶·¨³¥´¥´¨¥ · §²μ¦¥´¨Ö ¶μ ®´ ¶¥·¸É± ³¯ μÎ¥´Ó ´¥-
¶· ±É¨Î´Ò³, μ¤´ ±μ ¸ ³μ ¸ÊÐ¥¸É¢μ¢ ´¨¥ É ±μ£μ · §²μ¦¥´¨Ö ³μÉ¨¢¨·Ê¥É · §-
· ¡μÉ±Ê  ²£μ·¨É³μ¢, ±μÉμ·Ò¥ ¡Ê¤ÊÉ ¶·¨¡²¨¦ ÉÓ¸Ö ± ®´ ¶¥·¸É± ³¯ ´¥±μÉμ·Ò³
 ¢Éμ³ É¨Î¥¸±¨³ ¸¶μ¸μ¡μ³ ¨ ³¨´¨³¨§¨·μ¢ ÉÓ ¶·μ¡²¥³Ê §´ ± .

�·μ¡²¥³  §´ ± , ¶μ·μ¦¤¥´´ Ö Ë²Ê±ÉÊ¨·ÊÕÐ¥° Ë §μ° ¢ (15), § ³¥´Ö¥É¸Ö
¶·μ¡²¥³μ° §´ ± , ¶μ·μ¦¤¥´´μ° · §²¨Î´Ò³¨ Ë §μ¢Ò³¨ ³´μ¦¨É¥²Ö³¨, Ë¨£Ê-
·¨·ÊÕÐ¨³¨ ¢ ¸Ê³³¥ ¶μ ®´ ¶¥·¸É± ³¯ (16):

Z =
∑

σ

kσ e−i Im S(zσ)

∫
Iσ

dNx e−Re S(x), (23)

£¤¥ ³Ò Ö¢´μ § ¶¨¸Ò¢ ¥³ ±μ³¶²¥±¸´Ò¥ Ë ±Éμ·Ò, ¸¢Ö§ ´´Ò¥ ¸ · §²¨Î´Ò³¨ ¸¥¤-
²μ¢Ò³¨ ÉμÎ± ³¨. ŒÒ £μ¢μ·¨³, ÎÉμ ®´ ¶¥·¸Éμ±¯ ·¥²¥¢ ´É¥´, ¥¸²¨ μ´ ¨³¥¥É
´¥´Ê²¥¢μ¥ Î¨¸²μ ¶¥·¥¸¥Î¥´¨Ö kσ ¨ É ±¨³ μ¡· §μ³ ÊÎ ¸É¢Ê¥É ¢ ÔÉμ° ¸Ê³³¥.
Šμ²¨Î¥¸É¢μ ·¥²¥¢ ´É´ÒÌ ®´ ¶¥·¸É±μ¢¯, ¨Ì ¢¥¸ ¨ · ¸¶·¥¤¥²¥´¨¥ ³´¨³μ° Î -
¸É¨ ¤¥°¸É¢¨Ö ¢ ¸μμÉ¢¥É¸É¢ÊÕÐ¨Ì (·¥²¥¢ ´É´ÒÌ) ¸¥¤²μ¢ÒÌ ÉμÎ± Ì μ¶·¥¤¥²ÖÕÉ
μ¸É ÉμÎ´ÊÕ ¸²μ¦´μ¸ÉÓ ¶·μ¡²¥³Ò §´ ± . —¥³ ³¥´ÓÏ¥ Î¨¸²μ ·¥²¥¢ ´É´ÒÌ ¸¥¤-
²μ¢ÒÌ ÉμÎ¥±, É¥³ ³¥´¥¥ ¸¥·Ó¥§´  ¶·μ¡²¥³  §´ ±  ¢ (16). ˆ¤¥ ²Ó´ Ö ¸¨ÉÊ Í¨Ö,
±μ´¥Î´μ, ±μ£¤  Ê ´ ¸ ¥¸ÉÓ Éμ²Ó±μ μ¤¨´ ·¥²¥¢ ´É´Ò° ®´ ¶¥·¸Éμ±¯ ¨²¨ ¥¸²¨ ¢
¸Ê³³¥ ¢ ¦¥´ Éμ²Ó±μ μ¤¨´ ®´ ¶¥·¸Éμ±¯ (16) ¨§-§  ¤μ³¨´¨·ÊÕÐ¥£μ  ¡¸μ²ÕÉ-
´μ£μ §´ Î¥´¨Ö ¨´É¥£· ²  ¶μ ´¥³Ê.

3. ‚›��� Š��’“�� ˆ�’…ƒ�ˆ��‚��ˆŸ
„‹Ÿ Œ�„…‹ˆ •�����„�

�¡Ð Ö ¸Ì¥³  ¤¥Ëμ·³ Í¨¨ ±μ´ÉÊ·  ¨´É¥£·¨·μ¢ ´¨Ö ¶·¥¤¸É ¢²¥´  ´  ·¨¸. 1.
�μ¸²¥¤μ¢ É¥²Ó´μ¸ÉÓ ¤¥Ëμ·³ Í¨° ³μ¦´μ μ¶¨¸ ÉÓ ¸²¥¤ÊÕÐ¨³¨ μ¡· §μ³. ‚´ -
Î ²¥ ³Ò ¶·μ¨§¢μ¤¨³ · ¢´μ³¥·´Ò° ¸¤¢¨£ ¢ ±μ³¶²¥±¸´ÊÕ ¶²μ¸±μ¸ÉÓ (Φ →
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�¨¸. 1. ‘Ì¥³  ¶μÉμ±  £¨¡·¨¤´μ£μ Œμ´É¥-Š ·²μ

Φ + iΦ0). ˆ§-§  ¸¨³³¥É·¨¨

S[Re Φ + i ImΦ] = S[−ReΦ + i Im Φ]

¸¤¢¨£ ¸μμÉ¢¥É¸É¢Ê¥É ®´ ¶¥·¸É±Ê¯, ¶·¨¸μ¥¤¨´¥´´μ³Ê ± ¢ ±ÊÊ³´μ° ¸¥¤²μ¢μ°
ÉμÎ±¥ ¢ £ Ê¸¸μ¢μ³ ¶·¨¡²¨¦¥´¨¨ ± ¤¥°¸É¢¨Õ. „ ²Ó´¥°Ï¨° ¸¤¢¨£ ¶·μ¨§¢μ-
¤¨É¸Ö ¸ ¶μ³μÐÓÕ Ê· ¢´¥´¨° £· ¤¨¥´É´μ£μ ¶μÉμ±  (GF). �¡μ§´ Î¨³ Φ̃ ∈ CN

± ± ·¥§Ê²ÓÉ É Ô¢μ²ÕÍ¨¨ ¶μ²Ö ´ Î¨´ Ö ¸ £ Ê¸¸μ¢  ®´ ¶¥·¸É± ¯ Φ + iΦ0, Φ ∈ R

¸ ¢·¥³¥´¥³ ¶μÉμ±  T . Ÿ±μ¡¨ ´ É· ´¸Ëμ·³ Í¨°,

J =
DΦ̃
DΦ

,

¶μÖ¢²Ö¥É¸Ö ´  ¢Éμ·μ° ¸É ¤¨¨. ‚·¥³Ö ¶μÉμ±  μ¶·¥¤¥²Ö¥É, ± ± ¡²¨§±μ ³Ò ³μ¦¥³
¶μ¤μ°É¨ ± ®´ ¶¥·¸É±Ê¯, ¨ É ±¨³ μ¡· §μ³ ·¥£Ê²¨·Ê¥É Ë²Ê±ÉÊ Í¨¨ Im S. ’ ±
± ± Ö±μ¡¨ ´ Ö¢²Ö¥É¸Ö ±μ³¶²¥±¸´Ò³ Î¨¸²μ³, μ´ Éμ¦¥ ³μ¦¥É ¢´μ¸¨ÉÓ ¢±² ¤
¢ ¶·μ¡²¥³Ê §´ ± , μ¸μ¡¥´´μ ¢ ¸²ÊÎ ¥ ®¢¥·É¨± ²Ó´μ¯ μ·¨¥´É¨·μ¢ ´´ÒÌ ®´ -
¶¥·¸É±μ¢¯. ‚ ±· É±μ³ ¢¨¤¥ ÔÉ¨ ¶·¥μ¡· §μ¢ ´¨Ö ³μ£ÊÉ ¡ÒÉÓ ¢Ò· ¦¥´Ò ± ±

Z =
∫
IN

DN Φ̃ e−S[Φ̃] =
∫

RN

DΦ e−S[Φ̃(Φ+iΦ0) det J |RN→IN . (24)

ˆ¸¶μ²Ó§Ê¥³ ¸²¥¤ÊÕÐÊÕ ¸É· É¥£¨Õ ¤²Ö £¥´¥· Í¨¨ ¶μ²¥¢ÒÌ ±μ´Ë¨£Ê· Í¨°
Φ ¨ Φ̃ ¢ ¸μμÉ¢¥É¸É¢¨¨ ¸μ ¸É É¨¸É¨Î¥¸±μ° ¸Ê³³μ° (24):

1) Ö±μ¡¨ ´ ´¥ ÊÎ¨ÉÒ¢ ¥É¸Ö ¢ ³ ·±μ¢¸±μ³ ¶·μÍ¥¸¸¥ £¥´¥· Í¨¨ ±μ´Ë¨£Ê· -
Í¨° Φ̃ ¨ ¡Ê¤¥É ÊÎÉ¥´ ¢μ ¢·¥³Ö Ë¨´ ²Ó´μ£μ ¶¥·¥¢§¢¥Ï¨¢ ´¨Ö;

2) ¶μ²Ö Φ £¥´¥·¨·ÊÕÉ¸Ö ¶·¨ ¶μ³μÐ¨ £¨¡·¨¤´μ£μ Œμ´É¥-Š ·²μ ¢ ¸μμÉ-

¢¥É¸É¢¨¨ ¸ · ¸¶·¥¤¥²¥´¨¥³ exp
{
−ReS[Φ̃(Φ + iΦ0)]

}
;
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3) ¶μ²Ö Φ̃ ¢ÒÎ¨¸²ÖÕÉ¸Ö ¸ ¶μ³μÐÓÕ £· ¤¨¥´É´μ£μ ¶μÉμ± . ‚Éμ· Ö ¸É ¤¨Ö
É·¥¡Ê¥É ¤μ¶μ²´¨É¥²Ó´μ£μ ¶μÖ¸´¥´¨Ö.

‚ £¨¡·¨¤´μ³ Œμ´É¥-Š ·²μ ¨¸¶μ²Ó§ÊÕÉ¸Ö £²μ¡ ²Ó´Ò¥ μ¡´μ¢²¥´¨Ö ¶μ²¥°
¢ ³ ·±μ¢¸±μ³ ¸²ÊÎ °´μ³ ¶·μÍ¥¸¸¥. �¡´μ¢²¥´¨Ö μ¸ÊÐ¥¸É¢²ÖÕÉ¸Ö ¶·¨ ¶μ³μÐ¨
ÔËË¥±É¨¢´μ° £ ³¨²ÓÉμ´μ¢μ° ¤¨´ ³¨±¨, Ê¶· ¢²Ö¥³μ° £ ³¨²ÓÉμ´¨ ´μ³

H =
1
2

∑
i

p2
i + Re S[Φ̃(Φ + iΦ0)],

£¤¥ ¨¸±Ê¸¸É¢¥´´Ò° ¨³¶Ê²Ó¸ pi ¢¢μ¤¨É¸Ö ¤²Ö ± ¦¤μ£μ Ì ¡¡ ·¤μ¢¸±μ£μ ¶μ²Ö Φi.
„²Ö Éμ£μ ÎÉμ¡Ò ·¥Ï¨ÉÓ ¶μ²ÊÎ ÕÐ¥¥¸Ö ¢ ·¥§Ê²ÓÉ É¥ Ê· ¢´¥´¨¥ ƒ ³¨²ÓÉμ´ , ´¥-
μ¡Ìμ¤¨³μ ¶μ¸Î¨É ÉÓ ¶·μ¨§¢μ¤´ÊÕ ∂ Re S[Φ̃(Φ+iΦ0)]/∂Φi. ŒÒ ¢ÒÎ¨¸²Ö¥³ ÔÉÊ
¢¥²¨Î¨´Ê, ¸³¥Ð Ö ¨§´ Î ²Ó´Ò¥ ¶μ²Ö Φi → Φi+δ ¨ ·¥Ï Ö Ê· ¢´¥´¨Ö £· ¤¨¥´É-
´μ£μ ¶μÉμ±  ¤²Ö ± ¦¤μ£μ ¸¤¢¨£ . �Éμ ¶μ§¢μ²Ö¥É ¶μ¸Î¨É ÉÓ · §´¨ÍÊ ¤¥°¸É¢¨°
¶μ¸²¥ ¶μÉμ± ,   É ±¦¥ ¢¸¥ Ô²¥³¥´ÉÒ Ö±μ¡¨ ´ . ’¥³ ´¥ ³¥´¥¥ ´  ¶· ±É¨±¥ ´ ³
´Ê¦¥´ det J Éμ²Ó±μ ¢ ±μ´Í¥ É· ¥±Éμ·¨¨, ¢ Éμ ¢·¥³Ö ± ± É· ¥±Éμ·¨Ö μ¡ÒÎ´μ
¸μ¸Éμ¨É ¨§ O(102) Ï £μ¢. ’ ±¨³ μ¡· §μ³, ¢ÒÎ¨¸²¥´¨¥ Ö±μ¡¨ ´  É·¥¡Ê¥É μÉ-
´μ¸¨É¥²Ó´μ ³ ²μ ¢ÒÎ¨¸²¨É¥²Ó´ÒÌ ·¥¸Ê·¸μ¢. Šμ´¥Î´ Ö ¸²μ¦´μ¸ÉÓ  ²£μ·¨É³ 
μ± §Ò¢ ¥É¸Ö C1N

4
SN2

τ + C2N
3
SN3

τ , £¤¥ ¶¥·¢Ò° Î²¥´ ¸μμÉ¢¥É¸É¢Ê¥É ¶·μÍ¥¤Ê·¥
£¥´¥· Í¨¨ ±μ´Ë¨£Ê· Í¨° £¨¡·¨¤´μ£μ Œμ´É¥-Š ·²μ,   ¢Éμ·μ° Î²¥´ μÉ¢¥Î ¥É
§  ¢ÒÎ¨¸²¥´¨¥ det J .

�¥§Ê²ÓÉ¨·ÊÕÐ¥¥ §´ Î¥´¨¥ ´ ¡²Õ¤ ¥³μ° ¢ÒÎ¨¸²Ö¥É¸Ö ¸ ¶μ³μÐÓÕ ¶¥·¥-
¢§¢¥Ï¨¢ ´¨Ö

〈O〉 =
〈O exp[i Im (S+ln detJ)+Re (ln detJ)]〉
〈exp[i Im(S+ln detJ)+Re (ln det J)]〉 , (25)

£¤¥ ¸±μ¡±¨ 〈〉 μ¡μ§´ Î ÕÉ Ê¸·¥¤´¥´¨¥ ¶μ ±μ´Ë¨£Ê· Í¨Ö³, ¸£¥´¥·¨·μ¢ ´´Ò³
μ¶¨¸ ´´Ò³ · ´¥¥  ²£μ·¨É³μ³. “Î¨ÉÒ¢ Ö ¸¨³³¥É·¨Õ ¤¥°¸É¢¨Ö μÉ´μ¸¨É¥²Ó´μ
¤¥°¸É¢¨É¥²Ó´ÒÌ Î ¸É¥° ¶μ²¥°, ³Ò ¨¸¶μ²Ó§Ê¥³ ¸²¥¤ÊÕÐÊÕ ³¥É·¨±Ê ¤²Ö μÍ¥´±¨
¸²μ¦´μ¸É¨ ¶·μ¡²¥³Ò §´ ± : 〈cos (Im S)〉 ¨ 〈cos (Im ln det J)〉 ¤²Ö ±μ´Ë¨£Ê· -
Í¨¨ ¨ Ö±μ¡¨ ´  ¸μμÉ¢¥É¸É¢¥´´μ, ¨ μ¡Ð¨° §´ ±

ΣG = 〈cos (Im (S + ln detJ))〉.

ŒÒ É ±¦¥ μÍ¥´¨¢ ¥³ ¸¨²Ê Ë²Ê±ÉÊ Í¨° Ö±μ¡¨ ´ , ¢ÒÎ¨¸²ÖÖ ¤¨¸¶¥·¸¨Õ
Re (ln detJ).

4. ��…„‘’�‚‹…�ˆ… „���›• ˆ ��‘’���‚Š� ‡�„�—ˆ

„ ´´Ò¥, ¸ ±μÉμ·Ò³¨ ´ ³ ¶·¥¤¸Éμ¨É · ¡μÉ ÉÓ, ¶·¥¤¸É ¢²ÖÕÉ ¸μ¡μ° ´ ¡μ·
¶μ²¥° ¢ 2 + 1 ¶·μ¸É· ´¸É¢¥, § ¤ ¢ ¥³Ò° ±μ³¶²¥±¸´Ò³ §´ Î¥´¨¥³ ¢ Ê§² Ì £¥±-
¸ £μ´ ²Ó´μ° ·¥Ï¥É±¨. „²Ö Ê¤μ¡¸É¢  ¶·¥¤¸É ¢¨³ £¥±¸ £μ´ ²Ó´ÊÕ ·¥Ï¥É±Ê ± ±
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´ ¡μ· ¨§ ¤¢ÊÌ ·μ³¡μ¢¨¤´ÒÌ ¶μ¤·¥Ï¥Éμ± μ¤¨´ ±μ¢μ£μ · §³¥· , ´μ ¸³¥Ð¥´-
´ÒÌ ¤·Ê£ μÉ´μ¸¨É¥²Ó´μ ¤·Ê£  (·¨¸. 2). ‚ É ±μ³ ¸²ÊÎ ¥ ¨´¤¥±¸ ²Õ¡μ£μ Ê§² 
³μ¦´μ § ¤ ÉÓ ¸ ¶μ³μÐÓÕ Î¥ÉÒ·¥Ì Î¨¸¥²: ´μ³¥·  ¢·¥³¥´´μ£μ ¸²μÖ, ¨´¤¥±¸ 
¶μ¤·¥Ï¥É±¨ ¨ ±μμ·¤¨´ É ¢´ÊÉ·¨ ¶μ¤·¥Ï¥É±¨.

Š ± ¶· ¢¨²μ, ±μ²¨Î¥¸É¢μ ¢·¥³¥´´ÒÌ ¸²μ¥¢ §´ Î¨É¥²Ó´μ ¶·¥¢μ¸Ìμ¤¨É ¶·μ-
¸É· ´¸É¢¥´´μ¥ · §·¥Ï¥´¨¥: ¢ ´ Ï¨Ì Ô±¸¶¥·¨³¥´É Ì ¨¸¶μ²Ó§μ¢ ²μ¸Ó 256 ¢·¥-
³¥´´ÒÌ ¸²μ¥¢ ¨§ ¤¢ÊÌ ·μ³¡μ¢¨¤´ÒÌ ¶μ¤·¥Ï¥Éμ± · §³¥·μ³ ¢¶²μÉÓ ¤μ 6 × 6.

�  ¶μ²¥ ´ ²μ¦¥´Ò ¶¥·¨μ¤¨Î¥¸±¨¥ £· ´¨Î´Ò¥ Ê¸²μ¢¨Ö ± ± ¶μ ¢·¥³¥´¨,
É ± ¨ ¶μ ¶·μ¸É· ´¸É¢¥´´Ò³ ±μμ·¤¨´ É ³ ¶μ¤·¥Ï¥Éμ±.

�¨¸. 2. ƒ¥±¸ £μ´ ²Ó´ Ö ·¥Ï¥É±  ¶·¥¤¸É ¢²¥´  ± ± ±μ³¡¨´ Í¨Ö ¤¢ÊÌ ·μ³¡μ¢¨¤´ÒÌ (μ¤¨´
¸²μ° ¶μ ¥¢±²¨¤μ¢μ³Ê ¢·¥³¥´¨)
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„ ´´ Ö · ¡μÉ  ¸É ¢¨É Í¥²ÓÕ ¶μ¸É·μ¨ÉÓ  ¶¶·μ±¸¨³ Í¨Õ ¨§²μ¦¥´´μ£μ
¢ÒÏ¥  ²£μ·¨É³  ¶μ¸É·μ¥´¨Ö ±μ´Ë¨£Ê· Í¨°, ±μÉμ·Ò° ¡Ê¤¥É  ¸¨³¶ÉμÉ¨Î¥¸±¨
¡Ò¸É·¥¥. ƒμ¢μ·Ö ±μ´±·¥É´μ, ¸²μ¦´μ¸ÉÓ ¶·¥¤²μ¦¥´´μ°  ¶¶·μ±¸¨³ Í¨¨ μ± §Ò-
¢ ¥É¸Ö O(NS Nτ log Nτ ).

5. ‚›��� ��•ˆ’…Š’“�› �…‰�����‰ ‘…’ˆ

‚ ¤ ´´μ³ · §¤¥²¥ · ¸¸³ É·¨¢ ¥É¸Ö μ¡Ð¨° ¢¨¤ ³μ¤¥²¨ ´¥°·μ´´μ°
¸¥É¨ [44, 45] ¨ ¥¥ ¸μ¸É ¢´Ò¥ Î ¸É¨,   É ±¦¥ ¶·μ¨§¢μ¤¨É¸Ö ¸· ¢´¥´¨¥ ¸ ¤·Ê-
£¨³¨ ³μ¤¥²Ö³¨, ¨¸¶μ²Ó§μ¢ ¢Ï¨³¨¸Ö ¢ ¶μ¤μ¡´ÒÌ § ¤ Î Ì.

‚ ± Î¥¸É¢¥  ²£μ·¨É³   ¶¶·μ±¸¨³ Í¨¨ ®´ ¶¥·¸É± ¯ ³Ò ¡Ê¤¥³ ¨¸¶μ²Ó§μ-
¢ ÉÓ ´¥°·μ´´ÊÕ ¸¥ÉÓ [44, 45]. �·¥¤¸É ¢¨³ ¸¥¡¥, ÎÉμ Ê ´ ¸ ¥¸ÉÓ ¤μ¸É ÉμÎ´μ¥
Î¨¸²μ ±μ´Ë¨£Ê· Í¨°, ²¥¦ Ð¨Ì ´  ´¥±μÉμ·μ³ ³´μ¦¥¸É¢¥ ¨´É¥£·¨·μ¢ ´¨Ö ¢
±μ³¶²¥±¸´μ³ ¶·μ¸É· ´¸É¢¥ ¶μ²¥°. �É¨ ±μ´Ë¨£Ê· Í¨¨ £¥´¥·¨·ÊÕÉ¸Ö £¨¡·¨¤-
´Ò³ Œμ´É¥-Š ·²μ, ¨¸¶μ²Ó§ÊÕÐ¨³ ¶μ²´Ò° £· ¤¨¥´É´Ò° ¶μÉμ± ¤²Ö ¶μ¸É·μ¥´¨Ö
³´μ¦¥¸É¢  ¨´É¥£·¨·μ¢ ´¨Ö, ¢ ¸μμÉ¢¥É¸É¢¨¨ ¸  ²£μ·¨É³μ³, ±μÉμ·Ò° ¡Ò² μ¶¨-
¸ ´ ¢ÒÏ¥. �É¨ ±μ´Ë¨£Ê· Í¨¨ ³μ£ÊÉ ¡ÒÉÓ ¨¸¶μ²Ó§μ¢ ´Ò ¢ ± Î¥¸É¢¥ μ¸´μ¢Ò ¤²Ö
´¥±μÉμ·μ° ¶·μÍ¥¤Ê·Ò ¨´É¥·¶μ²ÖÍ¨¨ ®´ ¶¥·¸É± ¯, ¤ ÕÐ¥° ´ ³ ´¥μ¡Ìμ¤¨³Ò¥
¶·¥μ¡· §μ¢ ´¨Ö ¢¨¤ 

(φx,y, χx,t) → (φ̃x,y, χ̃x,t),

Re φ̃x,t = φx,t, Im φ̃x,t = F1[φ, χ], (26)

Re χ̃x,t = χx,t, Im χ̃x,t = F2[φ, χ].

’ ±¨³ μ¡· §μ³, ¨´É¥£·¨·μ¢ ´¨¥ ¶·μ¨§¢μ¤¨É¸Ö ¸´μ¢  ¶μ ¤¥°¸É¢¨É¥²Ó´Ò³ ¶μ²Ö³

(φx,t, χx,t) = Φ ∈ R
N ,

´μ ´¥μ¡Ìμ¤¨³μ¥ ¶·¥μ¡· §μ¢ ´¨¥ Φ → Φ̃ μ¸ÊÐ¥¸É¢²Ö¥É¸Ö ËÊ´±Í¨Ö³¨ F1 ¨ F2,
§ ¤ ¢ ¥³Ò³¨ ¢ (26).

�¤¨´ ¶·¨³¥· ±μ´Ë¨£Ê· Í¨¨ ¶μ²¥° Φ̃, ¶μ²ÊÎ¥´´μ° ¸ ¶μ³μÐÓÕ £¨¡·¨¤-
´μ£μ Œμ´É¥-Š ·²μ ¸ ¶μ²´Ò³ £· ¤¨¥´É´Ò³ ¶μÉμ±μ³, ¶·¥¤¸É ¢²¥´ ´  ·¨¸. 3.
�´ ¶μ± §Ò¢ ¥É ¢ ¦´μ¥ ¸¢μ°¸É¢μ ±μ´Ë¨£Ê· Í¨°, ±μÉμ·μ¥ ¢²¨Ö¥É ´  ¶μ¸É·μ¥-
´¨¥ ¶·¥μ¡· §μ¢ ´¨° (26). � ¨³¥´´μ, ÔÉ¨ ¶·¥μ¡· §μ¢ ´¨Ö ¤μ²¦´Ò ¡ÒÉÓ ´¥²μ-
± ²Ó´Ò³¨. „¥°¸É¢¨É¥²Ó´μ, ¥¸²¨ ¡Ò F1 ¨ F2 ¶·¨´¨³ ²¨ ¢ ± Î¥¸É¢¥  ·£Ê³¥´Éμ¢
Éμ²Ó±μ ·¥ ²Ó´Ò¥ Î ¸É¨ ¶μ²¥° ´  μ¤´μ³ Ê§²¥ ·¥Ï¥É±¨, Éμ É ± Ö ±μ´Ë¨£Ê· Í¨Ö
¶·¥¤¸É ¢²Ö²  ¡Ò ¸μ¡μ° ²¨´¨Õ ´  ·¨¸. 3, a. �É³¥É¨³, ÎÉμ · ¸¸³ É·¨¢ ¥³μ¥
¶·¥μ¡· §μ¢ ´¨¥ ¨³¥¥É ¢¨¤

Im φ̃x,t = F1(Re φ̃x,t), Im χ̃x,t = F2(Re χ̃x,t).

Š ± ¢¨¤´μ ¨§ ·¨¸. 3, ¢³¥¸Éμ ²¨´¨¨ ³Ò ¶μ²ÊÎ¨²¨ · §³ÒÉμ¥ μ¡² ±μ ÉμÎ¥±, £¤¥,
´ ¶·¨³¥·, μ¤´μ³Ê §´ Î¥´¨Õ Re φ̃x,t ¸μμÉ¢¥É¸É¢Ê¥É ³´μ£μ §´ Î¥´¨° Im φ̃x,t.
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�¨¸. 3. �·¨³¥· ±μ´Ë¨£Ê· Í¨°, ¶μ²ÊÎ¥´´ÒÌ ³¥Éμ¤μ³ £¨¡·¨¤´μ£μ Œμ´É¥-Š ·²μ ¸ ¶μ²-
´Ò³ £· ¤¨¥´É´Ò³ ¶μÉμ±μ³. �μ± § ´Ò ¢¸¶μ³μ£ É¥²Ó´Ò¥ ¶μ²Ö, ¸¢¥·´ÊÉÒ¥ ¸ ¶²μÉ´μ¸ÉÓÕ
§ ·Ö¤  (a), ¨ ¢¸¶μ³μ£ É¥²Ó´Ò¥ ¶μ²Ö, ¸¢¥·´ÊÉÒ¥ ¸ ¶²μÉ´μ¸ÉÓÕ ¸¶¨´  (¡). ‚ μ¡μ¨Ì
¸²ÊÎ ÖÌ ³Ò ¶μ± §Ò¢ ¥³ ´ Î ²Ó´ÊÕ ±μ´Ë¨£Ê· Í¨Õ, ²μ± ²¨§μ¢ ´´ÊÕ ´  £ Ê¸¸μ¢μ³ ®´ -
¶¥·¸É±¥¯ ¢ μ±·¥¸É´μ¸É¨ ¸¥¤²μ¢μ° ÉμÎ±¨ É·¨¢¨ ²Ó´μ£μ ¢ ±ÊÊ³ , ¨ ±μ´Ë¨£Ê· Í¨Õ ¶μ¸²¥
¶μ²´μ£μ £· ¤¨¥´É´μ£μ ¶μÉμ± . ‚ÒÎ¨¸²¥´¨Ö ¡Ò²¨ ¶·μ¢¥¤¥´Ò ¤²Ö £ ³¨²ÓÉμ´¨ ´  (10)
¸ · §²μ¦¥´¨¥³ ¢§ ¨³μ¤¥°¸É¢¨Ö ´  ¤¢  Î²¥´  (11). � · ³¥É·Ò ¢ÒÎ¨¸²¥´¨Ö: α = 0,8,
¶·μ¸É· ´¸É¢¥´´ Ö £¥±¸ £μ´ ²Ó´ Ö ·¥Ï¥É±  2 × 2 ¸ Nτ = 256 ¢·¥³¥´´Ò³¨ ¸²μÖ³¨,
U = 2,0κ, μ = κ, βκ = 20,0 (¢¸¥ ¶ · ³¥É·Ò Ê± § ´Ò ¢ ¥¤¨´¨Í Ì ¶ · ³¥É·  Ìμ¶-
¶¨´£ ). Š ¸μ¦ ²¥´¨Õ, ´¥¢μ§³μ¦´μ ´ °É¨ ´¨± ±μ£μ ¶·μ¸Éμ£μ ¸μμÉ´μÏ¥´¨Ö, ¶μ§¢μ-
²ÖÕÐ¥£μ Ë¨É¨·μ¢ ÉÓ ·¥§Ê²ÓÉ É £· ¤¨¥´É´μ£μ ¶μÉμ±  ± ±μ°-Éμ ²μ± ²Ó´μ° ËÊ´±Í¨¥°:
Im φi = F (Reφi)

’ ±¨³ μ¡· §μ³, ËÊ´±Í¨¨ F1 ¨ F2 ´¥ ³μ£ÊÉ ¡ÒÉÓ ²μ± ²Ó´Ò³¨ ¢ Éμ³ ¸³Ò-
¸²¥, ÎÉμ μ´¨ ¤μ²¦´Ò ¶·¨´¨³ ÉÓ ¢ ± Î¥¸É¢¥  ·£Ê³¥´Éμ¢ ¢¸Õ ±μ´Ë¨£Ê· Í¨Õ
¶μ²Ö ¨²¨ ¶μ ±· °´¥° ³¥·¥ ¡μ²ÓÏÊÕ ¥¥ Î ¸ÉÓ ¢ μ±·¥¸É´μ¸É¨ ¦¥² ¥³μ£μ Ê§² 
·¥Ï¥É±¨ (x, t). ’ ± Ö ¨´É¥·¶μ²ÖÍ¨Ö ³μ¦¥É ¡ÒÉÓ μ¸ÊÐ¥¸É¢²¥´  ¶μ¸·¥¤¸É¢μ³
μ¡ÊÎ ÕÐ¥°¸Ö ´¥°·μ´´μ° ¸¥É¨. �¡ÊÎ¥´¨¥ ³Ò ¡Ê¤¥³ ¶·μ¨§¢μ¤¨ÉÓ ¶μ ±μ´Ë¨£Ê-
· Í¨Ö³, § · ´¥¥ ¶·¨£μÉμ¢²¥´´Ò³ ¸ ¶μ³μÐÓÕ £¨¡·¨¤´μ£μ Œμ´É¥-Š ·²μ ¸ ¶μ²-
´Ò³ £· ¤¨¥´É´Ò³ ¶μÉμ±μ³. ‚Ìμ¤´Ò³¨ ¤ ´´Ò³¨ ¤²Ö ¸¥É¨ ¡Ê¤ÊÉ ·¥ ²Ó´Ò¥ Î ¸É¨
¶μ²¥°, ¨ ´¥°·μ´´ Ö ¸¥ÉÓ ¤μ²¦´  ¡Ê¤¥É ¶μ ÔÉ¨³ ·¥ ²Ó´Ò³ Î ¸ÉÖ³ ¢μ¸¶·μ¨§¢μ-
¤¨ÉÓ ³´¨³Ò¥ Î ¸É¨ ¶μ²¥°. ‡ ³¥É¨³ ¥Ð¥ · §, ÎÉμ É¥μ·¥³  ŠμÏ¨ £ · ´É¨·Ê¥É
´ ³, ÎÉμ §´ Î¥´¨¥ ¨´É¥£· ²  ¡Ê¤¥É μ¤¨´ ±μ¢Ò³ ¤²Ö ²Õ¡μ° ËÊ´±Í¨¨ ¨´É¥·-
¶μ²ÖÍ¨¨ (É ± ± ± ²Õ¡μ° É ±μ° ËÊ´±Í¨¨ ¸μμÉ¢¥É¸É¢Ê¥É ± ±μ°-Éμ ¸¢μ° ±μ´ÉÊ·
¨´É¥£·¨·μ¢ ´¨Ö,   μ´¨ ¢¸¥ ¤ ÕÉ μ¤´μ ¨ Éμ ¦¥ §´ Î¥´¨¥ ¨´É¥£· ² ). ’ ±¨³
μ¡· §μ³, ±μ´¥Î´Ò° μÉ¢¥É ´¥ § ¢¨¸¨É μÉ ¤¥É ²¥° ¶μ¸É·μ¥´¨Ö ´¥°·μ´´μ° ¸¥É¨,
μ´  ²¨ÏÓ ¤μ²¦´  μ¡¥¸¶¥Î¨¢ ÉÓ Éμ²Ó±μ ´¥¶·¥·Ò¢´Ò¥ ËÊ´±Í¨¨ ¤²Ö É ±μ£μ ¶·¥-
μ¡· §μ¢ ´¨Ö (26).

‚ ¦´¥°Ï¨³ ¢μ¶·μ¸μ³ ¢ ¶μ¸É·μ¥´¨¨ ´¥°·μ´´μ° ¸¥É¨ ¨ ¥¥ μ¡ÊÎ¥´¨¨ Ö¢²Ö-
¥É¸Ö ÊÎ¥É ¸¨³³¥É·¨° ´ Ï¥° § ¤ Î¨. �Î¥¢¨¤´μ, ÎÉμ ¨¸¸²¥¤Ê¥³ Ö ¸¨¸É¥³  μ¡² -
¤ ¥É É· ´¸²ÖÍ¨μ´´μ° ¸¨³³¥É·¨¥° ¶μ ¸¤¢¨£Ê ¢¤μ²Ó ¢·¥³¥´´μ£μ ¨ μ¡μ¨³ ¶·μ-
¸É· ´¸É¢¥´´Ò³ ´ ¶· ¢²¥´¨Ö³. ‘μ¢¥·Ï¥´´μ ´¥μ¡Ìμ¤¨³μ, ÎÉμ¡Ò  ·Ì¨É¥±ÉÊ· 
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´¥°·μ´´μ° ¸¥É¨ Ê¤μ¢²¥É¢μ·Ö²  ÔÉμ° ¸¨³³¥É·¨¨. Šμ´¥Î´μ, ´  Ê·μ¢´¥ μ¤´μ°
±μ´±·¥É´μ° ±μ´Ë¨£Ê· Í¨¨ ÔÉ  ¸¨³³¥É·¨Ö ³μ¦¥É ¡ÒÉÓ ´ ·ÊÏ¥´ , ´μ ¨´É¥·-
¶μ²ÖÍ¨μ´´ Ö ËÊ´±Í¨Ö, ±μÉμ· Ö μ¸ÊÐ¥¸É¢²Ö¥É¸Ö ¸ ¶μ³μÐÓÕ ´¥°·μ´´μ° ¸¥É¨,
¤μ²¦´  Ê¤μ¢²¥É¢μ·ÖÉÓ ÔÉμ° ¸¨³³¥É·¨¨. �Éμ μ§´ Î ¥É, ÎÉμ ¥¸²¨ ´ Ï  ¨¸Ìμ¤´ Ö
±μ´Ë¨£Ê· Í¨Ö Φ ¸¤¢¨£ ¥É¸Ö ¢¤μ²Ó ¥¢±²¨¤μ¢μ£μ ¢·¥³¥´¨ ¨²¨ ¶·μ¸É· ´¸É¢¥´-
´ÒÌ ±μμ·¤¨´ É, Éμ É· ´¸²ÖÍ¨μ´´ Ö ¸¨³³¥É·¨Ö ¶·¨¢μ¤¨É ± Éμ³Ê, ÎÉμ ¶μ²ÊÎ -
¥³ Ö ±μ´Ë¨£Ê· Í¨Ö Φ̃ É ±¦¥ ¸¤¢¨£ ¥É¸Ö ¢ Éμ³ ¦¥ ´ ¶· ¢²¥´¨¨.

� ¸¸³μÉ·¨³ ¤¢  ¢μ§³μ¦´ÒÌ ¢ ·¨ ´É   ·Ì¨É¥±ÉÊ·Ò ´¥°·μ´´μ° ¸¥É¨, Ê¤μ¢-
²¥É¢μ·ÖÕÐ¨Ì É·¥¡μ¢ ´¨Õ ¸μ¡²Õ¤¥´¨Ö É· ´¸²ÖÍ¨μ´´μ° ¨´¢ ·¨ ´É´μ¸É¨.
�¥·¢Ò° ¢ ·¨ ´É É ±μ° ´¥°·μ´´μ° ¸¥É¨ ¶μ± § ´ ´  ·¨¸. 4 ¨ ¨³¥¥É ¢¨¤ ¶¨-
· ³¨¤Ò. ’ ± Ö ´¥°·μ´´ Ö ¸¥ÉÓ ¶μ²ÊÎ ¥É ¶μ²´ÊÕ ¶μ²¥¢ÊÕ ±μ´Ë¨£Ê· Í¨Õ ´ 
¢Ìμ¤¥ ¨ ¢Ò¤ ¥É Éμ²Ó±μ μ¤´Ê ³´¨³ÊÕ Î ¸ÉÓ ¶μ²Ö F1[φ, χ] ¨²¨ F2[φ, χ] ´  ¢Ò-
Ìμ¤¥, ¸³. (26). ’ ± Ö  ·Ì¨É¥±ÉÊ·  ´¥°·μ´´μ° ¸¥É¨ ¡Ò²  ¶·¥¤²μ¦¥´  ¢ μ¤´μ°
¨§ ¶·¥¤Ò¤ÊÐ¨Ì · ¡μÉ [27] ¶μ É¥³ É¨±¥ ®´ ¶¥·¸É±μ¢¯. ’¥¶¥·Ó, ¥¸²¨ ´ ³ ¶μ-
´ ¤μ¡¨É¸Ö ¢ÒÎ¨¸²¨ÉÓ ³´¨³ÊÕ Î ¸ÉÓ ¶μ²Ö ´  ¤·Ê£μ³ Ê§²¥ ·¥Ï¥É±¨, Éμ ³Ò
¶·μ¸Éμ ¤μ²¦´Ò ¸¤¢¨´ÊÉÓ ¨¸Ìμ¤´Ò¥ ¶μ²Ö ´  ¢Ìμ¤¥ ´¥°·μ´´μ° ¸¥É¨ ¢¤μ²Ó ¶·μ-
¸É· ´¸É¢¥´´ÒÌ ´ ¶· ¢²¥´¨° ¨²¨ ¢¤μ²Ó ¥¢±²¨¤μ¢μ£μ ¢·¥³¥´¨ ¢ ¸μμÉ¢¥É¸É¢¨¨ ¸
É· ´¸²ÖÍ¨μ´´μ° ¸¨³³¥É·¨¥° ¨ ¸ ÊÎ¥Éμ³ ¶¥·¨μ¤¨Î¥¸±¨Ì £· ´¨Î´ÒÌ Ê¸²μ¢¨°.

�  ± ¦¤μ³ Ê·μ¢´¥ ¸¢¥·ÉμÎ´μ° ´¥°·μ´´μ° ¸¥É¨ μÉ¤¥²Ó´Ò¥ ¸¢Ö§¨ ³¥¦¤Ê
´¥°·μ´ ³¨ ³μ£ÊÉ ¨³¥ÉÓ ¸¢μ¨ ±μ´±·¥É´Ò¥ ¢¥¸ , μÉ²¨Î´Ò¥ ¤·Ê£ μÉ ¤·Ê£ . —¨¸²μ
¸¢Ö§¥° ´  · §´ÒÌ Ê·μ¢´ÖÌ ¸¥É¨ É ±¦¥ ³μ¦¥É ¡ÒÉÓ · §´Ò³: μÉ ¸¢Ö§¥° ¢¸¥Ì
´¥°·μ´μ¢ ¸μ ¢¸¥³¨ ¤μ ¸¢Ö§¥° Éμ²Ó±μ ³¥¦¤Ê ¸μ¸¥¤´¨³¨ ´¥°·μ´ ³¨. ‚ ÔÉμ³
μÉ´μÏ¥´¨¨ ¤ ´´Ò° ³¥Éμ¤ μ¡¥¸¶¥Î¨¢ ¥É ³ ±¸¨³ ²Ó´ÊÕ £¨¡±μ¸ÉÓ, ÌμÉÖ Î¨¸²μ
¶ · ³¥É·μ¢ ¢ ÔÉμ° ¸¥É¨ ³μ¦¥É ¡ÒÉÓ μÎ¥´Ó ¡μ²ÓÏ¨³, μ¸μ¡¥´´μ ¢ ¸²ÊÎ ¥ ¸¢Ö§¨
¢¸¥Ì ´¥°·μ´μ¢ ¸μ ¢¸¥³¨.

„·Ê£μ° ¢μ§³μ¦´μ°  ·Ì¨É¥±ÉÊ·μ° ¸¢¥·ÉμÎ´μ° ´¥°·μ´´μ° ¸¥É¨, Ê¤μ¢²¥É¢μ-
·ÖÕÐ¥° É·¥¡μ¢ ´¨Õ É· ´¸²ÖÍ¨μ´´μ° ¨´¢ ·¨ ´É´μ¸É¨, Ö¢²Ö¥É¸Ö ¶·¥¤²μ¦¥´-
´ Ö ´¥¤ ¢´μ É ± ´ §Ò¢ ¥³ Ö U-¸¥ÉÓ [58]. —¨¸²μ ¶μ²¥° ´  ¢Ìμ¤¥ ¨ ´  ¢ÒÌμ¤¥
¢ ÔÉμ° ¸¥É¨ μ¤¨´ ±μ¢μ¥,   É· ´¸²ÖÍ¨μ´´ Ö ¨´¢ ·¨ ´É´μ¸ÉÓ μ¡¥¸¶¥Î¨¢ ¥É¸Ö
¥¤¨´μμ¡· §´Ò³ · ¸¶·¥¤¥²¥´¨¥³ ¢¥¸μ¢ÒÌ ËÊ´±Í¨° ´  ¸¢Ö§ÖÌ ³¥¦¤Ê ´¥°·μ-

�¨¸. 4. �·Ì¨É¥±ÉÊ·  ´¥°·μ´´μ° ¸¥É¨ É¨¶  ®¶¨· ³¨¤ ¯
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�¨¸. 5. �·Ì¨É¥±ÉÊ·  ´¥°·μ´´μ° ¸¥É¨ U-É¨¶  (®U-net¯). ‘¢Ö§¨ ¶μ± § ´Ò ¤²Ö ¸²ÊÎ Ö
¶·μ¸É· ´¸É¢¥´´ÒÌ ´ ¶· ¢²¥´¨° (a) ¨ ¤²Ö ¸²ÊÎ Ö ´ ¶· ¢²¥´¨Ö ¢¤μ²Ó ¥¢±²¨¤μ¢μ£μ ¢·¥-
³¥´¨ (¡)

´ ³¨ ´  ± ¦¤μ³ Ê·μ¢´¥. �¤´ ±μ ¨³¥¥É¸Ö ¥Ð¥ μ¤´  ¸ÊÐ¥¸É¢¥´´ Ö μ¸μ¡¥´´μ¸ÉÓ
¢ £¥´¥·¨·Ê¥³ÒÌ ´ ³¨ ±μ´Ë¨£Ê· Í¨ÖÌ, ¢ ¦´ Ö ¤²Ö ¢Ò¡μ·  ÔÉμ£μ É¨¶   ·Ì¨É¥±-
ÉÊ·Ò, Å μÎ¥´Ó ¡μ²ÓÏμ¥ · §²¨Î¨¥ ¢ ²¨´¥°´ÒÌ · §³¥· Ì ±μ´Ë¨£Ê· Í¨° ¢¤μ²Ó
¶·μ¸É· ´¸É¢¥´´ÒÌ ´ ¶· ¢²¥´¨° (∼ 10) ¨ ¢¤μ²Ó ¥¢±²¨¤μ¢μ£μ ¢·¥³¥´¨ (∼ 100).
�μ ÔÉμ° ¶·¨Î¨´¥ ³Ò ¢Ò¡¥·¥³ ¤¢¥ · §²¨Î´Ò¥ ¸É· É¥£¨¨ ¢ μ·£ ´¨§ Í¨¨ ¸¢Ö§¥°
³¥¦¤Ê ´¥°·μ´ ³¨ ¤²Ö ¸²ÊÎ Ö ¶·μ¸É· ´¸É¢¥´´ÒÌ ´ ¶· ¢²¥´¨° ¨ ¢·¥³¥´´μ£μ
´ ¶· ¢²¥´¨Ö (¸³. ·¨¸. 5, a).

„²Ö ¶·μ¸É· ´¸É¢¥´´ÒÌ ´ ¶· ¢²¥´¨° ³Ò ³μ¦¥³ ´¥ Ê³¥´ÓÏ ÉÓ · §³¥·´μ¸ÉÓ
¤ ´´ÒÌ ¢μμ¡Ð¥, É ± ± ± ¤ ¦¥ ´¥¡μ²ÓÏμ£μ Î¨¸²  ¸²μ¥¢ ¤μ¸É ÉμÎ´μ ¤²Ö Éμ£μ,
ÎÉμ¡Ò ·¥Í¥¶É¨¢´μ¥ ¶μ²¥ ´¥°·μ´μ¢ ´  ¶μ¸²¥¤´¥³ ¸²μ¥ ¡Ò²μ ¸· ¢´¨³μ ¸ · §-
³¥· ³¨ ¸¨¸É¥³Ò. �·¨Î¥³ ÔÉμ ¢¥·´μ, ¤ ¦¥ ¥¸²¨ ÊÎ¨ÉÒ¢ ÉÓ ¢ ¸¢¥·É± Ì ¸¢Ö§¨
Éμ²Ó±μ ³¥¦¤Ê ¸μ¸¥¤´¨³¨ ´¥°·μ´ ³¨. Š ¸μ¦ ²¥´¨Õ, ÔÉμÉ ¶μ¤Ìμ¤ ´¥ ¡Ê¤¥É · -
¡μÉ ÉÓ ¤²Ö ´ ¶· ¢²¥´¨Ö ¢¤μ²Ó ¥¢±²¨¤μ¢μ£μ ¢·¥³¥´¨. ‚ ÔÉμ³ ¸²ÊÎ ¥ ´ ³ ´Ê¦´μ
¤μ¡¨ÉÓ¸Ö ¡μ²¥¥ ¡Ò¸É·μ£μ ·μ¸É  · §³¥·  ·¥Í¥¶É¨¢´μ£μ ¶μ²Ö ´¥°·μ´μ¢ ¸ Î¨¸²μ³
¸²μ¥¢ ¢ ¸¥É¨. “Î¨ÉÒ¢ Ö ÔÉμ μ¡¸ÉμÖÉ¥²Ó¸É¢μ, ³Ò ¡Ê¤¥³ ¨¸¶μ²Ó§μ¢ ÉÓ ¤²Ö ÔÉμ£μ
¸²ÊÎ Ö  ·Ì¨É¥±ÉÊ·Ê U-¸¥É¨ ¸ Ê¸·¥¤´¥´¨¥³ ¤ ´´ÒÌ ¢¤μ²Ó ®´¨¸Ìμ¤ÖÐ¥°¯ ¢¥É¢¨
´¥°·μ´´μ° ¸¥É¨ (²¥¢ Ö Î ¸ÉÓ ¸Ì¥³Ò ´  ·¨¸. 5, ¡, ±μÉμ· Ö ´ Î¨´ ¥É¸Ö μÉ ¢Ìμ¤-
´μ£μ ¸²μÖ ¨ ¶·μ¤μ²¦ ¥É¸Ö ¤μ ´¨¦´¥° Î ¸É¨ ¸Ì¥³Ò). „ ²¥¥, ¤²Ö Éμ£μ ÎÉμ¡Ò
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¢μ¸¸É ´μ¢¨ÉÓ ¨¸Ìμ¤´Ò° · §³¥· ¤ ´´ÒÌ, ³Ò ¡Ê¤¥³ ¨¸¶μ²Ó§μ¢ ÉÓ ¨´É¥·¶μ²ÖÍ¨Õ
´  ®¢μ¸Ìμ¤ÖÐ¥°¯ ¢¥É¢¨ ´¥°·μ´´μ° ¸¥É¨ (¶· ¢ Ö Î ¸ÉÓ ´  ¸Ì¥³¥, ¨§μ¡· ¦¥´-
´μ° ´  ·¨¸. 5, ¡). �¸´μ¢´μ¥ ¶·¥¨³ÊÐ¥¸É¢μ ¶·¥¤² £ ¥³μ£μ ¶μ¤Ìμ¤  ¸μ¸Éμ¨É ¢
¸ÊÐ¥¸É¢¥´´μ³ ¸μ±· Ð¥´¨¨ Î¨¸²  ¶ · ³¥É·μ¢ ¸¥É¨, É ± ± ± ¢ ¤ ´´μ³ ¸²ÊÎ ¥
¢¥¸  ´¥°·μ´´ÒÌ ¸¢Ö§¥° · ¸¶·¥¤¥²¥´Ò · ¢´μ³¥·´μ ¢ ± ¦¤μ³ ±μ´±·¥É´μ³ ¸²μ¥.
’ ±¨³ μ¡· §μ³, ¢ ·¥§Ê²ÓÉ É¥ ³Ò ³μ¦¥³ ¨¸¶μ²Ó§μ¢ ÉÓ ³¥´ÓÏ¥ ¤ ´´ÒÌ ¤²Ö
μ¡ÊÎ¥´¨Ö ¸¥É¨.


μ²¥¥ ¤¥É ²Ó´μ ¸É·Ê±ÉÊ·  ´¥°·μ´´μ° ¸¥É¨, ¨¸¶μ²Ó§μ¢ ´´μ° ¢ ¶·μ¥±É¥,
μ¶¨¸ ´  ´¨¦¥.

6. ��•ˆ’…Š’“�� U-‘…’ˆ ˆ ‡�„�—� ��’ˆŒˆ‡�–ˆˆ

� Ï  § ¤ Î  Ëμ·³Ê²¨·Ê¥É¸Ö ¸²¥¤ÊÕÐ¨³ μ¡· §μ³: ´¥μ¡Ìμ¤¨³μ ¶μ¸É·μ¨ÉÓ
´¥²¨´¥°´μ¥ μÉμ¡· ¦¥´¨¥ M ¤¥°¸É¢¨É¥²Ó´μ° Î ¸É¨ ±μ´Ë¨£Ê· Í¨¨ R ¢ ³´¨-
³ÊÕ I . “ ´ ¸ R ∈ RN ¨ I ∈ RN , £¤¥ N Å ÔÉμ ¶μ²´μ¥ Î¨¸²μ Ê§²μ¢ ¢ ·¥Ï¥É±¥:

R
M→ I. (27)

�¥·¥°¤¥³ μÉ § ¤ Î¨ ¶μ¨¸±  ËÊ´±Í¨¨ ± § ¤ Î¥ μ¶É¨³¨§ Í¨¨. „²Ö ÔÉμ£μ
¡Ê¤¥³ · ¸¸³ É·¨¢ ÉÓ μÉμ¡· ¦¥´¨¥ M ´¥ ± ± ¶·μ¨§¢μ²Ó´ÊÕ ËÊ´±Í¨Õ,   ± ±
´¥°·μ´´ÊÕ ¸¥ÉÓ Mθ ¸ ¶ · ³¥É· ³¨ θ. ‚ É ±μ³ ¸²ÊÎ ¥ ´ Ï  § ¤ Î  ¸É ´μ¢¨É¸Ö
¶·μÐ¥, ¢¥¤Ó ³Ò ¶¥·¥Ï²¨ μÉ § ¤ Î¨ ¶μ¨¸±  ËÊ´±Í¨¨ ± § ¤ Î¥ ¶μ¨¸±  μ¶É¨³ ²Ó-
´ÒÌ ¶ · ³¥É·μ¢, ´μ, § Ë¨±¸¨·μ¢ ¢ ËÊ´±Í¨μ´ ²Ó´Ò° ¢¨¤ ( ·Ì¨É¥±ÉÊ·Ê) ¸¥É¨,
³Ò É¥·Ö¥³ ¢μ§³μ¦´μ¸ÉÓ ¶·¥¤¸É ¢¨ÉÓ ²Õ¡ÊÕ ËÊ´±Í¨Õ μ¤´¨³ Éμ²Ó±μ ¢Ò¡μ·μ³
¶ · ³¥É·μ¢ θ. �É³¥É¨³, μ¤´ ±μ, ÎÉμ É ± Ö ¢μ§³μ¦´μ¸ÉÓ ¢¸¥ ¥Ð¥ ¶·¨¸ÊÉ¸É¢Ê¥É
¢ ³μ³¥´É ¢Ò¡μ·   ·Ì¨É¥±ÉÊ·Ò [46]. �Éμ μ§´ Î ¥É, ÎÉμ ³Ò ¤μ²¦´Ò ¢´ Î ²¥ ¢Ò-
¡· ÉÓ ´ ¨¡μ²¥¥ ¶μ¤Ìμ¤ÖÐÊÕ  ·Ì¨É¥±ÉÊ·Ê ¸¥É¨,   § É¥³ ¶μ¤μ¡· ÉÓ ¶ · ³¥É·Ò
É ±¨³ μ¡· §μ³, ÎÉμ¡Ò μÉμ¡· ¦¥´¨¥ (27) ¢Ò¶μ²´Ö²μ¸Ó ´ ¨¡μ²¥¥ ÉμÎ´μ.

Š ± Ê¦¥ ¡Ò²μ ¸± § ´μ ¢ÒÏ¥, ¸¥ÉÓ ¸ Ë¨±¸¨·μ¢ ´´μ°  ·Ì¨É¥±ÉÊ·μ° ´¥ ³μ-
¦¥É ¶·¥¤¸É ¢¨ÉÓ ²Õ¡ÊÕ § ¢¨¸¨³μ¸ÉÓ. �Ê¸ÉÓ Iatxy Å ¶·¥¤¸± § ´´ Ö ³´¨³ Ö
Î ¸ÉÓ ¶μ²Ö,   Ĩatxy Å ¨¸É¨´´ Ö ³´¨³ Ö Î ¸ÉÓ. ’ ± ± ± ¢ ¸¨²Ê Ë¨±¸¨·μ¢ ´-
´μ£μ ËÊ´±Í¨μ´ ²Ó´μ£μ ¢¨¤  μÉμ¡· ¦¥´¨Ö ´¥²Ó§Ö ¸¤¥² ÉÓ ÔÉ¨ Î ¸É¨ · ¢´Ò³¨,
¸± ¦¥³, ÎÉμ

Ĩatxy = Iatxy + ε, (28)

£¤¥ ε Å ÔÉμ ¤μ¡ ¢±  ¢ ¢¨¤¥ ®ÏÊ³ ¯, ±μÉμ·ÊÕ ´ Ï  ¸¥ÉÓ ´¥ ³μ¦¥É  ¶¶·μ±-
¸¨³¨·μ¢ ÉÓ. „ ²¥¥ ¡Ê¤¥³ ¶·¥¤¶μ² £ ÉÓ, ÎÉμ ÔÉμ ´μ·³ ²Ó´Ò° ÏÊ³ ¸ ´Ê²¥¢Ò³
¸·¥¤´¨³ ¨ ¤¨¸¶¥·¸¨¥° σ2. � Ï  ¦¥ § ¤ Î  ¸μ¸Éμ¨É ¢ Éμ³, ÎÉμ¡Ò ¶μ¤μ¡· ÉÓ
É ±¨¥ ¶ · ³¥É·Ò θ, ¶·¨ ±μÉμ·ÒÌ I = Mθ(R) μ± § ² ¸Ó ± ± ³μ¦´μ ¡²¨¦¥ ± Ĩ .

—Éμ¡Ò ´ °É¨ μ¶É¨³ ²Ó´Ò¥ ¶ · ³¥É·Ò θ, ¢μ¸¶μ²Ó§Ê¥³¸Ö ¶·¨´Í¨¶μ³ ³ ±-
¸¨³ ²Ó´μ£μ ¶· ¢¤μ¶μ¤μ¡¨Ö: ´ °¤¥³ É ±¨¥ ¶ · ³¥É·Ò θ, ÎÉμ

P (Ĩ|I) = P (Ĩ |R, θ) =
∏

t,a,x,y

1√
2πσ2

exp− (Ĩatxy − Iatxy)2

2σ2
→ max

θ
. (29)
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�¡μ§´ Î Ö μ¶É¨³ ²Ó´Ò¥ ¶ · ³¥É·Ò θ ± ± θ̂ ¨ ¶·¨´¨³ Ö σ2 = const, ¶¥·¥°¤¥³
± ²μ£ ·¨Ë³Ê ¶· ¢¤μ¶μ¤μ¡¨Ö:

θ̂ = argmin
θ

∑
n,t,a,x,y

(
Ĩ
(n)
atxy − I

(n)
atxy

)2

, (30)

£¤¥ ¨´¤¥±¸μ³ n μ¡μ§´ Î ¥É¸Ö ´μ³¥· ±μ´Ë¨£Ê· Í¨¨.
‘Ì¥³ É¨Î¥¸±μ¥ ¨§μ¡· ¦¥´¨¥ ¸¥É¨ ¢ ¡μ²¥¥ ¤¥É ²Ó´μ³ ¢¨¤¥ ¶·¥¤¸É ¢²¥´μ

´  ·¨¸. 6. „²Ö Ê¶·μÐ¥´¨Ö Ô±¸¶¥·¨³¥´Éμ¢ ¡Ò² ¨¸¶μ²Ó§μ¢ ´ PyTorch [47],
 ¢Éμ³ É¨§¨·ÊÕÐ¨° ¤¨ËË¥·¥´Í¨·μ¢ ´¨¥ ¢ÒÎ¨¸²¨É¥²Ó´μ£μ £· Ë .

� Ï  § ¤ Î  ¢μ ³´μ£μ³ ¸Ìμ¦  ¸ image-to-image § ¤ Î ³¨ [48, 49], ¸ Éμ°
²¨ÏÓ · §´¨Í¥°, ÎÉμ ¢ ´ Ï¥³ ¸²ÊÎ ¥ ¢Ìμ¤μ³ ¨ ¢ÒÌμ¤μ³ Ö¢²ÖÕÉ¸Ö ´¥ ¨§μ¡· -
¦¥´¨Ö, ¸μ¸ÉμÖÐ¨¥ ¨§ ¶¨±¸¥²¥°,   ¶μ²Ö ´  £¥±¸ £μ´ ²Ó´μ° ·¥Ï¥É±¥.

�¨¸. 6. �¥·¥¤ Î  ¤ ´´ÒÌ ¢´ÊÉ·¨ ´¥°·μ´´μ° ¸¥É¨. 
²μ± TriangleDownsample (Cin, Cout)
¸μ¸Éμ¨É ¨§ ¶μ¸²¥¤μ¢ É¥²Ó´μ£μ ¶·¨³¥´¥´¨Ö É·¥Ê£μ²Ó´μ° ¸¢¥·É±¨, ´¥²¨´¥°´μ¸É¨ ELU
¨ Ê³¥´ÓÏ¥´¨Ö ¢·¥³¥´´μ° · §³¥·´μ¸É¨ ¶ÊÉ¥³ Ê¸·¥¤´¥´¨Ö. 
²μ± TriangleUpsample
(Cin, Cout) ¸μ¸Éμ¨É ¨§ ¶μ¸²¥¤μ¢ É¥²Ó´μ£μ ¶·¨³¥´¥´¨Ö É·¥Ê£μ²Ó´μ° ¸¢¥·É±¨, ´¥²¨´¥°-
´μ¸É¨ ELU (ËÊ´±Í¨Ö  ±É¨¢ Í¨¨ Å Ô±¸¶μ´¥´Í¨ ²Ó´ Ö ²¨´¥°´ Ö ËÊ´±Í¨Ö) [54] ¨ Ê¢¥-
²¨Î¥´¨Ö ¢·¥³¥´´μ° · §³¥·´μ¸É¨ ¶ÊÉ¥³ Ê¸·¥¤´¥´¨Ö. ‡´ Î±μ³ D� μ¡μ§´ Î ¥É¸Ö Ê³¥´Ó-
Ï¥´¨¥ ¢·¥³¥´´μ° · §³¥·´μ¸É¨ ¶ÊÉ¥³ Ê¸·¥¤´¥´¨Ö,   +� Å ¶μÔ²¥³¥´É´μ¥ ¸²μ¦¥´¨¥
É¥´§μ·μ¢ ¤ ´´ÒÌ
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‚ · ¡μÉ¥ ¸ ¨§μ¡· ¦¥´¨Ö³¨ Ìμ·μÏμ ¸¥¡Ö § ·¥±μ³¥´¤μ¢ ²¨ ¸¢¥·ÉμÎ´Ò¥
¸¥É¨ [50Ä52]. ‚ ´ Ï¥³ ¸²ÊÎ ¥ ¶·¨³¥´¥´¨¥ ¸¢¥·ÉμÎ´ÒÌ ¸¥É¥° μ¸²μ¦´Ö¥É¸Ö
É¥³, ÎÉμ ¤ ´´Ò¥ ²¥¦ É ´¥ ¢ ¢¥·Ï¨´ Ì ±¢ ¤· É´μ° ·¥Ï¥É±¨, ± ± ¢ ¸²ÊÎ ¥ ¸
¨§μ¡· ¦¥´¨Ö³¨,   μ¡· §ÊÕÉ £¥±¸ £μ´ ²Ó´ÊÕ ·¥Ï¥É±Ê.

Œμ¦´μ § ³¥É¨ÉÓ, ÎÉμ Ê ²Õ¡μ£μ Ô²¥³¥´É  É ±μ° ·¥Ï¥É±¨ ¥¸ÉÓ ·μ¢´μ É·¨
· ¢´μÊ¤ ²¥´´ÒÌ ¡²¨¦ °Ï¨Ì ¸μ¸¥¤  (¸³. ·¨¸. 2). ’ ±¨³ μ¡· §μ³, Ö¤·μ ¸¢¥·É±¨
³μ¦¥É ¸μ¸ÉμÖÉÓ ¨§ Î¥ÉÒ·¥Ì Ô²¥³¥´Éμ¢: Í¥´É· ²Ó´μ£μ ¨ É·¥Ì ¡²¨¦ °Ï¨Ì ¸μ-
¸¥¤¥°. � ¶·¨³¥·, ÎÉμ¡Ò ¢ÒÎ¨¸²¨ÉÓ Ô²¥³¥´É ¸²μÖ l + 1 ¶¥·¢μ° ¶μ¤·¥Ï¥É±¨
¸ ¨´¤¥±¸μ³ (3, 2), ´ ³ ¶μ´ ¤μ¡ÖÉ¸Ö ¸²¥¤ÊÕÐ¨¥ Ô²¥³¥´ÉÒ ¸μ ¸²μÖ l: (3, 2) ¨§
¶¥·¢μ° ¶μ¤·¥Ï¥É±¨ ¨ ¥£μ ¡²¨¦ °Ï¨¥ ¸μ¸¥¤¨ ¨§ ¢Éμ·μ° ¶μ¤·¥Ï¥É±¨: (3, 2),
(2, 2), (2, 3).

‚ μ¡Ð¥³ ¸²ÊÎ ¥ ¡²¨¦ °Ï¨¥ ¸μ¸¥¤¨ ¤²Ö Ô²¥³¥´É  (i, j) ¶¥·¢μ° ¶μ¤·¥Ï¥É±¨
ÔÉμ (i, j), (i−1, j), (i−1, j+1),   ¤²Ö Ô²¥³¥´É  (i, j) ¢Éμ·μ° Å (i, j), (i+1, j),
(i+1, j−1). �·¨ ÔÉμ³, ±μ´¥Î´μ, ´Ê¦´μ ÊÎ¨ÉÒ¢ ÉÓ ¶¥·¨μ¤¨Î´μ¸ÉÓ £· ´¨Î´ÒÌ
Ê¸²μ¢¨°.

‚ ´ Ï¥³ ¸²ÊÎ ¥ ¥¸ÉÓ É·¨ ´ ¶· ¢²¥´¨Ö, ¶μ ±μÉμ·Ò³ ¶·μ¨§¢μ¤¨É¸Ö ¸¢¥·É± .
‘·¥¤¨ ´¨Ì ¤¢  ¶·μ¸É· ´¸É¢¥´´ÒÌ, · ¡μÉ  ¸ ±μÉμ·Ò³¨ ¡Ò²  μ¶¨¸ ´  ¢ÒÏ¥,
¨ μ¤´μ ¢·¥³¥´´μ¥. �·μ¸É¥°Ï¨° ¢ ·¨ ´É ÊÎ¥É  ¢·¥³¥´´μ£μ ´ ¶· ¢²¥´¨Ö Å
¶·μ¸Éμ ¤μ¡ ¢¨ÉÓ ¢ Ö¤·μ ¸¢¥·É±¨ ¶·¥¤Ò¤ÊÐ¨° ¨ ¸²¥¤ÊÕÐ¨° ¢·¥³¥´´Ò¥ ¸²μ¨.

Šμ´¥Î´ Ö Ëμ·³Ê²  ¤²Ö ¸¢¥·É±¨ ¢Ò£²Ö¤¨É ¸²¥¤ÊÕÐ¨³ μ¡· §μ³. �Ê¸ÉÓ
Cin Å Î¨¸²μ ± ´ ²μ¢ ´  ¢Ìμ¤¥ ¢ ¸¢¥·É±Ê (· §³¥·´μ¸ÉÓ ¶μ²Ö ¢ ¢¥·Ï¨´¥),

W
{1,2}
ci,t,d,co

Å ³ É·¨Í  ¢¥¸μ¢ É·¥Ê£μ²Ó´μ° ¸¢¥·É±¨ ¤²Ö ± ¦¤μ° ¶μ¤·¥Ï¥É±¨,

b
{1,2}
co Å ¢¥±Éμ· ¸³¥Ð¥´¨° ¸¢¥·É±¨ ¤²Ö ± ¦¤μ° ¶μ¤·¥Ï¥É±¨, co Ä ¨´¤¥±¸

¢ÒÌμ¤´μ£μ ± ´ ² , ci Å ¨´¤¥±¸ ¢Ìμ¤´μ£μ ± ´ ² , t Å ¢·¥³¥´´μ° ¨´¤¥±¸,

d Å ¶·μ¸É· ´¸É¢¥´´Ò° ¨´¤¥±¸, L
{in,out}
a,t,y,x,c, a Å ¨´¤¥±¸ ¶μ¤·¥Ï¥É±¨, x, y Å

¶·μ¸É· ´¸É¢¥´´Ò¥ ¨´¤¥±¸Ò. ’μ£¤  ¸¢¥·É±¨ μ¸ÊÐ¥¸É¢²ÖÕÉ¸Ö ¢ ¸μμÉ¢¥É¸É¢¨¨ ¸
¢Ò· ¦¥´¨¥³

Lout
1,t,y,x,co

=
1∑

τ=−1

Cin∑
ci=0

(
Lin

1,t+τ,y,x,ci
W 1

ci,t+τ,0,co
+ Lin

2,t+τ,y,x,ci
W 1

ci,t+τ,1,co
+

+ Lin
2,t+τ,y−1,x,ci

W 1
ci,t+τ,2,co

+ Lin
2,t+τ,y−1,x+1,ci

W 1
ci,t+τ,3,co

)
+ b1

co
, (31)

Lout
2,t,y,x,co

=
1∑

τ=−1

Cin∑
ci=0

(
Lin

2,t+τ,y,x,ci
W 2

ci,t+τ,0,co
+ Lin

1,t+τ,y,x,ci
W 2

ci,t+τ,1,co
+

Lin
1,t+τ,y+1,x,ci

W 2
ci,t+τ,2,co

+ Lin
1,t+τ,y+1,x−1,ci

W 2
ci,t+τ,3,co

)
+ b2

co
, (32)

£¤¥ ¢¸¥ μ¶¥· Í¨¨ ¸ ¢·¥³¥´´Ò³¨ ¨ ¶·μ¸É· ´¸É¢¥´´Ò³¨ ¨´¤¥±¸ ³¨ ¡¥·ÊÉ¸Ö ¶μ
¸μμÉ¢¥É¸É¢ÊÕÐ¥³Ê ³μ¤Ê²Õ ¤²Ö Ê¤μ¢²¥É¢μ·¥´¨Ö £· ´¨Î´ÒÌ Ê¸²μ¢¨°.
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„²Ö · ¸Î¥É  ·¥§Ê²ÓÉ É  ¸¢¥·É±¨ ´  ¢Éμ·μ° ¶μ¤·¥Ï¥É±¥ ³Ò ´¥ ¡Ê¤¥³ ¨¸-
¶μ²Ó§μ¢ ÉÓ Éμ ¦¥ ¸ ³μ¥ Ö¤·μ, ÎÉμ ¨ ¤²Ö ¶¥·¢μ° ¶μ¤·¥Ï¥É±¨. �Éμ ¢Ò§¢ ´μ É¥³,
ÎÉμ É·¥Ê£μ²Ó´¨±, μ¡· §Ê¥³Ò° ¡²¨¦ °Ï¨³¨ ¸μ¸¥¤Ö³¨ Ô²¥³¥´É  ¶¥·¢μ° ¶μ¤·¥-
Ï¥É±¨, É· ´¸²ÖÍ¨μ´´μ ´¥ ¶¥·¥¢μ¤¨É¸Ö ¢ ¡²¨¦ °Ï¨Ì ¸μ¸¥¤¥° Ô²¥³¥´É  ¢Éμ·μ°
¶μ¤·¥Ï¥É±¨. �Éμ ¶·¨¢μ¤¨É ± Éμ³Ê, ÎÉμ ¤²Ö § ¤ ´¨Ö ¸¢¥·É±¨ ´ ³ ¶μÉ·¥¡Ê¥É¸Ö
2× 3× 4×Cin ×Cout §´ Î¥´¨°, £¤¥ Cin ¨ Cout Å Î¨¸²μ ± ´ ²μ¢ ¢Ìμ¤´μ£μ ¨
¢ÒÌμ¤´μ£μ ¸²μ¥¢ ¸μμÉ¢¥É¸É¢¥´´μ.

7. ’���‘���’ „���›• —…�…‡ �…‰����“� ‘…’œ

„ ´´Ò¥ ¶·μÌμ¤ÖÉ Î¥·¥§ ´¥°·μ´´ÊÕ ¸¥ÉÓ ¢ ¸μμÉ¢¥É¸É¢¨¨ ¸μ ¸É·¥²± ³¨
´  ·¨¸. 6. �·¥¤²μ¦¥´´ Ö  ·Ì¨É¥±ÉÊ·  Ö¢²Ö¥É¸Ö ³μ¤¨Ë¨Í¨·μ¢ ´´μ° ¢¥·¸¨¥°
U-net [53]. Š ± ¨ ¢ U-net, £μ·¨§μ´É ²Ó´Ò¥ ¸¢Ö§¨ ¸²Ê¦ É ¤²Ö Éμ£μ, ÎÉμ¡Ò ´¥
É¥·ÖÉÓ ¨´Ëμ·³ Í¨Õ ¶·¨ ¶μ´¨¦¥´¨¨ ¢·¥³¥´´μ° · §³¥·´μ¸É¨: ¶μ´¨¦ Ö ¢·¥-
³¥´´ÊÕ · §³¥·´μ¸ÉÓ, ³Ò Ê¢¥²¨Î¨¢ ¥³ ·¥Í¥¶É¨¢´ÊÕ μ¡² ¸ÉÓ ± ¦¤μ£μ ¶μ¸²¥¤Ê-
ÕÐ¥£μ ¸²μÖ, ´μ ³μ¦¥³ É¥·ÖÉÓ ¤¥É ²¨ ¢μ ¢·¥³¥´´μ³ ´ ¶· ¢²¥´¨¨.

‘²¥¢  § ¶¨¸ ´Ò · §³¥·´μ¸É¨ ¶·¥¤¸É ¢²¥´¨Ö ±μ´Ë¨£Ê· Í¨¨ ¶·¨ ¶·μÌμ¦-
¤¥´¨¨ Î¥·¥§ ¸¥ÉÓ. �¥·¢Ò° ¨´¤¥±¸ μ§´ Î ¥É ±μ²¨Î¥¸É¢μ ¶μ¤·¥Ï¥Éμ±, ¨Ì ¢¸¥£¤ 
¤¢¥, ¢Éμ·μ° Å ±μ²¨Î¥¸É¢μ ¢·¥³¥´´ÒÌ ¸²μ¥¢, É·¥É¨° ¨ Î¥É¢¥·ÉÒ° Å ¶·μ¸É· ´-
¸É¢¥´´ÊÕ · §³¥·´μ¸ÉÓ ± ¦¤μ° ¨§ ·¥Ï¥Éμ±,   ¶μ¸²¥¤´¨° ¨´¤¥±¸ Å · §³¥·´μ¸ÉÓ
¶μ²Ö ¢ Ê§²¥ ·¥Ï¥É±¨. ’ ± ± ± ´  ¢Ìμ¤ ¸¥É¨ ¶μ¤ ÕÉ¸Ö Éμ²Ó±μ ¤¥°¸É¢¨É¥²Ó´Ò¥
Î ¸É¨ ¶μ²Ö, Éμ ¤²Ö ¢Ìμ¤´ÒÌ ¤ ´´ÒÌ · §³¥·´μ¸ÉÓ ¶μ²Ö ¢ Ê§²¥ · ¢´  ¥¤¨´¨Í¥.

� ¶·¨³¥·, ´  ¢ÒÌμ¤¥ ¨§ ¶¥·¢μ£μ ¸²μÖ ¸¥É¨ ±μ´Ë¨£Ê· Í¨Ö ¶·¥¤¸É ¢²Ö¥É¸Ö
μ¡Ñ¥±Éμ³ · §³¥·´μ¸É¨ 2×128×6×6×8, É. ¥. ¤¢Ê³Ö ·¥Ï¥É± ³¨, ¢ ± ¦¤μ° ¨§ ±μ-
Éμ·ÒÌ 128 ¢·¥³¥´´ÒÌ ¸²μ¥¢ ¸ ¶·μ¸É· ´¸É¢¥´´μ° · §³¥·´μ¸ÉÓÕ 6× 6 ¨ É¥¶¥·Ó
¢ ± ¦¤μ³ Ê§²¥ ·¥Ï¥É±¨ ¶μ²¥ ¶·¥¤¸É ¢²¥´μ ¢¥±Éμ·μ³ ¨§ ¢μ¸Ó³¨ ±μ³¶μ´¥´É.

Œμ¦´μ § ³¥É¨ÉÓ, ÎÉμ μ¸´μ¢´Ò³¨ ¡²μ± ³¨ ´ Ï¥° ¸¥É¨ Ö¢²ÖÕÉ¸Ö

TriangleDownsample (Cin, Cout)

¨
TriangleUpsample (Cin, Cout).

‚ ´¨Ì ¶·μ¨¸Ìμ¤¨É ¶·¨³¥´¥´¨¥ É·¥Ê£μ²Ó´μ° ¸¢¥·É±¨, ´¥²¨´¥°´μ¸É¨ ELU
(ËÊ´±Í¨Ö  ±É¨¢ Í¨¨ Å Ô±¸¶μ´¥´Í¨ ²Ó´ Ö ²¨´¥°´ Ö ËÊ´±Í¨Ö) [54] ¸ ¶μ¸²¥-
¤ÊÕÐ¨³ ¨§³¥´¥´¨¥³ ¢·¥³¥´´μ£μ · §·¥Ï¥´¨Ö. �¡· É¨³ ¢´¨³ ´¨¥ ´  Éμ, ± ±
¨´Ëμ·³ Í¨Ö, ¶·μÌμ¤Ö Î¥·¥§ ¸¥ÉÓ, ³μ¦¥É ¶μ°É¨ ¶μ ±μ·μÉ±μ³Ê ¶ÊÉ¨, ´¥ ¤μ-
Ìμ¤Ö ¤μ ¸ ³ÒÌ ´¨¦´¨Ì ¸²μ¥¢. ‚ ¸μμÉ¢¥É¸É¢¨¨ ¸ [53] ÔÉμ ¶μ§¢μ²Ö¥É Ê²ÊÎÏ¨ÉÓ
ÉμÎ´μ¸ÉÓ ¢μ¸¸É ´μ¢²¥´¨Ö ¨´Ëμ·³ Í¨¨ ¶μ¸²¥ ¶μ´¨¦¥´¨Ö · §·¥Ï¥´¨Ö. ‚³¥¸Éμ
±μ´± É¥´ Í¨¨ ³Ò ¨¸¶μ²Ó§Ê¥³ ¸²μ¦¥´¨¥, ± ± ¶·¥¤²μ¦¥´μ ¢ [55].

Š·μ³¥ Éμ£μ, ³Ò ¨¸¶μ²Ó§Ê¥³ ¶μ¤Ìμ¤, ¸Ìμ¦¨° ¸ [56], ÎÉμ¡Ò ¶μ§¢μ²¨ÉÓ ¨´-
Ëμ·³ Í¨¨ ¶·μ¶Ê¸± ÉÓ μ¶·¥¤¥²¥´´Ò¥ ¸²μ¨ ¢ ¢¥É±¥ ¶μ´¨¦¥´¨Ö · §³¥·´μ¸É¨.
—Éμ¡Ò ÔÉμ ¸É ²μ ¢μ§³μ¦´Ò³ ¸ ÉμÎ±¨ §·¥´¨Ö · §³¥·´μ¸É¨, ³Ò ¶·¨³¥´Ö¥³
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Éμ²Ó±μ μ¶¥· Í¨Õ ¶μ´¨¦¥´¨Ö · §³¥·´μ¸É¨ ± É ±μ³Ê ®μ¡Ìμ¤´μ³Ê¯ ¶ÊÉ¨. �Éμ
¶μ§¢μ²Ö¥É ¤μ¡¨ÉÓ¸Ö ¡μ²ÓÏ¥° Ê¸Éμ°Î¨¢μ¸É¨ μ¡ÊÎ¥´¨Ö μÉ´μ¸¨É¥²Ó´μ ¢Ò¡μ·  ´ -
Î ²Ó´ÒÌ ¶ · ³¥É·μ¢.

8. ��“—…�ˆ… Œ�„…‹ˆ

„²Ö μ¡ÊÎ¥´¨Ö ´¥°·μ´´μ° ¸¥É¨ ¨¸¶μ²Ó§μ¢ ²¸Ö ¸¶¥Í¨ ²Ó´μ ¶μ¤£μÉμ¢²¥´´Ò°
´ ¡μ· ±μ´Ë¨£Ê· Í¨°. ‡ É· ¢μÎ´Ò¥ ±μ´Ë¨£Ê· Í¨¨ ¤²Ö ÔÉμ£μ ´ ¡μ·  ¡Ò²¨ ¸μ-
§¤ ´Ò ¸ ¶μ³μÐÓÕ £¨¡·¨¤´μ£μ Œμ´É¥-Š ·²μ ¸ ¶μ²´Ò³ £· ¤¨¥´É´Ò³ ¶μÉμ±μ³.
� ¸¶·¥¤¥²¥´¨¥ § É· ¢μÎ´ÒÌ ±μ´Ë¨£Ê· Í¨° ¨³¥¥É μ¤´Ê μ¸μ¡¥´´μ¸ÉÓ, ¸¢Ö§ ´-
´ÊÕ ¸ ¡μ²ÓÏμ° · §³¥·´μ¸ÉÓÕ ¤ ´´ÒÌ. � ¸¸³μÉ·¨³ £ Ê¸¸μ¢μ · ¸¶·¥¤¥²¥´¨¥
¢ ¶·μ¸É· ´¸É¢ Ì ¡μ²ÓÏμ° · §³¥·´μ¸É¨ (·¨¸. 7). ‚¨¤´μ, ÎÉμ Ô²¥³¥´É μ¡Ñ¥³ 
¸¤¢¨£ ¥É ³ ±¸¨³Ê³ ¢ ¨Éμ£μ¢μ° ¶²μÉ´μ¸É¨ ¢¥·μÖÉ´μ¸É¨ ¤²Ö ¤¨¸É ´Í¨¨ μÉ ´ -
Î ²  ±μμ·¤¨´ É, £¤¥ ´ Ìμ¤¨É¸Ö ¸¥¤²μ¢ Ö ÉμÎ± . ‘¤¢¨£ É¥³ ¡μ²ÓÏ¥, Î¥³ ¡μ²ÓÏ¥
· §³¥·´μ¸ÉÓ ¤ ´´ÒÌ. ‚ ¨Éμ£¥ ¢¸¥ ±μ´Ë¨£Ê· Í¨¨, ±μÉμ·Ò¥ ³Ò ³μ¦¥³ ¶μ²Ê-
Î¨ÉÓ ¸ ¶μ³μÐÓÕ Œμ´É¥-Š ·²μ, ²¥¦ É ¤μ¸É ÉμÎ´μ ¤ ²¥±μ μÉ ´ Î ²  ±μμ·¤¨´ É
(¸¥¤²μ¢μ° ÉμÎ±¨) ¨ ´¥ ³μ£ÊÉ ¤ ÉÓ ´¥°·μ´´μ° ¸¥É¨ ´¥μ¡Ìμ¤¨³ÊÕ ¨´Ëμ·³ Í¨Õ
μ ¶μ¢¥¤¥´¨¨ ³´¨³μ° Î ¸É¨ ¶μ²¥° ¢ μ±·¥¸É´μ¸É¨ ¸¥¤² .

„²Ö £² ¤±μ° ¨´É¥·¶μ²ÖÍ¨¨ ®´ ¶¥·¸É± ¯, ´ Î¨´ Ö μÉ ¸¥¤²μ¢μ° ÉμÎ±¨ ¨
¤ ²ÓÏ¥ ´  ¢¸¥Ì ¢ ¦´ÒÌ ¤¨¸É ´Í¨ÖÌ, ´¥μ¡Ìμ¤¨³μ μ¡ÊÎ ÉÓ ´¥°·μ´´Ò¥ ¸¥É¨
´  ³μ¤¨Ë¨Í¨·μ¢ ´´μ³ ´ ¡μ·¥ ±μ´Ë¨£Ê· Í¨°, μÉ¢¥Î ÕÐ¥³ · §´Ò³ ÊÎ ¸É± ³
®´ ¶¥·¸É± ¯. „²Ö ÔÉμ£μ £¥´¥· Í¨Ö μ¡ÊÎ ÕÐ¨Ì ±μ´Ë¨£Ê· Í¨° ¶·μ¨§¢μ¤¨² ¸Ó
¢ ¤¢  ÔÉ ¶  (·¨¸. 8). ‘´ Î ²  ¢Ò¡¨· ² ¸Ó ±μ´Ë¨£Ê· Í¨Ö ¢¤ ²¨ μÉ ¸¥¤²μ¢μ°
ÉμÎ±¨ (±μ´Ë¨£Ê· Í¨Ö 1 ´  ·¨¸. 8). „ ²ÓÏ¥ ¸ ¶μ³μÐÓÕ £· ¤¨¥´É´μ£μ ¶μÉμ± 
¢¤μ²Ó £ Ê¸¸μ¢  ®´ ¶¥·¸É± ¯ £¥´¥·¨·μ¢ ² ¸Ó ¸¥·¨Ö ±μ´Ë¨£Ê· Í¨°, ¶·¨¡²¨¦ -
ÕÐ¨Ì¸Ö ± ¸¥¤²μ¢μ° ÉμÎ±¥ (±μ´Ë¨£Ê· Í¨¨ 2, 3, 4 ¨ É. ¤. ´  ·¨¸. 8). ’ ± ± ±

�¨¸. 7. � ¤¨ ²Ó´ Ö Î ¸ÉÓ · ¸¶·¥¤¥²¥´¨Ö ¶²μÉ´μ¸É¨ ¢¥·μÖÉ´μ¸É¨ ±μ´Ë¨£Ê· Í¨° (P (x))
¢¤μ²Ó ®´ ¶¥·¸É± ¯ ´ Î¨´ Ö μÉ ¸¥¤²μ¢μ° ÉμÎ±¨ (x = 0)
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�¨¸. 8. �²£μ·¨É³ £¥´¥· Í¨¨ ±μ´Ë¨£Ê· Í¨° ¤²Ö μ¡ÊÎ¥´¨Ö ´¥°·μ´´μ° ¸¥É¨

£· ¤¨¥´ÉÒ ¶·¨ ¶·¨¡²¨¦¥´¨¨ ± ¸¥¤²μ¢μ° ÉμÎ±¥ μ¡· Ð ÕÉ¸Ö ¢ ´Ê²Ó, É ±μ° £· -
¤¨¥´É´Ò° ¶μÉμ± ´¥ ³μ¦¥É ¶·μ°É¨ ³¨³μ ¸¥¤²μ¢μ° ÉμÎ±¨,   Ê¶¨· ¥É¸Ö ¢ ´¥¥.
’ ±¨³ μ¡· §μ³, ³Ò ¶μ²ÊÎ ¥³ ¸¥·¨Õ ±μ´Ë¨£Ê· Í¨°, ¶·¨¡²¨¦ ÕÐ¨Ì¸Ö ± ¸¥¤-
²μ¢μ° ÉμÎ±¥. �  ¢Éμ·μ³ ÔÉ ¶¥ ¨§ ± ¦¤μ° É ±μ° ±μ´Ë¨£Ê· Í¨¨ § ¶Ê¸± ¥É¸Ö
¶μ²´Ò° £· ¤¨¥´É´Ò° ¶μÉμ± ¶μ ´ ¶· ¢²¥´¨Õ ± ®´ ¶¥·¸É±Ê¯. �μÉμ± É ±¦¥
´¥ ³μ¦¥É ¶¥·¥¸¥ÎÓ ®´ ¶¥·¸Éμ±¯,   Éμ²Ó±μ ¶·¨¡²¨¦ ¥É¸Ö ± ´¥³Ê. ˆ¸¶μ²Ó§ÊÖ
ÔÉμÉ ¶μ¤Ìμ¤, ³Ò ¶μ²ÊÎ ¥³ ¨§ ± ¦¤μ° ±μ´Ë¨£Ê· Í¨¨ ´  £ Ê¸¸μ¢μ³ ®´ ¶¥·¸É±¥¯
μ¤´Ê ±μ´Ë¨£Ê· Í¨Õ ¨§ μ±·¥¸É´μ¸É¨ ¨¸±μ³μ£μ ®´ ¶¥·¸É± ¯ (±μ´Ë¨£Ê· Í¨¨ 1′,
2′, 3′, 4′ ¨ É. ¤. ´  ·¨¸. 8), ¶·¨ ÔÉμ³ ¶μ²ÊÎ¥´´Ò¥ ±μ´Ë¨£Ê· Í¨¨ É ±¦¥ ¶·¨¡²¨-
¦ ÕÉ¸Ö ± ¸¥¤²μ¢μ° ÉμÎ±¥, Éμ²Ó±μ ¢¤μ²Ó ¨¸±μ³μ£μ ®´ ¶¥·¸É± ¯. �´¨ ¨ ¡Ò²¨
¨¸¶μ²Ó§μ¢ ´Ò ¤²Ö μ¡ÊÎ¥´¨Ö ´¥°·μ´´μ° ¸¥É¨.

„²Ö μ¡ÊÎ¥´¨Ö ¨¸¶μ²Ó§μ¢ ²¨¸Ó ±μ´Ë¨£Ê· Í¨¨, ¶·¥¤¸É ¢²¥´´Ò¥ 256 ¢·¥³¥´-
´Ò³¨ ¸²μÖ³¨ ¸ ¶·μ¸É· ´¸É¢¥´´μ° · §³¥·´μ¸ÉÓÕ 2× 2. ‚¸¥£μ ¡Ò²μ ¨¸¶μ²Ó§μ-
¢ ´μ 200 § É· ¢μÎ´ÒÌ ±μ´Ë¨£Ê· Í¨°, ¸£¥´¥·¨·μ¢ ´´ÒÌ ¸ ¶ · ³¥É·μ³ α = 1
(É ±¨³ μ¡· §μ³, Éμ²Ó±μ ¶μ²¥ φ ÊÎ ¸É¢Ê¥É ¢ · ¸Î¥É¥).

�¡ÊÎ¥´¨¥ ³μ¤¥²¨ ¶·μ¨§¢μ¤¨²μ¸Ó ¶ÊÉ¥³ ³¨´¨³¨§ Í¨¨ ËÊ´±Í¨¨ ¶μÉ¥·Ó ¶·¨
¶μ³μÐ¨ £· ¤¨¥´É´μ£μ ¸¶Ê¸± . ‚ ± Î¥¸É¢¥ ËÊ´±Í¨¨ ¶μÉ¥·Ó ¡Ò²μ ¢Ò¡· ´μ ¥¢-
±²¨¤μ¢μ · ¸¸ÉμÖ´¨¥ ³¥¦¤Ê ¶·¥¤¸± § ´´Ò³ ¨ ¨¸É¨´´Ò³ §´ Î¥´¨Ö³¨:

L = E
ω∼Ω

‖Nθ(ω(re)) − ω(im)‖2, (33)

£¤¥ Ω Å · ¸¶·¥¤¥²¥´¨¥ ¢¸¥Ì ¢μ§³μ¦´ÒÌ ±μ´Ë¨£Ê· Í¨°; ω(re) ¨ ω(im) Å ¤¥°-
¸É¢¨É¥²Ó´ Ö ¨ ³´¨³ Ö Î ¸É¨ ¶μ²Ö ¸μμÉ¢¥É¸É¢¥´´μ,   Nθ(. . .) Å ´ Ï  ´¥°·μ´-
´ Ö ¸¥ÉÓ ¸ ¶ · ³¥É· ³¨ θ, ¶·¨´¨³ ÕÐ Ö ´  ¢Ìμ¤ ¤¥°¸É¢¨É¥²Ó´ÊÕ Î ¸ÉÓ ¶μ²Ö ¨
¢μ§¢· Ð ÕÐ Ö μÍ¥´±Ê ³´¨³μ° Î ¸É¨. ‚ ¸²ÊÎ ¥ ±μ´¥Î´μ£μ μ¡Ñ¥³  μ¡ÊÎ ÕÐ¥°
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¢Ò¡μ·±¨ Ê· ¢´¥´¨¥ (34) ¶¥·¥Ìμ¤¨É ¢

L =
1
n

n∑
i=1

‖Nθ(ω
(re)
i ) − ω

(im)
i ‖2, (34)

£¤¥ n Å Î¨¸²μ ±μ´Ë¨£Ê· Í¨° ¢ μ¡ÊÎ ÕÐ¥° ¢Ò¡μ·±¥.
�¥μ¡Ìμ¤¨³μ ´ °É¨ É ±¨¥ ¶ · ³¥É·Ò ´¥°·μ´´μ° ¸¥É¨ θ̂, ÎÉμ¡Ò

θ̂ = argmin
θ

(L). „²Ö ´ Ìμ¦¤¥´¨Ö θ̂ ¡Ò² ¨¸¶μ²Ó§μ¢ ´  ²£μ·¨É³ Adam [57]

¸ ¶ · ³¥É· ³¨ α = 0,001, β1 = 0,9 ¨ β2 = 0,999.

9. �…‡“‹œ’�’›

‚ ·¥§Ê²ÓÉ É¥ ¡Ò²  ¶μ¸É·μ¥´  ´¥°·μ´´ Ö ¸¥ÉÓ,  ¸¨³¶ÉμÉ¨Î¥¸± Ö ¸²μ¦´μ¸ÉÓ
¶·¨³¥´¥´¨Ö ±μÉμ·μ° O(NS Nτ log Nτ ). ‘²μ¦´μ¸ÉÓ ± ¦¤μ£μ ¸²μÖ O(NS Nτ ),

�¨¸. 9. ‡ ¢¨¸¨³μ¸ÉÓ ¶·μ¡²¥³Ò §´ ±  μÉ Ì¨³¨Î¥¸±μ£μ ¶μÉ¥´Í¨ ² 

�¨¸. 10. ‡ ¢¨¸¨³μ¸ÉÓ ¶·μ¡²¥³Ò §´ ±  μÉ É¥³¶¥· ÉÊ·Ò
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�¨¸. 11. �·¨³¥· ·¥§Ê²ÓÉ É  · ¡μÉÒ ¸¥É¨
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�¨¸. 12. �·¨³¥· ¸³¥Ð¥´¨Ö
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  Î¨¸²μ ¸²μ¥¢ · ¸É¥É ± ± O(log Nτ ). �Éμ ¶μ§¢μ²Ö¥É ¸Ô³¶²¨·μ¢ ÉÓ É· ¥±Éμ-
·¨¨ ´ ³´μ£μ ¡Ò¸É·¥¥, Î¥³ ¶·¨ ¶μ³μÐ¨ ÉμÎ´μ£μ  ²£μ·¨É³ , · ¡μÉ ÕÐ¥£μ § 
O(N4

S N2
τ ), ÎÉμ ¶μ§¢μ²Ö¥É ¸´¨§¨ÉÓ ¤¨¸¶¥·¸¨Õ ³μ´É¥-± ·²μ-μÍ¥´±¨.

�  ·¨¸. 9 ¨ 10 ¶·¨¢¥¤¥´μ ¸· ¢´¥´¨¥ ´ Ï¥°  ¶¶·μ±¸¨³ Í¨¨ ¨ ÉμÎ´μ£μ
 ²£μ·¨É³ , ¨¸¶μ²Ó§ÊÕÐ¥£μ £· ¤¨¥´É´Ò° ¶μÉμ± ¨ μ¡ÒÎ´μ¥ ¶¥·¥¢§¢¥Ï¨¢ ´¨¥.
‚¨¤´μ, ÎÉμ ¸·¥¤´¨° §´ ± ¤²Ö ¶·¥¤²μ¦¥´´μ°  ¶¶·μ±¸¨³ Í¨¨ ¢ÒÏ¥, Î¥³ ¸·¥¤-
´¨° §´ ± ¶·¨ ¶¥·¥¢§¢¥Ï¨¢ ´¨¨, ÎÉμ ¶μ¤É¢¥·¦¤ ¥É ¦¨§´¥¸¶μ¸μ¡´μ¸ÉÓ ¶·¥¤² -
£ ¥³μ£μ ¶μ¤Ìμ¤ .

�  ·¨¸. 11 ¶μ± § ´Ò ·¥§Ê²ÓÉ ÉÒ · ¡μÉÒ ¸¥É¨. ‚¨¤´μ, ÎÉμ ´¥°·μ´´ Ö ¸¥ÉÓ
¸¶μ¸μ¡´  Ê²μ¢¨ÉÓ § ¢¨¸¨³μ¸ÉÓ ³¥¦¤Ê ¤¥°¸É¢¨É¥²Ó´μ° ¨ ³´¨³μ° Î ¸ÉÖ³¨ ¶μ²Ö,
´¥¸³μÉ·Ö ´  ¸²μ¦´Ò° Ì · ±É¥· ¤¥°¸É¢¨É¥²Ó´μ° Î ¸É¨.

�  ·¨¸. 12 ¶·¨¢¥¤¥´Ò ¶·¨³¥·Ò, ¢ ±μÉμ·ÒÌ ¸¥ÉÓ ¸¨²Ó´μ μÏ¨¡ ¥É¸Ö. Š ±
³μ¦´μ § ³¥É¨ÉÓ, ¢ ¶μ¤ ¢²ÖÕÐ¥³ ¡μ²ÓÏ¨´¸É¢¥ ¸²ÊÎ ¥¢ μ± §Ò¢ ¥É¸Ö, ÎÉμ Î ¸ÉÓ
¶·¥¤¸± § ´´μ° ¸¥ÉÓÕ É· ¥±Éμ·¨¨ ¸³¥Ð¥´  μÉ´μ¸¨É¥²Ó´μ ¨¸É¨´´μ°.

10. ‚›‚�„› ˆ „�‹œ�…‰˜ˆ… �‹��›

ˆ§ ¶μ²ÊÎ¥´´ÒÌ ·¥§Ê²ÓÉ Éμ¢ ³μ¦´μ ¸¤¥² ÉÓ ¢Ò¢μ¤ μ Éμ³, ÎÉμ ¶·¥¤²μ¦¥´-
´Ò°  ²£μ·¨É³  ¶¶·μ±¸¨³ Í¨¨ ¸¶· ¢²Ö¥É¸Ö ¸ ¶μ¸É ¢²¥´´μ° § ¤ Î¥°:  ¸¨³¶Éμ-
É¨Î¥¸± Ö ¸²μ¦´μ¸ÉÓ  ¶¶·μ±¸¨³ Í¨¨ μ± §Ò¢ ¥É¸Ö §´ Î¨É¥²Ó´μ ³¥´ÓÏ¥ ¸²μ¦-
´μ¸É¨ ®Î¥¸É´μ£μ¯  ²£μ·¨É³ , ¶·¨ ÔÉμ³ ¸μÌ· ´Ö¥É¸Ö Ê¤μ¢²¥É¢μ·¨É¥²Ó´ Ö ÉμÎ-
´μ¸ÉÓ. ’ ±¨³ μ¡· §μ³, ¸¢¥·ÉμÎ´Ò¥ ´¥°·μ´´Ò¥ ¸¥É¨ ¶μ± §Ò¢ ÕÉ ¸¢μÕ ÔËË¥±-
É¨¢´μ¸ÉÓ ¢ § ¤ Î Ì ´  ·¥Ï¥É±¥.

�É³¥É¨³ É ±¦¥, ÎÉμ ¢ · ³± Ì ¶·¥¤² £ ¥³μ£μ ¶μ¤Ìμ¤  ¸ÊÐ¥¸É¢Ê¥É ¥Ð¥
¡μ²ÓÏμ¥ Î¨¸²μ μÉ±·ÒÉÒÌ ¶·μ¡²¥³, ±μÉμ·Ò¥ ¦¤ÊÉ ¸¢μ¥£μ ·¥Ï¥´¨Ö. ‚ ¶¥·-
¢ÊÕ μÎ¥·¥¤Ó ³¥Éμ¤ ¶·μÉ¥¸É¨·μ¢ ´ ¶μ±  Éμ²Ó±μ ¤²Ö ¸²ÊÎ Ö μ¤´μ£μ ¢¸¶μ³μ£ -
É¥²Ó´μ£μ ¶μ²Ö, § ¤ ´´μ£μ ´  ± ¦¤μ³ Ê§²¥ ·¥Ï¥É±¨ (α = 1). ‚ ÔÉμ³ ¸²ÊÎ ¥
¸É·Ê±ÉÊ·  ´¥°·μ´´μ° ¸¥É¨ £μ· §¤μ ¶·μÐ¥, Î¥³ ¢ ¸²ÊÎ ¥ Ëμ·³ ²¨§³  ¸ ¤¢Ê³Ö
¢¸¶μ³μ£ É¥²Ó´Ò³¨ ¶μ²Ö³¨ (α 
= 1). �¤´ ±μ ¶μ¸²¥¤´¨° Ëμ·³ ²¨§³ £μ· §¤μ
³¥´¥¥ ÎÊ¢¸É¢¨É¥²¥´ ± ¶·μ¡²¥³¥ Ô·£μ¤¨Î´μ¸É¨. �É  ¶·μ¡²¥³  ¢μ§´¨± ¥É, ±μ£¤ 
£¨¡·¨¤´μ¥ Œμ´É¥-Š ·²μ ´¥ ³μ¦¥É ¶¥·¥°É¨ μÉ μ¤´μ£μ ·¥²¥¢ ´É´μ£μ ®´ ¶¥·¸É-
± ¯ ± ¤·Ê£μ³Ê, ¶μÔÉμ³Ê ¶·μÌμ¤¨É¸Ö ´¥ ¢¸¥ ±μ´Ë¨£Ê· Í¨μ´´μ¥ ¶·μ¸É· ´¸É¢μ
¶μ²¥°. Š ± ¡Ò²μ ¶μ± § ´μ ¢ [59, 60], α = 1 ¸μμÉ¢¥É¸É¢Ê¥É ¸²ÊÎ Õ ¡μ²ÓÏμ£μ
±μ²¨Î¥¸É¢  ·¥²¥¢ ´É´ÒÌ ®´ ¶¥·¸É±μ¢¯, ¨ ¶·μ¡²¥³  Ô·£μ¤¨Î´μ¸É¨ ¸Éμ¨É ¤μ-
¸É ÉμÎ´μ μ¸É·μ ¢ ¤ ´´μ³ ±μ´±·¥É´μ³ ¸²ÊÎ ¥. �μÔÉμ³Ê ¶·¥¤²μ¦¥´´Ò° ¶μ¤Ìμ¤
¸ ´¥°·μ´´Ò³¨ ¸¥ÉÖ³¨ ¡Ò²μ ¡Ò ¨´É¥·¥¸´μ μ¡μ¡Ð¨ÉÓ ´  ¸²ÊÎ ° Ëμ·³ ²¨§³  ¸
¤¢Ê³Ö ¢¸¶μ³μ£ É¥²Ó´Ò³¨ ¶μ²Ö³¨.

„·Ê£μ° ¢ ¦´Ò° ³μ³¥´É Å ÔÉμ ¨¸¸²¥¤μ¢ ´¨¥ ¶·¨³¥´¨³μ¸É¨ ¶·¥¤² £ ¥³μ£μ
³¥Éμ¤  ´  ·¥Ï¥É± Ì · §´μ£μ · §³¥· . ‚ ¨¤¥ ²¥ ³Ò ¤μ²¦´Ò ¡Ò²¨ ¡Ò μ¡ÊÎ ÉÓ
´ ÏÊ ´¥°·μ´´ÊÕ ¸¥ÉÓ ´  ³ ²¥´Ó±¨Ì ·¥Ï¥É± Ì,   § É¥³ ¶·¨³¥´ÖÉÓ ¥¥ ¶·¥¤¸± -
§ ´¨Ö ¤²Ö ¡μ²ÓÏ¨Ì ·¥Ï¥Éμ±, É ± ± ± ±μ··¥²ÖÍ¨¨ ³¥¦¤Ê ¢¸¶μ³μ£ É¥²Ó´Ò³¨
¶μ²Ö³¨, ¶μ²ÊÎ¥´´Ò³¨ ¸ ¶μ³μÐÓÕ Ê· ¢´¥´¨° £· ¤¨¥´É´μ£μ ¶μÉμ± , ¡Ò¸É·μ
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¸¶ ¤ ÕÉ ¸ · ¸¸ÉμÖ´¨¥³ ¢ ¶·μ¸É· ´¸É¢¥ ¨ ¥¢±²¨¤μ¢μ³ ¢·¥³¥´¨. �¤´ ±μ ¶·¨³¥-
´¨³μ¸ÉÓ É ±μ£μ ¶μ¤Ìμ¤  ± ·¥ ²Ó´Ò³ § ¤ Î ³ ¤μ ¸¨Ì ¶μ· μ¸É ¥É¸Ö μÉ±·ÒÉÒ³
¢μ¶·μ¸μ³ ¨ É·¥¡Ê¥É ¶μ¤É¢¥·¦¤¥´¨Ö. � ¶·¨³¥·, ³Ò ³μ£²¨ ¡Ò ¶μ¶ÒÉ ÉÓ¸Ö ¨¸-
¶μ²Ó§μ¢ ÉÓ ¶·¥¤¸± § ´¨Ö ´¥°·μ´´μ° ¸¥É¨, ¶μ²ÊÎ¥´´Ò¥ ´  ·¥Ï¥É±¥ 2×2×256,
¤²Ö ¶μ²ÊÎ¥´¨Ö ±μ´Ë¨£Ê· Í¨° ´  ·¥Ï¥É±¥ 4×2×256 ¨²¨ 4×4×256. �É³¥É¨³,
ÎÉμ  ·Ì¨É¥±ÉÊ·  ´¥°·μ´´μ° ¸¥É¨ É¨¶  ®¶¨· ³¨¤ ¯ (¸³. ·¨¸. 4), ¢μ§³μ¦´μ, μ± -
¦¥É¸Ö ¡μ²¥¥ ¶μ¤Ìμ¤ÖÐ¥° ¤²Ö ·¥Ï¥´¨Ö ¶μ¸É ¢²¥´´μ° § ¤ Î¨ (μ¡ÊÎ¥´¨¥ ¸¥É¨ ´ 
³ ²¥´Ó±¨Ì ·¥Ï¥É± Ì ¨ ¨¸¶μ²Ó§μ¢ ´¨¥ μ¡ÊÎ¥´´μ° ¸¥É¨ ¤²Ö ¡μ²ÓÏ¨Ì). ‚¸¥ ÔÉ¨
¨¤¥¨ ¶μ±  ÎÉμ ´¥ ¢μ¶²μÐ¥´Ò ¢ ´ Ï¥³ ±μ³¶ÓÕÉ¥·´μ³ ±μ¤¥.

ˆ´É¥·¥¸´Ò³ · §¢¨É¨¥³ ¶·¥¤²μ¦¥´´μ£μ ¶μ¤Ìμ¤  ³μ¦¥É ¸É ÉÓ ¨¸¶μ²Ó§μ-
¢ ´¨¥ ¡μ²¥¥ £² ¤±μ° ËÊ´±Í¨¨  ±É¨¢ Í¨¨. ‚ ´ Ï¥³ ¶μ¤Ìμ¤¥ ¨¸¶μ²Ó§μ¢ ² ¸Ó
ËÊ´±Í¨Ö ELU, ±μÉμ· Ö ¶·¨ ³´μ£¨Ì ¤μ¸Éμ¨´¸É¢ Ì μ¡² ¤ ¥É ¨ ´¥¤μ¸É É±μ³ Å
· §·Ò¢´μ¸ÉÓÕ ¶¥·¢μ° ¶·μ¨§¢μ¤´μ° ¢ ´Ê²¥. ‚μ§³μ¦´μ, ÔÉμ μ± §Ò¢ ¥É ¢²¨Ö´¨¥
´  ¶·μÍ¥¸¸ μ¡ÊÎ¥´¨Ö.

…Ð¥ μ¤´¨³ μÉ±·ÒÉÒ³ ¢μ¶·μ¸μ³ μ¸É ¥É¸Ö ÊÎ¥É ·μÉ Í¨μ´´μ° ¨ ¶μ¤·¥Ï¥-
ÉμÎ´μ° ¸¨³³¥É·¨°. “Î¥É ÔÉ¨Ì ¸¨³³¥É·¨° ³μ¦¥É ¶·¨¢¥¸É¨ ± Ê³¥´ÓÏ¥´¨Õ Î¨¸-
²  ¶ · ³¥É·μ¢ ¢ ´¥°·μ´´μ° ¸¥É¨ ¨ μ¡²¥£Î¥´¨Õ ¶·μÍ¥¸¸  μ¡ÊÎ¥´¨Ö. �¤´ ±μ
 ·Ì¨É¥±ÉÊ·  ¸¥É¨ É ±¦¥ ¤μ²¦´  §´ Î¨É¥²Ó´μ Ê¸²μ¦´¨ÉÓ¸Ö. �μÔÉμ³Ê ´¥μ¡Ìμ-
¤¨³μ¸ÉÓ ÊÎ¥É  ¤μ¶μ²´¨É¥²Ó´ÒÌ ¸¨³³¥É·¨° ¤μ ¸¨Ì ¶μ· ´¥ Ö¸´ .

�² £μ¤ ·´μ¸É¨. � ¡μÉ  ¢Ò¶μ²´¥´  ¶·¨ Ë¨´ ´¸μ¢μ° ¶μ¤¤¥·¦±¥ �μ¸¸¨°-
¸±μ£μ ´ ÊÎ´μ£μ Ëμ´¤  (£· ´É ��” 16-12-10059-�).
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