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Рассмотрен вопрос применения оптического потенциала для описания резо-
нансов в реакциях упругого рассеяния. Показана неоднозначность определения
угловых моментов резонансов с малой приведенной шириной при сравнении
полученных угловых распределений с полиномами Лежандра. Рассмотрен вопрос
о влиянии дискретной неопределенности параметров оптического потенциала на
положение резонансов.

The question of using the optical potential to describe resonances in elastic
scattering reactions is considered. The ambiguity of determining the angular
momenta of resonances with a small reduced width is shown when comparing
the obtained angular distributions with Legendre polynomials. The question of the
influence of discrete uncertainty of the parameters of the optical potential on the
position of resonances is considered.

PACS: 25.70.-z; 24.30.-v

ВВЕДЕНИЕ

Описание кластерных состояний в рамках потенциальной модели
позволяет значительно упростить расчеты путем сведения многочастич-
ной задачи к двухчастичной. Для данного подхода было рассмотрено
несколько способов описания взаимодействия вида «кластер–кор», глав-
ным образом различающихся методом устранения запрещенных состо-
яний в области сильного перекрытия кластера и кора. Подход, свя-
занный с применением поверхностного потенциала, предполагал нали-
чие жесткого [1] или мягкого [2] кора, что приводило к быстрому
убыванию волновой функции для малых расстояний. В другом случае
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применялся объемный потенциал, близкий к потенциалу свертки, а за-
прещенные (нефизические) состояния, возникающие в данном потен-
циале, исключались соответствующим выбором глобального квантового
числа [3]. Данный метод получил особое распространение из-за простоты
использования потенциала, связанного, как предполагается, с потенци-
алом, применяемым при анализе угловых распределений в оптической
модели.

Таким образом, возникает особый интерес в определении отношений
между оптическим потенциалом и потенциалом двухчастичного взаимо-
действия в кластерной модели. Данный вопрос был тщательно исследо-
ван в работе [4], однако детального воспроизведения (квази)связанных
состояний добиться не удалось. Значительного прогресса удалось до-
биться в работе [5]. Потенциал, выбранный в виде суммы потенциалов
Вудса–Саксона (первая степень и куб), позволял не только корректно
описать положение вращательного дублета основного состояния для ядер
20Ne и 44Ti, но также интенсивности соответствующих γ-переходов и
угловые распределения в интервале энергий α-частиц 20–40 МэВ. Един-
ственным параметром была глубина мнимого потенциала (поверхностный
потенциал Вудса–Саксона для ядра 20Ne и квадратичный объемный для
44Ti). Следует отметить, что рассмотренная в указанной работе область
содержит значительное количество α-частичных резонансов. В работе [6]
показано, что такой подход позволяет также описывать состояния, когда
кор не является магическим ядром.

Аналогичный подход был применен для случая тяжелых класте-
ров, когда рассматривались квазимолекулярные состояния со структу-
рой 12C+ 16O [7]. В этой работе использовался оптический потенци-
ал, полученный из анализа рассеяния 12C на ядрах 16O при энергии
75 МэВ [8]. Было показано, что большинство известных на сегодняшний
день резонансов в такой системе может быть описано как квазисвязанные
состояния в таком потенциале, в виде вращательных полос с различным
глобальным квантовым числом G = 2n+ l, где n — число узлов волновой
функции, описывающей данное состояние, а l — угловой момент [3, 5].

В настоящей работе на примере указанной выше реакции показана
неоднозначность выбора глобального квантового числа как функции масс
участвующих ядер, проанализирован вклад парциальных волн в состоя-
ния, демонстрирующие «хорошую» резонансную структуру.

1. МОДЕЛЬ

На сегодняшний день существует несколько методов определения
углового момента резонанса в реакции взаимодействия тяжелых ионов.
Тем не менее большая часть спинов резонансов, которые рассматрива-
ются в качестве кандидатов квазимолекулярных состояний, была опреде-
лена с помощью сравнения экспериментальных угловых распределений
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с полиномами Лежандра. Для этого область углового распределения
в задней полусфере, где наиболее отчетливо проявляются осцилляции
сечения, сравнивалась с функциями вида A |Pl(cos θ)|2, и состоянию
приписывался угловой момент, соответствующий полиному с наилучшим
совпадением.

Рассмотрим двухчастичный комплексный потенциал, позволяющий
приближенно описать угловое распределение в достаточно широкой энер-
гетической области, включающей состояния, которые могут быть отне-
сены к вращательным полосам на основе квазимолекулярных конфигу-
раций. Согласно [5] и [7] в системе тяжелых ионов могут наблюдаться
состояния с различным глобальным квантовым числом, а также иметь
место фрагментация состояний. Таким образом, для областей, отвечаю-
щих достаточно высоким энергиям возбуждения составного ядра, можно
ожидать наличие значительного числа резонансов.

В рамках оптической модели рассчитаем угловые распределения с
выбранным потенциалом для разных энергий, сравнивая полученный
результат в области углов 90−180◦ с полиномами Лежандра разных
порядков. Дифференциальное сечение рассеяния, в общем случае, имеет
сложную зависимость от угла, но наблюдаются случаи, когда можно
говорить о полиномиальной структуре, проявляющейся в виде набо-
ра максимумов, которые можно отождествить с максимумами функции
P 2
L (cos θ) (где PL(x) — полином Лежандра степени L) с каким-то фикси-

рованным значением L. Даже в таких случаях структура не описывается
только полиномом степени L. Для определения доминирующей степе-
ни полинома дифференциальное сечение аппроксимировалось функцией
вида

fL(θ) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎩

a1P
2
L (cos θ), 0 � θ < θ1,

a2P
2
L (cos θ), θ1 � θ < θ2,

... ... ... ... ... ... ... ... ... ...

aLP
2
L (cos θ), θL � θ < π,

(1)

где ai — свободные параметры, в качестве границ угловых интервалов
рассматривались два случая: θi — положения нулей или максимумов
функции P 2

L (cos θ). Стоит отметить, что оба варианта разбиения углово-
го диапазона дают близкие результаты.

В ходе процедуры аппроксимации фиксируется значение L. Анали-
зируемое дифференциальное сечение рассеяния делится на интервалы
[0, θ1), [θ1, θ2), ... , [θi, θi+1), ... , [θL,π). В зависимости от углового диа-
пазона экспериментальных данных может быть максимум L интервалов.
Каждому интервалу i соответствует функция aiP

2
L (cos θ) из (1). Вели-
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чина ai определялась по минимуму выражения

χ2
i =

1
Ni − 1

∑
θj∈ ith interval

(σ(θj)− aiP
2
L(cos θj))

2

Δσ2(θj)
, (2)

где Ni — число точек, попавших в интервал i. В целом качество аппрок-
симации функцией fL(θ) дается выражением

χ2
L =

1
M

M∑
k=1

χ2
k, (3)

где M — число интервалов, взятых в анализ. Окончательно, домини-
рующее значение полинома Lopt в случае анализа экспериментального
распределения упругого рассеяния для рассматриваемого дифференци-
ального сечения рассеяния определяется следующим образом:

Lopt =
arg min

L∈ [Lmin,Lmax]
χ2
L, (4)

где [Lmin,Lmax] — интервал степеней полинома Лежандра, использован-
ный в анализе.

Помимо анализа всего доступного углового диапазона дифферен-
циального сечения можно ограничиться только интересующей частью,
например, в нашем случае от 90 до 180 ◦.

Полученную величину (3) удобно рассмотреть как функцию от энер-
гии. Тогда минимум на графике этой функции будет соответствовать
энергии, при которой модельное распределение наилучшим образом сов-
падает с полиномом порядка l. Из анализа данной функции интересно
получить ответы на следующие вопросы:

1) Возникают ли подобные минимумы в области резонансов с различ-
ным глобальным квантовым числом, найденных в рамках потенциальной
модели?

2) Как соотносятся области, соответствующие экспериментально об-
наруженным резонансам с минимумами, для полиномов различных по-
рядков?

3) Каковы вклады парциальных волн различного порядка в области
минимумов?

Поскольку данная задача допускает сильный произвол в выборе
потенциала, был рассмотрен случай двух потенциалов, позволяющих
описать угловое распределение упругого рассеяния 12C+ 16O. Функция
возбуждения этой реакции хорошо изучена в области низких энергий,
и, в силу неидентичности кластера и кора, можно ожидать расщепления
вращательных полос по четности. Первый потенциал (WS2

1) был исполь-



362 ТОРИЛОВ С.Ю. И ДР.

зован в работе [7] и применялся для анализа квазисвязанных состояний
в рамках потенциальной модели, а также в работе [8] для описания уг-
лового распределения для упругого рассеяния. Второй потенциал (WS2

2)
был выбран нами из условий воспроизведения углового распределения в
области энергий 10–30 МэВ и квазисвязанных состояний, определенных
в работе [7], но с условием, что волновая функция соответствующих

Параметры реальной части
потенциалов

Параметр Значение

WS2
1

V0, МэВ 305
Rv, фм 4
av, фм 1,4
Jv , МэВ ·фм3 326

WS2
2

V0, МэВ 320
Rv, фм 4,184
av, фм 1,3
Jv , МэВ ·фм3 378

уровней включает на одну ноду больше.
Оба потенциала были выбраны в виде
квадратичного потенциала Вудса–Саксо-
на, их параметры и значения соответ-
ствующих объемных интегралов пред-
ставлены в таблице.

На рис. 1 приведено сравнение экс-
периментальных распределений с рас-
четами на основе потенциалов WS2

1 и
WS2

2 . Мнимая часть была выбрана в ви-
де объемного потенциала Вудса–Саксо-
на, для потенциала WS2

1 параметры ра-
диуса и диффузности взяты согласно [8],
а для WS2

2 выбраны как Rw = 4,81 фм,
aw = 0,26 фм. Глубина мнимой части в
обоих случаях выбиралась из наилучшей
подгонки под экспериментальные дан-

ные. Как можно видеть из рис. 1, на всем выбранном интервале энер-
гий имеет место хорошее согласие между полученными угловыми рас-
пределениями и экспериментальными данными для углов больше 90◦.
С другой стороны, вычисления для состояний в рамках потенциальной
модели приводят к практически идентичной зависимости энергии уров-
ней от углового момента, но при этом величина глобального квантового
числа для потенциала WS2

2 на единицу больше. Следует отметить, что
используемые в работе значения глобального квантового числа значи-
тельно превышают полученное на основе феноменологической форму-
лы [9]. Для расчетов в рамках оптической модели применялась програм-
ма FRESCO [10]. Для вычисления положения резонансов использовалась
программа GAMOW [11].

Рассмотрим сравнение полученных угловых распределений с поли-
номами Лежандра различных порядков. На рис. 2 представлена зави-
симость от энергии величины χ2

L, рассчитанной по формуле (3) для
угловых моментов l = 11 и l = 14. Аналогичные зависимости получены и
для других угловых моментов. Таким образом, для всего рассмотренного
диапазона энергий (Ecm = 10−30 МэВ) и угловых моментов (l = 8−18)
наблюдаются достаточно хорошо выделенные минимумы, соответству-
ющие наилучшему совпадению получаемого углового распределения с
полиномом Лежандра соответствующего порядка. На рис. 3 показано
сравнение найденных положений минимумов с положением резонансов
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Рис. 1. Угловые распределения упругого рассеяния 12C+ 16O. Темные точки —
экспериментальные данные (по данным базы NNDC); штриховая кривая — рас-
чет с потенциалом WS2

1 ; сплошная кривая — расчет с потенциалом WS2
2

для четных (нечетных) угловых моментов, рассчитанных в рамках потен-
циальной модели с G = 22(23) для потенциала WS2

1 и G = 24(25) для
потенциала WS2

2 . Как видно, для случая малых величин угловых момен-
тов (l � 10) графики почти совпадают. Кроме того, на рисунке показана
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феноменологическая зависимость для кластерных вращательных полос
на основе систематики Аббонданно [12]. Стоит отметить, что до угловых
моментов порядка l = 9 все три графика практически совпадают.

Рис. 2. График зависимости значения χ2
L от энергии для L = 11 (штриховая

кривая) и L = 14 (сплошная кривая). Минимумы соответствуют энергиям Ecm =
= 17,3 МэВ и Ecm = 24,2 МэВ

Рис. 3 (цветной в электронной версии). Зависимость энергии состояний 12C+ 16O
в системе центра масс от величины J(J + 1). Красные и синие крестики —
состояния с положительной и отрицательной четностью соответственно. Круж-
ки и квадраты — состояния, рассчитанные в рамках потенциальной модели
с параметрами WS2

1 и WS2
2 соответственно. Сплошная линия — универсальная

параметризация [12]. Штриховая и пунктирная кривые — значения минимумов
функции энергии для величины J = L (см. рис. 2) для оптических потенциалов
WS2

1 и WS2
2 соответственно
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2. АНАЛИЗ

Рассмотрим полученный результат с точки зрения однозначности
определения углового момента состояний при сравнении углового рас-
пределения с полиномами Лежандра. Функция возбуждения реакции
12C+ 16O была исследована в ряде работ [13–15] и продемонстрировала
достаточно сильные осцилляции значений сечения с энергией. Однако
корреляционные исследования показали [16], что значительным отклоне-
нием в спектре обладает только состояние с энергией порядка 19,7 МэВ.
На основании сравнения с полиномами Лежандра этой аномалии был
приписан угловой момент l = 14. Заметим, что это состояние хорошо
совпадает с полосой G = 22 [7]. Тем не менее на основе анализа угловых
распределений было показано [17], что функция возбуждения долж-
на содержать достаточно большое количество резонансов, образующих
вращательные полосы. Это привело к приписыванию ряду достаточно
узких и малозаметных состояний угловых моментов только исходя из
сравнения с полиномами Лежандра.

На рис. 3 приведены имеющиеся данные о резонансах с известным
угловым моментом в системе 12C+ 16O. Как можно видеть, большин-
ство состояний (за исключением нескольких низколежащих) группиру-
ются вблизи систематики, не демонстрируя расщепления с возможно-
стью явно приписать состояния полосам с различным G. Также можно
выделить ряд состояний, лежащих несколько выше. Эти состояния, в
случае объединения их во вращательную полосу, будут иметь мень-
ший момент инерции, чем предполагает потенциальная модель (даже в
случае увеличения числа G). С другой стороны, их положение хоро-
шо совпадает с областями функции возбуждения, наилучшим образом
соответствующими совпадению углового распределения с полиномами
Лежандра. Основные кандидаты для таких состояний: 9−, 14,8, 14,4,
14,35 МэВ [20, 21], 10+, 18,3, 18,55, 18,87 МэВ [22–24], 11−, 17,29,
17,98, 19,15 МэВ [23, 24], 12+, 19,9, 20,5, 21,4 МэВ [14, 24, 25], 13−,
22,0, 22,9, 25,5 МэВ [14, 19, 26], 14+, 22,79, 23,6, 24,6 МэВ [13, 27],
15−, 25,5, 27,0, 28,4 МэВ [13, 26, 27], 16+, 29,6, 32,2 МэВ [15, 27].
Все указанные состояния отвечают достаточно большим сечениям для
функции возбуждения. Уровни 11−, 14+ и с более высокими угловыми
моментами были исследованы в рамках анализа угловых распределений
упругого рассеяния под большими углами, 12+ — из анализа углового
распределения реакции 12C (16O, 8Be), 9− и 13− — из анализа сечения
реакции и упругого рассеяния. Остальные уровни исследовались в реак-
циях как упругого, так и неупругого рассеяния, в том числе и из анализа
полиномов корреляций распада компаунд-ядра. Отличительной особен-
ностью этих уровней является их высокое положение по отношению к
предсказаниям на основе систематики и потенциальной модели.

Как видно из положения минимумов функции χ2
L (E), имеется пере-

крытие как с рассмотренными выше состояниями, так и с более низко-
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Рис. 4 (цветной в электронной версии). Угловое распределение, получающееся
в области минимума (см. рис. 2) для L = 14. Черная сплошная (1) и синяя
штриховая (2) кривые — расчеты в рамках оптической модели, для полного
набора парциальных волн и с исключением парциальной волны l = 14. Красная
пунктирная кривая (3) — полином Лежандра 14-го порядка

спиновыми резонансами. При совпадении флуктуации или резонанса с
малым угловым моментом и приведенной шириной с областью, демон-
стрирующей полиномиальную структуру под большими углами, может
возникнуть ошибочная картина, подобная присутствию высокоспиново-
го резонанса. В частности, рассмотрим поведение сечения в области
энергий, отвечающих минимуму с L = 14 на рис. 2. На рис. 4 показано
соответствующее угловое распределение для рассеяния ядер 12C+ 16O
с потенциалом взаимодействия WS2

2 в сравнении с полиномом Лежандра
14-го порядка. Однако, совпадая с полиномом, данное модельное состоя-
ние не только не может быть однозначно описано как резонанс с угловым
моментом 14, но и вообще может не содержать парциальной волны такого
порядка, как это видно из рисунка.

Это приводит к необходимости более аккуратного подхода при опреде-
лении положений и квантовых характеристик резонансов тяжелых ионов.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В представленной работе в рамках оптической модели исследована
реакция рассеяния тяжелых ионов 12C+ 16O и рассмотрены наблюдаемые
в ней резонансные состояния. Тщательный анализ функции возбужде-
ния данной реакции с применением в расчетах потенциалов на основе
квадратичного потенциала Вудса–Саксона позволил выявить «ложные
состояния». Такие состояния могут быть ошибочно идентифицированы
как резонансы, принадлежащие вращательной полосе. Также в указан-
ной реакции определены резонансы в оптическом потенциале и показано,
что их положение слабо зависит от типа потенциала.

Работа была выполнена при поддержке грантом РФФИ (20-02-00295).
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