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Рассмотрены ограничения на инвариантную форму и матрицу обобщенного
дираковского сопряжения в пространстве произвольной размерности и сигна-
туры, и показано, что эта матрица соответствует фундаментальной симметрии
пространства Крейна. Доказано, что выбор матрицы обобщенного дираковского
сопряжения однозначно зависит от того, какие гамма-матрицы соответствуют
осям времени, а какие соответствуют осям пространства.

We studied the restrictions on the invariant form and generalized Dirac
conjugation matrix in a space of arbitrary dimension and signature. We have shown
that this matrix corresponds to the fundamental symmetry of the Krein space. We
have proved that the choice of the generalized Dirac conjugation matrix is uniquely
related to which gamma matrices correspond to the time axes and which correspond
to the space axes.
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ВВЕДЕНИЕ

Дираком для четырехмерного пространства-времени сигнатуры
(p, q) = (1, 3) было введено понятие сопряженного спинора Ψ = (γ0 Ψ)+,
который сейчас принято называть дираковски сопряженным спинором.
В данном сопряжении важную роль играет гамма-матрица Дирака γ0.
Обобщение дираковского сопряжения спинора на пространство с другой
сигнатурой задается формулой

Ψ = (MΨ)+, (1)

где M — некоторая матрица. При этом встает вопрос о том, как она
связана с сигнатурой пространства. Паули в знаменитой работе [1]
вывел важнейшие свойства гамма-матриц и ввел эрмитову матрицу M
дираковского сопряжения через соотношение

(γμ )+ = −MγμM. (2)

Это соотношение выведено из требования лоренц-ковариантности пре-
образований 4-векторов и спиноров. В дальнейшем идеи Паули были
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обобщены на пространства произвольной размерности и сигнатуры с ис-
пользованием формализма вещественных алгебр Клиффорда. При этом
в зависимости от размерности и сигнатуры пространства для задания
матрицы обобщенного дираковского сопряжения использовалась формула
[2, 3] либо (2), либо

(γμ)+ = ±A−1
± γμA±, (3)

где A+ и A− — матрицы, соответствующие знаку в правой части
формулы [2, 3]. И хотя эти матрицы были определены с точностью до
комплексного множителя, не была доказана их эрмитовость и не была
установлена связь этих формул с тем, соответствуют ли гамма-матрицы
заданной сигнатуры осям времени или осям пространства.

В нашей работе [4] была выведена формула оператора (матрицы) M
с использованием супералгебраического представления спиноров исходя
из требований лоренц-ковариантности спиноров и дираковски сопряжен-
ных спиноров. Однако в ней вывод формулы не был доведен до конца,
потому что не были учтены все ограничения.

В данной работе свойства матрицы обобщенного дираковского сопря-
жения выводятся из свойств массового члена лагранжиана спинора. По-
скольку безмассовые спиноры, по-видимому, отсутствуют в природе, этот
подход позволяет выяснить наиболее общие свойства данной матрицы.

1. ОГРАНИЧЕНИЯ НА МАТРИЦУ ОБОБЩЕННОГО
ДИРАКОВСКОГО СОПРЯЖЕНИЯ, СВЯЗАННЫЕ

С ИНВАРИАНТНОЙ ФОРМОЙ

Рассмотрим инвариантность массового члена лагранжиана для спи-
нора Ψ, имеющего массу m:

Lm = mΨΨ, (4)

при его преобразованиях.
Далее удобнее использовать запись формулы (4) через скалярное

произведение
Lm = m(MΨ,Ψ) = mf(Ψ,Ψ), (5)

где f — форма, заданная скалярным произведением и матрицей M . При
этом для спиноров Φ и Ψ форма имеет вид

f(Φ,Ψ) = (MΦ,Ψ) = (Φ,M+Ψ). (6)

Как будет показано ниже, для однозначного нахождения матрицы M
недостаточно условия инвариантности (5) при преобразованиях спино-
ров. Для этого необходима инвариантность при преобразованиях спино-
ров формы (6). Отметим, что формула (6) имеет одинаковый вид при
использовании как матричного формализма Дирака, так и супералгебра-
ического представления спиноров [4].
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Обозначим многомерные аналоги гамма-матриц Дирака как γμ. Они
являются образующими алгебры Клиффорда Cl(p, q) и обладают анти-
коммутационными соотношениями

γμγν + γνγμ = gμν , (7)

где метрика gμν = diag (1, ... , 1,−1, ... ,−1) c p единицами и q минус
единицами, а размерность пространства-времени равна n = p+ q. Также
обозначим γμν = 1/2(γμγν − γνγμ) = γμγν = −γνγμ.

Если сигнатура гамма-матриц не имеет значения, будем использовать
обозначение γμ. Если же их сигнатура имеет значение, то гамма-матрицы
с положительной сигнатурой будем обозначать как γμ

+, а с отрицатель-
ной — как γμ

−.
Общий вид матрицы M такой:

M = k0 + kμγ
μ
+ + ...+ kμ1μ2···μkν1ν2···νlγ

μ1
+ γμ2

+ · · · γμk
+ γν1− γν2− · · · γνl− + ...+

+ k12···p12···qγ1
+γ

2
+ · · · γp

+γ
1
−γ

2
− · · · γq

−, (8)

где k0, kμγ, ... , kμ1μ2···μkν1ν2···νl · · · k12···p12···q — числовые коэффициенты.
Будем рассматривать комплексные алгебры Клиффорда, поэтому ко-
эффициенты перед гамма-матрицами в общем случае — комплексные
числа. Далее получим ограничения на эти коэффициенты при пре-
образованиях спиноров, в связи с чем возникнут чисто веществен-
ные или чисто мнимые коэффициенты и вещественные алгебры Клиф-
форда. В случае нечетной размерности центр вещественной алгебры
Клиффорда нетривиальный, при этом его генераторами являются 1 и
γ = γ1

+γ
2
+ ... γp

+γ
1
−γ

2
− ... γq

− [2, 5, 6]. Однако в матричном представлении
элемент γ является числом (матрицей, пропорциональной единичной) и
равен ± 1 или ± i [2, 5, 6].

Инфинитезимальное активное преобразование Лоренца задается опе-
ратором

S = exp (γμνdωμν) = 1+ γμνdωμν , (9)

где dωμν — инфинитезимальные вещественные параметры псевдоортого-
нальных вращений.

При преобразовании Лоренца (9) произвольный спинор Ψ преобразу-
ется как

Ψ′ = SΨ = (1+ γμνdωμν)Ψ,

а произвольный вектор V = γμVμ преобразуется как V ′ = S V S−1.
Массовый член (5) лагранжиана должен оставаться инвариантным

при преобразовании Лоренца (9). Это накладывает ограничения на мат-
рицу M . Слагаемое Mkl общего вида в (8) представлено как произведе-
ние

Mkl = kμ1μ2...μkν1ν2...νlγ
μ1
+ γμ2

+ ... γμk
+ γν1− γν2− ... γνl− . (10)

Слагаемые вида (10) в (8) линейно независимы, однако для соот-
ветствующих им слагаемых в скалярном произведении (5) это не так,
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поскольку имеются 2[n/2] независимых компонента спинора Ψ, а в матри-
це M имеются 2[n/2] · 2[n/2] = 22[n/2] независимых элемента. Тут и далее
[n/2] обозначает целую часть от n/2.

Зато значения формы (6) для 2[n/2] ортонормированных спиноров Ψj

однозначно задают 22[n/2] элемента M+
ij матрицы M+, следовательно,

элементы матрицы M такие:

M+
ij = f(Ψi,Ψj). (11)

Рассмотрим, как преобразуется часть формы (MΦ,Ψ), соответствую-
щая слагаемому (10), при преобразовании Лоренца (9) спиноров Φ и Ψ:

(MklΦ
′,Ψ′) =

(
Mkl(1+ γαβdωαβ)Φ, (1+ γμνdωμν)Ψ

)
= (MklΦ,Ψ)+

+ (Mklγ
αβdωαβΦ,Ψ) + (MklΦ, γμνdωμνΨ) = (MklΦ,Ψ)+

+ (Mklγ
μνdωμνΦ+ (γν)+(γμ)

+
dωμνMklΦ,Ψ) =

= (MklΦ,Ψ) +
(
(Mklγ

μν − (γμ)+(γν)+Mkl)Φ,Ψ
)
dωμν . (12)

В силу линейной независимости каждое из таких слагаемых должно
быть инвариантно, т. е. необходимо выполнение условия

(MklΦ
′,Ψ′) = (MklΦ,Ψ). (13)

Из (12), (13) и произвольности параметров dωμν и спиноров Φ и Ψ
следует, что

Mklγ
μν − (γμ)

+
(γν)+Mkl = 0 (14)

для всех значений μ и ν. Поскольку (γμ
+)

+ = γμ
+ и (γμ

−)
+ = −γμ

−, из (7),
(10) и (14) при ненулевом коэффициенте kμ1μ2...μkν1ν2...νl следует

γμ1
+ γμ2

+ ... γμk

+ γν1− γν2− ... γνl− γμγν = (γμ)
+
(γν)+γμ1

+ γμ2
+ ... γμk

+ γν1− γν2− ... γνl− .
(15)

Рассмотрим три возможных случая сигнатур матриц γμ и γν , если
p �= n и q �= n.

1. Выберем в качестве плоскости поворота γμ
+, γ

ν
+.

При этом (γμ
+)

+
= γμ

+, (γ
ν
+)

+
= γν

+ и уравнение (15) принимает вид

γμ1
+ γμ2

+ ... γμk
+ γν1− γν2− ... γνl− γμγν = γμγνγμ1

+ γμ2
+ ... γμk

+ γν1− γν2− ... γνl− . (16)

Уравнение (16) можно переписать в виде

(−1)s1+s2γμγνγμ1
+ γμ2

+ ... γμk

+ γν1− γν2− ... γνl− γμγν =

= γμγνγμ1
+ γμ2

+ ... γμk
+ γν1− γν2− ... γνl− , (17)

где s1 = 1, если в произведении γμ1
+ γμ2

+ ... γμk

+ присутствует γμ, и s1 = 0 в
противном случае. Аналогично s2 = 1, если в произведении γμ1

+ γμ2
+ ... γμk

+
присутствует γν , и s2 = 0 в противном случае.

Условие (17) выполняется либо при s1 = s2 = 0, либо при s1 = s2 = 1.
Поскольку μ и ν произвольны, это означает, что либо в произведении
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γμ1
+ γμ2

+ ... γμk

+ присутствуют все возможные γμ
+, т. е. либо k = p, либо

k = 0 и в матрице Mkl множители γμ
+ вообще не присутствуют.

2. Выберем в качестве плоскости поворота γμ
−, γν

−.
В этом случае (γμ

−)
+
= −γμ

−, (γ
ν
−)

+
= −γν

−, поэтому уравнение (15)
также превращается в уравнение (16). И аналогично получаем, что либо
l = q, либо l = 0 и в Mkl множители γν

− вообще не присутствуют.
Следовательно,

M = k+γ
1
+γ

2
+ ... γp

+ + k−γ1
−γ

2
− ... γq

− = k+γ+ + k−γ− = M+ +M−. (18)

3. Выберем в качестве плоскости поворота γμ
+, γ

ν
−.

В этом случае (γμ
+)

+
= γμ

+, (γν
−)

+
= −γν

−, поэтому уравнение (14)
с учетом (18) превращается в уравнения

k+γ+γ
μ
+γ

ν
− = −k+γ

μ
+γ

ν
−γ+, k−γ−γ

μ
+γ

ν
− = −k−γ

μ
+γ

ν
−γ−.

Они выполняются при любых p и q, поэтому не возникает дополни-
тельных ограничений на элементы матрицы M .

2. ОГРАНИЧЕНИЯ, СВЯЗАННЫЕ С ВЕЩЕСТВЕННОСТЬЮ
МАССОВОГО ЧЛЕНА ЛАГРАНЖИАНА И СВОЙСТВАМИ

ОПЕРАТОРОВ РОЖДЕНИЯ И УНИЧТОЖЕНИЯ

Таким образом, требование инвариантности формы (6) при преобра-
зованиях Лоренца (9) приводит к условию (18) для матрицы M опера-
тора (1) обобщенного дираковского сопряжения. Это условие уже было
нами получено в работе [4]. Однако вывод этой формулы основывался
на специфике супералгебраического представления спиноров (представ-
ления вторичного квантования). А проделанный выше вывод годится как
для матричного представления, так и для супералгебраического.

Продолжим более общий анализ, который подходит для обоих этих
представлений спиноров. Независимые слагаемые лагранжиана должны
быть вещественными, в частности, массовый член (4) лагранжиана тоже.
Это означает, что

(mΨΨ)+ = mΨΨ. (19)

Предполагая массу вещественной ненулевой, сокращаем на нее обе
части и получаем из (19) и (1)

Ψ+MΨ = Ψ+M+Ψ. (20)

Из (20), вообще говоря, нельзя сделать вывод об эрмитовости матри-
цы M по тем же причинам, из-за которых ранее нам пришлось рассмат-
ривать инвариантность формы (6), а не массового члена (4) лагранжиана.
Однако в квантовой теории поля необходимо, чтобы матрица M была
диагонализируемой. Только если в случае диагональности M оператор Ψ
является оператором уничтожения спинора, то оператор Ψ является опе-
ратором рождения спинора, и наоборот. Далее мы будем рассматривать
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матричное представление, в котором матрица M диагональная. В этом
случае условие (20) гарантирует эрмитовость матрицы (оператора) M :

M+ = M. (21)

Из (21) и (18) следует

(k+γ+)
+ = k∗+(γ

p
+)

+ ... (γ2
+)

+(γ1
+)

+ = k∗+(−1)[p/2]γ+ = k+γ+,

(k−γ−)+ = k∗−(γ
q
−)

+ ... (γ2
−)

+(γ1
−)

+ = k∗−(−1)q(−1)[q/2]γ− = k−γ−.
(22)

Из (22) получаем

k∗+ = (−1)−[p/2]k+, k∗− = (−1)q−[q/2]k−. (23)

Требование, чтобы дираковски сопряженный спинор Ψ имел такую
же нормировку, как и спинор Ψ, приводит к уравнению

ΨΨ
+
= Ψ+Ψ,

откуда получаем
Ψ+M+MΨ = Ψ+Ψ.

В силу диагональности матрицы M это эквивалентно условию

M+M = 1. (24)

Следовательно, матрица M унитарна. С учетом (21) получаем из (24)

(M)2 = 1. (25)

Подставляя (18) в (25), получаем

(k+γ+ + k−γ−)2 = (k+γ+)
2 + (k−γ−)2 + k+k−{γ+,γ−} = 1. (26)

Поскольку

(γ+)
2 = γ1

+γ
2
+ ... γp

+γ
1
+γ

2
+ ... γp

+ = γ1
+γ

2
+ ... γp

+(−1)[p/2]γp
+ ... γ2

+γ
1
+ =
= (−1)[p/2],

(γ−)2 = γ1
−γ

2
− ... γq

−γ
1
−γ

2
− ... γq

− = γ1
−γ

2
− ... γq

−(−1)[q/2]γq
− ... γ2

−γ
1
− =

= (−1)[q/2]−q ,
{γ+, γ−} = γ+γ− + (−1)pqγ+γ− = (1+ (−1)pq)γ+γ−,

уравнение (26) может быть переписано в виде

(k+)
2(−1)[p/2] + (k−)2(−1)[q/2]−q + k+k−(1+ (−1)pq)γ+γ− = 1. (27)

Для пространств с четной размерностью в силу линейной независи-
мости слагаемых, пропорциональных 1 и γ+γ−, уравнение (27) приводит
к двум уравнениям:

(k+)
2(−1)[p/2] + (k−)2(−1)[q/2]−q = 1, (28)

k+k−(1+ (−1)pq) = 0. (29)
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При четных p и q получаем k+k− = 0. Следовательно, либо k+ = 0,
либо k− = 0.

При нечетных p и q матрицы γ+ и γ− антикоммутируют, поэтому
не могут быть одновременно диагонализированы. Однако матрица M =
= k+γ+ + k−γ− должна быть диагональной. Следовательно, и в этом
случае k+ = 0 или k− = 0.

В результате для любых p и q получаем из (28), (29) альтернативные
возможности [

(k+)
2 = (−1)−[p/2], k− = 0;

k+ = 0, (k−)2 = (−1)[q/2]−q ,

что означает⎡
⎣ k+ = ±(−1)−[p/2]/2 = ±i[p/2], k− = 0, M = M+ = ±i[p/2]γ1

+γ
2
+ ... γp

+;
k+ = 0, k− = ±(−1)([q/2]−q)/2 = ±iq−[q/2], M = M− =
= ±iq−[q/2]γ1−γ2− ... γq

−.
(30)

Условия (30), полученные нами для пространств с четной размерно-
стью, можно переписать в виде⎡

⎢⎣
p mod 4 = 0, 1 ⇒ k+ = ±1, k− = 0;
p mod 4 = 2, 3 ⇒ k+ = ±i, k− = 0;
q mod 4 = 0, 3 ⇒ k+ = 0, k− = ±1;
q mod 4 = 1, 2 ⇒ k+ = 0, k− = ±i.

(31)

Легко проверить, что для условий (31) выполняются соотноше-
ния (23), и мы не получаем противоречий.

Для пространств с нечетной размерностью

k+ = ±i[p/2], k− = ±iq−[q/2].

Но в этом случае γ = γ+γ− принадлежит центру алгебры Клиффорда,
из-за чего γ+ и γ− линейно зависимы. В случае, если q−p по модулю 8
равно 1 или 5, γ коммутирует со всеми элементами алгебры, (γ)2 = −1
и можно принять γ = ±i. Поэтому элемент центра алгебры в матричном
представлении является комплексным числом. Если же q−p по модулю 8
равно 3 или 7, то (γ)2 = 1 и алгебра является приводимой. Она является
прямой суммой алгебр Cl+ и Cl−, порождаемых ортогональными идемпо-
тентами (1+ γ)/2 и (1− γ)/2 [6]. Для них собственные числа γ равны 1
и −1 соответственно. Но элементы Cl+ и Cl− преобразуются независимо,
а матрица M задана с точностью до знака. Поэтому формула (18) может
быть переписана в виде

M = M+ = ±i[p/2]γ1
+γ

2
+ ... γp

+ = M− = ±iq−[q/2]γ1
−γ

2
− ... γq

−. (32)

Числовые множители в (32) получены исходя из условия (25).
Таким образом, при любой сигнатуре (p, q)

M+ = ±i[p/2]γ1
+γ

2
+ ... γp

+, M− = ±iq−[q/2]γ1
−γ

2
− ... γq

−,



610 МОНАХОВ В.В., КОЖЕДУБ А.В.

и для пространств с четной размерностью можно выбирать в качестве
матрицы обобщенного дираковского сопряжения либо M+, либо M−.
Для пространств с нечетной размерностью выбор однозначен (с точно-
стью до знака), поскольку M+ = M−.

Отметим, что предполагавшаяся в ряде работ антиэрмитовость мат-
рицы M гарантированно нарушает условие (20). В частности, нельзя
использовать M = iγ0, где γ0 = γ1

+, как предлагалось в работах [7, 8].

3. РАЗЛОЖЕНИЕ МАТРИЧНЫХ ОПЕРАТОРОВ
ПО БАЗИСУ АЛГЕБРЫ КЛИФФОРДА И ЧАСТНЫЕ СЛУЧАИ

РАЗЛОЖЕНИЯ ПО ИМПУЛЬСАМ

Комплексные алгебры Клиффорда могут быть изоморфно представ-
лены комплексными матричными алгебрами [2, 5, 6]. При этом гамма-
матрицы являются генераторами этих алгебр, поэтому наиболее общий
оператор инфинитезимального преобразования спинора

Ψ′ = e1+dGΨ = (1+ dG)Ψ (33)

имеет вид

1+ dG = 1+ dG0 + dG1 + ... =

= 1+ dk0 + γa1dka1 + γa1a2dka1a2 + ...+ γa1...andka1...an , (34)

где γa1...ai = γa1γa2 ... γai , а dk0, dka1 , ... , dka1...an — комплексные коэф-
фициенты, антисимметричные по всем индексам. Индексы ai пробегают
все n возможных значений для базисных клиффордовых векторов.

Рассмотрим ограничения, которые накладывает на оператор (34) тре-
бование инвариантности формы (6):

(M(1+ dG)Φ, (1 + dG)Ψ) = (MΦ,Ψ).

Следовательно,

((1+ dG+)M(1+ dG)Φ,Ψ) = (MΦ,Ψ).

Отсюда в связи с произвольностью Φ и Ψ следует требование

(1+ dG+)M(1+ dG) = M ,

из которого с учетом (25) получается

dG+ = −M dGM , (35)

откуда следует
M dG = −dG+M.
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Подставляя в (35) значение из (34), получаем

dk∗0 + (γa1)+dk∗a1
+ (γa1a2)+dk∗a1a2

+ ...+ (γa1...an)+dk∗a1a2...an
=

= −MM dk0 −Mγa1M dka1 −Mγa1a2M dka1a2 − ...−
−Mγa1...anM dka1...an . (36)

Так как в соответствии с (30) либо M = M+, либо M = M−, матрица
M либо коммутирует, либо антикоммутирует с каждым из мономов
в (36). При этом в соответствии с (25) (M)2 = 1. Следовательно, можно
приравнивать мономы и их суммы одинаковых порядков в левой и правой
частях уравнения (35). Следовательно,

dk∗0 = −dk0,
(γa1)+dk∗a1

= −Mγa1M dka1 ,
(γa1a2)+dk∗a1a2

= −Mγa1a2M dka1a2 ,
...

(γa1...an)+dk∗a1a2...an
= −Mγa1...anM dka1...an .

(37)

Физический смысл величин, входящих в разложение (34), разберем
на примере физического пространства-времени с сигнатурой (p, q) =
= (1, 3) и гамма-матрицами γa1 в представлении Дирака. В этом случае
γ0 = γ1

+, γ
1 = γ1−, γ2 = γ2−, γ3 = γ3−, поэтому M+ = γ0, Mγa1M = (γa1)+,

а уравнения (37) принимают вид

dk∗0 = −dk0, dk∗μ = − dkμ, dk∗μν = dkμν , dk∗μνλ = dkμνλ, dk∗μνλδ = −dkμνλδ,

где μ, ν,λ, δ = 0, 1, 2, 3. Эти уравнения можно переписать в виде

dk0 = i q dϕ, dkμ = i dωμ, dkμν = dωμν , dkμνλ = dωμνλ, dkμνλδ = i dωμνλδ,
(38)

где q, dϕ, dωμ, dωμν , dωμνλ, dωμνλδ — вещественные параметры. По-
скольку γ0123 = −iγ5 и γμνλ = ±iγ5γδ, можно ввести гамма-матрицу
γ4 = iγ5, с использованием которой уравнения (38) примут вид

dk0 = iq dϕ, dka = i dωa, dkab = dωab,

где a, b = 0, 1, 2, 3, 4.
Тогда преобразование спинора будет иметь вид

Ψ′ = (1+ iq dϕ+ i γadωa + γabdωab)Ψ, (39)

где a, b = 0, 1, 2, 3, 4.
В матричной теории Дирака слагаемое iq dϕ произвольно. Однако

в алгебраической теории поля оператор должен иметь один и тот же вид
при действии на любой элемент алгебры. В лагранжиан помимо спинора
Ψ входит дираковски сопряженный спинор Ψ. Поэтому, если

Ψ′ = (1+ iq dϕ)Ψ,
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для дираковски сопряженного спинора должно выполняться условие

Ψ′ = (M(1+ iq dϕ)Ψ)+ = (1+ iq dϕ)Ψ.

Следовательно,

(1− iq dϕ)Ψ = (1+ iq dϕ)Ψ.

В силу произвольности Ψ это означает

q dϕ = 0.

В результате уравнение (39) можно переписать в виде

Ψ′ = (1+ i γadωa + γabdωab)Ψ, (40)

где a, b = 0, 1, 2, 3, 4.
Аналогичным образом в случае M+ = γ0 для произвольной размерно-

сти n находим

Ψ′ =
(
1+ i γμdωμ + γμνdωμν + γμνλdωμνλ + iγμνλδdωμνλδ+

+iγμνλδρdωμνλδρ + ...
)
Ψ. (41)

Уравнение (40) соответствует уравнению, полученному нами в рабо-
те [4]. Из уравнения более общего вида (41) понятно, почему гамма-мат-
рица γ4 = iγ5 входит в уравнение (40) наряду с гамма-матрицами γμ.

Будем, как принято в квантовой релятивистской теории поля, исполь-
зовать представление вторичного квантования (представление Гейзенбер-
га), в котором p̂μ = i∂μ. Тогда в собственной системе отсчета покоящего-
ся спинора в отсутствие внешних полей, т. е. при dωμν = dωμνλ = ... = 0,

mγ0Ψ|p=0 = i∂0 Ψ|p=0 = p̂0 Ψ|p=0, (42)

поэтому
mγ0dx0 Ψ|p=0 = i∂0dx0 Ψ|p=0 = p̂0dx0Ψ|p=0,

где p̂0 — оператор импульса вдоль оси γ0. Лоренцев поворот переводит
это уравнение в уравнение вида

mγμdxμ Ψ = i∂μdxμ Ψ| = p̂μdxμΨ = p̂μdx
μ Ψ,

справедливое для произвольного импульса. В результате этого с уче-
том (40) уравнение (39) можно переписать так:

Ψ′ = (1− i p̂μdx
μ + γμνdωμν)Ψ, (43)

где μ, ν = 0, 1, 2, 3, 4.
Естественно считать, что dxμ — изменение координат спинора,

dωμν — параметры лоренцевых поворотов и для четырехмерного про-
странства dx4 = dωμ4 = 0. При изменении координаты спинора dωμν и
другие параметры должны меняться гладко, т. е. пропорционально из-
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менению координат спинора. Поэтому dωμν = Aμνλ dx
λ, а формулу (43)

можно записать в виде

Ψ′ = (1− i (p̂μdx
μ + iγλνAλνμ dx

μ + ...))Ψ. (44)

В формуле (44) в разложении по импульсам ось времени соответству-
ет эрмитовой матрице γ0, так как переход в систему отсчета покоящегося
спинора и уравнение (42) возможны только для эрмитовой матрицы. При
нулевых внешних полях получаем

Ψ′ = (1− i p̂μdx
μ)Ψ. (45)

Интегрируя (45), находим обычное разложение оператора поля по им-
пульсам с положительно-частотной и отрицательно-частотной частями:

Ψ(x) =

∫
dp (Ψ+(p) e

−ipµx
µ

+Ψ−(p) eipµx
µ

).

При умножении обеих частей уравнения (42) на γ0 с учетом того, что
p̂ 0 = p̂0 = i∂0, имеем

m Ψ|p=0 = γ0i∂0 Ψ|p=0.

Отсюда с помощью лоренцевых поворотов получаем уравнение
Дирака

γμi∂μ Ψ = m Ψ. (46)

При наличии внешних полей в соответствии с (44) частную произ-
водную ∂μ в (46) необходимо заменить на ковариантную

∇μ = ∂μ + γλνAλνμ + ... , (47)

тогда уравнение Дирака примет вид

γμi∇μ Ψ = m Ψ. (48)

Слагаемое Γμ = γλνAλνμ в (47) является спиновой связностью [8, 9].
Уравнение (48) при учете в (47) только членов ∂μ + Γμ — это уравнение
Дирака–Фока в римановом пространстве [9, 10]. Для четырехмерного
пространства-времени в (47) больше нет слагаемых, однако в случае
больших размерностей они имеются, поэтому уравнение Дирака–Фока
необходимо модифицировать. Также отметим, что в уравнении Ди-
рака–Фока слагаемое, связанное с электромагнитным полем, автомати-
чески получается в (47) при наличии гамма-матриц γ6 и γ7[11].

Теперь рассмотрим случай M− = γ1γ2γ3 = iγ0γ5, Mγa1M = −(γa1)+,
тогда уравнения (37) принимают вид

dk∗0 = −dk0,
dk∗a1

= dka1 ,
dk∗a1a2

= dka1a2 ,
... ,
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что можно переписать в виде

dk0 = iq dϕ,
dkμ = −mdxμ,
dkμν = −dωμν ,
... ,

где q, dϕ, dxμ, dωμν — вещественные параметры.
Тогда преобразование спинора будет иметь вид

Ψ′ = (1+ iq dϕ−mγμdxμ − γμνdωμν + ...)Ψ. (49)

Слагаемое iq dϕ в (49) равно нулю по той же причине, что и в
предыдущем случае, и уравнение (49) можно переписать в виде

Ψ′ = (1− im (−iγμ) dxμ + (−iγμ)(−iγν) dωμν + ...)Ψ. (50)

Таким образом, в разложении по импульсам (50), аналогичном (40),
во всех местах должны использоваться гамма-матрицы −iγμ вместо
γμ. При этом роль образующих времениподобных осей играют гамма-
матрицы с отрицательной сигнатурой, а пространственноподобных —
с положительной сигнатурой. В этом случае уравнение Дирака примет
вид

γμ∇μ Ψ = m Ψ. (51)

4. ОБЩИЕ СЛУЧАИ РАЗЛОЖЕНИЯ МАТРИЧНЫХ
ОПЕРАТОРОВ ПО БАЗИСУ АЛГЕБРЫ КЛИФФОРДА

И РАЗЛОЖЕНИЯ ПО ИМПУЛЬСАМ

Рассмотрим разложение, аналогичное (41), когда M+ = k+γ
1
+γ

2
+ ... γp

+

для произвольной размерности n и сигнатуры (p, q). В этом случае

MγaM = M 2(−1)p−1(γa)+ = (−1)p−1(γa)+.

Поэтому уравнения (37) с учетом dk0 = 0 приобретают вид

(γa1)+dk∗a1
= −(−1)(p−1)(γa1)+ dka1 ,

(γa2)+(γa1)+dk∗a1a2
= −(−1)2(p−1)(γa1)+(γa2)+ dka1a2 ,

(γa3)+(γa2)+(γa1)+dk∗a1a2a3
= −(−1)3(p−1)(γa1)+(γa2)+(γa2)+ dka1a2a3 ,

...

(γan)+ ... (γa1)+dk∗a1a2...an
= −(−1)n(p−1)(γa1)+ ... (γan)+ dka1...an .

Отсюда следует формула

dG =

n∑
j=1

i[j/2]+j(p−1)+1γa1...ajdωa1...aj . (52)
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Поэтому (33) можно записать в виде

Ψ′ = (1+ ipγμdωμ + (−1)pγμνdωμν + i3p−1 γμνλdωμνλ+

+ i−1γμνλδdωμνλδ + ...)Ψ. (53)

В алгебраической теории поля (CAR-алгебре вторичного квантова-
ния) возникают дополнительные ограничения на формулы (52), (53).
В ней гамма-матрицы γμ должны быть заменены гамма-операторами γ̂μ,
для которых в соответствии с работой [12] выполняются условия

(γ̂μ
+Ψ)+ = −γ̂μ

+Ψ
+, (γ̂μ

−Ψ)+ = γ̂μ
−Ψ

+. (54)

При этом оператор поля Ψ, задаваемый формулой (1), должен преоб-
разовываться тем же оператором — (34), что и оператор поля Ψ:

Ψ′ = (1+ dG)Ψ = Ψ′ = (1+ dG)Ψ.

Отсюда с учетом (52) и (54) получаем требование

(−1)j−[j/2]+1 = 1. (55)

Оно выполняется для слагаемых в (52), для которых j − [j/2] нечетно,
для остальных слагаемых dωa1...aj = 0. Поэтому в формуле (53) в скобках
после единицы идут два слагаемых, не равных нулю, затем два слагае-
мых, потом снова два слагаемых, равных нулю, и т. д. с чередованием.
Следовательно, если задать

r(j) = (j − [j/2]) mod 2,

то для случая M+ = k+γ
1
+γ

2
+ ... γp

+ имеем следующее уточнение формул
(52) и (53):

dG =

n∑
j=1

r(j) ijp mod 2γa1...ajdωa1...aj .

Для нечетных p

Ψ′ = (1+ iγμdωμ + γμνdωμν + iγa1...a5dωa1...a5 + γa1...a6dωa1...a6 + ...)Ψ.
(56)

Для четных p

Ψ′ = (1+ γμdωμ + γμνdωμν + γa1...a5dωa1...a5 + γa1...a6dωa1...a6 + ...)Ψ. (57)

В случае M− = k−γ1
−γ

2
− ... γq

− с учетом (25) получаем

M− γaM− = (−1)q(γa)+.

Формула (55) не меняется, поэтому имеем два различных случая в
зависимости от четности q.
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Для четных q

dG =

n∑
j=1

r(j) ij mod 2γa1...ajdωa1...aj ,

Ψ′ = (1+ iγμdωμ + γμνdωμν + iγa1...a5dωa1...a5 + γa1...a6dωa1...a6 + ...)Ψ.
(58)

Для нечетных q

dG =

n∑
j=1

r(j) γa1...ajdωa1...aj ,

Ψ′ = (1+ γμdωμ + γμνdωμν + γa1...a5dωa1...a5 + γa1...a6dωa1...a6 + ...)Ψ.
(59)

Анализ формул (56)–(59), аналогичный проведенному в предыдущем
разделе, показывает, что если p нечетно и используется матрица M+,
или если q четно и используется матрица M−, то это соответствует
осям времени (мы их будем обозначать t) с положительной сигнатурой
и пространственным осям (мы их будем обозначать x) с отрицательной
сигнатурой. При этом выполняется уравнение Дирака (48).

Если же p четно и используется матрица M+, или если q нечетно и
используется матрица M−, то это соответствует осям времени (t) с от-
рицательной сигнатурой и пространственным осям (x) с положительной
сигнатурой. При этом выполняется уравнение Дирака (51).

5. ПРИМЕРЫ ДЛЯ ПРОСТРАНСТВ РАЗЛИЧНОЙ
РАЗМЕРНОСТИ И СИГНАТУР

В качестве примеров рассмотрим физически важные пространства
размерностей 4 и 5 (табл. 1) и 6 и 7 (табл. 2). Размерности 4 и 5 возника-
ют из-за наличия в матричном формализме Дирака пяти гамма-матриц:
γ0, γ1, γ2, γ3, а также γ5 либо γ4 = iγ5.

В соответствии с формулами (29) и (32) получаем выражения для
различных сигнатур. Ограничимся случаями пяти гамма-матриц, соот-
ветствующих теории Дирака, и семи гамма-матриц, возникающих в тео-
рии супералгебраических спиноров [4, 11–15].

Выбираем базисные гамма-матрицы так, чтобы в дираковском пред-
ставлении либо матрица M+, либо матрица M− была диагональной. При
этом другая матрица не всегда оказывается диагональной, и мы указы-
ваем для нее эквивалентное выражение, для которого она в дираковском
представлении оказывается диагональной. Например, для n = 4, p = 1,
q = 3 и базиса γ0, γ1, γ2, γ3 получаем M− = ±γ1γ2γ3 = ±iγ0γ5, и в дира-
ковском представлении она недиагональная. Зато в базисе iγ3, γ1, γ2, iγ0

роль γ0 играет iγ3, роль γ3 играет iγ0, и мы получаем диагональную
матрицу M− = ±γ3γ5. Этот выбор, конечно, неоднозначен. С таким же
успехом можно было выбрать, например, базис iγ1, iγ0, γ3, iγ5, тогда мы
получили бы M− = ±iγ1γ2.
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Из табл. 1 видно, что как для (p, q) = (1, 3), так и для (p, q) = (3, 1)
имеются два неэквивалентных случая: 1) когда есть одна ось времени
и три пространственных оси, M+ = M− = ±iγ0, и обе сигнатуры эк-
вивалентны; 2) когда есть три оси времени и одна пространственная
ось, M+ = M− = ±iγ0γ5, и обе сигнатуры также эквивалентны. Такая
эквивалентность имеет общий характер для любой размерности и сиг-
натуры пространства-времени, поскольку при замене сигнатуры гамма-
матриц путем умножения их на i матрица M+ становится матрицей
M−, а матрица M− становится матрицей M+. При этом сигнатуры
осей, соответствующих пространству, и осей, соответствующих времени,
меняют знак.

Оператор iγ6γ7 = Q имеет собственное число +1 при действии на
спинор и –1 при действии на антиспинор. В случае четырех независи-
мых грассмановых плотностей это оператор электрического заряда [11],
а в случае восьми и более независимых грассмановых плотностей Q
является оператором спинорного гиперзаряда [13].

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Таким образом, матрица обобщенного дираковского сопряжения
должна быть эрмитовой, а ее квадрат должен быть равен единице. Этот
результат согласуется со свойствами пространств Крейна [16]. Гиль-
бертово пространство с инвариантной формой (6) задает пространство
Крейна [17, 18]. При этом матрица обобщенного дираковского сопряже-
ния является так называемой фундаментальной симметрией пространства
Крейна [17].

Разложение инфинитезимальных матричных операторов по базису
алгебры Клиффорда, образованного гамма-матрицами и их произведения-
ми, порождает разложение операторов поля спиноров по импульсам. При
этом в ковариантной производной появляются как спиновые связности,
так и дополнительные слагаемые, не описанные в литературе.

При заданной сигнатуре гамма-матриц в четномерных пространствах
имеются два варианта матрицы обобщенного дираковского сопряже-
ния (M+ и M−), а в нечетномерных — один вариант такой матрицы
(M+ = M−). Если p нечетно и используется матрица M+, или если q
четно и используется матрица M−, то оси времени имеют положитель-
ную сигнатуру, а пространственные — отрицательную. Если p четно и
используется матрица M+, или если q нечетно и используется матрица
M−, то оси времени имеют отрицательную сигнатуру, а пространствен-
ные — положительную.
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