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Представлен метод учета кулоновского взаимодействия в сверхредких леп-
тонных распадах B0

s,d → �+�−. Учет кулоновского взаимодействия для распада
B0

s → μ+μ− уменьшает расхождение между предсказаниями Стандартной модели
(СМ) и экспериментом более чем вдвое. Ключевая идея работы состоит в измене-
нии процедуры вторичного квантования: вместо разложения по плоским волнам
используется решение уравнения Дирака во внешнем поле (картина Фарри).
Обоснование применимости картины Фарри производится на примере распада ги-
потетической нейтральной псевдоскалярной частицы на два заряженных скаляра
B0 → S+S−.

In this paper, we present a method to account for the Coulomb interaction
in the ultra-rare lepton decays B0

s,d → �+�−. Taking into account the Coulomb
interaction for the decay of B0

s → μ+μ− reduces the discrepancy between theory and
experiment more than twice. The key idea of the paper is to change the procedure
of secondary quantization — instead of expansion by plane waves, the solution of
the Dirac equation in an external field (Furry picture) is used. The applicability of
the Furry picture is justified on the example of the decay of a hypothetical neutral
pseudoscalar particle into two charged scalars B0 → S+S−.

PACS: 13.20.He; 13.25.–k; 14.40.Nd

ВВЕДЕНИЕ

В настоящее время редкие полулептонные и сверхредкие лептон-
ные распады B-мезонов активно изучаются на установках LHCb [1, 2],
CMS [3] и ATLAS [4] Большого адронного коллайдера и на установке
Belle-II [5, 6] в японском ускорительном центре KEK. В частности, бы-
ли измерены парциальные ширины таких распадов, как B0

s,d → μ+μ−,
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B0
s,d → h0�+�− (h0 — нейтральный адрон). Эти распады достаточно

хорошо изучены теоретически в рамках Стандартной модели и ее расши-
рений [7–12].

Однако известны расхождения между экспериментальными и тео-
ретическими результатами. Например, на рис. 1 можно видеть имею-
щиеся в настоящее время измерения парциальной ширины распада
B0

s → μ+μ−, полученные с помощью экспериментов ATLAS [4], CMS [3]
и LHCb [1, 2]. Также изображена комбинация разных результатов трех
экспериментов. В последние годы все измерения, как правило, показы-
вали результаты ниже предсказаний Стандартной модели [9]. Однако
недавнее обновление эксперимента CMS [3] дало значение чуть выше
теоретического предсказания.

Рис. 1. Сводка экспериментальных измерений парциальной ширины B
0
s → μ+μ−

(рисунок взят из работы [13])

В настоящей работе производится учет кулоновского взаимодействия
между лептонами в конечном состоянии распада B0

d,s → �+�−. Для этого
изменяется процедура вторичного квантования.

Обычно в квантовой теории поля используется разложение по плос-
ким волнам:

�(x) =
∑
s=1,2

∫
d3p

(2π)3
(apu(p, s) e

−ipx + b†pv(p, s) e
+ipx)). (1)

Обозначения, принятые в работе: gμν = diag (1,−1,−1,−1), e = |e|,
e2/4π = αem — постоянная тонкой структуры, представление γ-матриц
стандартное, σμν = (i/2)[γμ, γν ], γ5 = iγ0γ1γ2γ3, ε0123 = −1.
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Но плоские волны — это решения свободного волнового уравнения,
т. е. решения, предполагающие отсутствие взаимодействия между части-
цами. Однако в рассматриваемых распадах B-мезонов в конечном состо-
янии присутствуют заряженные лептоны. Они не являются свободными
частицами, так как каждый из них находится в поле другого лептона.
Между ними происходит кулоновское взаимодействие.

Поэтому в работе используется модифицированная процедура вто-
ричного квантования — разложение по точным решениям волнового
уравнения с внешним потенциалом:

�(x) =
∑
s=1,2

∫
d3p

(2π)3
(apΨ

(+)
Ep (x) e−iE(+)t + b†pΨ

(−)
−E−p(x) e

+iE(−)t). (2)

Этот метод хорошо известен из атомной физики и носит название
картины или представления Фарри [14].

Работа разделена на две части: разд. 1 — обоснование метода Фарри
на примере распада гипотетической псевдоскалярной частицы на два
заряженных скаляра и разд. 2 — применение метода Фарри к распадам
B-мезонов.

1. УЧЕТ КУЛОНОВСКОГО ВЗАИМОДЕЙСТВИЯ В РАСПАДЕ
B0 → S+S−. ОБОСНОВАНИЕ МЕТОДА ФАРРИ

Цель данного раздела — обосновать применимость картины Фар-
ри для релятивистских распадов элементарных частиц. Необходимость
проверки обусловлена тем, что метод Фарри обычно применяется для
атомных систем, в которых имеется связанное состояние электрона и
тяжелого неподвижного ядра. Априори неясно, насколько адекватным
является представление Фарри в случае системы взаимодействующих
релятивистских движущихся частиц.

Учет кулоновского взаимодействия характеризуется K-фактором, ко-
торый равен отношению

K =
Γ(Coulomb)

Γ(free)
, (3)

где Γ(free) — ширина распада без учета кулоновского взаимодействия;
Γ(Coulomb) — ширина распада с учетом кулоновского взаимодействия
между частицами. Для проверки метода Фарри необходимо провести
сравнение с другими способами учета кулоновского взаимодействия.
В данной работе производится сравнение трех подходов:

1) нерелятивистского метода Гамова [15], Зоммерфельда [16] и Саха-
рова [17];

2) точного релятивистского метода, основанного на построении двух-
частичных релятивистских уравнений, формализм которых был развит
Кратером (Crater) [18–20] и Сазджаном (Sazdjian) [21–24];

3) релятивистского метода Фарри [14].
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Эти факторы найдены для распада гипотетической нейтральной псев-
доскалярной частицы B0(P ,M) на два заряженных скаляра S+(p1,m)
S−(p2,m). Расчет произведен в системе покоя B0-мезона.

1. Фактор Гамова–Зоммерфельда–Сахарова [15–17] учитывает
кулоновское взаимодействие конечных частиц при малых скоростях. Эта
поправка может быть найдена из уравнения Шредингера для относитель-
ного движения двух частиц:( q̂ 2

2μ
+ U(r)

)
Ψ = EΨ. (4)

Фактор Гамова–Зоммерфельда–Сахарова равен

K(GSS) =
2πα/v

1− e−2πα/v
, (5)

где v — скорость частицы S+ в системе покоя S+S−-пары.
2. Метод Фарри [14] вместо разложения по плоским волнам (1)

использует разложение по решениям соответствующего волнового урав-
нения с учетом взаимодействия между частицами (2).

Частицы S+ и S− — скалярные. Следовательно, они описываются
уравнением Клейна–Гордона–Фока (КГФ):

(pμp
μ −m2)ψ = 0. (6)

Здесь pμ = i∂μ ≡ i(∂/∂t,−∇). Введение внешнего поля осуществляется
заменой pμ → pμ + eAμ, где e = |e|, Aμ = (φ,A). Важным аспектом
картины Фарри в нашем случае является следующая особенность. В рас-
паде B0 → S+S−, когда частица S− находится в точке r, частица S+

находится в точке −r. Поэтому потенциальная энергия их кулоновского
взаимодействия равна

eφ(r) = − α

|r− (−r)| = − α

2r
. (7)

Для расчета распада B0 → S+S− мы также считаем, что векторный
потенциал A = 0 (магнитное взаимодействие пренебрежимо мало). Тогда
уравнение КГФ принимает вид((

E − α

2r

)2
+�−m2

)
ψ = 0. (8)

C использованием в качестве разложения для скалярных полей
S(x),S∗(x) решения этого уравнения было показано, что кулоновская
поправка равна K(Furry) = eπα/v. (9)

3. Метод Кратера и Сазджана [18–23] — это подход, позволяющий
найти точные двухчастичные релятивистские уравнения. Известно, что
применение этих уравнений эквивалентно суммированию по всем поряд-
кам теории возмущений в рамках диаграммной техники Фейнмана [24].
Именно поэтому мы ориентируемся на этот метод как на самый досто-
верный.



УЧЕТ КУЛОНОВСКОГО ВЗАИМОДЕЙСТВИЯ 849

Запишем уравнение КГФ для относительного движения двух скаляр-
ных частиц в кулоновском поле друг друга. Для того чтобы сделать это,
необходимо ввести кинематические переменные Тодорова [25]:

mw =
m1m2

w
, εw =

w2 −m2
1 −m2

2

2w
, w2 = P 2, (10)

где m1,m2 — массы частиц; P = p1 + p2 — полный импульс системы. То-
гда (согласно Кратеру и Сазджану) уравнение КГФ для относительного
движения имеет вид(

(εw − Û(r))2 − q̂2 −m2
w

)
|ψ〉 = 0, (11)

где q̂2 — дифференциальный оператор, равный −�/2mw,
а Û(r) = −α/r — потенциал кулоновского взаимодействия. С использо-
ванием этого уравнения была рассчитана кулоновская поправка:

K(CS) =

∣∣∣∣∣
Γ

(√
1

4
− α2 +

1

2
+ i

α

v

)

Γ
(√

1− 4α2 + 1
)

∣∣∣∣∣
2

eπα/v. (12)

Сравнение трех методов изображено на рис. 2 как функция зави-
симости K-фактора от соотношения масс m/M . Для этого в форму-
лы (5), (9) и (12) была подставлена скорость разлетающихся частиц

Рис. 2. График зависимости K-фактора от соотношения масс m/M в распаде
B0(M) → S+(m)S−(m) нейтральной псевдоскалярной частицы на два заряжен-
ных скаляра. Практически на всем интервале масс существенных расхождений
между методами не наблюдается. Однако при m → M/2 (нерелятивистский
предел) различия становятся заметными. Поведение K-фактора около этой гра-
ницы изображено внутри вставки. Методы Кратера–Сазджана и Гамова–Зоммер-
фельда–Сахарова практически неотличимы друг от друга, а метод Фарри дает
большее предсказание
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v =
√

1− 4(m/M)2 . Видно, что метод Фарри дает аналогичные пред-
сказания, что и точный метод Кратера–Сазджана, практически на всем
интервале допустимых значений. Только возле границы m→M/2 (нере-
лятивистский предел) наблюдается расхождение между методами. Это
сигнализирует о том, что в таких распадах метод Фарри не работает.
Однако в релятивистском случае картина Фарри работает так же, как
и остальные подходы.

Именно этот факт позволяет сделать предположение, что картина
Фарри хорошо применима к описанию распадов с участием пар заряжен-
ных лептонов.

2. УЧЕТ КУЛОНОВСКОГО ВЗАИМОДЕЙСТВИЯ
В РАСПАДЕ B0

d,s → �+�−

В этом разделе будет рассмотрен распад нейтрального B-мезона
(P ,M) в лептонную пару �+(p1,m)�−(p2,m) с учетом кулоновского вза-
имодействия в конечном состоянии. Возникает вопрос, какой из методов
использовать?

Фактор Гамова–Зоммерфельда–Сахарова использовать нельзя, по-
скольку он получен из нерелятивистского уравнения Шредингера, а рас-
сматриваемые лептонные распады B-мезонов — релятивистские.

Метод Кратера и Сазджана, казалось бы, является наилучшим вари-
антом, так как он точен и учитывает релятивистские эффекты. Однако
у этого метода есть существенный недостаток: если двухчастичное урав-
нение КГФ можно построить и решить относительно легко, то же самое
нельзя сказать о двухчастичном уравнении Дирака. Оно имеет очень
сложную структуру. Поскольку в распадах B-мезонов в конечном состо-
янии наблюдаются лептоны, то нужно было бы использовать именно это
16-компонентное уравнение.

Метод Фарри, в противовес подходу Кратера и Сазджана, достаточно
простой и может быть использован для лептонов. Однако этот подход,
как было показано в разд. 1, является верным только в релятивист-
ских распадах (например, при скорости конечных частиц, равной 0,05c,
отличие в методах составляет около 5%, а при v = 0,1c — 0,5%).
В нерелятивистском же пределе метод Фарри расходится как с методом
Кратера–Сазджана, так и с фактором Гамова–Зоммерфельда–Сахарова.

Тем не менее предлагается использовать именно метод Фарри. Это
использование является адекватным, так как в работе будут рассмотрены
распады B-мезона только на релятивистские частицы. Погрешность,
которая может возникнуть из-за неточности метода Фарри, составляет
не более 0,5%. Такая ошибка вполне допустима, поскольку адронные
формфакторы, вычисляемые непертурбативными методами, имеют харак-
терную неопределенность 5–15%.



УЧЕТ КУЛОНОВСКОГО ВЗАИМОДЕЙСТВИЯ 851

Поля �(x) и �(x) получены из асимптотического уравнения Дира-
ка [26] в кулоновском потенциале eφ(r) = −α/|r− (−r)| = −α/2r:(

�+ p2 +
Eα
r

)
ψ = 0. (13)

Эффективный гамильтониан, описывающий нейтральные слабые токи
b→ q�+�− (q = {s, d}), изменяющие аромат кварков, записывается в фор-
ме разложения Вильсона [27]:

Hb→q�+�−
eff =

GF√
2

αem

2π
VtbV

∗
tq

(
− 2imb

C7γ

q2
qσμνq

ν(1+ γ5)b�γ
μ�+

+ C9V (μ)qγμ(1− γ5)b�γ
μ�+ C10A(μ)qγμ(1− γ5)b�γ

μγ5�

)
, (14)

где GF — постоянная Ферми; Ci — коэффициенты Вильсона; Vtb,V ∗
tq —

элементы матрицы Кабиббо–Кобаяши–Маскавы; mb — масса b-кварка;
b(x), q(x), �(x) — кварковые и лептонные поля. Лептонная константа
распада Bq-мезона определена как [28]

〈0|q(0)γμγ5b(0)|B0
s(M ,P )〉 = ifB0

q
Pμ. (15)

Используя метод Фарри (2), т. е. раскладывая лептонные поля �(x)
по уравнению Дирака в кулоновском потенциале (13), опираясь на эф-
фективный гамильтониан (14) и формфактор (15), мы нашли ширину
распада B0

s → �+�− с учетом кулоновского взаимодействия в конечном
состоянии:

ΓB0
s→�+�− = K(Coulomb)|D|2

√
M 2 − 4m2

8π
, (16)

где

D =
iGF√

2

αem

2π
VtbV

∗
tsfB0

s
2mC10A,

K(Coulomb) =
Γ(Coulomb)

Γ(free)
= eπαE/p.

(17)

Сравнение экспериментальных данных и теоретических предсказаний
для распадов B0

s,d → �+�− можно видеть в таблице. Величина кулонов-
ской поправки для всех распадов составляет около 2,6%. Видно, что
для распада B0

s → μ+μ− учет кулоновского взаимодействия улучшает
согласие между предсказаниями СМ и экспериментальными данными,
сокращая расхождение между средним экспериментальным значением
и теоретическим результатом до 2,1%. При этом необходимо отметить,
что погрешность экспериментального результата составляет 11% [3].
А неопределенность теоретического предсказания определяется погреш-
ностью вычисления лептонной константы fBq , которая составляет поряд-
ка 5% [28].
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Парциальные ширины B = ΓB0
d,s→�+�−/Γ

(total)

B0
d,s

. Сравнение эксперименталь-

ных данных, теоретических предсказаний СМ без учета кулоновского вза-
имодействия между частицами в конечном состоянии и с учетом этого
взаимодействия, рассчитанного по методу Фарри

Распад B(exp) [3, 29] B(free) [9] B(Coulomb)

B0
s → μ+μ−[10−9] 3,83+0,44

−0,41 3,66± 0,14 3,75± 0,14

B0 → μ+μ−[10−11] < 19 при 95% CL 1,03± 0,05 1,05± 0,05

B0
s → e+e−[10−11] < 940 при 90% CL 1,77± 0,08 1,81± 0,09

B0 → e+e−[10−13] < 25000 при 90% CL 4,99± 0,25 5,10± 0,26

B0
s → τ+τ−[10−8] < 6,8 · 105 при 90% CL 4,61± 0,22 4,75± 0,23

B0 → τ+τ−[10−9] < 2,1 · 106 при 90% CL 1,28± 0,07 1,32± 0,07

Разработанный метод является общим и может быть применен не
только к сверхредким лептонным распадам нейтральных B-мезонов, но
и к таким распадам, как B0

s,d → h0�+�−, B0
s,d → V 0�+�−, B0

s,d → γ�+�−.
Учет кулоновского взаимодействия между частицами в конечном состоя-
нии улучшает точность предсказаний СМ.
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