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В работе получено удобное представление для серии двухточечных и четырехточечных
диаграмм, связанных с D-мерной квантовой теорией поля типа «fishnet». Данное представ-
ление позволяет получить точное выражение для диаграмм зигзаг-серии в теории поля φ4,
что приводит к сравнительно простому доказательству зигзаг-гипотезы, сформулированной
Д.Бродхарстом и Д.Краймером.

We obtain a convenient representation for a series of two-point and four-point diagrams related
to the D-dimensional fishnet field theory. This representation allows one to obtain an exact
expression for the zig-zag series diagrams in the φ4 field theory, which leads to a relatively
simple proof of the zig-zag conjecture formulated by D.Broadhurst and D. Kreimer.

PACS: 02.90.+p

ВВЕДЕНИЕ

Четырехмерные теории поля с взаимодействием типа φ4 представляют собой неотъ-
емлемую часть Стандартной модели взаимодействия элементарных частиц. Важней-
шей задачей является вычисление β-функции для таких теорий. Известно, что значи-
тельную (почти половину) часть вклада в β-функцию вносят диаграммы так называе-
мой зигзаг-серии: M -петлевая диаграмма зигзаг-серии дает вклад в (M +1)-петлевой
порядок β-функции. Ответ для двухточечной M -петлевой зигзаг-диаграммы имеет
следующий вид:

G
(M)
2 (x, y) =

π2M

(x− y)2
Z(M + 1), (1)

где x, y ∈ R
4. Нормировочная константа π2M выделена для удобства, а Z(M + 1) —

константа, непосредственно входящая в выражение для β-функции. Константа
Z(M + 1) дается формулой

Z(M + 1) = 4CM

∞∑
p=1

(−1)(p−1)(M+1)

p2(M+1)−3
=

{
4CMζ2M−1 для M = 2N + 1,

4CM (1 − 22(1−M))ζ2M−1 для M = 2N,

(2)
где CM = (1/(M + 1))

(
2M
M

)
— число Каталана. Это выражение было предложено

Д.Бродхарстом и Д.Краймером в качестве гипотезы [1] (зигзаг-гипотезы), а затем
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доказано в работе [2]. Точной формулировке зигзаг-гипотезы предшествовала серия
работ, посвященных вычислению отдельных членов данной серии [3–8].

В работе представлено относительно простое доказательство зигзаг-гипотезы, ос-
нованное на операторном формализме [9, 10], методах конформной теории поля [11]
и методах вычисления диаграмм в теориях типа «fishnet» [12–15].

Диаграммы зигзаг-серии, как и диаграммы типа «fishnet», построены из повторяю-
щихся блоков. Повторяющийся блок естественно интерпретировать как интегральное
ядро оператора, получившего название «graph-building operator». Такая операторная
интерпретация позволяет переформулировать задачу о вычислении диаграммы как за-
дачу о диагонализации «graph-building» оператора: нахождение полной системы соб-
ственных функций и соответствующих собственных значений. В предлагаемой работе
система собственных функций построена для диаграмм зигзаг-серии, что позволяет
получить точные выражения для соответствующих четырехточечных и двухточечных
функций. «Graph-building» оператор, связанный с диаграммами зигзаг-серии, облада-
ет свойством конформной инвариантности, так что его собственные функции оказы-
ваются частным случаем трехточечной корреляционной функции конформной теории
поля — конформными треугольниками.

1. ОПЕРАТОРНЫЙ ФОРМАЛИЗМ

Рассмотрим D-мерное евклидово пространство RD с координатами xμ (μ =

= 1, . . . , D) и будем обозначать (x)
2α ≡ (

x2
)α

=

(∑
μ

xμ xμ

)α

. Пусть {q̂μa , p̂νb}

(a, b = 1, . . . , n) — эрмитовы генераторы алгебры H(n) =
n∑

a=1
Ha, состоящей из n копий

D-мерной алгебры Гейзенберга Ha, такие что

[q̂μa , p̂
ν
b ] = i δμν δab. (3)

Введем состояния |xa〉 и |ka〉, являющиеся собственными для генераторов q̂μa и p̂νa
подалгебры Ha ⊂ H(n):

q̂μa |xa〉 = xμ
a |xa〉, p̂μa |ka〉 = kμa |ka〉 (4)

и составляющие базис пространства Va, на котором действует алгебра Ha. Алгебра
H(n) действует в пространстве V1⊗· · ·⊗Vn, базисными элементами которого являются
|x1, . . . , xn〉 := |x1〉⊗· · ·⊗|xn〉. Введем дуальные состояния 〈xa| и 〈ka| такие, что верны
соотношения ортогональности и полноты

〈xa|x′
a〉 = δD(xa − x′

a), 〈ka|k′a〉 = δD(ka − k′a),∫
dDxa |xa〉〈xa| = Ia =

∫
dDka |ka〉〈ka|,

(5)

где Ia — единичный оператор на Va. Соотношения (3), (4), (5) согласованы, если

kμa 〈xa|ka〉 = 〈xa|p̂μa |ka〉 = −i
∂

∂xμ
a
〈xa|ka〉 ⇒ 〈xa|ka〉 = 1

(2π)D/2
eik

μ
ax

μ
a ,
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где не подразумевается суммирование по повторяющимся индексам a, а нормировоч-
ная константа (2π)−D/2 зафиксирована соотношением (5). Дальше нам понадобятся

операторы (q̂a)
−2α =

(∑
μ
q̂μa q̂μa

)−α

и (p̂a)
−2β =

(∑
μ
p̂μa p̂μa

)−β

такие, что α и β не обя-

зательно являются целыми числами. Эти операторы можно определить как интеграль-
ные операторы, задаваемые интегральными ядрами 〈x| (q̂)−2α |y〉 = (x)

−2α
δD(x− y) и

〈x| 1

(p̂)2β
|y〉 =

∫
dDk〈x| 1

(p̂)2β
|k〉〈k|y〉 =

∫
dDk

(2π)D
eik(x−y)

(k)2β
=

a(β)

(x− y)
2β′ ,

a(β) :=
1

22βπD/2

Γ(β′)
Γ(β)

, β′ := D/2− β.

(6)

Рассмотрим алгебру H(2) = H1 +H2 и введем оператор

Q̂
(β)
12 :=

1

a(β)
P12 (p̂1)

−2β (q̂12)
−2β , (7)

где q̂μ12 = q̂μ1 − q̂μ2 , а P12 — оператор перестановки, действующий по правилу

P12 q̂1 = q̂2 P12, P12 p̂1 = p̂2 P12, P12|x1, x2〉 = |x2, x1〉, (P12)
2 = I. (8)

Мы будем использовать следующее графическое представление для интегрального
ядра оператора (7):

= 〈x1, x2|Q̂(β)
12 |y1, y2〉 =

=
1

a(β)
〈x1, x2| P12 (p̂1)

−2β (q̂12)
−2β |y1, y2〉 = 1

(x2 − y1)2β
′ (y1 − y2)2β

δD(x1 − y2),

где
x1 � � � � � � � x2 = δD(x1 − x2), x1 x2 = (x1 − x2)

−2β .

Заметим, что Q
(β)
12 является «graph-building» оператором для зигзаг-диаграмм:

в случае четного числа петель многократное применение оператора Q
(β)
12 приводит к

диаграмме

= 〈x1, x2|(Q̂(β)
12 )2N |y1, y2〉(y1 − y2)

2β , (9)

в случае нечетного числа петель многократное применение оператора Q
(β)
12 приводит

к диаграмме

=

= 〈x1, x2|(Q̂(β)
12 )2N+1|y1, y2〉(y1 − y2)

2β . (10)
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C помощью жирной точки мы изображаем интегрирование по всему пространству RD.
Отметим, что выражения (9), (10) могут быть интерпретированы как фейнмановские
диаграммы для четырехточечной корреляционной функции D-мерной «fishnet» тео-
рии [11], а в случае D = 4 и β = 1 как фейнмановские диаграммы для функции
Грина скалярной теории поля с взаимодействием φ4.

Таким же образом, добавив необходимые пропагаторы и проинтегрировав по двум
вершинам, с помощью оператора Q

(β)
12 можно построить двухточечную зигзаг-диа-

грамму:

для четного числа петель

=

=

∫
dDx1d

Dy2
〈x1, x2|(Q̂(β)

12 )2N |y1, y2〉
(x1 − x2)2β

(11)

и для нечетного

=

=

∫
dDx1d

Dy2
〈x1, x2|(Q̂(β)

12 )2N+1|y1, y2〉
(x1 − x2)2β

. (12)

Теперь остается воспользоваться операторными представлениями (9)–(12) для точно-
го вычисления упомянутых серий двухточечных и четырехточечных диаграмм.

2. СИСТЕМА СОБСТВЕННЫХ ФУНКЦИЙ ОПЕРАТОРА Q̂12.
ОРТОГОНАЛЬНОСТЬ И ПОЛНОТА

Для нахождения собственных функций оператора (7) рассмотрим трехточечную
корреляционную функцию полей OΔ1 , OΔ2 и Oμ1···μn

Δ в конформной теории поля.
Скалярные поля OΔ1 и OΔ2 имеют конформные размерности Δ1 и Δ2, а тензорное
поле Oμ1···μn

Δ имеет конформную размерность Δ. Для коррелятора трех таких полей
ответ известен с точностью до нормировки

uμ1 · · ·uμn 〈OΔ1(y1) OΔ2(y2) Oμ1···μn

Δ (y)〉 =

(
(u, y − y1)

(y − y1)2
− (u, y − y2)

(y − y2)2

)n

(y1 − y2)2A(y − y1)2A1(y − y2)2A2
, (13)

где

A =
1

2
(Δ1 +Δ2 −Δ+ n), A1 =

1

2
(Δ1 +Δ−Δ2 − n), A2 =

1

2
(Δ2 +Δ−Δ1 − n).

Для того чтобы избежать громоздких формул с тензорными значками, мы использу-
ем свертку с вспомогательным комплексным вектором u ∈ C

D, таким что (u, u) =
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uμuμ = 0. Нам нужен частный случай трехточечного коррелятора (13), когда пара-
метры A,A1, A2 связаны следующим образом (α ∈ C, β ∈ R):

A = α, A1 = α′ :=
D

2
− α, A2 = (α+ β)′ =

D

2
− (α+ β) ⇒

Δ1 =
D

2
, Δ2 =

D

2
− β, Δ = D − 2α− β + n.

(14)

Выбрав данную параметризацию, мы определим функцию

〈y1, y2|Ψ(n,u)
α,β (y)〉 :=

(
(u, y − y1)

(y − y1)2
− (u, y − y2)

(y − y2)2

)n

(y1 − y2)2α(y − y1)2α
′(y − y2)2(α+β)′ , (15)

которую, следуя статье [16], будем называть конформным треугольником. Вектор
|Ψ(n,u)

α,β (y)〉 = uμ1 · · ·uμn |Ψμ1···μn

α,β (y)〉, определенный в (15), является собственным для
оператора (7):

Q̂
(β)
12 |Ψ(n,u)

α,β (y)〉 = τ(α, β, n) |Ψ(n,u)
α,β (y)〉, (16)

с собственным числом

τ(α, β, n) = (−1)n
πD/2Γ(β)Γ(α)Γ((α + β)′ + n)

Γ(β′)Γ(α′ + n)Γ(α+ β)
. (17)

Отметим, что по отношению к стандартному эрмитову скалярному произведению

〈Ψ|Φ〉 =
∫

dDx1 d
Dx2 〈Ψ|x1, x2〉〈x1, x2|Φ〉 =

∫
dDx1d

Dx2 Ψ
∗(x1, x2)Φ(x1, x2) (18)

оператор (7) с β ∈ R является эрмитовым только с точностью до преобразования
подобия:

(Q̂
(β)
12 )† =

1

a(β)
(q̂12)

−2β (p̂1)
−2β P12 = U Q̂

(β)
12 U−1,

U := P12 (q̂12)
−2β = (q̂12)

−2β P12.

(19)

Таким образом, вместо скалярного произведения (18) естественно использовать новое
скалярное произведение

〈Ψ|Φ〉 := 〈Ψ|U |Φ〉 =
∫

dDx1d
Dx2

Ψ∗(x2 , x1)Φ(x1 , x2)

(x1 − x2)2β

(β ≡ D −Δ1 −Δ2),

(20)

по отношению к которому оператор (7) будет эрмитовым. В формуле (20) мы опреде-
лили сопряжение для вектора

〈Ψ| := 〈Ψ|U = 〈Ψ| (q̂12)−2β P12, (21)

где оператор U в (19) играет роль метрики в пространстве V1 ⊗ V2.
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Нетрудно проверить, что «graph-building» оператор (7) коммутирует с оператором

D̂ =
i

2

2∑
a=1

(q̂ap̂a + p̂aq̂a) +
1

2
(yμ ∂yμ + ∂yμ yμ)− β, (22)

который действует на собственные функции |Ψ(n,u)
α,β (y)〉 следующим образом:

D̂ |Ψ(n,u)
α,β (y)〉 =

(
2α+ β − 1

2
D − n

)
|Ψ(n,u)

α,β (y)〉. (23)

Для вещественного параметра β ∈ R получаем, что D̂† = −U D̂U−1. Таким образом,
оператор D̂ антиэрмитов по отношению к скалярному произведению (20). Соответ-
ствующее условие на его собственные числа приводит к следующей общей парамет-
ризации параметра α:

2(α∗ + α) = 2n+D − 2β ⇒ α =
1

2
(n+D/2− β)− iν, ν ∈ R. (24)

Используя введенную параметризацию, получаем следующее выражение для соб-
ственного числа (17):

τ(α, β, n) = (−1)n
πD/2Γ(β)Γ

(
D

4
+

n

2
− β

2
+ iν

)

Γ(β′)Γ
(
D

4
+

n

2
+

β

2
+ iν

) Γ

(
D

4
+

n

2
− β

2
− iν

)

Γ

(
D

4
+

n

2
+

β

2
− iν

) (25)

и параметра Δ = D/2 + 2iν. В качестве параметра собственной функции удобнее
использовать ν вместо α, так что мы введем следующее, альтернативное, обозначение
для собственной функции (15)

|Ψ(n,u)
ν,β,y〉 := |Ψ(n,u)

α,β (y)〉 = uμ1 · · ·uμn |Ψμ1···μn

α,β (y)〉,
Ψ

(n,u)
ν,β,y(x1 , x2) := 〈x1 , x2|Ψ(n,u)

ν,β,y〉.
(26)

Так как собственное число (25) вещественно (инвариантно относительно замены
ν → −ν), две собственные функции |Ψ(n,u)

ν,β,x〉 и |Ψ(m,v)
λ,β,y 〉, отвечающие разным соб-

ственным числам (25) (т. е. n 
= m и λ 
= ±ν), должны быть ортогональны друг другу
относительно скалярного произведения (20).

Справедливо следующее соотношение ортогональности для двух конформных тре-
угольников (см. [11,17–19]):

〈Ψ(m,v)
λ,β,y |Ψ(n,u)

ν,β,x〉 =
∫

dDx1 d
Dx2 〈Ψ(m,v)

λ,β,y |U |x1x2〉〈x1x2|Ψ(n,u)
ν,β,x〉 =

=

∫
dDx1 d

Dx2

(Ψ
(m,v)
λ,β,y (x2, x1))

∗ Ψ(n,u)
ν,β,x(x1, x2)

(x1 − x2)2(D−Δ1−Δ2)
=

= C1(n , ν) δnm δ(ν − λ) δD(x− y) (u, v)n + C2(n , ν) δnm δ(ν + λ)×

×

(
(u, v)− 2

(u, x− y)(v, x− y)

(x− y)2

)n

(x − y)2(D/2+2iν)
, (27)



264 Деркачев C. Э., Исаев А.П., Шумилов Л.А.

где (u, v) = uμvμ, β = D −Δ1 −Δ2 = Δ1 −Δ2, а

C1(n, ν) =
(−1)n 21−n π3D/2+1 n!

Γ

(
D

2
+ n

)((
D

2
+ n− 1

)2

+ 4ν2

) Γ (2iν) Γ (−2iν)

Γ

(
D

2
+ 2iν − 1

)
Γ

(
D

2
− 2iν − 1

) .

(28)
Отметим, что коэффициент C1 не зависит от β и играет роль обратной величины
к мере Планшереля, используемой в соотношении полноты. В отличие от C1, коэф-
фициент C2 в (27) зависит от β, но он не входит в соотношение полноты, так что
явное выражение для него нам не понадобится. Соотношение полноты для набора
собственных функций (26) имеет следующий вид (см. [11,17–19]):

I =

∞∑
n=0

∞∫
0

dν

C1(n , ν)

∫
dDx|Ψμ1···μn

ν,β,x 〉〈Ψμ1···μn

ν,β,x | =

=

∞∑
n=0

∞∫
0

dν

C1(n , ν)

∫
dDx|Ψμ1···μn

ν,β,x 〉〈Ψμ1···μn

ν,β,x |U. (29)

3. ВЫЧИСЛЕНИЕ ДВУХТОЧЕЧНОЙ И ЧЕТЫРЕХТОЧЕЧНОЙ ФУНКЦИЙ
ДЛЯ ЗИГЗАГ-ДИАГРАММ

Используя ортогональность и полноту системы собственных функций, нетрудно
вывести удобные представления для двухточечной и четырехточечной корреляци-
онных функций. Используя разложение единицы (29) в выражениях (9), (10) для
четырехточечной корреляционной функции, получаем

G
(M)
4 (x1, x2; y1, y2) = 〈x1, x2|

(
Q̂

(β)
12

)M |y1, y2〉(y1 − y2)
2β =

=

∞∑
n=0

∞∫
0

dν

C1(n, ν)

∫
dDx 〈x1, x2|

(
Q̂

(β)
12

)M |Ψμ1···μn

ν,β,x 〉〈Ψμ1···μn

ν,β,x |U |y1, y2〉(y1 − y2)
2β =

=
∞∑
n=0

∞∫
0

dν

(
τ(α, β, n)

)M
C1(n, ν)

∫
dDx 〈x1, x2|Ψμ1···μn

ν,β,x 〉〈Ψμ1···μn

ν,β,x |y2, y1〉. (30)

Интеграл по x в правой части уравнения (30) может быть вычислен в терминах
конформных блоков [19–21] (в четырехмерном случае этот интеграл детально рас-
смотрен в [11]).

Используя выражение для четырехточечной функции G
(M)
4 (x1, x2; y1, y2), полу-

ченное в (30), можно вывести выражение для двухточечной функции G
(M)
2 (x2, y1)
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(диаграммы для этих функций представлены в (9)–(12)):

G
(M)
2 (x2, y1) =

∞∑
n=0

∞∫
0

dν
(τ(α, β, n))M

C1(n, ν)
×

×
∫

dDx1d
Dy2 d

Dx
〈x1, x2|Ψμ1···μn

ν,β,x 〉〈Ψμ1···μn

ν,β,x |y2, y1〉
(x1 − x2)2β(y1 − y2)2β

=

=
1

(x2 − y1)2β
Γ(D/2− 1)

Γ(D − 2)

∞∑
n=0

(−1)nΓ(n+D − 2)

2nΓ(n+D/2− 1)

∞∫
0

dν
τM+3(α, β, n)

C1(n, ν)
. (31)

При выводе последнего выражения мы использовали следующий интеграл, который
может быть вычислен в замкнутом виде:

∫
dDx1d

Dy2 d
Dx

〈x1, x2|Ψμ1···μn

ν,β,x 〉〈Ψμ1···μn

ν,β,x |y2, y1〉
(x1 − x2)2β(y1 − y2)2β

=

=
(−1)nΓ(n+D − 2)Γ(D/2− 1)

2nΓ(n+D/2− 1)Γ(D − 2)

τ3(α, β, n)

(x2 − y1)2β
. (32)

Рассмотрим частный случай β = 1 и D = 4, так что α = (n+ 1)/2 − iν и ответ
для интеграла (32) упрощается:

∫
d4x1d

4y2 d
4x

〈x1, x2|Ψμ1···μn
ν,x 〉〈Ψμ1···μn

ν,x |y2, y1〉
(x1 − x2)2(y1 − y2)2

= (−1)n
(n+ 1)

2n
τ3(ν, n)

1

(x2 − y1)2
,

(33)

где 〈x1, x2|Ψμ1···μn
ν,x 〉 := Ψμ1···μn

ν,β,x (x1, x2)|D=4,β=1 и (см. (25))

τ(ν, n) := τ(α, β, n)|D=4,β=1 =
(−1)n(2π)2

(1 + n)2 + 4ν2
. (34)

Коэффициент C1 в выражении (28) для D = 4 также упрощается:

C1(n, ν) =
π5

2n+3(1 + n) ν2
τ(ν, n), (35)

так что, подставляя (33)–(35) в (31), получаем

G
(M)
2 (x2, y1)|D=4,β=1

=
(2π)2(M+2)

(x2 − y1)2
23

π5

∞∑
n=0

(−1)n(M+1)(n+ 1)2
∞∫
0

dν
ν2

((1 + n)2 + 4ν2)
M+2

=

=
4π2M

(x2 − y1)2
CM

∞∑
n=0

(−1)n(M+1) 1

(n+ 1)2M−1
, (36)
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где CM = (1/(M + 1))
(
2M
M

)
— число Каталана. В последнем равенстве (36) мы ис-

пользовали интеграл

+∞∫
0

dν
ν2(

4ν2 + (1 + n)
2
)M+2

=
1

25(n+ 1)2M+1

Γ

(
1

2

)
Γ

(
M +

1

2

)
Γ (M + 2)

(37)

и тождество

Γ

(
M +

1

2

)
Γ

(
1

2

)
Γ(M + 2)

=
(2M)! π

22MM !(M + 1)!
.

Выражение (36) эквивалентно (1), (2). Таким образом, мы воспроизвели результат,
предсказанный Бродхарстом и Краймером [1].

В заключение отметим, что в статье [1] мера интегрирования в импульсном про-
странстве зафиксирована как (d4k)/π2. Таким образом, для расчета M -петлевой диа-
граммы нам необходимо разделить ответ на (π2)M , что оправдывает выбор нормиро-
вочной константы в выражении (2).

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В данной работе показано, что современные методы изучения конформных тео-
рий поля в произвольной размерности могут быть использованы для аналитических
вычислений безмассовых фейнмановских диаграмм. Мы считаем, что рассмотренный
метод является универсальным для вычисления диаграмм, которые могут быть пред-
ставлены в виде матричного элемента некоторой степени «graph-building» оператора.
В частности, он может быть использован для вычисления корреляционных функций
и критических показателей различных конформных теорий поля. Также интересным
вопросом остается возможность применения D-мерных результатов для расчета че-
тырехточечных функций (с фермионами), которые возникают в обобщенной «fishnet»
модели при двойном скейлинговом пределе γ-деформированной N = 4 суперсиммет-
ричной теории Янга–Миллса.

Работа поддержана грантом Фонда развития теоретической физики и математики
«Базис». Также работа Л.А.Шумилова поддержана Министерством науки и высшего
образования Российской Федерации (грант №075-15-2022-289).
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