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Предложен метод построения уравнений обобщенной 10D-супергравитации при помощи
неунимодулярных бикиллинговых деформаций Янга–Бакстерa. Представленный подход обоб-
щен на случай 11D. При помощи неунимодулярных трикиллинговых обобщенных деформаций
Янга–Бакстера получено обобщение уравнений 11D-супергравитации.

We propose a method for constructing equations of generalized 10D supergravity using non-
unimodular bi-Killing Yang–Baxter deformations. The presented approach is generalized to the
11-dimensional case. Using non-unimodular three-Killing generalized Yang–Baxter deformations, a
generalization of the equations of 11D supergravity is obtained.

PACS: 11.25.−w; 04.65.+e

ВВЕДЕНИЕ

Ключевым шагом на пути к полноценному описанию М-теории и теории струн
является изучение структуры их согласованных фонов — вакуумов. Ответ на этот
вопрос зависит от способа описания мембраны/струны: явно суперсимметричный на
мировом объеме мембраны/струны [1]; явно суперсимметричный в объемлющем про-
странстве [2]; явно суперсимметричный на мировом объеме мембраны/струны и в
объемлющем пространстве [3]. Для суперструны первый подход требует вейлевской
инвариантности на квантовом уровне, что в однопетлевом приближении эквивалентно
уравнениям 10D-супергравитации на фоновые поля [4].

Второй подход, который является более естественным для теории мембран, тре-
бует каппа-инвариантности действия, что также накладывает условия на фоновые
поля. Для теории мембран известно, что для выполнения этих условий достаточно
обычных уравнений 11D-супергравитации [2]. Однако для суперструн в [5] было по-
казано, что достаточными являются уравнения обобщенной 10D-супергравитациии.
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Обобщение заключается в зависимости уравнений от дополнительного вектора Кил-
линга Im для фоновых полей. При Im = 0 обобщенные уравнения воспроизводят
уравнения обычной супергравитации.

Отметим, что впервые уравнения обобщенной 10D-супергравитации были открыты
при изучении η-деформации струны Мецаева–Цейтлина на фоне AdS5 × S

5 [6,7], ко-
торая сохраняет каппа-инвариантность и интегрируемость, но приводит к решениям
обобщенной супергравитации. Деформации такого вида могут быть сформулирова-
ны при помощи вложения супергравитации в двойную теорию поля (DFT), которая
явно ковариантна относительно группы Т-дуальности O(d, d) (см. обзоры [8–10]).
В этих терминах деформации — это локальные O(d, d) вращения с би-киллинговым
параметром деформации βmn = rijkmi knj , которые генерируют решения обобщенной
супергравитации из решений обычной, если бивектор удовлетворяет классическому
уравнению Янга–Бакстера [11, 12]. При этом вектор Киллинга Im пропорционален
условию унимодулярности для деформации fi1i2

jri1i2 = 0, где fi1i2
j — структурные

константы алгебры Киллинга. Это означает, что унимодулярная деформация генери-
рует решения обычной супергравитации, а неунимодулярная — обобщенной.

При помощи DFT и бикиллинговых неунимодулярных деформаций Янга–Бакстера
мы строим уравнения 10D обобщенной супергравитации. Этот подход мы обобщаем
на 11D-случай. При помощи исключительной теории поля (ExFT), явно ковариантной
относительно симметрии 11D-супергравитации — U-дуальности, и неунимодулярных
трикиллинговых обобщенных деформаций Янга–Бакстера мы строим обобщенные
уравнения 11D-супергравитации. Открытым вопросом остается каппа-инвариантность
мембраны на фоне, решающем полученные уравнения.

1. ОБОБЩЕННАЯ 10D-СУПЕРГРАВИТАЦИЯ ИЗ ДЕФОРМАЦИЙ

Действие DFT имеет вид [13–15]

SDFT =

∫
d10X e−2d

{
HABFAFB −FAFA − 1

6
FABCFABC +

+FABCFDEF

(
1

4
HADηBEηCF − 1

12
HADHBEHCF

)}
, (1)

где потоки теории определены следующим образом:

FABC = 3EN [C∂AE
N
B], FA = ENA∂

BEN
B + 2∂Ad = 2∂Ad− ∂MEM

A . (2)

Здесь ∂A = EM
A ∂M , EN

A — обобщенные реперы; d — O(1, 9; 1, 9) инвариантный дила-
тон; ηMN = EM

A EN
B ηAB — инвариантная O(1, 9; 1, 9) метрика и HMN = EM

A EN
B HAB —

обобщенная метрика HMN ∈ O(1, 9; 1, 9)/(O(1, 9)×O(1, 9)):

ηAB =

(
0 δab
δba 0

)
, HAB =

(
hab 0
0 hab

)
. (3)

Дополнительно, произвольные поля теории f и g должны удовлетворять условию
проекции

ηMN∂Mf∂Ng = 0, ηMN∂M∂Nf = 0. (4)
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Действие NS–NS-сектора 10D-супергравитации для полей eam, bmn и φ воспроизво-
дится из действия DFT в b-фрейм параметризации (e = det eak)

d = φ− 1

2
ln e, EM

A =

[
ema −ekabkm

0 eam

]
, ∂Mf = (∂mf ≡ 0, ∂mf). (5)

Из вариации действия (1) следуют уравнения движения DFT в терминах потоков.
В b-фрейм параметризации они воспроизводят уравнения 10D-супергравитации.

Согласно [16–18] деформация строится как вращение O(1, 9; 1, 9|R) :

ĒM
A = ÕM

N EN
A , d′ = φ′ − 1

2
ln e′ = d, ÕN

M =

[
δnm −βnm

0 δmn

]
(6)

с последующей репараметризацией

E′
M

AE′
N

BHAB = ĒM
AĒN

BHAB , E′M
A =

[
e′ma −e′kab′km
0 e′m

a

]
, (7)

где для бивектора предполагается бикиллинговый анзац βmn = rijkmi knj , r
ij — посто-

янная антисимметричная матрица. e′ma, b′km, φ′ является решением супергравитации,
если деформация унимодулярная и янг-бакстерова:{

fj1j2
[i1ri2|j1|ri3 ]j2 = 0 (CYBE),

fi1i2
jri1i2 = 0 (унимодулярность),

(8)

где kmi1 ∂mkni2 − kmi2 ∂mkni1 = f i3
i1i2

kni3 . Неунимодулярные деформации Янга–Бакстера по-
рождают решения обобщенной супергравитации с соответствующим вектором Кил-
линга Im = ∇kβ

km = fi1i2
jri1i2kmj �= 0. При такой деформации потоки преобразуются

как
δIFABC = 0, δIFa = 2Imbmne

n
a , δIFa = 2Ia. (9)

Потоки DFT (2) должны удовлетворять тождествам Бьянки до и после деформации,
что приводит к условиям на XA = δIFA

LXE′
A
M = 0, LXd′ = 0, XMXM = 0. (10)

Уравнения обобщенной 10D-супергравитации получаются при сдвиге уравнений в
потоковой формулировке на величину (9):

δd : R− 1

12
H2 + 4∇mXm − 4XmXm = 0, (11)

δema : Rmne
na − 1

4
HnkmHnk

l ela +∇mXne
na +∇nXmena = 0, (12)

Rmn − 1

4
HmklH

kl
n +∇mXn +∇nXm = 0, (13)

δbmn :
1

2
∇kH

kmn −HkmnXk −∇mXn +∇nXm = 0, (14)

где Xm = Im +∇mφ − BmnI
n, а Im — вектор Киллинга; Hmnk = 3∇[mbnk] и ∇m —

ковариантная производная по отношению к gmn = eamebngab.
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2. ОБОБЩЕННАЯ 11D-СУПЕРГРАВИТАЦИЯ ИЗ ДЕФОРМАЦИЙ

Лагранжиан SL(5) ExFT [19]

L = R̂ − 1

8
FMN

μν Fμν
MN +

1

48
hμνDμmMNDνm

MN+

+ V (m, g) +
1

3 · (16)2m
MNFμνρMFμνρ

N + Ltop. (15)

В С-фрейм-параметризации с решением условия проекции в виде (m,n = 1, . . . , 4)

∂[MNf ⊗ ∂KL]g = 0, ∂[MN∂KL]g = 0, ∂5m = ∂m, ∂mn = 0, (16)

действие SL(5) ExFT воспроизводит действие полной 4 + 7 супергравитации. Для
простоты рассмотрения мы используем следующий анзац:

AMN
μ = 0, Bμν M = 0,

gμν(x,X) = e−2φ(x) h1/5ḡμν(x), mMN = e−φ(x) h1/5MMN (x),
(17)

где h = det ||hmn||. В С-фрейм-параметризации, отвечающей супергравитации, обоб-
щенные реперы для MMN и MMN

EA
M = eφ/2

[
e−1/2eam e1/2V a

0 e1/2

]
, EM

A = e−φ/2

[
e1/2ema 0

−e1/2V m e−1/2

]
, (18)

где V m = ((e−1)/3!) εmnklCnkl, e = det [eam].
Действие можно записать через потоки FD

AB,C :

FD
AB,C =

3

2
EN

D∂[ABE
N

C] − EM
C∂MNEN

[Bδ
D

A] − 1

2
EM

[B|∂MNEN
|A]δ

D
C , (19)

FAB,C
D = 5θ[ABδC]

D − 2εABCEFZ
EFD + δ[A

DYB]C . (20)

В результате лагранжиан принимает вид (MAB = mAB)

mL′ = ēR[ḡ(7)] + YABYCDmACmBD − 1

2
YABYCDmABmCD+

+ 32ZABCZDEF (mADmBEmCF +mACmBDmEF )− 700

3
θABθCDmACmBD. (21)

В С-фрейм-параметризации вариация (21) воспроизводит уравнения 4+7 супер-
гравитации с анзацем (17).

По аналогии с бикиллинговыми деформациями решений 10D-супергравитации
можно построить поликиллинговые деформации для решений 11D-супергравитации [20,
21]. В терминах SL(5) ExFT это SL(5)-вращение

ĒA
M = ON

MEA
N , ON

M =

⎡
⎣ δnm 0

1

3!
εmpqrΩ

pqr 1

⎤
⎦ (22)
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с последующей репараметризацией

E′
M

AE′
N

BmAB = ĒM
AĒN

BmAB, E′
M

A = eφ
′/2

[
e′−1/2e′m

a e′1/2V ′a

0 e′1/2

]
, (23)

где для тривектора предполагается трикиллинговый анзац Ωm1m2m3 = (1/3!)ρi1i2i3×
× ki1

m1ki2
m2ki3

m3 , ρi1i2i3 — постоянный антисимметричный тензор.
Для того чтобы после такого поворота e′ma, V ′km, φ′ было решением суперграви-

тации, деформация должна быть унимодулярной и обобщенно янг-бакстеровой{
6ρ[i2|i7j1ρ|i3i4|j2fj1j2 |i5] + ρj1j2[i2ρi3i4i5]fj1j2

i7 = 0 (gCYBE),

fi1i2
j1ri1i2j2 = 0 (унимодулярность),

(24)

где ki1
m∂mki2

n−ki2
m∂mki1

n = fi1i2
i3ki3

n. Аналогично 10-мерному случаю, мы ожида-
ем, что обобщенные неунимодулярные деформации Янга–Бакстера порождают реше-
ния обобщенной 11D-супергравитации с бивектором Jmn = ki1

mki4
nρi1i2i3fi2i3

i4 �= 0.
При такой деформации потоки преобразуются как

δρFAB,C
D = Em

CE
n
AE

k
BEl

DJ lpεkmnp + (gCYBE), δρR[ḡ(7)] = 0. (25)

Потоки SL(5) ExFT (19) должны удовлетворять тождествам Бьянки до и после де-
формации, что накладывает условия на Jmn

LeaJ
kl + Jnl∂nφea

k = 0, Jmn∂nφ = 0,

∇m

(
e−φImn

)
= 0, Jm[nJkl] = 0,

(26)

где Imn = J [mn]. Эти уравнения являются естественным обобщением уравнений для
Im в 10-мерном случае. Первое уравнение может быть записано как ∇(mJnk) = 0,

что говорит о том, что Smn = J (mn) — тензор Киллинга для деформированного фона.
Также дополнительно получаются условия, линейные по V m:

∇[mZn] − 1

3
JklFmnkl = 0, Zm = ∂mφ− 2

3
εmnklI

nkV l,

∇k

(
e−φJk[lV p]

)
= 0, ∇k(J

(pl)V k)−∇k(V
(pJ l)k) = 0.

(27)

Уравнения обобщенной 10D-супергравитации получаются при сдвиге уравнений в
потоковой формулировке на величину (25):

0 =Rmn[h(4)]− 7∇̃(mZn) − 1

3
hmn(∇V ) + 8(1 + V 2)

(
SmnJ

k
k − 2Jk

(mJn)k

)
+

+ 4VmVn

(
JklJkl − 2JklJlk

)
+ 4VkVl

(
4J(m

kJn)
l − Jk

(mJ l
n) − 2SklSmn

)
+

+ 8VkV(m

(
2J l

n)J
k
l − 2Sn)

kJ l
l + JklJn)l

)
,

0 =
1

7
e2φ R[ḡ(7)] +

1

6
(∇V )2 + ∇̃mZm − 6ZmZm − 2JmnJmn +

4

3
JmnJ

nm,

0 =∇̃mFmnkl − 6ZmFmnkl + 6
(
2JpmCm[nkJl]p − JpmJp[nCkl]m

)
,

0 =Rμν [ḡ(7)]− 1

7
ḡμνR[ḡ(7)],

(28)
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где Fmnkl = 4∂[mCnkl], ∇V = ∇mV m и

∇̃m = ∇m − ∂mφ ∇[mZn] − 1

3
IklFmnkl = 0. (29)

При Jmn = 0 эти уравнения воспроизводят уравнения 11D-супергравитации. Отме-
тим, что при редукции, т. е. когда есть вектор Киллинга k∗m, коммутирующий со
всеми остальными векторами Киллинга f∗αi4 = 0, в адаптированной системе коорди-
нат, для которой k∗m = δ∗m и kγ

∗ = 0 (m = (∗, m̄), мы получаем

Jmn = ρi1i2i3fi2i3
i4ki1

mki4
n −→

i=(∗,α), m=(∗,m̄)
Im̄ ≡ J∗m̄ = ρ∗αβfαβγkγ

m̄, (30)

что означает, что при редукции бивектор Jmn обобщения 11D-супергравитации по-
рождает вектор Im обобщенной 10D-супергравитации.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В настоящей работе предложен новый способ построения уравнений обобщен-
ной 10D-супергравитации при помощи неунимодулярных деформаций Янга–Бакстера.
Такой способ технически проще, чем вывод уравнений из решения условий каппа-
симметричности струны. Более того, этот подход был обобщен на 11-мерный случай.
При помощи обобщенных неунимодулярных деформаций Янга–Бакстера получены
обобщенные уравнения 11D-супергравитации. Согласно общей интуиции обобщения
11D-супергравитации быть не должно, так как появление обобщенной 10D-супергра-
витации было связано с нарушением вейлевской симметрии RNS-струны на таком
фоне до масштабной, чего нельзя добиться для мембран. Однако мы предполагаем,
что предложенное нами обобщение возможно, так как оно появляется в результате
явного нарушения GL(11)-симметрии диффеоморфизмов до GL(7) × GL(4). Каппа-
инвариантность мембраны на фоне, решающем полученные уравнения, остается от-
крытым вопросом для дальнейшего исследования.

Работа выполнена при поддержке грантом РНФ №20-72-10144.
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