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ФИЗИКА ЭЛЕМЕНТАРНЫХ ЧАСТИЦ И АТОМНОГО ЯДРА. ТЕОРИЯ

ФУНКЦИЯ ПАРТОННЫХ РАСПРЕДЕЛЕНИЙ
ЭЛЕКТРОНА
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Обсуждается метод решения уравнения эволюции партонных распределений в электроне.
В рамках пертурбативной КЭД учитываются вклады партонов типа электрон, фотон и позитрон.
Методом итераций получено решение для функции партонных распределений типа «электрон
в электроне». Приведены результаты трех итераций в следующем за ведущим логарифмическом
приближении.

A method of solving evolution equation for electron parton distribution functions is discussed.
Contributions of electron, positron and photon parton types are taken into account within
perturbative QED. The iterative solution for the parton distribution of electrons inside an electron is
shown. The results to the third iteration are given in the next-to-leading logarithmic approximation.

PACS: 12.20.–m; 13.40.–f

Высокоточный расчет поправок к сечениям процессов взаимодействия частиц необ-
ходим для анализа данных современных и будущих экспериментов в области физики
высоких энергий. Знание КЭД-поправок особо важно [1] для построения теоретиче-
ских предсказаний сечений процессов на будущих линейных и кольцевых электрон-
позитронных коллайдерах. К проектам линейных электрон-позитронных коллайдеров
относятся ILC с энергией 91 ГэВ и 250 ГэВ– 1 ТэВ и CLIC с энергией 500 ГэВ– 3 ТэВ.
К проектам кольцевых коллайдеров относятся FCC-ee [2], TLEP, CEPC [3], а также
μ+μ−-коллайдер μTRISTAN [4].

Учесть наиболее значительные по величине радиационные поправки к сечениям
различных процессов в КЭД можно, используя подход структурных функций. Он был
разработан по аналогии с подходом партонных распределений в КХД Э.А.Кураевым
и В.С.Фадиным [5] в 1980-х гг. как один из этапов подготовки к эксперимен-
там при высоких энергиях на коллайдере LEP и широко используется для расче-
тов радиационных поправок в КЭД в физике высоких энергий. Уравнения эволюции
партонных распределений в КЭД представляют собой редукцию уравнений ДГЛАП
(уравнений Докшицера–Грибова–Липатова–Альтарелли–Паризи), хорошо известных
в КХД [6–8]. Эти уравнения основаны на ренормгруппе и масштабной инвариант-
ности. Они позволяют эффективно учитывать логарифмическую зависимость от мас-
штаба факторизации.
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Мы будем рассматривать не зависящие от конкретного процесса функции партон-
ных распределений, которые описывают плотность вероятности найти безмассовые
партоны в электроне с заданной долей энергии. В квантовой электродинамике в ка-
честве партонов выступают фотоны, а также безмассовые электроны и позитроны.
Универсальные функции партонных распределений можно использовать для оценки
радиационных поправок в КЭД для столкновений частиц при высоких энергиях.

Сечение некоторого высокоэнергетического процесса ab → cd с заряженными ча-
стицами в начальном и конечном состоянии в следующем за ведущим порядке можно
представить формулой [9]:
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∑
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где z̄i и ȳi — некоторые (обычно малые) доли энергии, определяемые условиями экс-
перимента; zi — доли энергии входящих партонов; Yi — доли энергии выходящих пар-
тонов; dσ̄(0)

ij→kl(z1, z2) и dσ̄
(1)
ij→kl(z1, z2) — борновское сечение подпроцесса для безмас-

совых партонов и добавка к нему порядка O(α). Черта над dσ̄
(1)
ij→kl(z1, z2) обозначает

применение схемы вычитания для исключения массовых сингулярностей в радиаци-
онной поправке. Мы используем стандартную схему MS. Пространственноподобные
функции (обозначены «str», т. е. структурные) и времениподобные (обозначены «frg»,
т. е. фрагментации) Dij зависят от долей энергии и отношения μ2

0/μ
2, являющего-

ся аргументом так называемого большого логарифма L = ln (μ2/μ2
0), где μ и μ0 —

масштабы факторизации и перенормировки соответственно. В КЭД масштаб пере-
нормировки обычно выбирается равным массе электрона, а масштаб факторизации
равным характерной энергии жесткого подпроцесса.

Таким образом, сечение в следующем за ведущим логарифмическом приближении
учитывает усиленные большим логарифмом радиационные поправки и имеет вид

dσNLO
ab→cd = dσ

(0)
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2π
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}
, (2)

где ck,l — некоторые коэффициенты, которые могут быть вычислены по теории воз-
мущений. Слагаемые типа αkLk относятся к ведущему порядку (LO), слагаемые типа
αkLk−1 — к следующему за ведущим порядку (NLO).

Уравнения эволюции являются по сути уравнениями ренормгруппы и имеют сле-
дующий вид, приведенный, например, в работе [10]:
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Функции Pji(x) называются функциями расщепления и описывают пертурбатив-
ный процесс превращения партона типа i в партон типа j, имеющий долю энергии x
относительно энергии исходного партона. Эти функции также можно разложить в ряд
по постоянной тонкой структуры α:

Pji(x) = P
(0)
ji (x) +

α

2π
P

(1)
ji (x) +O(α2). (4)

Выражение для бегущей константы связи в КЭД в нужной нам схеме MS приве-
дено, например, в работе [11],
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, (5)
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и L = ln (μ2/μ2
0) — большой логарифм; ζn ≡ ζ(n) — дзета-функция Римана. После

разложения в ряд мы полагаем μ0 = me и считаем, что α(μ2
0) ≈ α(0) ≡ α.

Для решения уравнения эволюции для функции Dee (3) методом итераций необ-
ходимы начальные условия. В следующем за ведущим порядке в схеме MS они имеют
вид [12,13]:

D(0)
ee (x, μ2) = δ(1 − x) +

α

2π
d(1)ee (x), (7)

где
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)]
+
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Здесь, как и для параметризации бегущей константы связи, мы выбираем масштаб
перенормировки КЭД μ0 = me. Далее методом итераций решается уравнение

D(k)
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α

2π

(
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ee + Peγ ⊗D(k−1)
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)
. (9)

На первом шаге вместо D
(0)
ee и D

(k−1)
ee подставляются начальные условия.

Уравнения эволюции включают операцию свертки [10]:

(
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)
(x) ≡

1∫
0
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dy f(z) g(y)δ(x− yz) =

1∫
x

dz

z
f(z)g

(x
z

)
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Многие функции имеют полюс при x → 1 и могут быть представлены как сумма Θ-
и Δ-частей:

f(x) = lim
Δ→0

(
fΘ(x)Θ(1 − x−Δ) + fΔδ(1− x)

)
, (11)
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где Θ(x) — функция Хевисайда. Во многих случаях такие функции можно регуляри-
зовать с помощью плюс-прескрипции, которая действует следующим образом:

1∫
z

dx[f(x)]+g(x) =

1∫
0
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[
g(x)Θ(x− z)− g(1)

]
. (12)

Если функция f(x) регуляризуется с помощью плюс-прескрипции, она удовлетворяет
правилу сумм:

fΔ = −
1−Δ∫
0

fΘ(z) dz. (13)

Для двух функций с Δ-частями получим Θ-часть их свертки:
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Для функций, удовлетворяющих правилу сумм (13), Δ-часть легко восстанавлива-
ется. Если правило сумм неприменимо, Δ-часть свертки можно найти следующим
образом:

(f ⊗ g)Δ = fΔgΔ −
1∫
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g(x) dx, (15)

что следует из определений (10) и (11).
Ниже представлены результаты расчета функции партонных распределений Dee

до третьей итерации (номера итераций обозначены римскими цифрами):
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D(III)
ee (x, μ) = 1 +

α

2π
d(1)ee +

α

2π
LP (0)

ee +
( α

2π

)2

L
(
d(1)γe ⊗ P (0)

eγ + P (1)
ee −

−10

9
P (0)
ee + P (0)

ee ⊗ d(1)ee

)
+
( α

2π

)2

L2
(1
2
P (0)
γe ⊗ P (0)

eγ +
1

3
P (0)
ee +

+
1

2
P (0)
ee ⊗ P (0)

ee

)
+
( α

2π

)3

L2

(
1

2
P (1)
γe ⊗ P (0)

eγ +
1

2
P

(0)
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Окончательный ответ для результата третьей итерации в виде функции доли энер-
гии z имеет вид
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− 8
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Таким образом, мы нашли явное выражение для распределения безмассовых пар-
тонов электронного типа в массивном электроне. В порядках O (α) и O (

α2
)
оно

полностью согласуется с известными результатами [5,14]. Также ведущие логарифми-
ческие слагаемые порядка O (

α3L3
)
воспроизводят известный результат [15]. Полное

выражение в порядке O (
α3L2

)
является новым результатом. Количественно данный

вклад будет важен для экспериментов на будущих электрон-позитронных коллай-
дерах. В работе [16] вычислялись (в частности) вклады порядка O (

α3L2
)
в сече-

ние электрон-позитронной аннигиляции, но прямое сравнение результатов затруднено
тем, что используются разные схемы, по-разному выбираются масштабы факториза-
ции и, более того, авторы [16] забыли учесть вклад позитронов в уравнение эволюции
для партонных распределений в электроне.

А. Б. Арбузов выражает благодарность фонду РФФИ за поддержку в виде гранта
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