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Введен обобщенный оператор Вигнера, связывающий вигнеровскую волновую функцию
с локальным релятивистским полем, отвечающим неприводимому представлению расширен-
ной группы Пуанкаре со спиральностями λ и −λ. Показано, что построенные таким образом
релятивистские поля являются калибровочными потенциалами и удовлетворяют соотношениям,
определяющим свободные безмассовые поля высших спинов.

A generalized Wigner operator is introduced. This operator transforms the Wigner wave
function into a local relativistic field corresponding to an irreducible representation of the extended
Poincaré group with integer helicities λ and −λ. It is shown that the relativistic fields constructed
in this way are gauge potentials and satisfy the relations that determine the free massless fields of
higher spins.
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ВВЕДЕНИЕ

Пространственно-временные симметрии играют фундаментальную роль в совре-
менной теоретической физике высоких энергий. Важнейшая из таких симметрий
формулируется в терминах представлений группы Пуанкаре. Описание унитарных
неприводимых представлений четырехмерной группы Пуанкаре было впервые дано
в пионерских работах Вигнера [1,2] и Баргмана–Вигнера [3].

Если отвлечься от представлений, отвечающих тахионам, то физически интерес-
ные представления группы Пуанкаре подразделяются на массивные и безмассовые
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в зависимости от значения на них оператора Казимира второго порядка. Безмассо-
вые представления, в свою очередь, распадаются на представления с определенными
конечными спиральностями и представления с бесконечным спином. Массивным и
безмассовым представлениям с конечной спиральностью посвящена обширная лите-
ратура (см., например, [4–7] и ссылки там). Представления бесконечного спина, явля-
ющиеся формально физически приемлемыми, долгое время не привлекали внимания
в теории поля. Однако в последние два десятилетия наблюдается всплеск интереса
к построению лагранжевой теории полей бесконечного спина (см., например, обзор [8]
и ссылки там).

Начиная с работы Вигнера [1] и последующих работ [2, 3], известно, что уни-
тарные неприводимые представления группы Пуанкаре индуцируются унитарными
неприводимыми представлениями малой группы — группы, сохраняющей фиксиро-
ванный импульс релятивистской частицы. Функции, на которых реализуются данные
представления, называются волновыми функциями Вигнера, и их переход к реля-
тивистским локальным полям задается оператором Вигнера. В случае безмассовой
частицы в четырех измерениях малой группой является группа ISO(2) — группа дви-
жений двумерного евклидова пространства (исчерпывающее описание ее представле-
ний дано например в [9, 10]). Известно, что представления ISO(2) характеризуются
единственным безразмерным положительным вещественным параметром, который мы
будем обозначать как ρ. Такие представления заданы на функциях 1, определенных
на окружности радиуса ρ. Пространство представления малой группы конечномерно
при ρ = 0 и бесконечномерно при ρ �= 0.

В нашей предыдущей работе [11] были построены два типа локальных реля-
тивистских полей, на которых реализуются безмассовые унитарные неприводимые
представления 4D группы Пуанкаре с бесконечным спином. Данные поля заданы на
пространстве, параметризованном 4-импульсом и вспомогательной коммутирующей
переменной: векторной или спинорной. При построении таких полевых представле-
ний в работе [11] было дано обобщение оператора Вигнера, ядро которого определяет
интегральное преобразование, переводящее волновые функции Вигнера в локальные
релятивистские поля.

Как уже было сказано выше, другим примером неприводимых представлений груп-
пы Пуанкаре являются безмассовые спиральные представления. В настоящей работе
мы покажем, что обобщенный оператор Вигнера может быть определен и для постро-
ения безмассовых локальных релятивистских полей, соответствующих спиральным
представлениям. Здесь для простоты мы будем рассматривать только случай целых
спиральностей 2.

Хорошо известно, что описанные в литературе неприводимые безмассовые полевые
представления группы Пуанкаре с определенными спиральностями даются в терми-
нах спин-тензорных полей, которые по терминологии теории поля являются поле-
выми напряженностями (см. например, [13, 14, 5, 15] и ссылки там). В то же время
в лагранжевых полевых моделях фундаментальными объектами являются потенци-

1В альтернативной формулировке, которую мы также будем использовать здесь, представление задано
на фурье-компонентах таких функций (см. подробности в [11]).

2Некоторые аналогичные конструкции для полей полуцелых спиральностей рассмотрены в [12].
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алы, а не напряженности. Поэтому интересно описать представления группы Пуан-
каре непосредственно в терминах потенциалов. Здесь, однако, следует иметь в виду
следующее обстоятельство. В лагранжевых безмассовых полевых теориях, инвари-
антных относительно P -четности, поля (потенциалы) всегда содержат две спираль-
ности λ и −λ, что с точки зрения собственной группы Пуанкаре означает, что со-
ответствующие поля (потенциалы) относятся к приводимому представлению. Тем не
менее две спиральности λ и −λ можно включить в неприводимое представление
расширенной группы Пуанкаре, включающей в общем случае как преобразования,
непрерывно связанные с тождественным преобразованием, так и дискретные C-, P -,
T -преобразования (см., например, [4,7] и особенно статьи [16,17], специально посвя-
щенные описанию дискретных преобразований в группе Пуанкаре). Поэтому далее
под неприводимым представлением группы Пуанкаре мы подразумеваем представле-
ния расширенной группы Пуанкаре.

В работе, согласно [11], введен обобщенный оператор Вигнера, отвечающий слу-
чаю ρ = 0, выведены уравнения для ядра этого оператора и найдено их реше-
ние. Такое решение определяет оператор, переводящий волновые функции Вигнера
в лоренц-ковариантные поля, соответствующие безмассовым частицам с определен-
ными спиральностями. В полученной схеме при фиксации ρ = 0 унитарные неприво-
димые представления группы ISO(2) раскладываются в бесконечную прямую сумму
унитарных неприводимых представлений группы SO(2), являющейся, как известно,
группой, с которой индуцируются безмассовые спиральные представления группы
Пуанкаре. Для построения интересующих нас неприводимых представлений расши-
ренной группы Пуанкаре мы объединяем представления со спиральностями λ и −λ
в одно неприводимое представление расширенной группы. При этом оказывается, что
построенные локальные релятивистские поля определены с точностью до калибровоч-
ного преобразования и соответствуют свободным безмассовым полям высших спинов.

Работа организована следующим образом. В разд. 1 кратко обсуждаются основные
понятия, связанные с описанием унитарных неприводимых безмассовых спиральных
представлений группы Пуанкаре в терминах вигнеровской волновой функции. Разд. 2
посвящен построению обобщенного оператора Вигнера для представлений рассматри-
ваемого типа. В разд. 3 построены уравнения для интегрального ядра обобщенного
оператора Вигнера, позволяющего построить релятивистские поля, включающие две
спиральности λ и −λ. В разд. 4 показано, что релятивистское поле, генерируемое
обобщенным оператором Вигнера, определено с точностью до калибровочного пре-
образования и удовлетворяет условиям, определяющим свободные безмассовые поля
высших спинов. В заключении кратко сформулированы основные результаты работы
и отмечены некоторые направления дальнейших исследований. Детали вычислений,
используемых в основной части статьи, отнесены в приложения.

1. ВИГНЕРОВСКАЯ ВОЛНОВАЯ ФУНКЦИЯ

Построение унитарных неприводимых безмассовых представлений 4D накрываю-
щей группы Пуанкаре ISL(2,C) было впервые осуществлено в работах Вигнера [1,2]
и Баргмана–Вигнера [3] в терминах функций Φ(p, ϕ), получивших впоследствии на-
звание вигнеровских волновых функций. По построению эти функции зависят от
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изотропного 4-импульса pμ, удовлетворяющего условию pμpμ = 0, и от дополнитель-
ной координаты ϕ ∈ [0, 2π). Действие на такие функции элемента A ∈ SL(2,C), или
Λ ∈ SO(1, 3), связанного с A преобразованием

AσμA† = σν Λ μ
ν (A), A ∈ SL(2,C), Λ μ

ν (A) ∈ O(1, 3), (1.1)

(см. прил. 1), определяется следующим соотношением1

[U(A)Φ](p, ϕ) = e−ib·tϕΦ
(
Λ−1p, ϕ− θ

)∣∣
b=bA,Λ−1p, θ=θA,Λ−1p

=

=

2π∫
0

dϕ′ Dϕϕ′(θA,Λ−1p,bA,Λ−1p)Φ(Λ
−1p, ϕ′). (1.2)

Здесь Dϕϕ′(θA,Λ−1p,bA,Λ−1p) — матричный элемент унитарного неприводимого пред-
ставления (УНП) группы ISO(2), параметры которого θ и b зависят от преобра-
зований Лоренца и 4-импульса (см. соотношения (П1.6) и (П1.7) в прил. 1). Этот
матричный элемент записывается в виде

Dϕϕ′(θ,b) = e−ib·tϕδ(ϕ− ϕ ′ − θ), (1.3)

где δ(ϕ) — периодическая δ-функция, 2-вектор tϕ имеет компоненты ||tϕ|| =
= ρ(cosϕ, sinϕ), а положительный вещественный параметр ρ характеризует УНП
группы ISO(2).

В случае ρ �= 0 представления ISO(2) являются бесконечномерными и неприводи-
мыми, тогда как при ρ = 0 мы имеем tϕ = 0 и группа ISO(2) в данном представле-
нии сужается к своей подгруппе SO(2). В этом случае представление малой группы,
участвующее в формуле (1.2), распадается в прямую сумму одномерных неприводи-
мых представлений. Проще всего это увидеть, если безмассовые представления (1.2)
записать в базисе функций Φn(p), n ∈ Z, которые являются коэффициентами Фурье
в разложении Φ(p, ϕ):

Φ(p, ϕ) =
∞∑

n=−∞
Φn(p) e

inϕ. (1.4)

В таком дискретном представлении преобразование (1.2) принимает вид

[U(A)Φ]n(p) =

∞∑
m=−∞

Dnm(θA,Λ−1p,bA,Λ−1p)Φm(Λ−1p), (1.5)

где Dnm — матрица элемента h малой группы в дискретном базисе:

Dnm(θ,b) = (−i eiβ)m−n e−imθJ(m−n)(bρ), (1.6)

1Связь группы Пуанкаре и ее накрывающей, а также используемый выбор тестового импульса для под-
группы стабильности и определение операторов Вигнера в 2-мерном спинорном пространстве представлены
в прил. 1.
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вещественные числа β и b являются полярными координатами 2-вектора b =
= b (cos β, sin β) и J(n)(x) — функции Бесселя целого порядка. В случае ρ → 0, и
с учетом свойства Jn−m(0) = δnm для функций Бесселя целого порядка, матричный
элемент (1.6) равен

Dnm(θ,b) = δnm e−inθ, (1.7)

т. е. матрица D(θ,b) становится диагональной и преобразование (1.5) принимает вид

[U(A)Φ]n(p) = e−inθ Φn(Λ
−1p), (1.8)

что сразу же следует из первого равенства в (1.2). Таким образом, в случае ρ → 0
на представлении (1.2) малая группа ISO(2) сужается до своей подгруппы SO(2) и
представление малой группы распадается в сумму бесконечного числа одномерных
неприводимых представлений. При фиксированном n имеет место цепочка индуци-
рований: одномерное неприводимое представление SO(2) индуцирует неприводимое
представление ISO(2) с тривиальной реализацией двумерных трансляций, которые,
в свою очередь, индуцируют спиральные представления группы Пуанкаре ISO(1, 3).

2. ОБОБЩЕННЫЕ ОПЕРАТОРЫ ВИГНЕРА

Основными объектами релятивистской лагранжевой теории поля являются спин-
тензорные поля, характеризующиеся стандартными локальными в пространстве-вре-
мени преобразованиями относительно группы Пуанкаре ISL(2,C). В то же вре-
мя вигнеровские волновые функции Φ(p, ϕ) определены в импульсном пространстве
с законом преобразования (1.2) или (1.5) и после трансформации к координатно-
му представлению с помощью преобразования Фурье не совпадают ни с какими
пространственно-временными полями, используемыми в лагранжевой теории поля.
Переход от описания неприводимых представлений ISL(2,C) в терминах вигнеров-
ских волновых функций к описанию в терминах локальных полей с конечным спином
осуществляется на основе известного оператора Вигнера. Такой переход для массив-
ных представлений был предложен в работе Вайнберга [13] (см. также [20]). Для
безмассовых представлений ISL(2,C) аналогичный подход был предложен в [14].

В нашей недавней работе [11] метод индуцированных представлений Вигнера был
применен для описания неприводимых представлений группы Пуанкаре бесконечно-
го спина, где было дано обобщение оператора Вигнера. Близкий к нашему подход
развивался также в работах [18, 19]. Здесь мы рассмотрим применение обобщенного
оператора Вигнера для построения локальных полей целых спиральностей и покажем,
что в данном случае такой подход автоматически приводит к безмассовым полям, об-
ладающим калибровочной симметрией.

Следуя подходу, используемому в [11], рассмотрим неприводимые представле-
ния, реализованные в пространстве полей Ψ(p, η), зависящих от пространственно-
временного 4-импульса pμ и дополнительной коммутирующей векторной перемен-
ной ημ. После перехода к координатному представлению полей Ψ(p, η) в их разло-
жении по η должны получаться локальные спин-тензорные поля 1. Поскольку поля

1В работах [12, 16, 17] неприводимые представления строились с использованием дополнительных спи-
норных переменных.
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Ψ(p, η) описывают представления группы Пуанкаре, эквивалентные представлениям
Вигнера, естественно считать, что поля Ψ(p, η) взаимно однозначно связаны с вигне-
ровскими волновыми функциями Φ(p, ϕ), в терминах которых записывается преобра-
зование (1.2). Эта связь задается интегральным преобразованием

Ψ(p, η) =

2π∫
0

dϕA(p, η, ϕ)Φ(p, ϕ). (2.1)

Интегральный оператор с ядром A(p, η, ϕ) называется обобщенным оператором Виг-
нера. В дискретном базисе переход от вигнеровских волновых функций Φn(p) к ло-
кальным полям Ψ(p, η) имеет вид

Ψ(p, η) =

∞∑
n=−∞

A(p, η, n)Φn(p), (2.2)

где ядро обобщенного оператора Вигнера в дискретном базисе A(p, η, n) является
фурье-компонентой ядра A(p, η, ϕ):

A(p, η, n) =

2π∫
0

dϕA(p, η, ϕ) einϕ. (2.3)

Требование локальности поля Ψ(p, η) является довольно сильным условием. Оно
предполагает, что преобразование поля Ψ(p, η) (в импульсном пространстве) при пре-
образованиях Лоренца A ∈ SL(2,C) имеет тот же вид, что и соответствующее пре-
образование любого локального релятивистского поля:

[U(A)Ψ](p, η) = Ψ
(
Λ−1(A) p, Λ−1(A) η

)
, (2.4)

где матрицы Λ и A связаны формулой (1.1). Подстановка (1.2) и (2.2) в (2.4) приво-
дит к соотношению на ядро обобщенного оператора Вигнера A(p, η, n) в дискретном
базисе:

A(Λ−1p, Λ−1η, n) =

∞∑
m=−∞

A(p, η,m)Dmn(θA, Λ−1p,bA,Λ−1p). (2.5)

Это соотношение связывает преобразование ядра A относительно 4-мерных преобра-
зований Лоренца (левая часть) с преобразованиями A при действии на него малой
группой (правая часть).

Уравнение (2.5) приводит к двум важным следствиям. Во-первых, возьмем в (2.5)
в качестве A и Λ преобразования A(p) и Λ(A(p)), где матрица A(p) ∈ SL(2,C) опре-
делена в прил. 1. Тогда, учитывая (П1.8), для (2.5) получаем

A(
o
p,Λ−1(A(p))η, n) = A(p, η, n). (2.6)

То есть для построения обобщенного оператора Вигнера A(p, η, n) при произвольном
4-импульсе pμ достаточно знать вид этого оператора A(

o
p, η, n) для тестового импуль-

са o
pμ. Во-вторых, рассмотрим выражение (2.5) при p =

o
p и в качестве Λ возьмем
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Λ(h), где h — произвольный элемент подгруппы стабильности тестового импульса
o
pμ, зависящий от параметров θ и b. В результате из (2.5) получаем соотношение

A(
o
p,Λ−1(h)η, n) =

∞∑
m=−∞

A(
o
p, η,m)Dmn(θ,b). (2.7)

Здесь матрица Λ(h) зависит от параметров θ, b и определяется согласно (1.1) форму-
лой hσμ h† = σνΛ μ

ν (h), где матрица h задана в (П1.5).
Соотношение (2.7) в форме, инфинитезимальной по параметрам преобразования θ

и b, приводит к трем дифференциальным уравнениям на функцию A(
o
p, η, n). После

решения этих уравнений и последующего нахождения A(p, η, n) посредством (2.6)
мы можем построить с помощью соотношения (2.2) локальное релятивистское поле
в координатном представлении.

В [11] при рассмотрении безмассовых представлений бесконечного целого спина
мы получили два типа решений для релятивистского поля, названных в работах [18,
19] сингулярным и несингулярным решениями. В следующих разделах мы покажем,
как в рамках данного подхода можно построить релятивистские поля, на которых
реализованы стандартные безмассовые спиральные представления.

3. НАХОЖДЕНИЕ ОБОБЩЕННЫХ ОПЕРАТОРОВ ВИГНЕРА

Перейдем к построению безмассовых релятивистских полей конечных спирально-
стей. Прежде всего мы сразу подчеркнем отличия нашего подхода от предшествую-
щих подходов к построению локальных полей в терминах неприводимых представле-
ний группы Пуанкаре.

Во-первых, для согласования с лагранжевыми полевыми теориями естественно
считать, что построенные релятивистские поля должны быть спин-тензорными поля-
ми (чисто тензорными полями в случае целых спиральностей), которые для отличных
от нуля спиральностей являются калибровочными потенциалами, т. е. определенными
с точностью до преобразований с локальными параметрами. Стандартные безмассо-
вые локальные поля, реализующие неприводимые безмассовые представления группы
Пуанкаре с заданными целыми, отличными от нуля спиральностями с точки зре-
ния теории поля являются полевыми напряженностями (см., например, [13, 14, 5, 15],
а не потенциалами. Однако лагранжевы модели релятивистской теории поля строят-
ся именно в терминах потенциалов. Поэтому описание неприводимых представлений
сразу в терминах потенциалов для целей теории поля представляется более фун-
даментальным, чем описание в терминах полевых напряженностей, строящихся как
производные от потенциалов.

Во-вторых, в полевых теориях с ненарушенной четностью полевое описание без-
массовых состояний с помощью потенциалов использует состояния как со спираль-
ностью λ, так и со спиральностью −λ, что соответствует неприводимым представле-
ниям расширенной группы Пуанкаре, включающей дискретные преобразования C, P ,
T 1. Например, вектор-потенциал электромагнитного поля Aμ описывает состояния со

1С точки зрения собственной группы Пуанкаре такие представления приводимы. В расширенной груп-
пе Пуанкаре они становятся неприводимыми за счет дискретных преобразований, связывающих поля со
спиральностями λ и −λ.
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спиральностями ±1, тогда как состояния с фиксированной спиральностью описыва-
ются компонентами Fαβ ∼ (σμν)αβFμν и F̄α̇β̇ ∼ (σ̃μν )α̇β̇Fμν единой напряженности
Fμν = ∂μAν − ∂νAμ. Мы покажем ниже, что параметр n в обозначении вигнеровской
волновой функции (1.8) совпадает со спиральностью. Поэтому для описания реляти-
вистских полей в нашем подходе мы будем использовать две вигнеровские волновые
функции Φ±n(p) при фиксированном n, за исключением скалярного случая n = 0.
Другими словами, для построения релятивистского поля со спиральностями λ = ±n
в разложении (2.2) необходимо учесть только два слагаемых с (±n). Таким образом,
релятивистское поле, содержащее спиральные состояния со спиральностями λ = ±n,
имеет вид

Ψn(p, η) = A(p, η, n)Φn(p) +A(p, η,−n)Φ−n(p). (3.1)

В рассматриваемом случае, соответствующем конечномерным представлениям ма-
лой группы ISO(2), т. е. при ρ=0, закон преобразования (2.7) в инфинитезимальной
форме приводит к трем уравнениям:

(
ζ
∂

∂ζ
− ζ̄

∂

∂ζ̄

)
A(

o
p, η, n) = nA(

o
p, η, n). (3.2)

⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩

(
ζ

∂

∂η−
+ η+

∂

∂ζ̄

)
A(

o
p, η, n) = 0,

(
ζ̄

∂

∂η−
+ η+

∂

∂ζ

)
A(

o
p, η, n) = 0,

(3.3)

где введены переменные

ζ := η2 + iη1, ζ̄ := η2 − iη1, η± := η0 ± η3. (3.4)

Левые части уравнений (3.2) и (3.3) получаются из разложения Λ(h) по 4D-генерато-
рам подгруппы стабильности безмассового тестового импульса (см. [11]), а правые
части получены из явного вида (1.7) матричного элемента Dmn(θ,b).

Уравнение (3.2) определяет степень однородности функции A(
o
p, η, n) как функ-

ции комплексного аргумента ζ. Так как (ζ ∂/∂ζ − ζ̄ ∂/∂ζ̄)(ζζ̄) = 0, общее решение
уравнения (3.2) можно записать в виде

A(
o
p, η, n) =

⎧⎨
⎩

ζng(+)
n (η+, η−, ζζ̄) при n � 0,

ζ̄−ng(−)
n (η+, η−, ζζ̄) при n < 0,

(3.5)

где явно выделена главная полиномиальная часть по ζ и ζ̄ (это удобно для дальней-
шего), тогда как g(±)

n (η+, η−, ζζ̄) — произвольные функции аргументов η± и ζζ̄.
Найдем теперь решение уравнений (3.3). Умножая первое уравнение системы (3.3)

на ζ̄, второе — на ζ и рассматривая их разность, получаем с учетом (3.2) при n �= 0
условие

η+A(
o
p, η, n) = 0. (3.6)

В классе обобщенных функций уравнение (3.6) решается в виде A(
o
p, η, n) ∼ δ(η+) . . .

Подстановка такой функции A(
o
p, η, n) в систему уравнений (3.3) приводит к заклю-

чению о том, что зависимость этой функции от переменной η− реализуется неявно
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в виде комбинации (η+η− − ζζ̄) = ημημ =: η2. Таким образом, общее решение урав-
нений (3.2) и (3.3) имеет вид

A(
o
p, η, n) =

⎧⎨
⎩

ζn δ(η+) f (+)
n (η2) при n > 0,

ζ̄−n δ(η+) f (−)
n (η2) при n < 0,

(3.7)

где f (±)
n (η2) — произвольные функции одной вещественной переменной η2. Разложе-

ние этих функций по аргументу η2 приводит к полям с бесконечной вырожденностью
спектра спиральности. Чтобы исключить возникающую вырожденность, необходимо
зафиксировать функции f (±)

n (η2). Выберем простейшее условие f (±)
n (η2) = 1. В этом

случае обобщенный оператор Вигнера спирального состояния равен

A(
o
p, η, n) =

⎧⎨
⎩

δ(η+) ζn при n > 0,

δ(η+) ζ̄−n при n < 0.
(3.8)

Тогда в системе стандартного импульса o
pμ релятивистское калибровочное поле (3.1),

описывающее спиральные состояния, имеет вид

Ψn(
o
p, η) = δ(η+)

[
F (+)
n (

o
p, η) + F (−)

n (
o
p, η)

]
, (3.9)

где
F (+)
n (

o
p, η) = ζn Φn(

o
p), F (−)

n (
o
p, η) = ζ̄n Φ−n(

o
p) (3.10)

содержат произвольные функции Φn(
o
p) и Φ−n(

o
p).

Поля (3.9) реализованы в пространстве функций, зависящих, помимо 4-импульса,
от дополнительного 4-вектора ημ. В прил. 2 представлена реализация генераторов
группы Пуанкаре и вектора Паули–Любанского на таком пространстве. В частности,
выражения (П2.4) показывают, что на функциях δ(η+)F (+)

n (
o
p, η) и δ(η+)F (−)

n (
o
p, η)

4-вектор Паули–Любанского пропорционален 4-импульсу:

o

Wμ

[
δ(η+)F (±)

n (
o
p, η)

]
= ±n

o
pμ

[
δ(η+)F (±)

n (
o
p, η)

]
. (3.11)

Таким образом, обобщенные функции δ(η+)F (+)
n (

o
p, η) и δ(η+)F (−)

n (
o
p, η) описывают

безмассовые состояния со спиральностями n и −n соответственно.
Поля и обобщенные операторы Вигнера при произвольном импульсе находятся с

помощью соотношения (2.6) на основе обобщенного оператора Вигнера при тестовом
импульсе (3.8). Для этого воспользуемся соотношениями ζ =

o
ε(+) · η, ζ̄ =

o
ε(−) · η,

где o
ε(±) :=

o
ε(2) ± i

o
ε(1) и 4-векторы o

ε(1),
o
ε(2) определены в прил. 3. Подставляя (3.8)

в (2.6), находим явный вид обобщенного оператора Вигнера спиральных состояний
для произвольного 4-импульса:

A(p, η, n) =

⎧⎨
⎩

δ(η · p) (ε(+) · η)n при n > 0,

δ(η · p) (ε(−) · η)−n при n < 0,
(3.12)

где использованы 4-векторы поляризации ε(±), определенные в (П3.3).
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4. ЛОКАЛЬНЫЕ КАЛИБРОВОЧНЫЕ ПОЛЯ

Перейдем к построению неприводимых представлений в терминах локальных ре-
лятивистских полей. Подстановка найденного в (3.12) ядра обобщенного оператора
Вигнера в выражение (3.1) определяет релятивистское поле в виде

Ψn(p, η) = δ(η · p)Fn(p, η), (4.1)

где

Fn(p, η) = F (+)
n (p, η) + F (−)

n (p, η), F (±)
n (p, η) = (ε(±) · η)n Φ±n(p). (4.2)

Стандартные поля определенной спиральности получаются в результате разложения
F (±)
n (p, η) в ряд по векторной переменной ημ (см. ниже). Обратим внимание, что опре-

деленное таким образом поле Ψn(p, η) из-за присутствия в нем δ-функции является
обобщенной функцией, тогда как поля F (±)

n (p, η) — это обычные функции перемен-
ной η. Важным моментом в полученном результате является одна и та же степень
однородности обеих функций F (±)

n (p, η) по ημ. Сами компонентные поля F (+)
n (p, η)

и F (−)
n (p, η) описывают состояния с положительной и отрицательной спиральностя-

ми λ = ±n.
Явный вид функций (4.2) воспроизводит автоматически уравнения движения поля

Fn(p, η):

p2Fn(p, η) = 0, (4.3)

(
p · ∂

∂η

)
Fn(p, η) = 0, (4.4)

(
∂

∂η
· ∂

∂η

)
Fn(p, η) = 0, (4.5)

(
η · ∂

∂η

)
Fn(p, η) = nFn(p, η). (4.6)

Последнее уравнение определяет степень однородности поля Fn(p, η) по перемен-
ным ημ. Кроме того, присутствие в определении Ψn(p, η) (4.1) поля Fn(p, η) вместе
с δ-функцией δ(η · p) приводит к следующему соотношению эквивалентности:

Fn(p, η) ∼ Fn(p, η) + (p · η) εn−1(p, η), (4.7)

где функции εn−1(p, η) удовлетворяют уравнениям (4.3)–(4.5) и имеют степень одно-
родности (n− 1) по переменной η. Соотношение (4.7) по сути представляет собой ка-
либровочное преобразование с параметрами εn−1(p, η), и следовательно, поле Fn(p, η)
является калибровочным полем 1.

1Описание безмассовых калибровочных полей с использованием обобщенных функций рассматривалось,
например, в [8].
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Стандартное тензорное описание калибровочных полей получается после явного
выделения полиномиальной зависимости по η поля Fn(p, η):

Fn(p, η) = ημ1 · · · ημn fμ1···μn(p) (4.8)

— и перехода в координатное представление. Соответствующее координатное тензор-
ное поле fμ1···μn(x) является автоматически симметричным в отношении векторных
индексов fμ1···μn(x) = f(μ1···μn)(x) и, благодаря (4.3)–(4.5), подчиняется уравнениям

�fμ1···μn(x) = 0, ∂μ1fμ1···μn(x) = 0, ημ1μ2fμ1μ2...μn(x) = 0. (4.9)

Кроме того, соотношение эквивалентности (4.7) означает, что поля fμ1···μn(x) опреде-
лены с точностью до калибровочного преобразования:

δfμ1μ2···μn(x) = ∂(μ1
εμ2···μn)(x). (4.10)

Уравнения (4.9) и калибровочная симметрия (4.10) являются стандартными условия-
ми, определяющими свободные безмассовые поля высших спинов.

В случае нулевой спиральности использования дополнительных переменных ημ

не требуется. В этом случае релятивистское поле совпадает с вигнеровской волновой
функцией Ψ0(p) = Φ0(p), не является калибровочным полем и подчиняется только
уравнению Клейна–Гордона в импульсном представлении: p2Ψ0(p) = 0.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В работе предложено обобщение оператора Вигнера и на его основе построено 4D
релятивистское полевое описание неприводимых безмассовых представлений расши-
ренной группы Пуанкаре, дополняющей собственную группу Пуанкаре дискретными
преобразованиями P , C, T . В отличие от стандартных неприводимых локальных по-
левых представлений, которые на языке теории поля формулируются в терминах по-
левых напряженностей с фиксированными спиральностями (см., например, [14, 15]),
построенные нами неприводимые представления расширенной группы Пуанкаре фор-
мулируются в терминах калибровочных потенциалов, удовлетворяющих условиям,
определяющих свободные безмассовые поля высших спинов.

В работе построено локальное полевое описание в терминах полей Ψ(p, η) в им-
пульсном представлении, зависящих от дополнительной векторной переменной ημ

и описывающих два безмассовых состояния со спиральностями λ и −λ. Получены
уравнения (3.2), (3.3) для функции Ψ(p, η) и найдено их решение (4.1). Замечатель-
ным свойством этого решения является наличие в качестве множителя обобщенной
функции δ(η · p): Ψ(p, η) = δ(η · p)F (p, η). Это автоматически ведет к калибровочной
инвариантности поля F (p, η).

Отметим, что ранее аналогичный подход для описания неприводимых представ-
лений группы Пуанкаре бесконечного спина на основе обобщенного оператора Виг-
нера был развит в нашей работе [11]. Здесь мы показали, что этот подход успешно
применим и для описания неприводимых безмассовых представлений расширенной
группы Пуанкаре с конечными целыми спиральностями и тем самым продемонстри-
ровали определенную универсальность такого подхода. Представляется интересным
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провести на основе обобщенного оператора Вигнера построение локальных реляти-
вистских полей с конечными полуцелыми спиральностями, что мы планируем сделать
в последующих работах.
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Приложение1
НАКРЫВАЮЩАЯ 4D-ГРУППЫ ЛОРЕНЦА. ОПЕРАТОРЫ ВИГНЕРА

Связь группы Лоренца и ее накрывающей группы SL(2,C) осуществляется в про-
странстве H эрмитовых (2×2)-матриц. Базисные эрмитовы матрицы, в качестве кото-
рых мы используем σ0 = I2 и σi, i = 1, 2, 3, — σ-матрицы Паули, устанавливают вза-
имно однозначное соответствие между множеством векторов пространства xμ ∈ R1,3

и множеством H эрмитовых матриц X = xμσ
μ ∈ H. Действие группы SL(2,C) на

множестве H
X → X ′ = AXA†, X,X ′ ∈ H, A ∈ SL(2,C) (П1.1)

приводит к гомоморфизму групп SL(2,C) → SO↑(1, 3), представленному в (1.1).
В качестве тестового 4-импульса безмассовой частицы берется вектор o

p ∈ R
1,3,

имеющий следующие компоненты:

|| o
pμ|| = (

o
p0,

o
p1,

o
p2,

o
p3) = (E, 0, 0, E). (П1.2)

Оператор Вигнера A(p) ∈ SL(2,C) определяется матричным уравнением

A(p)(
o
p σ)A†

(p) = (p σ), (П1.3)

где (xσ) := xμσ
μ. Произвол в определении операторов Вигнера фиксируется ра-

венством A
(

o
p )

= I2. Соотношение (П1.3) в векторном представлении имеет вид

Λ μ
ν (A(p))

o
pμ = pν . Матрицы h ∈ SL(2,C) из подгруппы стабильности G o

p
сохраняют

тестовый импульс,
h (

o
p σ) h† = (

o
p σ). (П1.4)

В случае изотропного 4-импульса (П1.2) элементы h ∈ G o
p � ISO(2) имеют вид

h =

(
1 b1 + ib2
0 1

) (
e(i/2)θ 0

0 e−(i/2)θ

)
, (П1.5)

т. е. определяются тремя параметрами θ ∈ [0, 2π] и b = (b1, b2) ∈ R2.
Операторы Вигнера A(p) определены с точностью до умножения справа на элемент

из подгруппы стабильности G o
p и таким образом параметризуют фактор-пространство

SL(2,C)/G o
p . Соотношение AA(p) = A(Λp) hA,p, задающее действие элемента A ∈

SL(2,C) на фактор-пространство SL(2,C)/G o
p , параметризованное операторами Виг-

нера, приводит к двум следствиям

hA,p = A−1
(Λp) AA(p) ⇒ hA,Λ−1p = A−1

(p) AA(Λ−1p), (П1.6)
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где индексы у hA,p указывают на то, что элемент подгруппы стабильности тестового
импульса зависит от A ∈ SL(2,C) и 4-импульса p.

Параметры, которые соответствуют элементу подгруппы стабильности hA,p, задан-
ному в (П1.6), обозначаются посредством θA,p и bA,p и определяются из соотношения

hA,p = A−1
(Λp) AA(p) =

(
1 bA,p

0 1

) (
ei/2θA,p 0

0 e−i/2θA,p

)
, (П1.7)

где bA,p = (bA,p)1 + i(bA,p)2. Параметры θA,Λ−1p и bA,Λ−1p, соответствующие вто-
рой формуле из (П1.6), определяются из θA,p и bA,p заменой p → Λ(A)−1p. С уче-
том (П1.6) условие A(

o
p) = I2 приводит к равенствам

θA(p),
o
p = 0, bA(p),

o
p = 0. (П1.8)

Приложение 2
ПСЕВДОВЕКТОР ПАУЛИ–ЛЮБАНСКОГО ДЛЯ ПОЛЕЙ
С ДОПОЛНИТЕЛЬНОЙ ВЕКТОРНОЙ ПЕРЕМЕННОЙ

Генераторы группы Пуанкаре P̂n, M̂nm, действующие в пространстве полей Ψ(p, η),
имеют вид

P̂n = pn, M̂nm = i
(
pn

∂

∂pm
− pm

∂

∂pn
+ ηn

∂

∂ηm
− ηm

∂

∂ηn

)
. (П2.1)

Псевдовектор Паули–Любанского в системе отсчета стандартного тестового импульса
определяется следующим образом:

o

Wμ =
1

2
εμνλρM̂

lk o
pν = iεμνλρ

o
pν ηλ

∂

∂ηρ
. (П2.2)

Компоненты этого вектора имеют вид

o

W 0 =
o

W 3 = E

(
ζ
∂

∂ζ
− ζ̄

∂

∂ζ̄

)
, (П2.3)

o

W (+) = −1

2

(
o

W 1 + i
o

W 2

)
= E

(
η+

∂

∂ζ
+ ζ̄

∂

∂η−

)
, (П2.4)

o

W (−) = −1

2

(
o

W 1 − i
o

W 2

)
= E

(
η+

∂

∂ζ̄
+ ζ

∂

∂η−

)
, (П2.5)

где использованы переменные, определенные в (3.4). Можно показать, что в про-
извольной системе отсчета компоненты вектора Паули–Любанского даются выраже-
ниями

W0 = −1

2

[
(ε(+) · η)

(
ε(−) · ∂

∂η

)
− (ε(−) · η)

(
ε(+) · ∂

∂η

)]
= W3,

W(±) =

(
(ε(∓) · η)

(
p · ∂

∂η

)
− (p · η)

(
ε(∓) · ∂

∂η

))
.

(П2.6)
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Приложение 3
ВЕКТОРЫ ПОЛЯРИЗАЦИИ

Здесь мы приведем выражения для используемых в тексте 4-векторов поляри-
зации.

В системе стандартного импульса 4-векторы поляризации, которые ортогональны
друг другу и безмассовому тестовому импульсу o

p, имеют компоненты

(
o
ε(1))ν = (0, 1, 0, 0), (

o
ε(2))ν = (0, 0, 1, 0). (П3.1)

В произвольном базисе они обозначаются посредством

ε(1) := Λ(A(p))
o
ε(1), ε(2) := Λ(A(p))

o
ε(2). (П3.2)

Также используются следующие линейные комбинации векторов (П3.2):

ε(±) := ε(2) ± iε(1), (П3.3)

которые по построению удовлетворяют уравнениям

p · ε(±) = 0, ε(±) · ε(±) = 0, ε(+) · ε(−) = −2. (П3.4)
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