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ФИЗИКА ЭЛЕМЕНТАРНЫХ ЧАСТИЦ И АТОМНОГО ЯДРА. ТЕОРИЯ

РАСЩЕПЛЕННЫЙ ОПЕРАТОР КАЗИМИРА
АЛГЕБРЫ D(2, 1;α) В ПРЕДСТАВЛЕНИЯХ ad⊗2

И ad⊗3 И ПАРАМЕТРИЗАЦИЯ ВОЖЕЛЯ
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Объединенный институт ядерных исследований, Дубна

Найдены характеристические тождества для 2- и 3-расщепленных операторов Казимира ал-
гебрыD(2, 1;α) в представлениях ad⊗2 и ad⊗3, а также построены проекторы на инвариантные
подпространства этих представлений и получены формулы для их суперследов. Все формулы
находятся в соответствии с универсальным описанием подпредставлений представлений ad⊗2

и ad⊗3 базовых классических супералгебр Ли в терминах параметров Вожеля.

Characteristic identities for 2- and 3-split Casimir operators in the representations ad⊗2 and
ad⊗3 of D(2, 1;α) have been found. Projectors onto invariant subspaces of these representations
as well as formulas for their supertraces, have been obtained. All acquired formulas are in
correspondence with the universal description of the representations ad⊗2 and ad⊗3 of basic
classical Lie superalgebras in terms of Vogel parameters.

PACS: 02.20.Qs; 02.20.Sv

ВВЕДЕНИЕ

Данная работа посвящена применению расщепленного оператора Казимира (РОК —
см. определение в разд. 1) к изучению теории представлений супералгебр Ли, в част-
ности алгебры D(2, 1;α) (см., например, [1]), в контексте так называемой универ-
сальной алгебры Ли.

Расщепленный оператор Казимира играет важную роль в теории представлений
алгебр и супералгебр Ли, используется при построении решений уравнения Янга–
Бакстера [2,3], оказывается полезным при вычислении цветовых факторов диаграмм
Фейнмана в калибровочных теориях [4]. Преимущество использования РОК при изу-
чении представлений алгебр и супералгебр Ли по сравнению с остальными методами
заключается в его универсальности: этот способ работает одинаковым образом для
всех простых алгебр и супералгебр Ли с невырожденной инвариантной метрикой.

В данной работе РОК используется для изучения структуры представлений ad⊗k

для k = 2, 3 комплексной супералгебры Ли D(2, 1;α). Эта алгебра является дефор-
мацией алгебры osp (4|2), зависящей от комплексного параметра α [5, 6], и вместе
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с sl (M |N) при M �= N , osp (M |N), psl (N |N), g3 и f4 принадлежит к классу базо-
вых классических супералгебр Ли. В отличие от остальных таких супералгебр Ли у
D(2, 1;α) нет аналогов среди алгебр Ли: для базовых классических супералгебр Ли
серий A, B, C, D таковыми являются алгебры Ли классических серий, аналогами
алгебр g3 и f4 являются исключительные алгебры Ли, но среди простых алгебр Ли
нет семейства, зависящего от непрерывного параметра. Это делает алгебру D(2, 1;α)
более интересной для изучения, так как ее свойства оказываются менее предска-
зуемыми.

Изучение РОК также было мотивировано понятием универсальной алгебры Ли,
введенным П.Вожелем [7]. По предположению, универсальная алгебра Ли являет-
ся моделью всех простых комплексных алгебр Ли и некоторых простых суперал-
гебр Ли g в следующем смысле: каждой такой алгебре ставятся в соответствие три
числа, определенные с точностью до перестановки и общего множителя, называе-
мые параметрами Вожеля. Многие величины, характеризующие данную алгебру и ее
представления, выражаются одинаковыми формулами для всех простых алгебр Ли
и базовых классических супералгебр Ли. Например, через параметры Вожеля выра-
жаются (супер)размерность алгебры g, размерности представлений Tμ, входящих в
разложение ad⊗k =

∑
μ
Tμ для k = 2, 3 (здесь Tμ — не обязательно неприводимое

представление) [7], значения высших операторов Казимира в представлении ad [8].
В оригинальной статье [7] понятие универсальной алгебры было получено путем весь-
ма нетривиальных рассуждений, берущих свое начало в теории узлов. Использование
РОК позволяет подойти к данному вопросу с более элементарных позиций.

Работа организована следующим образом. В разд. 1 дано определение расщеплен-
ного оператора Казимира, а также вводятся определения и соглашения, используемые
по ходу работы. Кроме того, в данном разделе вводятся параметры Вожеля и дается
краткий обзор результатов, полученных при изучении представлений ad⊗2 и ad⊗3

для алгебр и супералгебр Ли. Разд. 2 посвящен определению алгебры D(2, 1;α) и
нахождению РОК этой алгебры. Наконец, разд. 3 посвящен нахождению универсаль-
ных характеристических тождеств 2- и 3-расщепленного оператора Казимира алгебры
D(2, 1;α) в присоединенном представлении и построению проекторов на инвариант-
ные подпространства для этих операторов.

1. ОСНОВНЫЕ ОПРЕДЕЛЕНИЯ И СОГЛАШЕНИЯ

1.1. Расщепленный оператор Казимира. Пусть g — простая комплексная су-
пералгебра Ли с невырожденной инвариантной метрикой g (не обязательно совпа-
дающей с метрикой Картана–Киллинга κ, которая для простых супералгебр Ли мо-
жет обнуляться), имеющей в некотором однородном базисе {XA}dimg

A=1 этой алгебры
(см. соответствующие определения, например, в [9, 10]) компоненты gAB. Четность
базисного вектора XA будем обозначать как [A]. Компоненты обратной метрики gAB

определяются условиями gABgBC = δAC . Расщепленный (или 2-расщепленный) опе-
ратор Казимира Ĉ (или Ĉ(2)) определяется как элемент алгебры U(g)⊗2, задаваемый
выражением (см. также [11]):

Ĉ = gABXA ⊗XB. (1)
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Здесь U(g) — универсальная обертывающая алгебра для g, а символом ⊗ здесь и да-
лее обозначается градуированное тензорное произведение (см., например, [11]).

Также будем пользоваться высшими расщепленными операторами Казимира.
А именно, n-расщепленным оператором Казимира называется элемент алгебры
U(g)⊗n, задаваемый выражением

Ĉ(n) :=

n∑
i<j

Ĉij , (2)

где
Ĉij = gAB(I⊗(i−1) ⊗XA ⊗ I⊗(j−i−1) ⊗XB ⊗ I⊗(n−j)), (3)

а I ∈ U(g) — единичный элемент.
Далее будем рассматривать операторы Ĉ(n) в n-й тензорной степени присоединен-

ного представления ad⊗n (для простоты также будем говорить о Ĉ(n) в присоеди-
ненном представлении). Определение присоединенного представления супералгебры
Ли, (градуированного) тензорного произведения представлений см., например, в ра-
боте [11]. Пространство присоединенного представления алгебры g (совпадающего
как линейное пространство с самой алгеброй) будем обозначать Vad.

Компоненты ad(XA)
B
C базисного вектора XA в присоединенном представлении

совпадают со структурными константами ad(XA)
B
C = XB

AC алгебры g, определяе-
мыми соотношением

[XA, XB] = XCX
C
AB, (4)

где [ , ] — суперскобка Ли алгебры g. Компоненты оператора ad⊗2(Ĉ) задаются
выражением [11]

ad⊗2(Ĉ)A1A2
B1B2 = (−1)[B1][C2]gC1C2XA1

C1B1X
A2

C2B2 . (5)

Для упрощения нотации будем писать XA вместо ad(XA), Ĉ(n) вместо ad⊗n(Ĉ(n)),
и аналогично для всех симметризаций Ĉ(n), которые мы определим далее. Кроме того,
под I будем также понимать единичный оператор, действующий в Vad.

Оператор Ĉ(n) обладает свойством ad-инвариантности: для произвольного A =
1, . . . , dim g выполняется [

Ĉ(n),
n∑

i=1

(XA)i

]
= 0, (6)

где [ , ] — расширение суперскобки алгебры g на U(g)⊗n (подробнее см. в [11]), а
(XA)i := I⊗(i−1) ⊗ XA ⊗ I⊗(n−i). Отметим, что, так как Ĉ является четным опера-
тором, суперскобка Ли здесь совпадает с обычным коммутатором. Понятие ad-инва-
риантности тесным образом связано с обобщением леммы Шура на случай суперал-
гебр Ли [10], которое мы здесь приведем.

Теорема 1. Пусть V = V0 ⊕ V1 — линейное суперпространство (см., напри-
мер, [11]) с четной частью V0 и нечетной частью V1, M — неприводимое семей-
ство операторов, действующих в V , а C(M ) — пространство операторов в V ,
суперкоммутирующих со всеми операторами из M . Тогда либо C(M ) = CI, где
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I — единичный оператор в V , либо dimV0 = dimV1 и C(M ) = CI ⊕ CÂ, где Â —
невырожденный оператор, действующий в V и переставляющий V0 и V1, причем
Â2 = I.

Следствием ad-инвариантности оператора Ĉ(n) (если он является четным, см. да-
лее) является тот факт, что если представление Tμ, входящее в разложение ad⊗n =
=
∑
μ
Tμ, неприводимо, то по теореме 1 пространство этого представления должно

быть собственным подпространством оператора Ĉ(n), а если представление Tμ —
приводимо, но не является вполне приводимым, то пространство этого представле-
ния может быть как собственным, так и обобщенным собственным подпространством
Ĉ(n). Отметим, что оператор Ĉ(n) должен быть четным, так как в противном случае
на пространстве неприводимого представления V он может иметь вид Ĉ(n) = aI+ bÂ,
где a, b ∈ C. В таком случае собственные подпространства Ĉ(n) не будут совпадать
с V , т. е. не будут пространствами неприводимых подпредставлений алгебры g.

Пусть характеристическое тождество некоторого оператора A : V → V имеет вид

(A− a1I)k1 (A− a2IT )k2 · · · (A− apI)kp = 0, (7)

где все ai ∈ C различны, ki ∈ Z�1, I — единичный оператор в V . Проекторы на
обобщенные собственные пространства оператора A задаются выражениями [11]

Paj = I −
(
I −

p∏
i=1
i�=j

(A− aiI
aj − ai

)ki
)kj

. (8)

Если ki = 1, то образом проектора Pi является собственное подпространство операто-
ра A, иначе — обобщенное собственное подпространство. Более того, подробно этот
случай будет рассмотрен на конкретном примере оператора Ĉ− (см. разд. 3).

Суперследом оператора A с компонентами AA
B называется величина

strA := (−1)[A]AA
A. (9)

Кроме того, суперслед проектора Paj совпадает с суперразмерностью выделяемого
этим проектором подпространства:

sdimPajV = str Paj . (10)

1.2. Симметризации n-расщепленного оператора Казимира. При изучении
представлений ad⊗n алгебр и супералгебр Ли удобнее пользоваться не операторами
Ĉ(n), а их ограничениями на определенным образом симметризованные подпростран-
ства V ⊗n

ad . Определим операторы I и Pij , 1 � i < j � n, задаваемые соотношениями

I = I⊗n, Pij = (−1)[B]I⊗(i−1) ⊗ eA
B ⊗ I⊗(j−i−1) ⊗ eB

A ⊗ I⊗(n−i−j) (11)

и действующие в V ⊗n
ad . Здесь eA

B ∈ End (Vad) — матричные единицы, (eAB)CD =
= δCAδ

B
D. Из определения следует, что I — единичный оператор в V ⊗n

ad , а Pij — опера-
тор суперперестановки пространств с номерами i и j в тензорном произведении V ⊗n

ad .
В частности, I и P := P12, действующие в пространстве V ⊗2

ad , имеют компоненты

IA1A2
B1B2 = δA1

B1
δA2

B2
, PA1A2

B1B2 = (−1)[A1][A2]δA1

B2
δA2

B1
. (12)
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Отметим, что операторы I и Pij реализуют в пространстве V ⊗n
ad представление

группы перестановок Sn (см. [11]).
Можно проверить, что операторы I и Pij обладают свойством ad-инвариант-

ности (6), где вместо Ĉ(n) нужно подставить I и Pij соответственно. Следовательно,
любое произведение операторов I, Pij и Ĉ(n) и их линейные комбинации также бу-
дут ad-инвариантными. Кроме того, I и P коммутируют с Ĉ(n), т. е. Ĉ(n) совместно
диагонализуется с произвольным оператором, построенным как полином от I и Pij .

Пользуясь I и Pij , определим симметризаторыЮнга на пространствах V ⊗2
ad и V ⊗3

ad ,
а также соответствующим образом симметризованные части операторов Ĉ и Ĉ(3).
Для пространства V ⊗2

ad получаем [11,13]

P+ =
1

2
(I + P) =⇒ Ĉ+ := P+ Ĉ,

P− =
1

2
(I − P) =⇒ Ĉ− := P− Ĉ.

(13)

Для пространства V ⊗3
ad имеем [13]

P[3] =
1

3!
(I + P23 + P12P23)(I + P12) =⇒ Ĉ[3] = P[3] Ĉ(3),

P[13] =
1

3!
(I − P23 + P12P23)(I − P12) =⇒ Ĉ[13] = P[13] Ĉ(3),

P[21] =
1

3
(I + P12)(I − P13) =⇒ Ĉ[21] = P[21] Ĉ(3),

P[21]′ =
1

3
(I + P13)(I − P12) =⇒ Ĉ[21]′ = P[21]′ Ĉ(3).

(14)

Далее всегда будем считать, что нулевая степень любой симметризации операто-
ра Ĉ(n), n = 2, 3, совпадает с соответствующим симметризатором Юнга, например,
Ĉ0

[3] = P[3].

Отметим, что любые соотношения, справедливые для оператора Ĉ[21]′ , можно по-
лучить из аналогичных соотношений для Ĉ[21] заменой Ĉ[21]′ = P23Ĉ[21]P23, поэтому
случай симметризации Ĉ[21]′ отдельно рассматриваться не будет.

1.3. Параметры Вожеля. Можно показать, что для простых алгебр Ли и базо-
вых классических супералгебр Ли выполняется следующее универсальное тождество
(см. [14] для простых алгебр Ли и [11] для sl(M |N) при M �= N и osp(M |N) при
M �= N + 2):

(Ĉ+ + 2t)(Ĉ+ + α)(Ĉ+ + β)(Ĉ+ + γ) = 0, (15)

где t := α + β + γ. Отметим, что при написании (15) мы изменили определение
оператора Ĉ+, используемое в работах [11, 14], домножив этот оператор на 2t для
дальнейшего удобства. Это переопределение соответствует тому, что в качестве инва-
риантной метрики gAB указанных алгебр используется не метрика Картана–Киллинга
κAB, а метрика (1/2t)κAB.

Параметры α, β и γ были введены в работе [7] и называются параметрами Воже-
ля. Значения этих параметров для базовых классических супералгебр Ли приведены
в таблице [15].



828 Проворов А. А.

Значения параметров Вожеля для базовых классических супералгебр Ли

Параметр s�(M |N) osp (M |N) f4 g3 D(2, 1;α)

α −2 −2 −2 −2 −2

β 2 4 2 2 −2α

γ M −N (M −N) − 4 3 2 2(1 +α)

t M −N (M −N) − 2 3 2 0

Параметры Вожеля, соответствующие базовым классическим супералгебрам Ли,
можно представить на так называемой карте Вожеля. Фиксация параметра α = −2
позволяет изобразить карту Вожеля в виде двумерной плоскости R2, по осям которой
отложены значения параметров β и γ (рисунок).

Карта Вожеля

В работе [12] для простых классических алгебр Ли показано, что для операторов
Ĉ[3], Ĉ[13] и Ĉ[21] выполняются универсальные тождества(
Ĉ[3] + t

)(
Ĉ[3] + 2t

)(
Ĉ[3] + t− α

)(
Ĉ[3] + t− β

)(
Ĉ[3] + t− γ

)
×

×
(
Ĉ[3] + 3α

)(
Ĉ[3] + 3β

)(
Ĉ[3] + 3γ

)
P[3] = 0, (16)

Ĉ[13]

(
Ĉ[13] + t

)(
Ĉ[13] + 3t

)
×

×
(
Ĉ[13] + t+ α

)(
Ĉ[13] + t+ β

)(
Ĉ[13] + t+ γ

)
P[111] = 0, (17)
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Ĉ[21] + t

)(
Ĉ[21] + 2t

)(
Ĉ[21] + t− α

)(
Ĉ[21] + t− β

)(
Ĉ[21] + t− γ

)
×

×
(
Ĉ[21] + t+ α

)(
Ĉ[21] + t+ β

)(
Ĉ[21] + t+ γ

)
×

×
(
Ĉ[21] +

3

2
α

)(
Ĉ[21] +

3

2
β

)(
Ĉ[21] +

3

2
γ

)
P[21] = 0. (18)

Каждое собственное значение оператора Ĉ(3) соответствует определенному пред-
ставлению. Соответствие собственных значений оператора Ĉ(3), представлений (в обо-
значениях, введенных Вожелем в [7], см. также [12]) и их размерностей записывается
следующим образом (аналогичные соотношения выполняются также и для Ĉ):

−3t : X0, dimX0 = 1,

−2t : X1, dimX1 = dim g,

−t : X2, dimX2 =
1

2
dim g(dim g− 3),

0 : X3 +X ′
3, dim (X3 +X ′

3) =
1

6
dim g(dim g− 1)(dim g− 8),

−α− t : Y2, dimY2 = − t(3α− 2t)(β − 2t)(γ − 2t)(β + t)(γ + t)

α2βγ(α− β)(α − γ)
,

−3α : Y3, dimY3 = − 1

3α3(α− β)(α − γ)(2α− β)(2α − γ)βγ
t(α− 2t)×

× (5α− 2t)(β − 2t)(γ − 2t)(β + t)(γ + t)(2β + γ)(2γ + β), (19)

α− t : B, dimB =
1

α2(α − β)(α− γ)(2β − γ)(2γ − β)β2γ2
×

× t(α − 2t)(β − 2t)(γ − 2t)(2α+ β)(2α+ γ)(β + t)(γ + t)×
× (3β − 2)(3γ − 2),

−α : C, dimC = −32

3

1

α3βγ(α− 2β)(α− 2γ)
×

× t(α − β)(α− γ)(α+ t)(β + t)(γ + t)×
× (2t− β)(2t− γ)(β + γ)(2β + γ)(2γ + β),

где

dim g =
(α − 2t)(β − 2t)(γ − 2t)

αβγ
(20)

— размерность соответствующей алгебры Ли.
Собственные значения оператора Ĉ(3) в представлениях Y ′

2 и Y ′′
2 , Y ′

3 и Y ′′
3 , B′

и B′′, C′ и C′′ и размерности этих представлений получаются из соответствующих
значений для представлений Y2, Y3, B, C заменами α ↔ β и α ↔ γ.
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В другой работе будет показано, что эти формулы (при замене размерности dim
на суперразмерность sdim в (19)) справедливы и для супералгебр Ли sl(M |N) при
M �= N и osp(M |N) при M �= N + 2.

Здесь также справедливо замечание о перемасштабировании операторов Ĉ[3], Ĉ[13]

и Ĉ[21], которые были домножены на 2t по сравнению с работой [12].
Далее покажем, что эти тождества выполняются также для алгебры D(2, 1;α).

2. АЛГЕБРА D(2, 1;α)

2.1. Структурные соотношения алгебры D(2, 1;α). Алгебра D(2, 1;α) является
17-мерной супералгеброй Ли. Базис [1]

(XA)
17
A=1 =(T(1)1, T(1)2, T(1)3, T(2)1, T(2)2, T(2)3, T(3)1, T(3)2, T(3)3,

F+++, F++−, F+−+, F+−− F−++, F−+−, F−−+, F−−−) (21)

алгебры D(2, 1;α) состоит из четных элементов T(a)i, i = 1, 2, 3, a = 1, 2, 3, и нечет-
ных элементов Fββ′β , β, β′, β′′ = +,−. В формуле (21) явно указан порядок элементов,
который будет использоваться при написании матриц для компонент метрики и об-
ратной метрики алгебры D(2, 1;α) в данном базисе. Набор {T(a)i}3i=1 для каждого
a = 1, 2, 3 является базисом подалгебры sl2 ⊆ D(2, 1;α), а элементы Fββ′β′′ образу-
ют базис пространства тензорного произведения трех определяющих представлений
алгебры sl2. Суперкоммутационные соотношения записываются для D(2, 1;α) сле-
дующим образом:

[T(a)i, T(b)j] = iδabεijkT(a)k ≡ T(c)kX
(c)k

(a)i,(b)j ,

[T(1)i, Fββ′β′′ ] =
1

2
(σi)γβFγβ′β′′ ≡ Fγγ′γ′′Xγγ′γ′′

(1)i,ββ′β′′ ,

[T(2)j , Fββ′β′′ ] =
1

2
(σj)γ

′
β′Fβγ′β′′ ≡ Fγγ′γ′′Xγγ′γ′′

(2)j,ββ′β′′ , (22)

[T(3)k, Fββ′β′′ ] =
1

2
(σk)γ

′′
β′′Fββ′γ′′ ≡ Fγγ′γ′′Xγγ′γ′′

(3)k,ββ′β′′ ,

[Fββ′β′′ , Fγγ′γ′′ ] = Cβ′γ′Cβ′′γ′′(Cσi)βγT(1)i +αCβ′′γ′′Cβγ(Cσi)β′γ′T(2)i−

− (1 +α)CβγCβ′γ′(Cσi)β′′γ′′T(3)i ≡ T(a)iX
(a)i

ββ′β′′,γγ′γ′′ .

Здесь σi — матрицы Паули, C = iσ2 — матрица зарядового сопряжения, εijk — пол-
ностью антисимметричный тензор с ε123 = 1. Соответственно, структурные константы



Расщепленный оператор Казимира алгебры D(2, 1;α) 831

XC
AB (см. определение в (4)) имеют явный вид:

X(c)k
(a)i,(b)j = iδacδbcεijk,

Xγγ′γ′′
(1)i,ββ′β′′ =

1

2
(σi)γβδ

γ′
β′δ

γ′′
β′′ ,

Xγγ′γ′′
(2)j,ββ′β′′ =

1

2
δγβ(σ

j)γ
′
β′δγ

′′
β′′ ,

Xγγ′γ′′
(3)k,ββ′β′′ =

1

2
δγβδ

γ′
β′(σ

k)γ
′′
β′′ , (23)

X(1)i
ββ′β′′,γγ′γ′′ = Cβ′γ′Cβ′′γ′′(Cσi)βγ ,

X(2)j
ββ′β′′,γγ′γ′′ = αCβ′′γ′′Cβγ(Cσj)β′γ′ ,

X(3)k
ββ′β′′,γγ′γ′′ = −(1 +α)CβγCβ′γ′(Cσk)β′′γ′′ .

2.2. Инвариантная метрика и расщепленный оператор Казимира алгебры
D(2, 1;α). Компоненты метрики Картана–Киллинга алгебры D(2, 1;α) в базисе (21)
определяются соотношениями [11]

κAB = (−1)[C]XC
ADXD

BC , (24)

где структурные константы определены в (23). Явные вычисления показывают, что
метрика κ тождественно равна нулю.

Тем не менее у этой алгебры существует невырожденная инвариантная метрика
g. Найдем эту метрику для того, чтобы получить явное выражение для оператора Ĉ
алгебры D(2, 1;α), определенного в (1). По обобщению леммы Шура на супералгебры
Ли (см. [10] и теорему 1) данный оператор должен быть четным (см. обсуждение
после теоремы 1) и инвариантным.

Эти ограничения накладывают определенные условия на метрику g (которая яв-
ляется обратной к метрике, используемой в определении Ĉ, см. (1)). Перечислим их.

1. Условие четности:
gAB = 0 ⇐⇒ [A] �= [B]. (25)

2. Условие инвариантности:

gDCX
D

AB + (−1)[A][B]gBDXD
AC = 0. (26)

Кроме того, метрика на суперпространстве по определению должна быть суперсим-
метричной:

gAB = (−1)[A][B]gBA. (27)

Пользуясь явным видом структурных констант (23), можно показать, что урав-
нения (25), (26) и (27) имеют единственное с точностью до общего множителя ре-
шение:
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gAB =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1

2
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0
1

2
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0
1

2
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0
1

2α
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0
1

2α
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0
1

2α
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 − 1

2(α + 1)
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 − 1

2(α + 1)
0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 − 1

2(α + 1)
0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 −1
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 −1 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 −1 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 −1 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

. (28)

Соответственно, для обратной метрики g, компоненты которой в базисе (22) будем
обозначать как gAB, получим

gAB =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

2 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 2 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 2 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 2α 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 2α 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 2α 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 −2(α + 1) 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 −2(α + 1) 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 −2(α + 1) 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 −1 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 −1 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 −1 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 −1 0 0 0 0 0 0 0

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

. (29)

Отметим, что согласно рассуждениям выше метрика (29) является единственной
подходящей для определения оператора Ĉ и, соответственно, выделения подпредстав-
лений из ad⊗2 и ad⊗3.

Расщепленный оператор Казимира в присоединенном представлении задается фор-
мулой (1), где метрика g определена в (29), а XA — базисные элементы (21) алгебры
D(2, 1;α), взятые в присоединенном представлении. Явно Ĉ записывается как

Ĉ = 2(T(1)1 ⊗ T(1)1 + T(1)2 ⊗ T(1)2 + T(1)3 ⊗ T(1)3)+

+ 2α(T(2)1 ⊗ T(2)1 + T(2)2 ⊗ T(2)2 + T(2)3 ⊗ T(2)3)−
− 2(α+ 1)(T(3)1 ⊗ T(3)1 + T(3)2 ⊗ T(3)2 + T(3)3 ⊗ T(3)3)+

+ 2F+++ ⊗ F−−− − 2F++− ⊗ F−−+ −
− 2F+−+ ⊗ F−+− + 2F+−− ⊗ F−++. (30)



Расщепленный оператор Казимира алгебры D(2, 1;α) 833

3. ХАРАКТЕРИСТИЧЕСКИЕ ТОЖДЕСТВА
ДЛЯ РОК АЛГЕБРЫ D(2, 1;α)

Результаты данного раздела были получены путем вычислений с помощью про-
граммы Wolfram Mathematica, проведенных на кластере HybriLIT.

3.1. Характеристическиетождества дляРОКвпредставлении ad⊗2. 3.1.1.Ан-
тисимметричная часть. Исходя из известных тождеств (см. [11,12,14]) для опера-
тора Ĉ− для простых алгебр Ли и базовых классических супералгебр Ли osp(M |N)

и sl(M |N) будем искать характеристическое тождество для Ĉ− алгебры D(2, 1;α)
в виде

Ĉ2
− + μ1Ĉ− + μ0 P− = 0, (31)

где μi — неопределенные коэффициенты. Решая уравнение (31) для μi, получаем

Ĉ2
− = 0. (32)

Отметим, что здесь мы столкнулись со случаем, когда Ĉ− удовлетворяет урав-
нению (7) с k1 = 2. Самый общий вид матрицы, минимальный полином которой
совпадает с левой частью (32), в жордановой форме записывается как⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0 1

0 0

. . .

0 1

0 0

0

. . .

0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

, (33)

причем в данной матрице присутствует хотя бы один из блоков
(
0 1
0 0

)
. Очевидно,

что данная матрица не пропорциональна матрице единичного оператора в P− V ⊗2
ad или

прямой сумме таких матриц. По лемме Шура (см. теорему 1) получаем, что обобщен-
ное подпространство оператора Ĉ− не может являться пространством неприводимого
подпредставления или прямой суммой пространств неприводимых представлений ал-
гебры D(2, 1;α), т. е. оно является пространством представления, не являющегося
вполне приводимым.

Для получения проекторов на обобщенные собственные подпространства опера-
тора Ĉ− воспользуемся формулой (8) с A = Ĉ−, I = P−, p = 1, k1 = 2, a1 = 0.
Получаем

P−
0 = P− . (34)
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Для суперследа проектора P−
0 , совпадающего с суперразмерностью подпростран-

ства, выделяемого этим проектором, явными вычислениями получаем

str P− = str P−
0 = 0. (35)

3.1.2. Симметричная часть. Для Ĉ+ аналогичным образом находим характери-
стическое тождество, записываемое в терминах параметров Вожеля α = 2, β = 2α,
γ = −2(1 +α) как

Ĉ+(Ĉ+ + α)(Ĉ+ + β)(Ĉ+ + γ) = 0. (36)

Отметим, что данное тождество совпадает с тождеством (15) при t = 0.

Для построения проекторов на инвариантные подпространства оператора Ĉ+ в фор-
муле (8) следует принять A = Ĉ+, I = P+, p = 4, k1 = . . . = k4 = 1, a1 = 0, a2 = −α,
a3 = −β, a4 = −γ. В результате имеем следующее:

P+
0 =

1

αβγ

(
Ĉ3

+ + (α+ β + γ)Ĉ2
+ + (αβ + αγ + βγ)Ĉ+

)
+ P+,

P+
−α = − 1

α(α− β)(α − γ)

(
Ĉ3

+ + (β + γ)Ĉ2
+ + βγĈ+

)
,

P+
−β = − 1

β(β − α)(β − γ)

(
Ĉ3

+ + (α+ γ)Ĉ2
+ + αγĈ+

)
,

P+
−γ = − 1

γ(γ − α)(γ − β)

(
Ĉ3

+ + (α + β)Ĉ2
+ + αβĈ+

)
.

(37)

Для нахождения суперследов проекторов P+
0 , P

+
−α, P

+
−β , P

+
−γ вычислим суперсле-

ды операторов P+, Ĉ+, Ĉ2
+ и Ĉ3

+:

str P+ = 0, str Ĉ+ = str Ĉ2
+ = str Ĉ3

+ = 0. (38)

Соответственно, вычисляя суперслед от (37) и применяя (38), получаем

str P+
0 = 1, str P+

−α = strP+
−β = strP+

−γ = 0. (39)

Данные соотношения находятся в согласии с формулой (19) (см. также [7,11,14]).

3.2. Характеристические тождества для РОК в представлении ad⊗3. Опера-
тор Ĉ(3) алгебры D(2, 1;α) определяется по формуле (2), Ĉij задается формулой (2)
в соответствии с выражением (1) с метрикой (29) и XA, заданными в (21). Явное
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выражение для Ĉ(3) принимает следующий вид:

Ĉ(3) = 2(T(1)1 ⊗ T(1)1 ⊗ I + T(1)2 ⊗ T(1)2 ⊗ I + T(1)3 ⊗ T(1)3 ⊗ I)+
+ 2α(T(2)1 ⊗ T(2)1 ⊗ I + T(2)2 ⊗ T(2)2 ⊗ I + T(2)3 ⊗ T(2)3 ⊗ I)−
− 2(α+ 1)(T(3)1 ⊗ T(3)1 ⊗ I + T(3)2 ⊗ T(3)2 ⊗ I + T(3)3 ⊗ T(3)3 ⊗ I)+
+ 2F+++ ⊗ F−−− ⊗ I − 2F++− ⊗ F−−+ ⊗ I −
− 2F+−+ ⊗ F−+− ⊗ I + 2F+−− ⊗ F−++ ⊗ I +

+ 2(T(1)1 ⊗ I ⊗ T(1)1 + T(1)2 ⊗ I ⊗ T(1)2 + T(1)3 ⊗ I ⊗ T(1)3)+

+ 2α(T(2)1 ⊗ I ⊗ T(2)1 + T(2)2 ⊗ I ⊗ T(2)2 + T(2)3 ⊗ I ⊗ T(2)3)−
− 2(α+ 1)(T(3)1 ⊗ I ⊗ T(3)1 + T(3)2 ⊗ I ⊗ T(3)2 + T(3)3 ⊗ I ⊗ T(3)3)+

+ 2F+++ ⊗ I ⊗ F−−− − 2F++− ⊗ I ⊗ F−−+ −
− 2F+−+ ⊗ I ⊗ F−+− + 2F+−− ⊗ I ⊗ F−++ +

+ 2(I ⊗ T(1)1 ⊗ T(1)1 + I ⊗ T(1)2 ⊗ T(1)2 + I ⊗ T(1)3 ⊗ T(1)3)+

+ 2α(I ⊗ T(2)1 ⊗ T(2)1 + I ⊗ T(2)2 ⊗ T(2)2 + I ⊗ T(2)3 ⊗ T(2)3)−
− 2(α+ 1)(I ⊗ T(3)1 ⊗ T(3)1 + I ⊗ T(3)2 ⊗ T(3)2 + I ⊗ T(3)3 ⊗ T(3)3)+

+ 2I ⊗ F+++ ⊗ F−−− − 2I ⊗ F++− ⊗ F−−+ −
− 2I ⊗ F+−+ ⊗ F−+− + 2I ⊗ F+−− ⊗ F−++. (40)

3.2.1. Симметричная часть. Для симметричной части Ĉ[3] оператора Ĉ(3) спо-
собом, аналогичным использованному в случае ad⊗2, получаем тождество

Ĉ2
[3](Ĉ[3] − α)(Ĉ[3] − β)(Ĉ[3] − γ)(Ĉ[3] + 3α)(Ĉ[3] + 3β)(Ĉ[3] + 3γ) P[3] = 0, (41)

которое согласуется с (16) при t = 0. Отметим, что собственному значению 0 операто-
ра Ĉ[3] соответствует его обобщенное собственное, а не собственное подпространство,
таким образом, данное представление не является неприводимым или вполне приво-
димым.

Выражения для проекторов P[3]
ai

на (обобщенные) собственные подпространства
оператора Ĉ[3] и их суперследов получаются аналогично случаю ad⊗2. Окончательно
для суперследов проекторов имеем

str P
[3]
0 = 1,

str P[3]
α = strP

[3]
β = str P[3]

γ = strP
[3]
−3α = strP

[3]
−3β = strP

[3]
−3γ = 0.

(42)

Соотношения (42) также согласуются с выражениями, полученными в работе [12].



836 Проворов А. А.

3.2.2. Антисимметричная часть. Для антисимметричной части Ĉ[13] оператора
Ĉ(3) получаем

Ĉ2
[13](Ĉ[13] + α)(Ĉ[13] + β)(Ĉ[13] + γ) P[13] = 0, (43)

что согласуется с (17) при t = 0.
Выражения для суперследов проекторов P[13]

ai
на (обобщенные) собственные под-

пространства оператора Ĉ[13] имеют вид

str P
[13]
0 = strP

[13]
−α = str P

[13]
−β = str P

[13]
−γ = 0. (44)

Соотношения (44) также согласуются с выражениями (19), полученными в рабо-
те [12] для классических алгебр Ли.

3.2.3. Часть [2,1]. Для Ĉ[21] аналогичным образом получаем

Ĉ2
[21](Ĉ[21] − α)(Ĉ[21] − β)(Ĉ[21] − γ)(Ĉ[21] + α)(Ĉ[21] + β)(Ĉ[21] + γ)×

×
(
Ĉ[21] +

3

2
α

)(
Ĉ[21] +

3

2
β

)(
Ĉ[21] +

3

2
γ

)
P[21] = 0, (45)

что согласуется с тождествами (18).
Следы проекторов P[21]

ai
на (обобщенные) собственные подпространства оператора

Ĉ[21] равны

str P
[21]
0 = strP[21]

α = str P
[21]
β = strP[21]

γ = str P
[21]
−α = strP

[21]
−β = strP

[21]
−γ =

= strP
[21]

− 3
2α

= strP
[21]

− 3
2β

= str P
[21]

− 3
2γ

= 0. (46)

Соотношения (46) также согласуются с выражениями (19), полученными в рабо-
те [12] для классических алгебр Ли.
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