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� ´¥·¥£Ê²Ö·´μ¸É¨ ¤¢¨¦¥´¨Ö Ï ·  ¶·¨ ¶´¥¢³μÉ· ´¸¶μ·É¥ ¢ É·Ê¡¥

„ ¥É¸Ö ¶·μ¸É¥°Ï¨° É¥μ·¥É¨Î¥¸±¨°  ´ ²¨§ ¢²¨Ö´¨Ö ¶μ·μ£μ¢ ¨ Ê¸ÉÊ¶μ¢, ¢ Éμ³
Î¨¸²¥ Ï¥·μÌμ¢ Éμ¸É¨ ¸É¥´μ± É·Ê¡Ò, ´  ¸±μ·μ¸ÉÓ ¤¢¨¦¥´¨Ö É¢¥·¤μ£μ Ï ·¨±  ¢´Ê-
É·¨ ±·Ê£²μ° É·Ê¡Ò, ¨ ¤¥² ¥É¸Ö ¢Ò¢μ¤ μ ´¥·¥£Ê²Ö·´μ¸É¨ ¥£μ ¤¢¨¦¥´¨Ö Å ¸³¥´¥
Ê¸±μ·¥´¨Ö ´  § ³¥¤²¥´¨¥ ¨ μ¡· É´μ. ‚Ò¢μ¤ÖÉ¸Ö Ëμ·³Ê²Ò ¤²Ö μÍ¥´±¨ ³ ±¸¨-
³ ²Ó´μ° ¨ ³¨´¨³ ²Ó´μ° ¸±μ·μ¸É¥° ¶·¨ § ¤ ´´μ³ · ¸¶·¥¤¥²¥´¨¨ ¶μ·μ£μ¢ ¨ ¨Ì
¢Ò¸μÉÒ. �¥±μÉμ·Ò¥ ¢Ò¢μ¤Ò É¥μ·¨¨ ¶μ¤É¢¥·¦¤ ÕÉ¸Ö μ¶ÒÉ´Ò³¨ ¤ ´´Ò³¨. � ¡μÉ 
¢Ò¶μ²´¥´  ¢ ¸¢Ö§¨ ¸ ¶·μ¥±Éμ³ Ï ·¨±μ¢μ£μ Ìμ²μ¤´μ£μ § ³¥¤²¨É¥²Ö ´¥°É·μ´μ¢ ¤²Ö
·¥ ±Éμ·  ˆ��-2Œ.
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�ˆŸˆ.

�·¥¶·¨´É �¡Ñ¥¤¨´¥´´μ£μ ¨´¸É¨ÉÊÉ  Ö¤¥·´ÒÌ ¨¸¸²¥¤μ¢ ´¨°. „Ê¡´ , 2008

Shabalin E. P. P3-2008-67
On Nonregularity of Movement of a Spherical Bead Conveying Pneumatically
in a Pipe

Kinematics of a solid spherical bead driven with gas 	ow along a cylindrical
tube is considered. The simplest theoretical analysis of how thresholds and ledges,
formed by roughness of pipe walls, affect speed of a bead, is derived. Inevitability
of nonregularity of bead movement, that is, alternation of accelerations and deceler-
ations, is concluded. Formulas for estimation of both maximal and minimal speed
of a bead at the given spatial distribution of thresholds and their height is derived.
Some theoretical assertions are proved experimentally. The investigation has been
performed in the frame of a project of the pelletized cold neutron moderator for the
IBR-2M reactor.

The investigation has been performed at the Frank Laboratory of Neutron Physics,
JINR.
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�·¨ ¨¸¸²¥¤μ¢ ´¨¨ ±μ´¤¥´¸¨·μ¢ ´´ÒÌ ¸·¥¤ ³¥Éμ¤ ³¨ · ¸¸¥Ö´¨Ö ³¥¤²¥´-
´ÒÌ ´¥°É·μ´μ¢ ´  Ö¤¥·´ÒÌ ·¥ ±Éμ· Ì [1, 2] ´¥¶μ¸·¥¤¸É¢¥´´Ò³¨ ¨¸ÉμÎ´¨± ³¨
´¥°É·μ´μ¢ ¸²Ê¦ É ®Ìμ²μ¤´Ò¥ § ³¥¤²¨É¥²¨¯ [3]. � ¨¡μ²¥¥ ¶¥·¸¶¥±É¨¢´μ°
±μ´¸É·Ê±Í¨¥° É ±μ£μ § ³¥¤²¨É¥²Ö Ö¢²Ö¥É¸Ö ¢ ±ÊÊ³´μ-¨§μ²¨·μ¢ ´´ Ö ± ³¥· ,
§ ¶μ²´¥´´ Ö É¢¥·¤Ò³¨ Ï ·¨± ³¨ § ³μ·μ¦¥´´μ° ¸³¥¸¨  ·μ³ É¨Î¥¸±¨Ì Ê£²¥-
¢μ¤μ·μ¤μ¢ (´ ¶·¨³¥·, ³¥§¨É¨²¥´  ¨ m-±¸¨²μ² ), ±μÉμ·Ò¥ μÌ² ¦¤ ÕÉ¸Ö £ -
§μμ¡· §´Ò³ £¥²¨¥³ ¶·¨ É¥³¶¥· ÉÊ·¥ 20Ä30 Š [3, 4]. �·¥¨³ÊÐ¥¸É¢μ ¨¸¶μ²Ó-
§μ¢ ´¨Ö É ±μ£μ ·μ¤  § ³¥¤²¨É¥²¥° ¸μ¸Éμ¨É, ¶μ³¨³μ ´¥°É·μ´´μ-Ë¨§¨Î¥¸±¨Ì
¸¢μ°¸É¢, É ±¦¥ ¢ ¢μ§³μ¦´μ¸É¨ ¡Ò¸É·μ° ¤¨¸É ´Í¨μ´´μ° § ³¥´Ò · ¡μÎ¥£μ É¥² 
§ ³¥¤²¨É¥²Ö ¶μ¸²¥ ¢Ò· ¡μÉ±¨ ¨³ ¸¢μ¥£μ ·¥¸Ê·¸ . ‡ ¶μ²´¥´¨¥ ± ³¥·Ò § ³¥¤-
²¨É¥²Ö Ï ·¨± ³¨ ¢ ¶·μÍ¥¸¸¥ · ¡μÉÒ ·¥ ±Éμ·  ³μ¦´μ ¶·μ¨§¢μ¤¨ÉÓ ¶ÊÉ¥³ ¨Ì
É· ´¸¶μ·É¨·μ¢±¨ ¶μ É·Ê¡ ³, £¤¥ ¢ ± Î¥¸É¢¥ ´¥¸ÊÐ¥£μ £ §  ¨¸¶μ²Ó§Ê¥É¸Ö ÉμÉ
¦¥ £¥²¨°. �¤´¨³ ¨§ ±·¨É¨Î¥¸±¨Ì ³μ³¥´Éμ¢ ¶·¨ · §· ¡μÉ±¥ ¶´¥¢³ É¨Î¥¸±μ°
É· ´¸¶μ·É¨·μ¢±¨ Ï ·¨±μ¢ Ö¢²Ö¥É¸Ö μ¶·¥¤¥²¥´¨¥ ¨Ì ¸±μ·μ¸É¨ ¤¢¨¦¥´¨Ö ¨ ÊÎ¥É
´¥·¥£Ê²Ö·´μ¸É¨ ¤¢¨¦¥´¨Ö ¢¸²¥¤¸É¢¨¥ ¸Éμ²±´μ¢¥´¨° ¸μ ¸É¥´± ³¨ É·Ê¡Ò. 
Éμ
¢ ¦´μ ¨§-§  ´¥μ¡Ìμ¤¨³μ¸É¨ ÊÎ¨ÉÒ¢ ÉÓ μ£· ´¨Î¥´¨Ö ´  ¸¨²Ê ¨ ±μ²¨Î¥¸É¢μ Ê¤ -
·μ¢ ¶·¨ ¸Éμ²±´μ¢¥´¨¨ ¢¢¨¤Ê ³ ²μ° Ê¤ ·´μ° ¶·μÎ´μ¸É¨ Ï ·¨±μ¢ ¨ μ£· ´¨Î¥-
´¨¥ ´  ¢·¥³Ö § £·Ê§±¨ ± ³¥·Ò. –¥²ÓÕ ¤ ´´μ° · ¡μÉÒ Ö¢²Ö¥É¸Ö · ¸Î¥É Ì · ±-
É¥·¨¸É¨± ´¥·¥£Ê²Ö·´μ¸É¨ ¤¢¨¦¥´¨Ö μ¤¨´μÎ´μ£μ Ï ·¨±  ¶μ ¶·Ö³μ° ±·Ê£²μ°
É·Ê¡¥ ¸ ´¥£² ¤±¨³¨ ¸É¥´± ³¨.

1. Š�—…‘’‚…��›… ‘�����†…�ˆŸ

�·¨ ± Î¥´¨¨ Ï ·  ¢ ±·Ê£²μ° É·Ê¡¥ ¢ ¶μÉμ±¥ £ §  ´  ´¥£μ ¶μ³¨³μ ¶μ-
¸ÉμÖ´´μ ¤¥°¸É¢ÊÕÐ¨Ì ¸¨² (¶·μ¤μ²Ó´μ° ¸¨²Ò, ¶μ¤Ñ¥³´μ° ¸¨²Ò Œ £´Ê¸  ¨
³μ³¥´É  ¸¨² μÉ´μ¸¨É¥²Ó´μ μ¸¨ ¢· Ð¥´¨Ö) ¤¥°¸É¢ÊÕÉ ¶¥·¥³¥´´Ò¥ ¸¨²Ò ¸Éμ-
Ì ¸É¨Î¥¸±μ£μ Ì · ±É¥· , μ¡Ê¸²μ¢²¥´´Ò¥ ¢ μ¸´μ¢´μ³ ÉÊ·¡Ê²¥´É´μ¸ÉÓÕ ¶μÉμ± 
£ § , ´¥£² ¤±μ¸ÉÓÕ ¸É¥´μ± ¨ ´¥¸Ë¥·¨Î´μ¸ÉÓÕ Ï · . ‚ ÉÊ·¡Ê²¥´É´μ³ ¶μÉμ±¥
Ë²Ê±ÉÊ Í¨¨ ¸±μ·μ¸É¨ £ §  ¢ ¶μ¶¥·¥Î´μ³ ´ ¶· ¢²¥´¨¨ ¢Ò§Ò¢ ÕÉ ¶·¥Í¥¸¸¨Õ
μ¸¨ ¢· Ð¥´¨Ö, ÎÉμ ¶·¨¢μ¤¨É ± ±μ²¥¡ É¥²Ó´μ³Ê ¤¢¨¦¥´¨Õ Ï ·  ¶μ¶¥·¥± μ¸¨
±·Ê£²μ° É·Ê¡Ò Å ®·Ò¸± ´¨Õ¯. — ¸ÉμÉ  ÔÉ¨Ì ±μ²¥¡ ´¨° ¶·¨ ³ ²μ°  ³¶²¨-
ÉÊ¤¥ ¶μ·Ö¤±  0,25 (g/DÉ·)0,5; ¤²Ö É·Ê¡Ò ¤¨ ³¥É·μ³ 17 ³³ Å μ±μ²μ 6 ƒÍ.

1



�·¨ ·Ò¸± ´¨¨ ´¥¢μ§³μ¦´μ Î¨¸Éμ¥ ± Î¥´¨¥; Ï ·¨± ¡Ê¤¥É ¶·μ¸± ²Ó§Ò¢ ÉÓ ¸
Ê³¥´ÓÏ¥´¨¥³ ¸±μ·μ¸É¨ ¶´¥¢³μÉ· ´¸¶μ·É , ÎÉμ, ± § ²μ¸Ó ¡Ò, ¨ ´ ¡²Õ¤ ¥É¸Ö
´  μ¶ÒÉ¥ [4]. �¤´ ±μ Î ¸Éμ ´ ¡²Õ¤ ²μ¸Ó, ÎÉμ Ï ·¨± §  ±μ·μÉ±¨¥ ¶·μ³¥¦ÊÉ±¨
¢·¥³¥´¨ (0,03 ¸) ¶¥·¥Ìμ¤¨² ¢¢¥·Ì-¢´¨§-¢¢¥·Ì ¶μ ¤¨ ³¥É·Ê É·Ê¡Ò, ¶·¨ ÔÉμ³
§´ Î¨É¥²Ó´μ É¥·ÖÖ ¶·μ¤μ²Ó´ÊÕ ¸±μ·μ¸ÉÓ (·¨¸. 1).

�¨¸. 1. �·¨³¥· ¢´¥§ ¶´μ£μ Éμ·³μ¦¥´¨Ö Ï ·¨±  ´  ´¥¡μ²ÓÏμ³ μÉ·¥§±¥ ¶ÊÉ¨; ¸±μ·μ¸ÉÓ
É· ´¸¶μ·É¨·ÊÕÐ¥£μ £ §  8 ³/¸. �μ μ¸¨ μ·¤¨´ É Å ¸±μ·μ¸ÉÓ Ï ·¨± , ³/¸; ¶μ μ¸¨
 ¡¸Í¨¸¸ Å ¶μ§¨Í¨Ö Ï ·¨± , ³³. �μ§¨Í¨Ö 100 ³³ ¸μμÉ¢¥É¸É¢Ê¥É 2,9 ³ μÉ ¸É ·É ,
 ¶¶·μ±¸¨³¨·ÊÕÐ Ö ±·¨¢ Ö Å Ô±¸¶μ´¥´É 

…¸²¨ ¡Ò ÔÉμ ¡Ò²μ · §¢¨Éμ¥ ·Ò¸± ´¨¥, É. ¥. ¢¨´Éμ¢μ¥ ¤¢¨¦¥´¨¥ ¡¥§ ¸±μ²Ó-
¦¥´¨Ö, Éμ ¶μÉ¥·¨ ¸±μ·μ¸É¨ ´¥ ¶·μ¨¸Ìμ¤¨²μ ¡Ò. ‚¥·μÖÉ´μ, ·Ò¸± ´¨¥ ´¥ ³μ-
¦¥É ¡ÒÉÓ £² ¢´μ° ¶·¨Î¨´μ° ¸²ÊÎ °´ÒÌ Ë²Ê±ÉÊ Í¨° ¸±μ·μ¸É¨ Ï ·¨± . Š·μ³¥
·Ò¸± ´¨° Ï · ³μ¦¥É ¨¸¶ÒÉÒ¢ ÉÓ ¶·Ò¦±¨ ¨ μÉ¸±μ±¨ ¢ ¶·μÍ¥¸¸¥ ¤¢¨¦¥´¨Ö
¨§-§  ´¥£² ¤±μ¸É¨ ¸É¥´μ±. �·¨ ¶μ¶ ¤ ´¨¨ Ï ·¨±  ´  ± ±μ¥-²¨¡μ ¶·¥¶ÖÉ¸É¢¨¥
(´ §μ¢¥³ ¥£μ ®¶μ·μ£μ³¯) μ´ ³μ¦¥É ¶·¨μ¡·¥¸É¨ ¸μ¸É ¢²ÖÕÐÊÕ ¸±μ·μ¸É¨, ´ -
¶· ¢²¥´´ÊÕ ¶μ ´μ·³ ²¨ ± ¸É¥´±¥ É·Ê¡Ò. � ²¨Î¨¥ ÔÉμ° ±μ³¶μ´¥´ÉÒ ¸±μ·μ¸É¨
¶·¨¢μ¤¨É ± μÉ¸±μ± ³ Ï ·¨±  μÉ ¸É¥´μ± É·Ê¡Ò. �·¨ μÉ¸±μ±¥ Ï ·¨± É¥·Ö¥É
´¥ Éμ²Ó±μ ´μ·³ ²Ó´ÊÕ ¸μ¸É ¢²ÖÕÐÊÕ ¸±μ·μ¸É¨, ´μ ¨ ¶·μ¤μ²Ó´ÊÕ. �·¨Î¨´ 
¢ Éμ³, ÎÉμ ¢·¥³Ö ´ Ìμ¦¤¥´¨Ö Ï ·¨±  ¢ ±μ´É ±É¥ ¸μ ¸É¥´±μ° tc ¶·¨ Ê¤ ·¥
±μ´¥Î´μ. ‚ ÔÉμ ¢·¥³Ö Ï ·¨± ¶·μ¸± ²Ó§Ò¢ ¥É ¨§-§  μ¤´μ¢·¥³¥´´μ£μ ¥£μ ¤¢¨-
¦¥´¨Ö ¢¤μ²Ó É·Ê¡Ò, ÎÉμ ¢¥¤¥É ± ¶μÉ¥·¥ ±¨´¥É¨Î¥¸±μ° Ô´¥·£¨¨ ´  ¶·¥μ¤μ²¥´¨¥
É·¥´¨Ö ¸±μ²Ó¦¥´¨Ö (¸³. ·¨¸. 2). ‚¥²¨Î¨´Ê ÔÉμ° ¶μÉ¥·¨ ´¥É·Ê¤´μ μÍ¥´¨ÉÓ.
�´  · ¢´ 

dE = FL = (mV 0/tc)(V1tc)μ = mV0V1μ,
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£¤¥ μ ¨ L Å ±μÔËË¨Í¨¥´É É·¥´¨Ö ¸±μ²Ó¦¥´¨Ö ¨ ¤²¨´  ¶ÊÉ¨ Ï ·¨±  ¢ ¸μ-
¸ÉμÖ´¨¨ ¸±μ²Ó¦¥´¨Ö ¸μμÉ¢¥É¸É¢¥´´μ,   V0 ¨ V1 Å μ·Éμ£μ´ ²Ó´ Ö ¨ ¶·μ¤μ²Ó-
´ Ö ¸μ¸É ¢²ÖÕÐ¨¥ ¸±μ·μ¸É¨. ‚·¥³Ö tc ¸μ±· Ð ¥É¸Ö. ˆ É ± ¶·¨ ± ¦¤μ³ μÉ-
¸±μ±¥, ¶μ±  ´¥ ¶μ£ ¸¨É¸Ö μ·Éμ£μ´ ²Ó´ Ö ¸±μ·μ¸ÉÓ. ‘Ê³³ ·´ Ö ¶μÉ¥·Ö ±¨´¥-
É¨Î¥¸±μ° Ô´¥·£¨¨ ¶·¨ μ¶·¥¤¥²¥´´μ³ ±μ²¨Î¥¸É¢¥ μÉ¸±μ±μ¢ ³μ¦¥É ¤μ¸É¨£´ÊÉÓ
¡μ²ÓÏμ° ¢¥²¨Î¨´Ò, ¸· ¢´¨³μ° ¸ ´ Î ²Ó´Ò³ §´ Î¥´¨¥³ 0,5 mV 2

1 . ‚ μ¶ÒÉ Ì
´ ¡²Õ¤ ²μ¸Ó ¶μ ´¥¸±μ²Ó±μ μÉ¸±μ±μ¢ ´  ¶ÊÉ¨ Ï ·¨±  0,5Ä1 ³. �Í¥´±¨ ¶μ-
± §Ò¢ ÕÉ (¸³. ¶. 2.2), ÎÉμ ¤ ¦¥ ´¥·μ¢´μ¸É¨ ¢ 10Ä15 ³±³ ´  ¤²¨´¥ ¶μ·Ö¤± 
200Ä300 ³±³ (  ¨³¥´´μ É ±μ° ¶·μË¨²Ó ¨³¥¥É μ¡ÒÎ´ Ö ¸É ²Ó´ Ö É·Ê¡  [5])
¶·¨¤ ÕÉ Ï ·Ê ¤¨ ³¥É·μ³ 5 ³³ ¶μ¶¥·¥Î´ÊÕ ¸μ¸É ¢²ÖÕÐÊÕ ¸±μ·μ¸É¨ 1/5Ä1/10
μÉ ¥£μ ¶·μ¤μ²Ó´μ° ¸±μ·μ¸É¨.

�¨¸. 2. ˆ²²Õ¸É· Í¨Ö ¶·¨Î¨´Ò ¶μÉ¥·¨ ¸±μ·μ¸É¨ Ï ·¨±  ¶·¨ ±μ¸μ³ Ê¤ ·¥ μ ¸É¥´±Ê

„²Ö ¢ÒÖ¸´¥´¨Ö, ± ±μ° ¨§ ¤¢ÊÌ ³¥Ì ´¨§³μ¢ ¸´¨¦¥´¨Ö ¸±μ·μ¸É¨ Ï ·¨± 
¶·¥μ¡² ¤ ¥É, ¡Ò² ¶·μ¤¥² ´ ·Ö¤ ± Î¥¸É¢¥´´ÒÌ μ¶ÒÉμ¢ ´  ³ ±¥É¥ ¸μ ¸É¥±²Ö´´μ°
É·Ê¡μ° [4], ¢ Î ¸É´μ¸É¨, ¨§³¥·¥´¨¥ μÉ±²¨±μ¢ ¶Ó¥§μ±·¨¸É ²² , ´ ±²¥¥´´μ£μ ´ 
É·Ê¡Ê. �μÖ¢²¥´¨¥ ¨³¶Ê²Ó¸μ¢ ¶Ó¥§μ±·¨¸É ²²  ¸μ¢¶ ¤ ²μ ¸ ³μ³¥´É ³¨ ¶μÉ¥·¨
¸±μ·μ¸É¨ Ï ·¨± . 
Éμ Ê± §Ò¢ ¥É ´  Éμ, ÎÉμ μ¸´μ¢´μ° ³¥Ì ´¨§³ Ë²Ê±ÉÊ Í¨°
¸±μ·μ¸É¨ Å μÉ¸±μ±¨ ¨ ¶·Ò¦±¨ Ï ·¨±  ¢¸²¥¤¸É¢¨¥ ´¥¨¤¥ ²Ó´μ¸É¨ ¶μ¢¥·Ì´μ¸É¨
É·Ê¡Ò (¨, ¢μ§³μ¦´μ, Ï ·¨± ). ’ ± ± ± Ê¤ ·Ò Ï ·¨±  ¶·¨ μÉ¸±μ± Ì ³μ£ÊÉ
¶·¨¢¥¸É¨ ± ¥£μ · ¸±μ²Ê ¨²¨ μÉ±μ²Ê, Éμ ¢ ¦´μ ±μ²¨Î¥¸É¢¥´´μ ¨¸¸²¥¤μ¢ ÉÓ
Ë²Ê±ÉÊ Í¨¨ ¸±μ·μ¸É¨ Ï ·¨±  ¨ Î ¸ÉμÉÊ ¨Ì Ê¤ ·μ¢ μ ¸É¥´±¨ ¸É ²Ó´μ° É·Ê¡Ò.

2. Šˆ�…Œ�’ˆŠ� ˜��ˆŠ�
‚‘‹…„‘’‚ˆ… ‘�“„��…�ˆŸ ‘ ����ƒ�Œ

2.1. ˆ§³¥´¥´¨¥ ¸±μ·μ¸É¨ Ï ·¨±  ¶·¨ ¶·μÌμ¦¤¥´¨¨ ¶μ·μ£ . �£· ´¨Î¨³
É· ¥±Éμ·¨Õ Ï ·¨±  ¢¥·É¨± ²Ó´μ° ¶²μ¸±μ¸ÉÓÕ, ¶·μÌμ¤ÖÐ¥° Î¥·¥§ μ¸Ó É·Ê¡Ò.
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�¥É·Ê¤´μ ¶μ´ÖÉÓ, ÎÉμ ¶·¨ μÉ±²μ´¥´¨¨ Ï ·¨±  μÉ ÔÉμ° ¶²μ¸±μ¸É¨ Ê£μ² ¸μÊ¤ -
·¥´¨Ö ¸μ ¸É¥´±μ° Ê³¥´ÓÏ ¥É¸Ö, ¨ ¸¨²  Ê¤ ·  ¨ ¶μÉ¥·Ö ¸±μ·μ¸É¨ Ï ·¨±  ¡Ê¤ÊÉ
³¥´ÓÏ¥, Î¥³ ¶·¨ ¤¢¨¦¥´¨¨ ¢ ¢¥·É¨± ²Ó´μ° ¤¨ ³¥É· ²Ó´μ° ¶²μ¸±μ¸É¨. ˆ´ Î¥
£μ¢μ·Ö, ¶·¨´ÖÉμ¥ ¶·¨¡²¨¦¥´¨¥ § ¢ÒÏ ¥É ÔËË¥±ÉÒ ¢§ ¨³μ¤¥°¸É¢¨Ö Ï ·¨±  ¸
´¥·μ¢´μ¸ÉÖ³¨ ¸É¥´μ± É·Ê¡Ò.

‘Ì¥³  ¤¢¨¦¥´¨Ö Ï ·¨±  ¤¨ ³¥É·μ³ d ¶·¨ ¸Éμ²±´μ¢¥´¨¨ ¸ ¶μ·μ£μ³ ¢Ò¸μ-
Éμ° h (´¥·μ¢´μ¸ÉÓ ¶μ¢¥·Ì´μ¸É¨, Ï ·¨± , ¶Ò²¨´± ) ¤ ´  ´  ·¨¸. 3. „ ²¥¥ ¡Ê¤¥É
· ¸¸³ É·¨¢ ÉÓ¸Ö ¢ μ¸´μ¢´μ³ ¸²ÊÎ ° h � d (Ì · ±É¥·´μ ¤²Ö ´ Ï¥° § ¤ Î¨).

�¨¸. 3. ’· ¥±Éμ·¨Ö Ï ·¨±  ¢ É·Ê¡¥ ¶μ¸²¥ ¸Éμ²±´μ¢¥´¨Ö ¸ ¶·¥£· ¤μ°

„²Ö · ¸Î¥É  ±¨´¥³ É¨±¨ ¤¢¨¦¥´¨Ö Ï ·  ¶μ¸²¥ ¸Éμ²±´μ¢¥´¨Ö ¸ ¶μ·μ£μ³
¶·¨³¥´¨³ ÉμÉ ¦¥ ¶μ¤Ìμ¤, ÎÉμ ¨ ¤²Ö ±μ¸μ£μ ¸Éμ²±´μ¢¥´¨Ö Ï ·  ¸ ¶²μ¸±μ°
¸É¥´±μ° (¸³. ¶. 2.2), ±μ£¤  ¢¥±Éμ· ¸±μ·μ¸É¨ Ï ·  ¸μ¸É ¢²Ö¥É ¸ ¶²μ¸±μ¸ÉÓÕ
Ê£μ² α:

sin α = 2
√

h/d.

ˆ´Ò³¨ ¸²μ¢ ³¨, ¶·¥¤¶μ² £ ¥³, ÎÉμ ÉμÎ±  ¸μ¶·¨±μ¸´μ¢¥´¨Ö Ï ·  ¨ ¶μ·μ£ 
¶·¨´ ¤²¥¦¨É μ¤´μ° ¨§ ¶²μ¸±¨Ì £· ´¥° ¶μ·μ£ . ’μ£¤  ´ Î ²Ó´Ò¥ §´ Î¥´¨Ö
μ·Éμ£μ´ ²Ó´μ° ¨ ¶·μ¤μ²Ó´μ° ¸μ¸É ¢²ÖÕÐ¨Ì ¸±μ·μ¸É¨ Vy ¨ Vx (¶μ²μ¦¨É¥²Ó´μ¥
´ ¶· ¢²¥´¨¥ μ¸¨ y Å ¢ ¸Éμ·μ´Ê ¸É¥´±¨, ¶μ²μ¦¨É¥²Ó´μ¥ ´ ¶· ¢²¥´¨¥ μ¸¨ x Å
¢¤μ²Ó ¶²μ¸±μ¸É¨ Ê¤ · ) ¤μ ¸Éμ²±´μ¢¥´¨Ö ¸ ¶μ·μ£μ³ ¡Ê¤ÊÉ

Vy0 = V0 sin α = 2V0

√
h/d,

Vx0 = V0 cos α ∼= V0 (1 − 2h/d) .

‚ ¸μμÉ¢¥É¸É¢¨¨ ¸ Ê· ¢´¥´¨Ö³¨ (2) ¨§ ¶. 2.2 §´ Î¥´¨Ö ¸±μ·μ¸É¥° ¶μ¸²¥ ¸Éμ²±-
´μ¢¥´¨Ö ¸ ¶μ·μ£μ³ ¸²¥¤ÊÕÐ¨¥:

Vy1 = −Vy0k = −V02k
√

h/d,

Vx1 = Vx0 (1 − χ tg α) = V0 (1 − χ tg α) (1 − 2h/d) ∼= V0

(
1 − χ2

√
h/d

)
(¸³Ò¸² ±μÔËË¨Í¨¥´Éμ¢ k ¨ χ ¶μÖ¸´Ö¥É¸Ö ¢ ¶. 2.2).

�¥·¥Ìμ¤Ö ± ±μμ·¤¨´ É ³, ¢ ±μÉμ·ÒÌ μ¸Ó x ¶ · ²²¥²Ó´  μ¸¨ É·Ê¡Ò,   μ¸Ó
y ´ ¶· ¢²¥´  ¢¢¥·Ì, ¶μ²ÊÎ¨³ ¤²Ö ¸μμÉ¢¥É¸É¢ÊÕÐ¨Ì ¶·μ¥±Í¨° ¸±μ·μ¸É¥° Ï · 
¶μ¸²¥ ¸Éμ²±´μ¢¥´¨Ö ¸ ¶μ·μ£μ³

4



Vy = −Vy1 cos α + Vx1 sin α ∼= V02k
√

h/d + V0

(
1 − χ2

√
h/d

)
2
√

h/d ∼=

∼= V0

(
1 + k − χ2

√
h/d

)
2
√

h/d = V0 (1 + k) 2
√

h/d, (1)

Vx = Vx1 cos α + Vy1 sin α ∼= V0

(
1 − χ2

√
h/d

)
.

’ ±¨³ μ¡· §μ³, ¶μ¸²¥ ¸Éμ²±´μ¢¥´¨Ö ¸ ¶μ·μ£μ³ ¢Ò¸μÉμ° h ¶μÖ¢²Ö¥É¸Ö
¸μ¸É ¢²ÖÕÐ Ö ¸±μ·μ¸É¨, μ·Éμ£μ´ ²Ó´ Ö μ¸¨ É·Ê¡Ò V0 (1 + k) 2

√
h/d,   ¶·μ-

¤μ²Ó´ Ö ¸±μ·μ¸ÉÓ Ê³¥´ÓÏ ¥É¸Ö ´  V0χ2
√

h/d. � ¶·¨³¥·, ¶·¨ h = 20 ³±³
¨ d = 5 ³³ μ·Éμ£μ´ ²Ó´ Ö ¸±μ·μ¸ÉÓ ¸μ¸É ¢¨É 0,22 μÉ ´ Î ²Ó´μ° ¸±μ·μ¸É¨
Ï ·¨± ,   ¥£μ ¶·μ¤μ²Ó´ Ö ¸±μ·μ¸ÉÓ Å 0,91 μÉ ´ Î ²Ó´μ° ¸±μ·μ¸É¨.

2.2. �É¸±μ± Ï ·¨±  μÉ ¶²μ¸±μ° ¸É¥´±¨. ˆ³¥¥É¸Ö §´ Î¨É¥²Ó´μ¥ ±μ²¨Î¥-
¸É¢μ ²¨É¥· ÉÊ·Ò ± ¸ É¥²Ó´μ ±¨´¥³ É¨±¨ ¨ ¤¨´ ³¨±¨ ±μ¸μ£μ ¸μÊ¤ ·¥´¨Ö Ê¶·Ê-
£μ£μ Ï ·  ¸ ¶²μ¸±μ° ¸É¥´±μ° [6Ä11]. �¥É Ê´¨¢¥·¸ ²Ó´μ£μ ¶μ¤Ìμ¤  ± ·¥Ï¥´¨Õ
ÔÉμ° § ¤ Î¨; ¢ § ¢¨¸¨³μ¸É¨ μÉ Ê£²  ¸μÊ¤ ·¥´¨Ö α (¡Ê¤¥³ ´ §Ò¢ ÉÓ ®Ê£²μ³ ¸μ-
Ê¤ ·¥´¨Ö¯ Ê£μ² ³¥¦¤Ê ´ ¶· ¢²¥´¨¥³ ¤¢¨¦¥´¨Ö Ï ·  ¨ ¶²μ¸±μ¸ÉÓÕ; ¢μ ³´μ£¨Ì
¸É ÉÓÖÌ Ê£²μ³ ¸μÊ¤ ·¥´¨Ö ´ §Ò¢ ÕÉ Ê£μ² π/2−α) ¨¸¶μ²Ó§Ê¥É¸Ö μ¤´μ ¨§ ¤¢ÊÌ
¶·¨¡²¨¦¥´¨°:

• ¶·¨ ´¥±μÉμ·μ³, ¤μ¸É ÉμÎ´μ ¡μ²ÓÏμ³ α ¶μ²Ó§ÊÕÉ¸Ö ¶·¨¡²¨¦¥´¨¥³ ®grip-
slip¯ (Ï · ´¥ ¤¢¨¦¥É¸Ö ¢ É¥Î¥´¨¥ ¢·¥³¥´¨ ±μ´É ±É );

• ¶·¨ ³¥´ÓÏ¨Ì α ²ÊÎÏ¥¥ ¶·¨¡²¨¦¥´¨¥ ± ¶· ±É¨±¥ ¤ ¥É ¶·¨´Í¨¶ ¸±μ²Ó¦¥-
´¨Ö Ï ·  ¢¤μ²Ó ¶²μ¸±μ¸É¨ ¢ É¥Î¥´¨¥ ¢·¥³¥´¨ ±μ´É ±É  Å ®gross slip¯.
�·¨³¥´¥´¨¥ ¶μ¸²¥¤´¥£μ ¶·¨´Í¨¶  Ìμ·μÏμ ¶μ¤É¢¥·¦¤ ¥É¸Ö ´  ¶· ±É¨±¥
¶·¨ α < 30◦.

‚ · ¸¸³ É·¨¢ ¥³μ³ ¸²ÊÎ ¥ ¤¢¨¦¥´¨Ö Ï ·  ¢ É·Ê¡¥, £¤¥ Ê£μ² α ´¥ ¶·¥¢Ò-
Ï ¥É 0,2 · ¤, ¡Ê¤¥³ ¨¸¶μ²Ó§μ¢ ÉÓ ¶·¨´Í¨¶ ®gross slip¯. � · ³¥É·Ò Ï · 
¶μ¸²¥ ±μ¸μ£μ ¸μÊ¤ ·¥´¨Ö ¸μ ¸É¥´±μ° μ¡Ê¸²μ¢²¨¢ ÕÉ¸Ö § ±μ´ ³¨ ¸μÌ· ´¥´¨Ö
³¥Ì ´¨Î¥¸±μ£μ ¨³¶Ê²Ó¸  ¨ ³μ³¥´É  ¨³¶Ê²Ó¸ . ‚¢¨¤Ê ¶·¨´ÖÉμ£μ ´ ³¨ Ê¸²μ¢¨Ö
· ¸¸³ É·¨¢ ÉÓ ¤¢¨¦¥´¨¥ Ï ·  Éμ²Ó±μ ¢ ¢¥·É¨± ²Ó´μ° ¶²μ¸±μ¸É¨, ¶·μÌμ¤Ö-
Ð¥° Î¥·¥§ μ¸Ó É·Ê¡Ò, ¤μ¸É ÉμÎ´μ ¨¸¶μ²Ó§μ¢ ÉÓ Éμ²Ó±μ É·¨ Ê· ¢´¥´¨Ö: ¤¢  Å
¤²Ö ´μ·³ ²Ó´μ° ¨ ¶·μ¤μ²Ó´μ° ¶·μ¥±Í¨° ¨³¶Ê²Ó¸ , ¨ μ¤´μ Å ¤²Ö ³μ³¥´É  ¨³-
¶Ê²Ó¸  μÉ´μ¸¨É¥²Ó´μ μ¸¨, ¶·μÌμ¤ÖÐ¥° Î¥·¥§ ÉμÎ±Ê ¸μÊ¤ ·¥´¨Ö ¨ ¶ · ²²¥²Ó´μ°
μ¸¨ ¢· Ð¥´¨Ö Ï · . �¡μ§´ Î¨³, ± ± ¨ · ´ÓÏ¥, μ·Éμ£μ´ ²Ó´ÊÕ ¨ ¶·μ¤μ²Ó´ÊÕ
¸μ¸É ¢²ÖÕÐ¨¥ ¸±μ·μ¸É¨ Î¥·¥§ Vy ¨ Vx, Ê£²μ¢ÊÕ ¸±μ·μ¸ÉÓ ¢· Ð¥´¨Ö Ï ·  Î¥·¥§
ω (ω ¸Î¨É ¥³ ¶μ²μ¦¨É¥²Ó´μ° ¢¥²¨Î¨´μ°, ¥¸²¨ Ï ·¨± ¢· Ð ¥É¸Ö ¢ ´ ¶· ¢²¥-
´¨¨, ±μ£¤  ¥£μ μ±·Ê¦´ Ö ¸±μ·μ¸ÉÓ ¢ ÉμÎ±¥ Ê¤ ·  ¶·μÉ¨¢μ¶μ²μ¦´  ¶·μ¤μ²Ó´μ°
¸±μ·μ¸É¨),   ¤μ¶μ²´¨É¥²Ó´Ò³¨ ¨´¤¥±¸ ³¨ ®0¯, ®1¯ μ¡μ§´ Î¨³ ¸μμÉ¢¥É¸É¢¥´´μ
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ÔÉ¨ ¢¥²¨Î¨´Ò ¤μ ¨ ¶μ¸²¥ ¸Éμ²±´μ¢¥´¨Ö ¸μ ¸É¥´±μ°. �·¨¢¥¤¥³ ±μ´¥Î´Ò¥ ·¥-
§Ê²ÓÉ ÉÒ (¢Ò¢μ¤ ³μ¦´μ ¶μ¸³μÉ·¥ÉÓ, ´ ¶·¨³¥·, ¢ [6Ä8]):

Vy1 = −Vy0k, (2a)

Vx1 = Vx0 (1 − χ tg α) , (2¡)

ω1 = ω0 ±
5
2
Vx0χ tg α/r. (2¢)

‡¤¥¸Ó ¢¥²¨Î¨´  k ¥¸ÉÓ ±μÔËË¨Í¨¥´É ¢μ¸¸É ´μ¢²¥´¨Ö ¸±μ·μ¸É¨ ¶·¨ Ê¤ ·¥
(§ ¢¨¸¨É μÉ ³¥Ì ´¨Î¥¸±¨Ì ¸¢μ°¸É¢ ³ É¥·¨ ²  Ï ·¨±  ¨ ¸É¥´±¨ ¨ Éμ²Ð¨´Ò
¸É¥´±¨); χ = (1 + k)μ, £¤¥ μ Å ¤¨´ ³¨Î¥¸±¨° ±μÔËË¨Í¨¥´É É·¥´¨Ö ¸±μ²Ó-
¦¥´¨Ö, ¤¥°¸É¢ÊÕÐ¨° ¢μ ¢·¥³Ö ±μ´É ±É  ¸μ ¸É¥´±μ° ¶·¨ ¸Éμ²±´μ¢¥´¨¨; μ´
´¥³´μ£μ μÉ²¨Î ¥É¸Ö μÉ μ¡ÒÎ´μ£μ ±μÔËË¨Í¨¥´É  É·¥´¨Ö ¸±μ²Ó¦¥´¨Ö; tg α =
Vy0/Vx0; r Å · ¤¨Ê¸ Ï ·¨± . ‡´ ± ®+¯ ¢ (2¢) ¨¸¶μ²Ó§Ê¥É¸Ö ¢ ¸²ÊÎ ¥, ±μ-
£¤  ¢¥±Éμ· ¸Ê³³ ·´μ° ¸±μ·μ¸É¨ Ï ·¨±  ¢ ÉμÎ±¥ Ê¤ ·  ´ ¶· ¢²¥´ ¢ ¸Éμ·μ´Ê
¶·μ¤μ²Ó´μ£μ ¤¢¨¦¥´¨Ö Ï ·¨± ,   ®Ä¯ Å ¢ ¶·μÉ¨¢´μ³ ¸²ÊÎ ¥. 
Éμ ¢ ¦´μ ¤²Ö
¤ ´´μ° · ¡μÉÒ Å ¨§³¥´¥´¨¥ μ±·Ê¦´μ° ¸±μ·μ¸É¨ ¢· Ð É¥²Ó´μ£μ ¤¢¨¦¥´¨Ö
¶·¨ Ê¤ ·¥ Ï ·¨±  μ ¸É¥´±Ê ¢¸¥£¤  ¨¤¥É ¢ ¸Éμ·μ´Ê ¸¡²¨¦¥´¨Ö ¸ ¶·μ¤μ²Ó´μ°
¸μ¸É ¢²ÖÕÐ¥° ¸±μ·μ¸É¨ Í¥´É·  ³ ¸¸ Ï ·¨± . ’ ± ± ± ¢ ¨¸Ìμ¤´μ³ ¸μ¸ÉμÖ´¨¨
Ï ·¨± ¶·¥¤¶μ² £ ¥É¸Ö ± ÉÖÐ¨³¸Ö, Éμ ÔÉ¨ ¸±μ·μ¸É¨ ¶¥·¢μ´ Î ²Ó´μ · ¢´Ò, ¨
¶·¨ ¤ ²Ó´¥°Ï¥³ ¤¢¨¦¥´¨¨ Ï ·  ¶·¨³¥·´μ¥ · ¢¥´¸É¢μ ÔÉ¨Ì ¸±μ·μ¸É¥° ¡Ê¤¥É
¸μÌ· ´ÖÉÓ¸Ö. �μÔÉμ³Ê ¢ ¤ ´´μ° · ¡μÉ¥ ¢· Ð¥´¨¥ Ï ·  ´¥ ¶·¨´¨³ ¥É¸Ö ¢μ
¢´¨³ ´¨¥.

‡¤¥¸Ó ³μ¦´μ μÉ³¥É¨ÉÓ, ÎÉμ ¢Ò· ¦¥´¨¥ ¤²Ö Ê£²μ¢μ° ¸±μ·μ¸É¨ (2¢) § ¢¥-
¤μ³μ ¸¶· ¢¥¤²¨¢μ Éμ²Ó±μ ¤²Ö §´ Î¥´¨° |ω0r| � Vx0; ¢ ¶·μÉ¨¢´μ³ ¸²ÊÎ ¥
· ¸Î¥É´ Ö ¶μ²´ Ö ±¨´¥É¨Î¥¸± Ö Ô´¥·£¨Ö Ï ·  ¶μ¸²¥ Ê¤ ·  ³μ¦¥É μ± § ÉÓ¸Ö
¡μ²ÓÏ¥ ´ Î ²Ó´μ° ±¨´¥É¨Î¥¸±μ° Ô´¥·£¨¨, Î¥£μ ´¥ ³μ¦¥É ¡ÒÉÓ. 
Éμ ¸¢Ö§ ´μ
¸ ´¥¸μ¢¥·Ï¥´¸É¢μ³ Ê¶·μÐ¥´´μ° ³μ¤¥²¨ ®gross slip¯ ¸Éμ²±´μ¢¥´¨Ö Ï ·  ¸μ
¸É¥´±μ°. ‚ ÔÉμ° ³μ¤¥²¨ ´¥ ¸μ¢¸¥³ ±μ··¥±É´μ ÊÎ¨ÉÒ¢ ÕÉ¸Ö ¸¨²Ò ¤¨´ ³¨Î¥-
¸±μ£μ É·¥´¨Ö ¢ §μ´¥ ±μ´É ±É  ¤²Ö ¢· Ð É¥²Ó´μ£μ ¤¢¨¦¥´¨Ö.

…Ð¥ · § ¶μ¤Î¥·±´¥³, ÎÉμ ¸μμÉ´μÏ¥´¨Ö (2) ¸¶· ¢¥¤²¨¢Ò ¤²Ö ¸²ÊÎ Ö ³ ²ÒÌ
§´ Î¥´¨° α; ¨§ Ô±¸¶¥·¨³¥´Éμ¢ [9] ¶·¥¤¥²Ó´Ò° Ê£μ² ¤²Ö ¸É ²Ó´ÒÌ Ï ·μ¢ ¨
¸É ²Ó´μ° ¸É¥´±¨ μ±μ²μ 30◦, ¶μ É¥μ·¨¨ Šμ·¨μ²¨¸  [8] tg α < 2/(7χ), ÎÉμ
¤ ¥É ¤²Ö ¸É¥±²Ö´´ÒÌ Ï ·¨±μ¢ ¢ ¸É ²Ó´μ° É·Ê¡¥ ±·¨É¨Î¥¸±¨° Ê£μ² ¸μÊ¤ ·¥´¨Ö
μ±μ²μ 22◦. Œ ±¸¨³ ²Ó´Ò° Ê£μ² μÉ¸±μ±  ¸É¥±²Ö´´ÒÌ Ï ·¨±μ¢ ¶·¨ ¤¢¨¦¥´¨¨
¢ ¸É¥±²Ö´´μ° É·Ê¡¥ ¸ ¶ · ³¥É· ³¨ Ï ·¨±μ¢, É·Ê¡Ò ¨ £ § , Ì · ±É¥·´Ò³¨ ¤²Ö
μ¶¨¸Ò¢ ¥³μ£μ ¸²ÊÎ Ö, ´¥ ¶·¥¢ÒÏ ² ¢ ´ ¡²Õ¤¥´¨ÖÌ 11−12◦.

2.3. �μ¸²¥¤μ¢ É¥²Ó´Ò¥ μÉ¸±μ±¨ Ï ·¨±  ¨ ¸Ê³³ ·´ Ö ¶μÉ¥·Ö ¶·μ¤μ²Ó-
´μ° ¸±μ·μ¸É¨ ¶μ¸²¥ ¸μÊ¤ ·¥´¨Ö ¸ ¶μ·μ£μ³. Š¨´¥³ É¨±  Ï ·  ¶μ¸²¥ ¸μÊ¤ ·¥-
´¨Ö ¸ ¶μ·μ£μ³ § ¢¨¸¨É μÉ Éμ£μ, ¸μ¸Éμ¨É¸Ö ²¨ ¶μ¸²¥¤ÊÕÐ¨° μÉ¸±μ± μÉ ¸É¥´±¨
É·Ê¡Ò ¢ ¥¥ ¢ ´¨¦´¥° Î ¸É¨ ¨²¨ ¢ ¢¥·Ì´¥°. �Î¥¢¨¤´μ, ÎÉμ ¢ ¸²ÊÎ ¥ ´¨§±μ£μ
¶μ·μ£  Ï ·¨± ¡Ê¤¥É ³´μ£μ±· É´μ μÉ¸± ±¨¢ ÉÓ Éμ²Ó±μ μÉ ´¨¦´¥° Î ¸É¨ É·Ê¡Ò;
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ÔÉμÉ ¸²ÊÎ ° ´ §μ¢¥³ ®¶·Ò¦± ³¨¯. ‚ ¸²ÊÎ ¥ ®¢Ò¸μ±μ£μ¯ ¶μ·μ£  ¶μ¸²¥ μ¤´μ£μ-
¤¢ÊÌ μÉ¸±μ±μ¢ Ï ·¨±  μÉ ¢¥·Ì -´¨§ -¢¥·Ì  É·Ê¡Ò μ´ ¶¥·¥°¤¥É ¢ ·¥¦¨³ ¶·Ò¦-
±μ¢ (± ± ´  ·¨¸. 3).

2.3.1. Š¨´¥³ É¨±  Ï ·¨±  ¢ ¸²ÊÎ ¥ ¶·Ò¦±μ¢. ‚ · ¸Î¥É¥ ¡Ê¤¥³ ¶·¨´¨³ ÉÓ
¢μ ¢´¨³ ´¨¥ ¸²¥¤ÊÕÐ¨¥ Ë ±Éμ·Ò:

• Ï ·¨± ´¥ ¢¸É·¥Î ¥É ¤·Ê£¨¥ ¶μ·μ£¨ ¶μ³¨³μ ¨¸Ìμ¤´μ£μ;
• ¤¢¨¦ÊÐ Ö ¸¨²  ¸μ ¸Éμ·μ´Ò É· ´¸¶μ·É¨·ÊÕÐ¥£μ £ §  ¶μ¸ÉμÖ´´  ¨ · ¢´ 

Éμ°, ±μÉμ· Ö ¡Ò²  ¤μ ¢¸É·¥Î¨ ¸ ¶μ·μ£μ³;
• É·Ê¡  · ¸¶μ²μ¦¥´  £μ·¨§μ´É ²Ó´μ, §¥³´μ¥ ÉÖ£μÉ¥´¨¥ ÊÎ¨ÉÒ¢ ¥É¸Ö.
“· ¢´¥´¨¥ ¤¢¨¦¥´¨Ö ¸¢μ¡μ¤´μ£μ Ï ·¨±  (É. ¥. ¢ ¨´É¥·¢ ²¥ ³¥¦¤Ê ¤¢Ê³Ö

¶μ¸²¥¤μ¢ É¥²Ó´Ò³¨ μÉ¸±μ± ³¨) É·¨¢¨ ²Ó´μ ¨ ´¥ ¶·¨¢μ¤¨É¸Ö. � · ³¥É·Ò Ï -
·¨±  ¶μ¸²¥ ¶·μÌμ¦¤¥´¨Ö ¶μ·μ£  Vy ¨ Vx μ¶·¥¤¥²ÖÕÉ¸Ö Ê· ¢´¥´¨Ö³¨ (1). �μ-
·μ£ ¡Ê¤¥É ®´¨§±¨³¯, ¥¸²¨ ¢Ò¶μ²´Ö¥É¸Ö Ê¸²μ¢¨¥

V 2
y

2g
� D − d ¨²¨ h � (D − d) d g

2v2
0(1 + k)2

. (3)

� ¶·¨³¥·, ¤²Ö ´ Î ²Ó´μ° ¸±μ·μ¸É¨ ¸É¥±²Ö´´μ£μ Ï ·¨±  3 ³/¸ ¢ ¸É ²Ó´μ°
É·Ê¡¥ ¤¨ ³¥É·μ³ D = 16 ³³ ¢Ò¸μÉ  ´¨§±μ£μ ¶μ·μ£  μ£· ´¨Î¨¢ ¥É¸Ö 12 ³±³.

Éμ ¸μ¨§³¥·¨³μ ¸ ´¥·μ¢´μ¸ÉÖ³¨ ¶μ¢¥·Ì´μ¸É¨ É·Ê¡Ò, ÎÉμ μ§´ Î ¥É ´¥¨§¡¥¦-
´μ¸ÉÓ ¶·Ò¦±μ¢ Ï ·¨±  ¶·¨ ¥£μ ¤¢¨¦¥´¨¨ ¸μ ¸±μ·μ¸ÉÓÕ ¡μ²¥¥ ∼ 1,5−2 ³/¸,
ÎÉμ ¶μ¤É¢¥·¦¤ ¥É¸Ö μ¶ÒÉμ³.

ˆÉ ±, ¶·¨ ± ¦¤μ³ μÉ¸±μ±¥ ³μ¤Ê²Ó μ·Éμ£μ´ ²Ó´μ° ¸μ¸É ¢²ÖÕÐ¥° ¸±μ·μ¸É¨
Ê³¥´ÓÏ ¥É¸Ö ¢ k · §:

Vy1,n = k Vy1,n−1.

‡¤¥¸Ó n Å ¶μ·Ö¤±μ¢Ò° ´μ³¥· μÉ¸±μ± ; ¶¥·¢Ò³ ¸Î¨É ¥³ μÉ¸±μ± ¶μ¸²¥ ¶·μÌμ-
¦¤¥´¨Ö ¶μ·μ£ , É. ¥. Vy1,0 ≡ Vy ¨§ Ëμ·³Ê²Ò (1). �Î¥¢¨¤´μ, ÎÉμ

Vy1,n = kn Vy.

�¥±Ê··¥´É´ Ö Ëμ·³Ê²  ¤²Ö ¶·μ¤μ²Ó´μ° ¸±μ·μ¸É¨ ¶μ¸²¥ n-£μ μÉ¸±μ±  ¸²¥¤Ê¥É
¨§ (2¡) ¨ ¨§ É·¨¢¨ ²Ó´μ° ±¨´¥³ É¨±¨ ¶μ¤ ¢²¨Ö´¨¥³ ¤¥°¸É¢ÊÕÐ¨Ì ´  ¸¢μ¡μ¤-
´Ò° Ï ·¨± ¸¨²:

Vx,n = Vx,n−1 + (a/g) 2 Vy1,n−1 − χ Vy1,n−1.

‡¤¥¸Ó a ¨ g Å Ê¸±μ·¥´¨¥ Ï ·¨±  £ §μ³ ¨ Ê¸±μ·¥´¨¥ ¸¢μ¡μ¤´μ£μ ¶ ¤¥´¨Ö
¸μμÉ¢¥É¸É¢¥´´μ. Ÿ¢´μ¥ ¢Ò· ¦¥´¨¥ ¤²Ö ¶·μ¤μ²Ó´μ° ¸±μ·μ¸É¨ ¶μ¸²¥ n ¶·Ò¦±μ¢
¡Ê¤¥É

Vx,n = Vx + Vy

(
2a

g
− χ

)
1 − kn+1

1 − k
. (4)
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ˆ§ (4) ¸²¥¤Ê¥É, ÎÉμ ¶·μ¤μ²Ó´ Ö ¸μ¸É ¢²ÖÕÐ Ö ¸±μ·μ¸É¨ Ï ·¨±  ¶·¨ n → ∞

Vx,∞ = Vx +
Vy

1 − k

(
2a

g
− χ

)
. (5)

�μ¤¸É ¢²ÖÖ §´ Î¥´¨Ö Vx ¨ Vy ¨§ (2), ¶μ²ÊÎ¨³ ¢ Ö¢´μ³ ¢¨¤¥ ±μ´¥Î´ÊÕ ¸±μ·μ¸ÉÓ
Ï ·¨±  ¶μ¸²¥ ¸Éμ²±´μ¢¥´¨Ö ¸ ´¨§±¨³ ¶μ·μ£μ³ ¢Ò¸μÉμ° h ¨ ·Ö¤  ¶μ¸²¥¤μ¢ -
É¥²Ó´ÒÌ μÉ¸±μ±μ¢:

Vx,∞ = V0

(
1 − 2χ

√
h/d +

2
√

h/d(1 + k)
(1 − k)

(
2a

g
− χ

))
. (5a)

2.3.2. �μÉ¥·Ö ¸±μ·μ¸É¨ ¢ ¸²ÊÎ ¥ ¢Ò¸μ±μ£μ ¶μ·μ£ . …¸²¨ Ê¸²μ¢¨¥ (3) ´¥
¢Ò¶μ²´Ö¥É¸Ö, Éμ ¶¥·¢Ò° μÉ¸±μ± ¶μ¸²¥ ¶·μÌμ¦¤¥´¨Ö ¶μ·μ£  ¶·μ¨§μ°¤¥É μÉ
¸É¥´±¨ É·Ê¡Ò ¢ ¢¥·Ì´¥° Î ¸É¨. ˆ¸¶μ²Ó§ÊÖ Éμ ¦¥ ¶·¨¡²¨¦¥´¨¥ ®gross slip¯,
´¥É·Ê¤´μ ¶μ²ÊÎ¨ÉÓ ¸±μ·μ¸É¨ Ï ·¨±  ¶μ¸²¥ ¤¢ÊÌ ¶¥·¢ÒÌ μÉ¸±μ±μ¢ Å ¸´ Î ² 
¢ ¢¥·Ì´¥° Î ¸É¨, ¶μÉμ³ ¢´¨§Ê. �´¨ ¡Ê¤ÊÉ

Vy1,2 = k
√

B,

Vx1,2 = Vx +
a

g

[
Vy − (1 + k)

√
V 2

y − 2g (D − d) + (1 − χ)
√

B
]
−

− χ
√

V 2
y − 2g (D − d),

B = k2 V 2
y + 2g (D − d)

(
1 − k2

)
.

� ¶μ³´¨³, ÎÉμ Vx ¨ Vy ¢ Ëμ·³Ê² Ì ¤²Ö Vx1,2 ¨ Vy1,2 μ¶·¥¤¥²ÖÕÉ¸Ö ¢ (1).
…¸²¨ V 2

y1,2/2g � D − d, Éμ ¤ ²Ó´¥°Ï¥¥ ¤¢¨¦¥´¨¥ Ï ·¨±  ¶·μ¤μ²¦¨É¸Ö Ê¦¥
· ¸¸³μÉ·¥´´Ò³¨ ¢ÒÏ¥ ¶·Ò¦± ³¨. Šμ´¥Î´ Ö ¸±μ·μ¸ÉÓ Ï ·¨±  ³μ¦¥É ¡ÒÉÓ
μ¶·¥¤¥²¥´  Ëμ·³Ê²μ° (4), £¤¥ ¢³¥¸Éμ Vx ¨ Vy ´Ê¦´μ ¶μ¤¸É ¢¨ÉÓ Vx1,2 ¨ Vy1,2.

�·¨ ´ Î ²Ó´μ° ¸±μ·μ¸É¨ Ï ·¨±  ¤μ 4 ³/¸ ¨ · §´μ¸É¨ ¤¨ ³¥É·μ¢ É·Ê¡Ò ¨
Ï ·¨±  ¡μ²¥¥ 1 ¸³ ¢Éμ·μ£μ μÉ¸±μ±  ¶· ±É¨Î¥¸±¨ ¡ÒÉÓ ´¥ ³μ¦¥É (¤²Ö ÔÉμ£μ
¢Ò¸μÉ  ¶μ·μ£  ¤μ²¦´  ¡ÒÉÓ ¡μ²¥¥ 0,01 ¤¨ ³¥É·  Ï ·¨± ).

3. � Š��…—��‰ ‘Š���‘’ˆ ˜��ˆŠ� ��ˆ ��‹ˆ—ˆˆ
�…ƒ“‹Ÿ��� ��‘��‹�†…��›• ����ƒ�‚

�Î¥¢¨¤´μ, ÎÉμ ¶·¨ ´ ²¨Î¨¨ ·Ö¤  ¶μ·μ£μ¢ ´  ¶ÊÉ¨ ¤¢¨¦¥´¨Ö Ï ·¨±  ´¥²Ó§Ö
μ¦¨¤ ÉÓ É¥·³¨´ ²Ó´μ° Ê¸É ´μ¢¨¢Ï¥°¸Ö ¸±μ·μ¸É¨. Šμ´¥Î´ Ö ¸±μ·μ¸ÉÓ Ï ·¨± 
¡Ê¤¥É ¸²ÊÎ °´μ° ¢¥²¨Î¨´μ°, · ¸¶·¥¤¥²¥´¨¥ ±μÉμ·μ° § ¢¨¸¨É μÉ ¤²¨´Ò ¶ÊÉ¨,
¸±μ·μ¸É¨ £ §  ¨ · ¸¶μ²μ¦¥´¨Ö ¨ ¢¥²¨Î¨´Ò ¶μ·μ£μ¢. Œμ¦´μ ¸¤¥² ÉÓ μÍ¥´±Ê
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³ ±¸¨³ ²Ó´μ° ¨ ³¨´¨³ ²Ó´μ° ¢¥²¨Î¨´Ò ±μ´¥Î´μ° ¸±μ·μ¸É¨ Ï ·¨± , ¥¸²¨
μ£· ´¨Î¨ÉÓ¸Ö ¸²ÊÎ ¥³ · ¢´μ³¥·´μ · ¸¶·¥¤¥²¥´´ÒÌ ¶μ·μ£μ¢.

�¡μ§´ Î¨³ · ¸¸ÉμÖ´¨¥ ³¥¦¤Ê ¶μ·μ£ ³¨ L,   ¤²¨´Ê ¶·μ¡¥£  Ï ·¨±  μÉ
¶μ·μ£  ¤μ μ±μ´Î ´¨Ö ¶·Ò¦±μ¢ Å l. „²¨´  ¶·μ¡¥£  · ¢´  ¸Ê³³¥ · ¸¸ÉμÖ´¨°
³¥¦¤Ê ¢¸¥³¨ μÉ¸±μ± ³¨:

l =
∞∑

n=0

ln =
∞∑

n=0

Vx,n tn,

Vx,n μ¶·¥¤¥²Ö¥É¸Ö Ëμ·³Ê²μ° (4),   ¢·¥³Ö μ¤´μ£μ ¶·Ò¦±  tn, μÎ¥¢¨¤´μ, · ¢´μ
(2/g)Vykn. ‚ ·¥§Ê²ÓÉ É¥ ¤²Ö ln ¶μ²ÊÎ¨³ ¢Ò· ¦¥´¨¥

ln =
2
g

VxVy kn +
2
g

(
2a

g
− χ

)
V 2

y

kn
(
1 − kn+1

)
1 − k

,

  ¤²Ö l

l =
∑

ln =
2
g

VxVy
1

1 − k
+

2
g

(
2a

g
− χ

)
V 2

y

(1 − 2k)
1 − k2

. (6)

‚Éμ·μ¥ ¸² £ ¥³μ¥ ¢ ¢Ò· ¦¥´¨¨ (6) ¸μ¸É ¢²Ö¥É ´¥ ¡μ²¥¥ 1Ä2 % μÉ ¶¥·¢μ£μ (¤²Ö
¸²ÊÎ Ö ¶·Ò¦±μ¢), ¨ ³μ¦´μ ¶·¨´ÖÉÓ

l =
∑

ln ∼=
2
g

VxVy
1

1 − k
. (6a)

’¥¶¥·Ó Ê· ¢´¥´¨¥³ Ê¸É ´μ¢¨¢Ï¥£μ¸Ö ¶¥·¨μ¤¨Î¥¸±μ£μ ¤¢¨¦¥´¨Ö ¡Ê¤¥É

ΔVx = V0 − Vx,∞, (7)

£¤¥ ²¥¢ Ö Î ¸ÉÓ Ê· ¢´¥´¨Ö Å ¶·¨· Ð¥´¨¥ ¸±μ·μ¸É¨ Ï ·¨±  ´  £² ¤±μ° Î ¸É¨
É·Ê¡Ò ¤²¨´μ° (L Ä l) ¶·¨ ´ Î ²Ó´μ° ¸±μ·μ¸É¨ Vx,∞; ¢¥²¨Î¨´Ò ¢ ¶· ¢μ°
Î ¸É¨ μ¶·¥¤¥²¥´Ò · ´¥¥. ˆ¸¶μ²Ó§ÊÖ ·¥Ï¥´¨¥ Ê· ¢´¥´¨° ¤¢¨¦¥´¨Ö ± ÉÖÐ¥£μ¸Ö
Ï ·¨±  ¶μ¤ ¤¥°¸É¢¨¥³ £ §  (¸³. [4])

V = Vass + (V (0) − Vass) exp (γ0t),

x(t) =
[
Vasst −

(V0 − Vass) (1 − exp (γ0t))
γ0

]
,

£¤¥ ¶·¥¤¶μ² £ ¥É¸Ö, ÎÉμ Ê¸±μ·¥´¨¥ Ï ·¨±  a ¥¸ÉÓ ²¨´¥°´ Ö ËÊ´±Í¨Ö ¥£μ ¸±μ-
·μ¸É¨ a = a0−fV , γ0 = −f a0, Vass = (1/f)(1− g sin α/1,4a0), ¶μ²ÊÎ¨³ ¸²¥-
¤ÊÕÐÊÕ ¸¨¸É¥³Ê Ê· ¢´¥´¨° ¤²Ö Ê¸É ´μ¢¨¢Ï¨Ì¸Ö ³ ±¸¨³ ²Ó´μ£μ V0 ¨ ³¨´¨-
³ ²Ó´μ£μ Vx,∞ §´ Î¥´¨° ¸±μ·μ¸É¨ Ï ·¨±  ¶·¨ ¶¥·¨μ¤¨Î¥¸±μ³ · ¸¶μ²μ¦¥´¨¨

9



´¨§±¨Ì ¶μ·μ£μ¢ (§ ³¥É¨³, ÎÉμ Vx,∞ ¨ V0 ¸¢Ö§ ´Ò μ¤´μ§´ Î´μ Ëμ·³Ê²μ° (5 )):

ΔVx = V0 − Vx,∞ = (Vass − Vx,∞) (1 − exp (γ0t)), (7a)

L − l =
[
Vasst −

(Vx,∞ − Vass) (1 − exp (γ0t))
γ0

]
. (7¡)

�¥Ï¥´¨¥ ¸¨¸É¥³Ò (7 ), (7¡) ¸¢μ¤¨É¸Ö ± μ¤´μ³Ê É· ´¸Í¥´¤¥´É´μ³Ê Ê· ¢´¥´¨Õ
μÉ´μ¸¨É¥²Ó´μ V0:

GV 2
0 +

1 − δ

γ
V0 = L − Vass

γ
ln

[
1 − V0 (1 − δ)

Vass − V0δ

]
.

‡¤¥¸Ó μ¡μ§´ Î¥´μ: G ≡ (2/g)(Vx/V0)(Vy/V0)/(1 − k), δ ≡ Vx,∞/V0 (¸³. Ëμ·-
³Ê²Ò (1) ¨ (5 )). � ¸Î¥É ¶·¨ §´ Î¥´¨ÖÌ h/d = 0,001, L = 9 ³ ¨ §´ Î¥´¨ÖÌ
¶ · ³¥É·μ¢ a0, k, χ ¨ f , Ì · ±É¥·´ÒÌ ¤²Ö É· ´¸¶μ·É  ¸É¥±²Ö´´μ£μ Ï ·¨± 
¤¨ ³¥É·μ³ 5 ³³ ¶μ ¸É ²Ó´μ° É·Ê¡¥ 16 ³³ ¶μÉμ±μ³ £ §   §μÉ  ¸μ ¸±μ·μ¸ÉÓÕ
6 ³/¸, ¤ ² ¸²¥¤ÊÕÐ¨° ·¥§Ê²ÓÉ É: V0 = 3,1 ³, Vmin = 1,97 ³. �·¨ L = 4 ³
V0 ¸´¨¦ ¥É¸Ö ¤μ 2,45 ³. �·¨ ÔÉμ³ ´  £² ¤±μ° É·Ê¡¥ Ê¸É ´μ¢¨¢Ï¥¥¸Ö §´ Î¥´¨¥
¸±μ·μ¸É¨ ´¥ ³¥´¥¥ 4,5 ³/¸. „μ¶μ²´¨É¥²Ó´Ò°  ´ ²¨§ ¶μ± § ² Ê¸Éμ°Î¨¢μ¸ÉÓ
É ±μ£μ ·¥¦¨³ .

4. Šˆ�…Œ�’ˆŠ� ˜��ˆŠ� ��‘‹… ���•�†„…�ˆŸ “‘’“��

�μ¸²¥¤μ¢ É¥²Ó´Ò¥ μÉ¸±μ±¨ Ï ·¨±  ¨ ¸Ê³³ ·´ÊÕ ¶μÉ¥·Õ ¶·μ¤μ²Ó´μ° ¸±μ-
·μ¸É¨ ¶μ¸²¥ ¶·μÌμ¦¤¥´¨Ö Ê¸ÉÊ¶  ²¥£±μ · ¸¸Î¨É ÉÓ, ¨¸¶μ²Ó§ÊÖ ¨¸¸²¥¤μ¢ ´´Ò°
¢ÒÏ¥ ¸²ÊÎ ° ¶μ·μ£μ¢. �μ¸²¥ Ê¸ÉÊ¶  Ï ·¨± ³μ¦¥É ¤¢¨£ ÉÓ¸Ö Éμ²Ó±μ ¶·Ò¦-
± ³¨, É. ¥. ¡¥§ μÉ¸±μ±μ¢ μÉ ¢¥·Ì´¥° Î ¸É¨ É·Ê¡Ò. ’μ£¤  ´ Î ²Ó´Ò¥ §´ Î¥´¨Ö
Vx ¨ Vy ¨ ±μ´¥Î´ Ö ¸±μ·μ¸ÉÓ Ï ·¨±  ¶μ¸²¥ ¶¥·¢μ£μ μÉ¸±μ±  ¶·¨ ¶ ¤¥´¨¨ ¸
Ê¸ÉÊ¶  ¢Ò¸μÉμ° h ¸μ£² ¸´μ Ëμ·³Ê²¥ (4) ¡Ê¤ÊÉ

Vx = V0 (1 − χ tg α) = V0

(
1 − χ

√
2gh

V0

)
= V0 − χ

√
2gh,

Vy = k
√

2gh,

Vx,∞ = Vx +
Vy

1 − k

(
2a

g
− χ

)
= V0 −

√
2gh

1 − k

(
(2 − k) χ − 2a

g

)
.

ˆ´É¥·¥¸´μ, ÎÉμ ¢ ¸²ÊÎ ¥ Ê¸ÉÊ¶  ¸´¨¦¥´¨¥ ¸±μ·μ¸É¨ § ¢¨¸¨É ´¥ μÉ ´ Î ²Ó´μ°
¸±μ·μ¸É¨,   Éμ²Ó±μ μÉ ¢Ò¸μÉÒ Ê¸ÉÊ¶  (¥¸²¨ ¶·¥´¥¡·¥ÎÓ ¸² ¡μ° § ¢¨¸¨³μ¸ÉÓÕ
¢¥²¨Î¨´Ò Ê¸±μ·¥´¨Ö a μÉ ´ Î ²Ó´μ° ¸±μ·μ¸É¨), ¢ Éμ ¢·¥³Ö ± ± ¤²Ö ¶μ·μ£  ¸´¨-
¦¥´¨¥ ¸±μ·μ¸É¨ ¶·μ¶μ·Í¨μ´ ²Ó´μ ´ Î ²Ó´μ° ¸±μ·μ¸É¨, ¸³. (5a). „²Ö ¶·¨³¥· :
¸´¨¦¥´¨¥ ¸±μ·μ¸É¨ ¸É¥±²Ö´´μ£μ Ï ·¨±  μÉ μ¤´μ£μ Ê¸ÉÊ¶  ¢Ò¸μÉμ° 0,5 ³³ ¸μ-
¸É ¢¨É 0,35 ³/¸; ¤²Ö Ï ·¨±  ¨§ ³¥§¨É¨²¥´  Å 0,25 ³/¸.
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‡�Š‹	—…�ˆ…

�¥¸³μÉ·Ö ´  ¸¨²Ó´Ò¥ Ê¶·μÐ¥´¨Ö § ¤ Î¨ (μÉ¸±μ±¨ Ï ·¨±  Éμ²Ó±μ ¢ ¢¥·-
É¨± ²Ó´μ° ¶²μ¸±μ¸É¨, ¶·¥´¥¡·¥¦¥´¨¥ ¨§³¥´¥´¨¥³ £ §μ¤¨´ ³¨Î¥¸±¨Ì ¸¨² ¶·¨
¶μ¤¸±μ± Ì Ï ·¨±  ¶μ ¸· ¢´¥´¨Õ ¸ ¥£μ ¶μ²μ¦¥´¨¥³ ¢´¨§Ê, ´¥§ ¢¨¸¨³μ¸ÉÓ
±μÔËË¨Í¨¥´É  Ê¤ ·  μÉ ¸±μ·μ¸É¨ Ï ·¨± ), ¶·¥¤²μ¦¥´´ Ö É¥μ·¨Ö ´¥¶²μÌμ
μ¡ÑÖ¸´Ö¥É Ô±¸¶¥·¨³¥´É ²Ó´Ò¥ ·¥§Ê²ÓÉ ÉÒ. �¤´ ±μ μ¸É ¥É¸Ö ´¥¢ÒÖ¸´¥´´Ò³,
´ ¸±μ²Ó±μ ¸¶· ¢¥¤²¨¢μ μ¡ÑÖ¸´¥´¨¥ ´¥·¥£Ê²Ö·´μ¸É¨ ¤¢¨¦¥´¨Ö Ï ·¨±  Éμ²Ó±μ
¶μ¤¸±μ± ³¨ ´  ³¨±·μ´¥μ¤´μ·μ¤´μ¸ÉÖÌ ¶μ¢¥·Ì´μ¸É¨ É· ´¸¶μ·É´μ° É·Ê¡Ò. ‚μ§-
³μ¦´μ, ÔÉμ ¸¢Ö§ ´μ ¨ ¸ ³ ±·μ´¥μ¤´μ·μ¤´μ¸ÉÖ³¨ ¤¨ ³¥É·  É·Ê¡Ò. „²Ö ²ÊÎÏ¥£μ
¶μ´¨³ ´¨Ö ¶·μÍ¥¸¸  ¤¢¨¦¥´¨Ö Ï ·¨±  ´¥μ¡Ìμ¤¨³μ §´ ÉÓ ·¥ ²Ó´Ò° ·¥²Ó¥Ë
¶μ¢¥·Ì´μ¸É¨ É·Ê¡Ò. Š·μ³¥ Éμ£μ, É¥μ·¨Õ ´¥·¥£Ê²Ö·´μ£μ ¤¢¨¦¥´¨Ö Ï ·  ¢
±·Ê£²μ° É·Ê¡¥ ¸ ´¥¨¤¥ ²Ó´Ò³¨ ¸É¥´± ³¨ ¸²¥¤μ¢ ²μ ¡Ò · §¢¨ÉÓ ¢ ´ ¶· ¢²¥´¨¨
¨§ÊÎ¥´¨Ö ·¥ ²Ó´μ° É· ¥±Éμ·¨¨ Ï ·¨± , É. ¥. · ¸¸³ É·¨¢ ÉÓ ¤¢¨¦¥´¨¥ ¢ μ¡Ñ¥³¥
¢¸¥° É·Ê¡Ò.

� ¡μÉ  ¢Ò¶μ²´¥´  ¶·¨ Ë¨´ ´¸μ¢μ° ¶μ¤¤¥·¦±¥ Œ�ƒ�’
 ¢ · ³± Ì ±μ´-
É· ±É  º14197/R0.
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