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Получен спектр масс псевдоскалярных и векторных мезонов в рамках ре-
лятивистской потенциальной модели (РПМ). Потенциал межкваркового взаимо-
действия выбран в виде суммы осцилляторного и кулоноподобного потенциа-
лов. Рассчитаны константы лептонных распадов, результаты расчетов находятся
в количественном согласии с имеющимися экспериментальными данными. РПМ
использована для расчета спектра электрона в приближении двумерного про-
странства. Получены значения энергии и вид волновых функций возможных
связанных состояний электронов, эти результаты могут быть полезны для выяв-
ления природы проявления квантового эффекта Холла.

The mass spectrum of pseudoscalar and vector mesons in the framework of
relativistic potential model (RPM) has been obtained. The interquark potential as
the sum of oscillator and Coulomb-like ones has been chosen. The leptonic decay
constants have been calculated which are in the quantitative agreement with the
experimental data. The RPM model has been used for calculation of electronic
spectrum in two-dimensional space. The energy values and wave functions shape
of the possible bound states have been obtained. These results can be useful for
revealing nature of quantum Hall effect.

PACS: 12.39.Pn

ВВЕДЕНИЕ

В последнее время в научной литературе интенсивно изучается по-
ведение электрона в приближении двумерного потенциала при очень
низких температурах. Это связано с тем, что данное состояние позволяет
глубже понять картину макромира, объясняемую и видимо связанную
с квантовым эффектом Холла.

В литературе аналогичные объекты широко изучаются как в экспе-
риментальном, так и теоретическом плане. Однако в большинстве теоре-
тических подходов поведение электрона рассматривалось с применением
уравнения Шредингера, являющегося с самого начала нерелятивистским.

* E-mail: tulkunnasirov@yandex.ru
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Несмотря на то, что в изучаемых объектах электрон рассматривается
в ограниченном пространстве, необходимо помнить, что он является
ультрарелятивистской (пока наименьшей по массе, зарегистрированной)
частицей, и при изучении возможных состояний электрона мы должны
учитывать и релятивистские эффекты.

Одним из подходов для описания релятивистских эффектов связан-
ных состояний, широко применяемых в описании спектра масс и распа-
дов мезонов, является билокальная релятивистская потенциальная мо-
дель [1], в которой массы и волновые функции связанного состояния
находятся решением уравнений Швингера–Дайсона и Бете–Солпитера.

В последнее время уравнение Швингера–Дайсона использовалось при
описании суперсимметричной теории Янга–Миллса [2], 1 + 2-мерной
квантовой электродинамики [3] и в рамках модели взаимодействия ска-
лярных полей [4]. В последней работе, в частности, показано суще-
ствование критической константы связи, разделяющей область слабой
связи с асимптотически свободным поведением и область сильной связи,
в которой асимптотическое поведение пропагаторов полей меняется на
ультралокальное.

В настоящей работе уравнение Швингера–Дайсона используется для
описания состояний электрона в двумерном пространстве.

1. ТЕОРЕТИЧЕСКАЯ МОДЕЛЬ

Уравнение Швингера–Дайсона в импульсном представлении имеет
следующий вид [1]:⎧⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎩
E(p) sinϕ(p) = m0 +

1
2

∫
d3q

(2π)3
V (|p− q|) sinϕ(q),

E(p) cosϕ(p) = p+
1
2

∫
d3q

(2π)3
V (|p− q|)p̂q̂ cosϕ(q),

(1)

где E(p) — одночастичная энергия и ϕ(p) — фазовая функция электрона,
являющиеся искомыми функциями; p — импульс; m0 — масса электрона;
V (|p− q|) — потенциал взаимодействия электрона с полем

p̂ =
p

|p| , q̂ =
q

|q| .

Для решения уравнения (1) удобно преобразовать его в безразмерный
вид подстановкой

p/m0 → p, E(p)/m0 → E(p), m0 → 1. (2)
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После этого уравнение (1) примет вид

⎧⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎩
E(p) sinϕ(p) = 1+

1
2

∫
d3q

(2π)3
V (|p− q|) sinϕ(q),

E(p) cosϕ(p) = p+
1
2

∫
d3q

(2π)3
V (|p− q|)p̂q̂ cosϕ(q).

(3)

Полагая, что по одному направлению (оси pz) движение электрона огра-
ничено, потенциал взаимодействия можно представить в виде

V (|p− q|) = 4πα
|p− q|2 δ(pz − qz), (4)

где α — постоянная тонкой структуры.
Далее, подставляя выражение (4) в уравнение (3) с использованием

цилиндрической системы координат (qZ , q, θ) и интегрируя по перемен-
ной qZ , получим систему уравнений

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

E(p) sinϕ(p) = 1+
α

4π2

∞∫

0

sinϕ(q) q dq

2π∫

0

dθ

p2 + q2 − 2pq cos θ
,

E(p) cosϕ(p) = p+
α

4π2

∞∫

0

cosϕ(q) q dq

2π∫

0

cos θ dθ

p2 + q2 − 2pq cos θ
.

(5)

Интегрирование по полярной координате θ в первой строке уравнения (5)
дает следующее:

2π∫

0

dθ

p2 + q2 − 2pq cos θ
=

8pq
p2 + q2

. (6)

Аналогично можно проинтегрировать и второй интеграл во второй строке
этого же уравнения:

2π∫

0

cos θdθ

p2 + q2 − 2pq cos θ
=

2(1− π)

pq
. (7)
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Таким образом, с подстановкой выражений (6) и (7) уравнение (5)
примет вид ⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

E(p) sinϕ(p) = 1+
α

π2

∞∫

0

sinϕ(q)q dq

p2 + q2
,

E(p) cosϕ(p) = p+
α(1− π)

2πp

∞∫

0

cosϕ(q) dq.

(8)

Итак, трехмерное интегральное уравнение (3) привели к одномер-
ному (8).

2. АСИМПТОТИЧЕСКОЕ ПОВЕДЕНИЕ
РЕШЕНИЯ УРАВНЕНИЯ ШВИНГЕРА–ДАЙСОНА

Теперь, прежде чем приступить к решению уравнения (8), мы должны
исследовать его поведение для следующих случаев:

1) p→ 0;
2) 0 < p � pmax <∞;
3) p→ ∞.
Начнем с первого случая (p→ 0). Для этого интеграл в первой строке

уравнения (8) удобно представить в виде

∞∫

0

sinϕ(q) dq

q
=

h∫

0

sinϕ(q) dq

q
+

pmax∫

h

sinϕ(q) dq

q
+

∞∫

pmax

sinϕ(q) dq

q
, (9)

где h � pmax — достаточно малый импульс. Представляет интерес пре-
дел, когда в области 0 � q � h ϕ(q) соответствует виду для свободного
электрона. При этом ее можно представить в виде

sinϕ(q) → 1√
q2 + 1

.

В таком случае интегрирование первого члена в правой части выра-
жения (9) дает следующее:

h∫

0

dq

q
√
q2 + 1

= − ln

∣∣∣∣∣1+
√
q2 + 1
q

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
h

0

= ln
2
0
− ln

∣∣∣∣∣1+
√
h2 + 1
h

∣∣∣∣∣ . (10)

Точно так же можно проинтегрировать и третий член выражения (9):
∞∫

pmax

dq

q
√
q2 + 1

= − ln

∣∣∣∣∣1+
√
q2 + 1
q

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
∞

pmax

= ln

∣∣∣∣∣1+
√
p2max + 1
pmax

∣∣∣∣∣ . (11)
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Следует отметить, что в выражении (10) первый член является лога-
рифмически расходящимся. Однако его можно устранить переопределе-
нием входных параметров.

Во втором случае (0 < p � pmax <∞) имеем дело с областью взаимо-
действия электрона с полем, ее легче исследовать численным методом.

В третьем же случае (p→ ∞) интеграл в первой строке уравнения (8)
удобно разбить на две части следующим образом:

∞∫

0

sinϕ(q) q dq

p2 + q2
=

pmax∫

0

sinϕ(q) q dq

p2 + q2
+

∞∫

pmax

sinϕ(q) q dq

p2 + q2
. (12)

Второй интеграл в правой части также удобно исследовать подста-
новкой для функции ϕ решения для свободного электрона. Тогда

∞∫

pmax

q dq√
q2 + 1 (p2 + q2)

=
1√

p2 − 1

(
π

2
− arctg

√
p2max + 1√
p2 − 1

)
. (13)

Переходим к исследованию интеграла во второй строке уравнения (8),
которое удобно проводить для трех рассмотренных выше случаев.

Для случаев p→ 0 и p→ ∞
cosϕ(q) → q√

q2 + 1
и
∞∫

0

cosϕ(q) dq =

h∫

0

q√
q2 + 1

dq +

pmax∫

h

cosϕ(q) dq +

+

∞∫

pmax

q√
q2 + 1

dq = h+∞− pmax +

pmax∫

h

cosϕ(q) dq. (14)

Таким образом, мы исследовали возможные значения интегралов для
случаев p→ 0 и p→ ∞. Теперь нам предстоит изучить решения уравне-
ния (8) для случая 0 < p � pmax <∞. Нетрудно заметить, что интегралы
в этом уравнении являются расходящимися, связанными с особенностя-
ми кулоновского потенциала, в связи с этим решения уравнения (8)
теряют какой-либо физический смысл.

3. СХЕМА ПЕРЕНОМИРОВКИ ДЛЯ УРАВНЕНИЯ
ШВИНГЕРА–ДАЙСОНА

Для получения решения уравнения Швингера–Дайсона с опреде-
ленным физическим смыслом необходимо воспользоваться процедурой
перенормировки. В литературе известно множество вариантов данной
процедуры.
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В этой работе мы используем схему перенормировки, в которой расхо-
димости устраняются добавлением в интеграл функции ϕ, соответствую-
щей свободному электрону:⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

E(p) sinϕ(p) = 1+
α

π2

∞∫

0

dq

q
√
q2 + 1

+

+
α

π2

∞∫

0

(
sinϕ(q) q

p2 + q2
− 1

q
√
q2 + 1

)
dq,

E(p) cosϕ(p) = p+
α(1 − π)

2πp

∞∫

0

q√
q2 + 1

dq+

+
α(1− π)

2πp

∞∫

0

(
cosϕ(q)− q√

q2 + 1

)
dq.

(15)

Теперь, если учесть то, что в первых интегралах обоих уравнений (15)
имеются расходимости (см. выражения (10) и (14)), (15) можно перепи-
сать следующим образом:⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

E(p) sinϕ(p) = 1− α

π2

(
ln

∣∣∣∣∣1+
√
h2 + 1
h

∣∣∣∣∣+ ln

∣∣∣∣∣1+
√
p2max + 1
pmax

∣∣∣∣∣
)
+

+
α

π2

∞∫

0

(
sinϕ(q)q

p2 + q2
− 1

q
√
q2 + 1

)
dq,

E(p) cosϕ(p) = p+
α(1− π)

2πp
(h− pmax) +

+
α(1− π)

2πp

∞∫

0

(
cosϕ(q)− q√

q2 + 1

)
dq.

(16)
Заметим, что уравнения (16) теперь свободны от расходимостей, посколь-
ку единица в правой части первого уравнения (в которую входит масса
электрона) и импульс в правой части второго уравнения переопределены.

Для решения системы уравнений (16) удобно привести ее к урав-
нению для одной неизвестной. Умножая первое уравнение на cosϕ(p)
и второе — на sinϕ(p), а затем вычитая из первого уравнения второе,
получим уравнение для одной функции ϕ(p):

(1+A1 +A2) cosϕ(p)− (p+B1 + B2) sinϕ(p) = 0 (17)
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и с помощью уже известной ϕ(p) определим значения для одночастичной
энергии E(p):

E(p) = (1+A1 +A2) sinϕ(p) + (p+B1 +B2) cosϕ(p), (18)

где

A1 =
α

π2

(
ln

∣∣∣∣∣1+
√
h2 + 1
h

∣∣∣∣∣+ ln

∣∣∣∣∣1+
√
p2max + 1
pmax

∣∣∣∣∣
)
,

A2(p) =
α

π2

∞∫

0

(
sinϕ(q)q

p2 + q2
− 1

q
√
q2 + 1

)
dq,

B1(p) =
α(1 − π)

2πp
(h− pmax) ,

B2(p) =
α(1 − π)

2πp

∞∫

0

(
cosϕ(q)− q√

q2 + 1

)
dq.

(19)

Таким образом, мы получили нелинейное уравнение (17) без каких-либо
расходимостей и сингулярностей, которое будет описывать состояние
электрона в двумерном пространстве, решением которого можно будет
исследовать связанные состояния электрона в двумерном электронном
газе, соответствующие квантовому эффекту Холла.

4. ЧИСЛЕННОЕ ИССЛЕДОВАНИЕ РЕШЕНИЯ
УРАВНЕНИЯ ШВИНГЕРА–ДАЙСОНА

Численное решение уравнения (17) получили с использованием не-
прерывного аналога метода Ньютона [5]. При этом значение параметра
pmax определяли подбором и сравнением нескольких последовательных
значений по невязке.

На рис. 1 представлена зависимость фазовой функции электрона от
значений импульса. Здесь же в целях выяснения роли кулоновского
потенциала во взаимодействии электрона с электронным облаком (поле
оставшихся электронов) в двумерном пространстве полученное решение
сопоставляли с решением уравнения Швингера–Дайсона для свободного
электрона.

Из рис. 1 видно, что решения для фазовой функции электрона в дву-
мерном пространстве несильно отличаются от случая свободных электро-
нов внутри пространства, особенно при малых импульсах. Это связано
с тем, что, на наш взгляд, поведение электрона в двумерном простран-
стве очень близко для случая со свободной частицей.

С использованием решений для функции ϕ(p) можно вычислить зна-
чения энергии электрона E(p) на основании выражения (18). На рис. 2
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Рис. 1. Численные решения уравне-
ния Швингера–Дайсона с кулонов-
ским потенциалом (сплошная ли-
ния) и для свободного электрона
(штриховая)

Рис. 2. Зависимость одночастич-
ной энергии от импульса с куло-
новским потенциалом (сплошная
линия) и для свободного электро-
на (штриховая)

представлена зависимость одночастичной энергии, полученная решением
уравнения Швингера–Дайсона в приближении двумерного пространства
с кулоновским потенциалом. Также приведена зависимость энергии для
свободной частицы.

Из рис. 2 видно, что, в отличие от фазовой функции ϕ(p), расхожде-
ние по энергии четко видно при малых значениях импульса (0 < p < 2),
где энергия электрона принимает и отрицательные значения. Это свиде-
тельствует о том, что электрон при малых импульсах (0 < p < 0,5) будет
находиться в связанном состоянии. При больших же значениях импульса
(p > 2) электрон будет вести себя как свободная частица.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Итак, подытожим основные результаты исследований, проведенных
по изучению состояния электрона в двумерном пространстве в реляти-
вистском приближении с применением уравнения Швингера–Дайсона.

Исследовано уравнение Швингера–Дайсона для состояния электрона
в двумерном пределе кулоновского потенциала. Предложена схема пере-
нормировки, свободная от каких-либо расходимостей и сингулярностей.
Получено радиальное уравнение, которое описывает состояние электрона
в двумерном пространстве, решением которого можно будет исследовать
связанные состояния электрона в двумерном электронном газе.

Получены численные решения для фазовой функции электрона, ко-
торые очень близки к случаям решения уравнения Швингера–Дайсона
для свободного электрона, особенно при малых импульсах. Это, на наш
взгляд, связано с тем, что электрон в приближении двумерного простран-
ства можно считать практически свободной частицей.
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Показано, что при малых значениях импульса энергия электрона
принимает и отрицательные значения. Данное обстоятельство свиде-
тельствует о том, что электрон при малых импульсах будет находиться
в связанном состоянии, а при больших значениях импульса будет вести
себя как свободная частица.
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