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Приводится описание кинематических свойств квантовых систем в терминах
фазового пространства. Несмотря на принцип неопределенности Гейзенберга,
квантовые системы в фазовом пространстве рассматриваются с привлечени-
ем аппарата функций квазиплотности вероятностей, например функции Вигне-
ра и калибровочно-инвариантной функции Вейля–Стратоновича. Термин квази-
плотность связан с наличием фазовых областей с отрицательными значениями
функции плотности вероятностей и вызывает интерес к возможным физическим
интерпретациям таких значений.

Рассматриваются кинематические свойства систем в рамках формализма
Вигнера–Власова, позволяющего связать классическое и квантовое описание
посредством единого математического аппарата, использующего функцию рас-
пределения в фазовом пространстве.

The paper describes the kinematic properties of quantum systems in terms
of phase space. Despite the Heisenberg uncertainty principle, the consideration
of quantum systems in phase space is widely used with the apparatus of quasi-
probability density functions, such as the Wigner function and the gauge-invariant
Weyl–Stratonovich function. The term “quasi-density” refers to the presence of phase
regions with negative values of the probability density function and arouses interest
in possible physical interpretations of such values.

The kinematic properties of the systems are considered within the Wigner–Vla-
sov formalism, which enables to link the classical and quantum descriptions through
a unified mathematical apparatus using the distribution function in phase space.

PACS: 03.65.Ca; 03.65.Sq; 05.60.Gg

ВВЕДЕНИЕ

Роль фазового пространства в анализе динамики классических си-
стем хорошо известна [1–7]. Еще в работах А.Пуанкаре фазовое про-
странство получило широкое распространение как инструмент для ана-
лиза устойчивости и характера поведения системы в целом [8–11].
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Существенное развитие концепции фазового пространства произошло
в работах М.В.Остроградского, который ввел в рассмотрение не только
координату �r и импульс �p (скорость �v), но и конечный набор кинема-
тических величин высших порядков �̇v, �̈v,

...
�v , ... — ускорение и ускоре-

ния высших порядков [12]. Такой подход получил название «механики
Остроградского» [13, 14] и в дальнейшем имел применение в общей
теории относительности [15–20], некоторых струнных моделях [21, 22],
квантовой теории поля и калибровочных теориях [21–23], а также в по-
следних работах по данной тематике [24–26]. В рамках классической ме-
ханики, оперирующей с уравнением движения второго порядка, наличие
высших производных выглядит как переопределенная задача. Развитие
электромагнитной теории привело к появлению новых эффектов, таких
как излучение электромагнитной волны. Согласно формуле Лармора [27]
мощность электромагнитного излучения пропорциональна �̈v (силе радиа-
ционного трения), что задает третий порядок дифференциального уравне-
ния движения, например уравнения Лоренца–Абрахама–Дирака [28–30].
Стоит отметить, что современные исследования по теории темной мате-
рии и темной энергии могут претендовать на использование уравнений
движения с высшими кинематическими величинами [31, 32]. Вопрос
существования конечного порядка уравнения, описывающего динамику
произвольной физической системы, остается открытым.

В середине ХХ в. А.А. Власов выдвинул кардинально новое пред-
ложение [33, 34], рассмотрев бесконечный набор кинематичес-
ких величин всех порядков в обобщенном фазовом простран-
стве Ω∞ (ОФП). Точка �ξ0 =

{
�r0,�v0, �̇v0, �̈v0, ...

}T ∈ Ω∞ формально опре-
деляет ряд Тейлора для обобщенной фазовой траектории движения
�ξ(t) =

{
�r(t),�v(t), �̇v(t), �̈v(t), ...

}T
. Необходимость в уравнении движения

исчезает. В пространстве Ω∞ А.А. Власов определил функцию распреде-
ления f∞

(
�r,�v, �̇v, �̈v,

...
�v , ...

)
, для которой постулировал первый принцип —

закон сохранения вероятностей. Заметим, что переменные �r,�v, �̇v, �̈v,
...
�v , ...

в общем случае являются независимыми. Для детерминированной си-
стемы, когда имеется дифференциальная связь между кинематическими
величинами �v = �̇r, �̇v = �̈r, �̈v =

...
�r , ..., функция распределения может иметь

вид f∞
(
�ξ, t
)
= δ
[
�ξ − �η (t)

]
, где �η (t) — фиксированная обобщенная фазо-

вая траектория системы. При рассмотрении статистических систем диф-
ференциальная связанность между кинематическими переменными явля-
ется необязательной, поэтому функция распределения описывает вероят-
ность принимать определенные значения для кинематических величин.

На основании первого принципа А.А. Власов получил бесконечную
самозацепляющуюся цепочку уравнений для функций f1 (�r, t), f2 (�r,�v, t),
f3
(
�r,�v, �̇v, t

)
, ... с законами сохранения, которые условно можно класси-

фицировать как законы сохранения «массы», «количества движения» и
«энергии». Переход на фазовые подпространства конечной размерности
обусловлен процедурой усреднения по высшим кинематическим величи-
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нам и, как следствие, потерей кинематической информации о системе,
что приводит к появлению дополнительных законов сохранения. В си-
лу самозацепляющейся структуры цепочки уравнений Власова нахож-
дение решения «n»-го уравнения цепочки требует решения «n + 1»-го
уравнения. Выход из данной ситуации может быть осуществлен путем
обрыва цепочки на некотором уравнении. Обрыв цепочки подразумева-
ет введение динамической аппроксимации для средней кинематической
величины. Номер уравнения, на котором производится обрыв цепочки,
фактически определяет количество требуемой в рамках конкретной зада-
чи кинематической информации для описания физической системы.

Переход к рассмотрению квантовых систем в фазовом пространстве
стал возможен после введения Е. Вигнером и Г. Вейлем функции ква-
зиплотности вероятностей [35, 36] и последующем ее обобщении в ви-
де калибровочно-инвариантной функции Вейля–Стратоновича для элек-
тромагнитных систем [37–41]. Несмотря на принцип неопределенности
Гейзенберга, с развитием техники квантовых вычислений, квантовой
связи, криптографии и квантовой информатики стал востребованным
математический аппарат функции Вигнера, которая используется как
функция квазивероятностей при описании квантовой системы в фазовом
пространстве [42, 43]. Квантовой особенностью функции Вигнера явля-
ется наличие у нее отрицательных значений в фазовой области [44–47].
Например, при реализации многих схем квантовой криптографии [48, 49]
должны быть использованы источники одиночных фотонов. Это одно из
требований, которое необходимо для защиты передаваемых данных на
самом фундаментальном уровне [50]. Однако создание хорошего источ-
ника одиночных фотонов — достаточно сложная задача, в то время как
источники лазерного излучения широко распространены. В связи с этим
возникает идея [50] об обобщении основных схем квантовой крипто-
графии на случай нетривиальной статистики фотонов в световых модах
передаваемого сигнала. Одним из основных способов исследования ста-
тистики фотонов является метод гомодинного детектирования [51–53].
Применяя данный метод к исследуемому сигналу, можно получить экспе-
риментальные данные о его так называемых квадратурных компонентах
сигнала, зная которые можно получить функцию Вигнера исследуемого
сигнала с помощью методов квантовой томографии [54, 55]. В данном
случае функция Вигнера служит наглядным визуальным образом кван-
тового состояния, своего рода паспортом. Экспериментатор визуально
может определить «качество» определенного им квантового состояния,
сравнивая полученную им функцию Вигнера с неким эталоном. Наличие
отрицательных областей у этой функции Вигнера выступает достаточ-
ным условием «неклассичности» состояния.

Объединение подхода А. А. Власова и аппарата функции Вигнера для
описания квантовых и классических систем в фазовом пространстве при-
водит к формализму Вигнера–Власова. В рамках указанного формализма
первое уравнение из цепочки Власова сводится к электромагнитному
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уравнению Шрёдингера и дает уравнение Гамильтона–Якоби, уравнение
движения заряженной частицы в электромагнитных полях, а в случае
самосогласованной системы — уравнения Максвелла [56]. Аналогичная
взаимосвязь присутствует в уравнениях Паули и Дирака [57]. Зная
волновую функцию для систем с электрическим взаимодействием, можно
построить функцию Вигнера, удовлетворяющую эволюционному урав-
нению Моэля [58]. Оказывается, уравнение Моэля является частным
случаем второго уравнения из цепочки Власова с аппроксимацией Вла-
сова–Моэля для среднего потока ускорений [59, 60]. Формализм Виг-
нера–Власова позволяет строить точные решения классических и кван-
товых систем, находить средние по функции Вигнера кинематические
величины, производить сравнительный анализ их физических свойств
с позиций различных областей физики.

Данный обзор состоит из двух разделов. Разд. 1 посвящен системам
с электрическим взаимодействием. Рассматриваются квантовые системы
с полиномиальным потенциалом UN (x), где N — максимальная сте-
пень полинома. Выбор полиномиального потенциала обусловлен рядом
причин. Во-первых, с необходимой точностью любой гладкий потенци-
ал может быть аппроксимирован потенциалом UN (x). Таким образом,
результат, полученный для потенциала UN (x), может быть использован
для широкого круга задач. Во-вторых, функция Вигнера удовлетворяет
уравнению Моэля [19] (квантовый аналог уравнения Лиувилля), которое
получено в предположении, что потенциал квантовой системы является
аналитической функцией, т. е. представляется в виде степенного ряда
типа UN→∞ (x). Выбирая значение N , можно с любой точностью ап-
проксимировать аналитическую функцию в окрестности «точки колеба-
ния». В п. 1.1 изложена процедура нахождения кинематических средних
величин по фазовому пространству для простейшей системы — кван-
товый гармонический осциллятор. В п. 1.2 рассматривается представле-
ние функции Вигнера через оператор Вейля в базисе гармонического
осциллятора [61]. Таким образом, в явном виде получаются выражения
для средних энергий как функций координат 〈EN 〉(s)1 (x) и импульсов〈EN〉(s)2 (p), где s — номер квантового состояния. Также в п. 1.2 приве-
дены доказательства теорем о виде явных выражений кинематических
средних величин

〈
p2	
〉(s)
1 и

〈
xr
〉(s)
2 , где �, r ∈ N0 = N ∪ {0}. С исполь-

зованием явных выражений средних кинематических величин строятся
выражения средних энергий 〈EN 〉. В п. 1.3 на основе результатов п. 1.2
и метода нахождения матрицы плотности ρ для квантовой системы
с полиномиальным потенциалом показывается наличие полюсов функций
энергии 〈EN 〉 в областях, где функция Вигнера Ws имеет отрицательные
значения. На примере гармонического осциллятора показано, что полюсы
функции 〈EN 〉 приводят к «разбиению» исходной квантовой системы
на множество независимых систем с новыми потенциалами. Количество
таких систем определяется номером квантового состояния.
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В п. 1.4 рассматривается математическая постановка задачи о вос-
становлении векторного поля

〈
�̇v
〉
1,2 по его дивергенции и ротору (зада-

ча Гельмгольца). Уравнения квантовой механики содержат информацию
только о дивергенции поля плотности тока �J2

1,2 = f 1,2
〈
�̇v
〉
1,2. Отсутствие

информации о роторе тока �J2
1,2 приводит к неопределенности поля уско-

рений и, как следствие, к различным траекториям движения. В п. 1.5
рассматриваются различные варианты построения аппроксимаций Вла-
сова–Моэля для общего случая аналитического потенциала U . Показы-
вается, что таких вариантов существует бесконечное множество, имею-
щее мощность, — континуум. Оказывается, что члены ряда в аппрокси-
мации Власова–Моэля в явном виде могут не содержать множителя �

2l

и не могут быть «отброшены» в классическом пределе � → 0 как малые
величины. Более того, на малых пространственных масштабах («микро-
масштабах») члены ряда аппроксимации Власова–Моэля могут вносить
существенный вклад в поле

〈
�̇v
〉
1,2
, входящее во второе уравнение Власо-

ва. На больших пространственных масштабах («макромасштабах») сла-
гаемые в аппроксимации Власова–Моэля могут оказаться пренебрежимо
малыми, и уравнение Моэля перейдет в уравнение Лиувилля. В п. 1.6
приведены численные расчеты модельной квантовой системы с потен-
циалом в виде «квадратичной воронки»: U (ρ, z) ∼ ρ2 + z2 − 4σ4r/ρ

2, где
(ρ, z) — цилиндрическая система координат. Построено точное решение
3D-уравнения Шрёдингера с потенциалом U (ρ, z), и найдена функция
Вигнера. В частном случае функция Вигнера может быть выражена
через полный эллиптический интеграл первого рода. Построена чис-
ленно-аналитическая схема нахождения поля

〈
�̇v
〉
1,2 по функции Вигнера

и потенциалу U (ρ, z). Проведенный траекторный анализ показывает,
что на микромасштабах (r < σr) существует бесконечное множество
различных траекторий движения частиц. Наличие бесконечного множе-
ства траекторий вносит неопределенность по координате и импульсу. На
макромасштабах (r > σr) множество траекторий «стягивается» вокруг
единственной классической траектории, описываемой уравнением дви-
жения m

〈
�̇v
〉
1,2 = −∇rU , для которой координата и импульс определены

с приемлемой точностью.
В разд. 2 рассматриваются квантовые системы с электромагнитным

взаимодействием. В п. 2.1 на основе формализма Вигнера–Власова по
известной плотности распределения f 1 и векторному полю потока ве-
роятностей

〈
�v
〉
1 строится 3D-решение уравнения Шрёдингера. Функ-

ции f 1 и
〈
�v
〉
1 удовлетворяют первому уравнению Власова. Знание ре-

шения уравнения Шрёдингера позволяет находить функцию Вигнера
W и функцию Вейля–Стратоновича fw. Оказывается, что функция fw
в отличие от функции W имеет области отрицательных значений для
волновой функции с распределением Гаусса (теорема Хадсона). Более
того, приведен пример электромагнитной квантовой системы, описывае-
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мой негауссовой волновой функцией, для которой fw положительна во
всем фазовом пространстве. Этот результат можно рассматривать как
аналог теоремы Хадсона для калибровочно-инвариантной функции fw.
При известных функциях W и fw вычисляются средние импульсные
поля

〈
�p
〉
1
,
〈
�P
〉
1

и среднее значение энергии
〈E〉

0
, производится их

сравнение с точным распределением
〈
�pc
〉
1 и точным значением энергии

E. В п. 2.2 строится эволюционное уравнение для функции Вигнера W
с учетом электромагнитного взаимодействия. В отличие от уравнения для
функции fw, полученное уравнение для функции W имеет компактную
форму записи. Главное отличие построенного уравнения для функции
W от ранее известных заключается в том, что оно похоже на второе
уравнение Власова. Это сходство позволило расширить аппроксимацию
Власова–Моэля на квантовые системы с электромагнитным взаимодей-
ствием. Подробно рассмотрены некоторые предельные переходы в элек-
тромагнитной аппроксимации Власова–Моэля как для классических, так
и для квантовых систем. Показано, что квантовые поправки во внешних
силах, действующих на систему, исчезают при усреднении электромаг-
нитной аппроксимации Власова–Моэля по импульсному пространству.
В заключении приведены основные выводы работы.

1. СИСТЕМЫ С ЭЛЕКТРИЧЕСКИМ ВЗАИМОДЕЙСТВИЕМ

1.1. Средние кинематические величины. Для простейшей систе-
мы — квантовый гармонический осциллятор — функция Вигнера извест-
на в явном виде:

Ws (ε) =
(−1)s

π�
e−2εLs (4ε) , ε (x, p) =

1
�ω

(
p2

2m
+
mω2x2

2

)
, (1.1)

где Ls — полиномы Лагерра; s — номер квантового состояния. Пара-
метры m,ω — масса и частота для квантового гармонического осцилля-
тора. По теореме Хадсона [62] только гауссово распределение функции
Вигнера является положительным. В случае квантового гармонического
осциллятора (1.1) это основное состояние: s = 0. В работе [63] для
квантового гармонического осциллятора в явном виде были найдены
распределения средней энергии

〈
ε
〉
как функции координат и импульса:

ε (x, v) = 2ε (x, p) =
v2

2σ2v
+

x2

2σ2x
,
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〈
ε
〉(s)
1 (x)

def
=

+∞∫
−∞

ε (x, v)Ws (x,mv) dv

+∞∫
−∞

Ws (x,mv) dv
,

〈
ε
〉(s)
2 (v)

def
=

+∞∫
−∞

ε (x, v)Ws (x,mv) dx

+∞∫
−∞

Ws (x,mv) dx
,

(1.2)

〈
ε
〉(s)
1 (x) =

〈
v2
〉(s)
1 (x)

2σ2v
+

x2

2σ2x
,
〈
ε
〉(s)
2 (v) =

v2

2σ2v
+

〈
x2
〉(s)
2 (v)

2σ2x
, (1.3)

〈
v2
〉(s)
1 (x) = σ2v

s∑
k=0

C
(+)
k Ls−k

(
x2/σ2x

)
s∑

k=0
C

(−)
k Ls−k (x2/σ2x)

,

〈
x2
〉(s)
2 (v) = σ2x

s∑
k=0

C
(+)
k Ls−k

(
v2/σ2v

)
s∑

k=0
C

(−)
k Ls−k (v2/σ2v)

,

(1.4)

C
(±)
k = (−1)k

k∑
j=0

1+ η (j)

2

H2
k−j (0)± 2 (k − j)H2

k−j−1 (0)

2k−j (k − j)!
,

где σxσv = �/(2m), ω = σv/σx; Hk — полиномы Эрмита; η (j) — функция
Хэвисайда. Как было показано в работе [63], функции средних значений
энергии

〈
ε
〉(s)
2 и

〈
ε
〉(s)
1 (1.3) имеют полюсы в областях, где соответствую-

щие функции Вигнера Ws (x, 0) и Ws (0, p) (1.1) имеют отрицательные
значения квазивероятностей. В каждой области отрицательности функ-
ции Вигнера находится по одному полюсу функции энергии. Количество
полюсов равно номеру квантового состояния s.

1.2. Система с полиномиальным потенциалом. Рассмотрим расши-
рение результата, полученного для квантового гармонического осцилля-
тора [63] с квадратичным потенциалом U2 = mω2x2/2, на общий случай
полиномиального потенциала [60]:

UN (x) =

N∑
n=0

anx
n, (1.5)

где an — известные коэффициенты, для которых существуют «хорошие»
решения уравнения Шрёдингера.



422 ПЕРЕПЁЛКИН Е.Е. И ДР.

Представим функцию Вигнера через оператор Вейля в базисе гармо-
нического осциллятора [61]:

W (x, p) =
+∞∑
n,k=0

ρk,nwn,k (x, p) = Tr [ρW (x, p)] ,

wn,k (x, p) =
(−1)n

π�
e−κ2x2− p2

�2κ2 Pn,k

(
−κx− i

p

�κ
,κx− i

p

�κ

)
,

Pn,k (z1, z2) =
√
2n+kn!k!

min(n,k)∑
s=0

zn−s
1 zk−s

2

2ss! (k − s)! (n− s)!
,

(1.6)

где κ =
√
(mω)/� ; ρk,n = ckc

∗
n — матрица плотности. Полиномы Pn,k

допускают представление

Pn,k (−z, z∗) = (−1)n Υn,k (|z|) ei(n−k)ϕ,

Υn,k (x)
det
= xn+k

√
2n+kn!k!

min(n,k)∑
s=0

(−1)s

2ss! (k − s)! (n− s)!x2s
,

(1.7)

т. е.

wn,k (x, p) =
1
π�

e−|z|2Υn,k (|z|) ei(n−k)ϕ,

|z|2 = 2
�ω

(
p2

2m
+
mω2x2

2

)
= 2ε (x, p) , ϕ = arg z = arctg

( p

mωx

)
.
(1.8)

Таким образом, используя представление для функции Вигне-
ра (1.6)–(1.8), можно получить в явном виде выражения для средних
энергий:

EN (x, p) =
p2

2m
+ UN (x) , (1.9)

〈EN 〉(s)1 (x) =

+∞∫
−∞

Ws (x, p) EN (x, p) dp

+∞∫
−∞

Ws (x, p) dp
,

〈EN 〉(s)2 (p) =

+∞∫
−∞

Ws (x, p) EN (x, p) dx

+∞∫
−∞

Ws (x, p) dx
,

(1.10)

где Ws (x, p) — функция Вигнера квантовой системы с потенциалом (1.5),
соответствующая состоянию s. Функция ВигнераWs (x, p) s-го состояния
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согласно (1.6) имеет вид

Ws (x, p) =
+∞∑
n,k=0

ρ
(s)
k,nwn,k (x, p) . (1.11)

Вычислим интегралы, стоящие в знаменателе и числителе выраже-
ния (1.10) соответственно:

I(1)s (x) =

+∞∫

−∞
Ws (x, p) dp =

+∞∑
n,k=0

ρ
(s)
k,n

+∞∫

−∞
wn,kdp =

+∞∑
n,k=0

ρ
(s)
k,nI

0
n,k (x) , (1.12)

I(2)s (x) =

+∞∫

−∞
Ws (x, p) EN (x, p) dp =

1
2m

+∞∑
n,k=0

ρ
(s)
k,nI

1
n,k (x) + UN (x) I(1)s (x) ,

(1.13)

I	n,k (x)
det
=

+∞∫

−∞
p2	wn,k (x, p) dp, � ∈ N0. (1.14)

С использованием обозначений (1.12)–(1.14) выражение 〈EN 〉(s)1 (1.10)
примет вид

〈EN 〉(s)1 (x) =
1
2m

+∞∑
n,k=0

ρ
(s)
k,nI

1
n,k (x)

+∞∑
n,k=0

ρ
(s)
k,nI

0
n,k (x)

+ UN (x) . (1.15)

Таким образом, нахождение функции 〈EN〉s,x сводится к вычислению
интегралов типа (1.14). Рассмотрим следующие утверждения.

Теорема 1. Выражение для функции (1.14) имеет вид

I	n,k (x) =
(m�ω)

	+1/2

�
√
π

×

×

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

√
23max(n,k)−min(n,k)

n!k!
|n− k|

min(n,k)∑
λ=0

[|n−k|/2]∑
s=0

min(n,k)−λ+s∑
μ=0

Cμ
min(n,k)−λ+s×

× (−1)λ+s
λ! |2 (�+ μ)− 1|!!

2λ+2s+	+μ+1s
Cλ

kC
λ
nC

s−1
|n−k|−s−1x

n+k−2(λ+μ) e−x2
, n �= k,

n∑
λ=0

λ∑
s=0

(−1)λ+n

λ!
2λ−	−sCλ

nC
s
λ |2 (�+ s)− 1|!!x2(λ−s) e−x2

, n = k,

(1.16)

где Ck
n — число сочетаний и

1
s
Cs−1

|n−k|−(s+1)

∣∣∣∣
s=0

=
1

|n− k| ; x = κx.
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Доказательство теоремы 1. С учетом выражения (1.8) интег-
рал (1.4) примет вид

I	n,k (x) =
1
π�

+∞∫

−∞
p2	 e−2εΥn,k

(√
2ε
)
cos (n− k)ϕdp +

+
i

π�

+∞∫

−∞
p2	 e−2εΥn,k

(√
2ε
)
sin (n− k)ϕdp. (1.17)

При интегрировании (1.17) по импульсу p ∈ (−∞,+∞) угол
ϕ ∈ (−π/2,π/2). Функция sinϕ =

√
1− ((κ2x2)/(2ε)) = p/

√
2ε ,

p = p/
√
m�ω , является нечетной по переменной p, следовательно,

функция sin (n− k)ϕ также будет нечетной. Так как функция
p2	 e−2εΥn,k

(√
2ε
)

является четной функцией по переменной p, при
умножении на функцию sin (n− k)ϕ получится нечетная функция по
переменной p. Следовательно, мнимая часть выражения (1.17) равна
нулю. В результате выражение (1.17) примет вид

I	n,k=

+∞∫

−∞
p2	Re [wn,k (x, p)] dp =

1
π�

+∞∫

−∞
p2	 e−2εΥn,k

(√
2ε
)
cos (n− k)ϕdp.

(1.18)
Выражение cos [(n− k)φ] можно представить через полиномы Че-

бышёва

Tn−k (cosϕ) = cos [(n− k)ϕ] = cos [(k − n)ϕ] = T|n−k|

(
κx√
2ε

)
, (1.19)

где учтено (1.8):

tg2ϕ =
( p

mωx

)2
, cos2 ϕ =

1
1+ tg2ϕ

=
m2ω2x2

m2ω2x2 + p2
,

cosϕ =
mωx√

m2ω2x2 + p2
=

mωx√
2m�ωε

=

√
mω

�

x√
2ε

=
κx√
2ε

,

p2 +m2ω2x2 = 2m�ωε (x, p) .

Полиномы Чебышёва допускают представление в виде ряда

Tn (x) =
n

2

[n/2]∑
s=0

(−1)s
(n− s− 1)!
s! (n− 2s)!

(2x)n−2s, n > 0,

или

T|n−k|
( κx√

2ε

)
=

|n− k|
2

[|n−k|/2]∑
s=0

(−1)s
(|n− k| − s− 1)!
s! (|n− k| − 2s)!

(
2
κx√
2ε

)|n−k|−2s
.

(1.20)
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Сначала рассмотрим случай, когда n �= k. Подставляя выраже-
ния (1.20) и (1.7), (1.8) в интеграл (1.18), получим

Υn,k

(√
2ε
)
= 2

n+k
2 ε

n+k
2

√
2n+kn!k!

min(n,k)∑
λ=0

(−1)λ

22λλ! (k − λ)! (n− λ)!ελ
,

I	n,k =
1
π�

+∞∫

−∞
p2	 e−2εΥn,k

(√
2ε
)
T|n−k|

(
κx√
2ε

)
dp =

=
2n+k

√
n!k!

π�

min(n,k)∑
λ=0

(−1)λ

22λλ! (k − λ)! (n− λ)!
×

×
+∞∫

−∞
p2	 e−2εε

n+k
2 −λT|n−k|

(
κx√
2ε

)
dp =

=
2n+k+|n−k|−1

π�

√
n!k! |n− k| × (1.21)

×
min(n,k)∑

λ=0

[|n−k|/2]∑
s=0

(−1)λ+s
(|n− k| − s− 1)!

22(λ+s)λ!s! (k − λ)! (n− λ)! (|n− k| − 2s)!
×

×
+∞∫

−∞

(
κx√
2ε

)|n−k|−2s

p2	 e−2εε
n+k

2 −λdp =
22max(n,k)−1

π�

|n− k|√
n!k!

×

×
min(n,k)∑

λ=0

[|n−k|/2]∑
s=0

(−1)λ+s
λ!

22(λ+s)
Cλ

kC
λ
n

Cs−1
|n−k|−s−1

s
×

× 2−
|n−k|−2s

2 x|n−k|−2s

+∞∫

−∞
ε

n+k−|n−k|
2 −λ+sp2	 e−2εdp,

I	n,k =
22max(n,k)−min(n,k)− |n−k|

2

π�

|n− k|√
n!k!

(m�ω)	+1/2×

×
min(n,k)∑

λ=0

[|n−k|/2]∑
s=0

(−1)λ+s
λ!

22(λ+s)−λ
Cλ

kC
λ
n

Cs−1
|n−k|−s−1

s
x|n−k|−2s× (1.22)

×
+∞∫

0

(
x2 + p2

)min(n,k)−λ+s
p2	 e−(x

2+p2)dp,
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где учтено

(|n− k| − s− 1)!
λ!s! (k − λ)! (n− λ)! (|n− k| − 2s)!

=

=
1

λ! (k − λ)! (n− λ)!

(|n− k| − s− 1)!
s! (|n− k| − 2s)!

=

=
λ!

k!n!

k!

λ! (k − λ)!

n!

λ! (n− λ)!

(|n− k| − (s+ 1))!
s! (|n− k| − 2s)!

=

=
λ!

k!n!
Cλ

kC
λ
n

(|n− k| − (s+ 1))!
s! (|n− k| − (s+ 1)− (s− 1))!

=

=
λ!

k!n!

Cλ
kC

λ
n

s

(|n− k| − (s+ 1))!
(s− 1)! (|n− k| − (s+ 1)− (s− 1))!

,

(|n− k| − s− 1)!
λ!s! (k − λ)! (n− λ)! (|n− k| − 2s)!

=
λ!

k!n!
Cλ

kC
λ
n

Cs−1
|n−k|−s−1

s
.

(1.23)

Заметим, что при s = 0 в выражении (1.23) особенности нет, так как

1
s
Cs−1

|n−k|−(s+1)

∣∣∣∣
s=0

=
(|n− k| − s− 1)!
s! (|n− k| − 2s)!

∣∣∣∣
s=0

=
(|n− k| − 1)!
(|n− k|)! =

1
|n− k| .

(1.24)
Преобразуем выражение 2max (n, k)−min (n, k)− |n− k|/2:

2max (n, k)−min (n, k)− |n− k|
2

=
3max (n, k)−min (n, k)

2
. (1.25)

Подставим (1.25) в выражение (1.22) и воспользуемся формулой би-
нома Ньютона:

I	n,k =

√
2 3max(n,k)−min(n,k)

π�

|n− k|√
n!k!

(m�ω)	+1/2×

×
min(n,k)∑

λ=0

[|n−k|/2]∑
s=0

(−1)λ+s
λ!

2λ+2s Cλ
kC

λ
n

Cs−1
|n−k|−s−1

s
×

×
min(n,k)−λ+s∑

μ=0

Cμ
min(n,k)−λ+s e

−x2
x2min(n,k)+|n−k|−2(λ+μ)×

×
+∞∫

0

p2(	+μ) e−p2dp. (1.26)

С учетом того, что 2min (n, k) + |n− k| = n+ k и
+∞∫

0

p2(	+s) e−p2dp =
|2 (� + s)− 1|!!

2	+s+1

√
π (1.27)
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выражение (1.26) переходит в (1.16) при n �= k. Если n = k, то вместо
выражений (1.7), (1.8) можно использовать выражение (1.1), поэтому

I	n,n (x) =
(−1)n

π�

+∞∫

−∞
p2	 e−2εLn (4ε) dp =

=
(−1)n

π�

n∑
λ=0

(−4)λ

λ!
Cλ

n

+∞∫

−∞
p2	 e−2εελdp =

= 2
(−1)n

π�

n∑
λ=0

(−4)λ

λ!
Cλ

n e−
mωx2

� ×

×
+∞∫

0

p2	 e−
p2

m�ω

(
p2

2m�ω
+
mωx2

2�

)λ

dp =

= 2
(−1)n

π�

n∑
λ=0

(−4)λ

λ!
Cλ

n e−κ2x2
λ∑

s=0

Cs
λ

(
κ2x2

2

)λ−s

× (1.28)

×
+∞∫

0

p2	 e−
p2

m�ω

(
p2

2m�ω

)s

dp =

= 2
(−1)n

π�
(m�ω)

	+1/2
n∑

λ=0

(−2)λ

λ!
Cλ

n e−κ2x2
λ∑

s=0

Cs
λ

(
κ2x2
)λ−s ×

×
+∞∫

0

p2(	+s) e−p2dp,

I	n,n (x) =
(m�ω)	+1/2

�
√
π

n∑
λ=0

λ∑
s=0

(−1)λ+n

λ!
×

× 2λ−	−sCλ
nC

s
λ |2 (�+ s)− 1|!! (κx)2(λ−s)

e−κ2x2
.

Теорема 1 полностью доказана.
В некоторых случаях удобно работать с рядами, содержащими ор-

тогональные полиномы, поэтому представление (1.16) можно выразить
через обобщенные полиномы Лагерра. Рассмотрим лемму.

Лемма 1. Матричные элементы wn,k (x, p) допускают представле-
ние через обобщенные полиномы Лагерра L(|n−k|)

min(n,k):

wn,k (x, p) =
(−1)min(n,k)

π�

√
2|n−k| min (n, k)!

max (n, k)!
×

× e−|z|2 |z||n−k| L(|n−k|)
min(n,k)

(
2 |z|2

)
ei(n−k)ϕ, (1.29)

где величины |z| и ϕ определяются выражениями (1.8).
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Доказательство леммы 1. Выразим полиномы Υn,k (x) через
обобщенные полиномы Лагерра. Не ограничивая общность, положим
� = min (n, k) = k, y = x

√
2 , λ = k − s, тогда

Υn,k (x) =
(√

2x
)n+k √

n!k!

	∑
s=0

(−1)s

s! (k − s)! (n− s)!
(√

2x
)2s =

= yn+k
√
n!k!

	∑
s=0

(−1)s

s! (k − s)! (n− s)!y2s
,

Υn,k (x) = (−1)k yn−k
√
n!k!

	∑
λ=0

(−1)λ y2λ

λ! (k − λ)! (n− k + λ)!
=

= yn−k (−1)k
√
n!k!

(n− k + k)!

	∑
λ=0

(−1)λ (k + n− k)!y2λ

λ! (k − λ)! (n− k + λ)!
.

Используя замену α = n− k, получим

Υn,k (x) = (−1)k yα
√
k!

n!

	∑
λ=0

(−1)λ (k + α)!y2λ

λ! (k − λ)! (α+ λ)!
=

= (−1)k yn−k

√
k!

n!
L
(n−k)
	

(
y2
)
,

Υn,k (x) = (−1)k xn−k

√
2n−kk!

n!
L
(n−k)
min(n,k)

(
2x2
)
,

(1.30)

где учтено, что

L
(α)
	 (x) =

	∑
λ=0

(−1)λ (�+ α)!xλ

λ! (�− λ)! (α+ λ)!
. (1.31)

Если � = min (n, k) = n, то λ = n− s:

Υn,k (x) =
(√

2x
)n+k √

n!k!
	∑

s=0

(−1)s

s! (k − s)! (n− s)!
(√

2x
)2s =

= yn+k
√
n!k!

	∑
s=0

(−1)s

s! (k − s)! (n− s)!y2s
,

Υn,k (x) = (−1)n yk−n
√
n!k!

	∑
λ=0

(−1)λ y2λ

λ! (n− λ)! (k − n+ λ)!
=

= yk−n (−1)n
√
n!k!

(k − n+ n)!

	∑
λ=0

(−1)λ (k − n+ n)!y2λ

λ! (n− λ)! (k − n+ λ)!
, (1.32)
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Υn,k (x) = (−1)n y−α

√
n!

k!

	∑
λ=0

(−1)λ (−α+ n)!y2λ

λ! (n− λ)! (−α+ λ)!
=

= (−1)n y−α

√
n!

k!
L
(−α)
min(n,k)

(
y2
)
,

Υn,k (x) = (−1)n xk−n

√
2k−nn!

k!
L
(k−n)
min(n,k)

(
2x2
)
.

Обобщая выражения (1.30) и (1.32), окончательно получим

Υn,k (x) = (−1)min(n,k)
x|n−k|

√
2|n−k| min (n, k)!

max (n, k)!
L
(|n−k|)
min(n,k)

(
2x2
)
. (1.33)

С учетом представлений (1.33) и (1.7) выражение (1.8) для элементов
wn,k примет вид (1.29). Лемма 1 доказана.

Отметим, что в частном случае при n = k выражение (1.29) пе-
реходит в известные выражения для функции Вигнера гармонического
осциллятора (1.1). Используя утверждение леммы, можно представить
интеграл (1.14) через обобщенные полиномы Лагерра.

Теорема 2. Выражение для функции (1.14) имеет вид

I	n,k (x) = An,k (m�ω)	+1/2 ×

×

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

2|n−k| |n− k|
min(n,k)∑

λ=0

[|n−k|/2]∑
s=0

s∑
μ=0

(−1)s

s
Cs−1

|n−k|−s−1×

×Cμ
sG

2(	+μ)
λ x|n−k|−2μL

(|n−k|−1)
min(n,k)−λ

(
2x2
)
e−x2

, n �= k,

√
π

n∑
λ=0

λ∑
s=0

(−1)λ

λ!
2λ−	−sCλ

nC
s
λ |2 (�+ s)− 1|!!x2(λ−s) e−x2

, n = k,

(1.34)

где An,k
def
=

(−1)min(n,k)

π�

√
2|n−k| min (n, k)!

max (n, k)!
; Ck

n — число сочетаний;

x = κx. Коэффициенты G2β
λ определяются рекуррентным соотноше-

нием:
G2β

λ =

(
β + λ− 1

2

)
G

2(β−1)
λ − λG

2(β−1)
λ−1 , β ∈ N, (1.35)

где

G0
λ = (−1)λ

√
π

2λ+1λ!
H2

λ (0) ,

G2
λ = (−1)λ

√
π

2

{
1

2λ+1λ!
H2

λ (0) +
λ∑

r=1

H2
λ−r (0)

2λ−r (λ− r)!

}
.
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Доказательство теоремы 2. Подставляя выражение (1.29) в инте-
грал (1.18), получим

I	n,k = An,k

+∞∫

−∞
p2	 e−2ε (2ε)

|n−k|
2 L

(|n−k|)
min(n,k) (4ε) cos [(n− k)ϕ] dp. (1.36)

Используя выражение для полиномов Чебышёва (1.20) и разложение
для обобщенных полиномов Лагерра

L(α+β+1)
n (x+ y) =

n∑
m=0

L(α)
m (x)L

(β)
n−m (y),

(1.37)

L
(|n−k|)
min(n,k)

(
2p2

m�ω
+

2mωx2

�

)
=

min(n,k)∑
λ=0

L
(0)
λ

(
2p2

m�ω

)
L
(|n−k|−1)
min(n,k)−λ

(
2mωx2

�

)
,

получим

I	n,k = An,k e
−mωx2

�

+∞∫

−∞
p2	 e−

p2

m�ω

√
2ε |n−k|L(|n−k|)

min(n,k) (4ε)T|n−k|

(
κ

x√
2ε

)
dp =

= An,k e
−mωx2

�

|n− k|
2

min(n,k)∑
λ=0

L
(|n−k|−1)
min(n,k)−λ

(
2mωx2

�

)
×

×
+∞∫

−∞
p2	 e−

p2

m�ω

√
2ε |n−k|Lλ

(
2p2

m�ω

) [|n−k|/2]∑
s=0

(−1)s
(|n− k| − s− 1)!
s! (|n− k| − 2s)!

×

× x|n−k|−2s (2κ)|n−k|−2s √2ε 2s−|n−k|dp =

= An,k e
−mωx2

�

|n− k|
2

(2κ)|n−k|
min(n,k)∑

λ=0

L
(|n−k|−1)
min(n,k)−λ

(
2mωx2

�

)
× (1.38)

×
[|n−k|/2]∑

s=0

(−1
4κ2

)s
(|n− k| − s− 1)!
s! (|n− k| − 2s)!

x|n−k|−2s×

×
+∞∫

−∞
p2	 e−

p2

m�ωLλ

(
2p2

m�ω

)√
2ε 2sdp,

I	n,k = An,k e
−mωx2

�

|n− k|
2

(2κ)|n−k|
min(n,k)∑

λ=0

L
(|n−k|−1)
min(n,k)−λ

(
2mωx2

�

)
×

×
[|n−k|/2]∑

s=0

(−1
4κ2

)s
(|n− k| − s− 1)!
s! (|n− k| − 2s)!

x|n−k|−2sJ	
λ (x) ,

J	,s
λ (x)

det
=

+∞∫

−∞
p2	 e−

p2

m�ωLλ

(
2p2

m�ω

)(
p2

m�ω
+
mωx2

�

)s

dp.
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Вычислим интеграл J	,s
λ (x). Введем обозначения p = p/(

√
m�ω ),

x = κx, получим

J	,s
λ (x) = (m�ω)	+1/2

+∞∫

−∞
p2	 e−p2Lλ

(
2p2
) (
p2 + x2

)s
dp =

= (m�ω)
	+1/2

s∑
μ=0

Cμ
s x

2(s−μ)

+∞∫

−∞
p2	 e−p2Lλ

(
2p2
)
p2μdp,

J	,s
λ (x) = 2 (m�ω)	+1/2

s∑
μ=0

Cμ
s x

2(s−μ)

+∞∫

0

p2(	+μ) e−p2Lλ

(
2p2
)
dp.

(1.39)

Вычислим интеграл, стоящий в выражении (1.39). Производя инте-
грирование по частям, получим
+∞∫

0

p2(	+μ) e−p2Lλ

(
2p2
)
dp =

1
2 (�+ μ) + 1

+∞∫

0

e−p2Lλ

(
2p2
)
dp2(	+μ)+1 =

= − 1
2 (�+ μ) + 1

+∞∫

0

p2(	+μ)+1 d

dp

[
e−p2Lλ

(
2p2
)]
dp. (1.40)

Воспользуемся выражением L′
λ (x) = (λ/x) [Lλ (x)− Lλ−1 (x)]:

d

dp

[
e−p2Lλ

(
2p2
)]

= −2p e−p2Lλ

(
2p2
)
+ e−p2L′

λ

(
2p2
)
4p =

= 2 e−p2
[
2pL′

λ

(
2p2
)− pLλ

(
2p2
)]

=
(1.41)

= 2 e−p2
[
λ

p

(
Lλ

(
2p2
)− Lλ−1

(
2p2
))− pLλ

(
2p2
)]

,

d

dp

[
e−p2Lλ

(
2p2
)]

=
2
p
e−p2

[(
λ− p2

)
Lλ

(
2p2
)− λLλ−1

(
2p2
)]
.

Подставим выражение для производной (1.41) в интеграл (1.40),
получим
+∞∫

0

p2(	+μ) e−p2Lλ

(
2p2
)
dp =

= − 2
2 (�+ μ) + 1

+∞∫

0

p2(	+μ) e−p2
[(
λ− p2

)
Lλ

(
2p2
)− λLλ−1

(
2p2
)]
dp =

= − 2λ
2 (�+ μ) + 1

+∞∫

0

p2(	+μ) e−p2Lλ

(
2p2
)
dp+
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+
2

2 (�+ μ) + 1

+∞∫

0

p2(	+μ)+2 e−p2Lλ

(
2p2
)
dp +

+
2λ

2 (�+ μ) + 1

+∞∫

0

p2(	+μ) e−p2Lλ−1
(
2p2
)
dp,

отсюда
+∞∫

0

p2(	+μ)+2 e−p2

Lλ

(
2p2
)
dp =

=

(
�+ μ+ λ+

1
2

)+∞∫

0

p2(	+μ) e−p2Lλ

(
2p2
)
dp −

− λ

+∞∫

0

p2(	+μ) e−p2Lλ−1
(
2p2
)
dp,

или
G

2(	+μ)+2
λ =

(
�+ μ+ λ+

1
2

)
G

2(	+μ)
λ − λG

2(	+μ)
λ−1 , (1.42)

где

G2β
λ =

+∞∫

0

p2β e−p2Lλ

(
2p2
)
dp. (1.43)

В работе [63] вычислены интегралы
+∞∫

−∞
e−τ 2

Lk

(
2τ2
)
dτ = (−1)k

√
π

2kk!
H2

k (0) ,

(1.44)
+∞∫

−∞
τ2 e−τ 2

Lk

(
2τ2
)
dτ = (−1)k

√
π

{
1

2k+1k!
H2

k (0) +
k∑

s=1

H2
k−s (0)

2k−s (k − s)!

}
.

С учетом результата (1.44) интеграл (1.43) при β = 0 и β = 1 примет
соответственно вид

G0
λ = (−1)λ

√
π

2λ+1λ!
H2

λ (0) ,

G2
λ = (−1)λ

√
π

2

{
1

2λ+1λ!
H2

λ (0) +
λ∑

r=1

H2
λ−r (0)

2λ−r (λ− r)!

}
.

(1.45)

Заметим, что исходный интеграл (1.40) равен G2β
λ при β = � + μ.

Формулу (1.42) можно переписать в виде

G2β
λ =

(
β + λ− 1

2

)
G

2(β−1)
λ − λG

2(β−1)
λ−1 , β ∈ N. (1.46)
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Подставляя выражение (1.45) в рекуррентную формулу (1.46), можно
вычислить значения G2β

λ , β = �+ μ. Таким образом,

J	,s
λ (x) = 2 (m�ω)

	+1/2
s∑

μ=0

Cμ
sG

2(	+μ)
λ (κx)

2(s−μ)
. (1.47)

Окончательно для интеграла I	n,k (1.38) получим

I	n,k = An,k2|n−k| |n− k| (m�ω)	+1/2
min(n,k)∑

λ=0

×

×
[|n−k|/2]∑

s=0

(−1)s
(|n− k| − s− 1)!
4ss! (|n− k| − 2s)!

×

×
s∑

μ=0

Cμ
s G

2(	+μ)
λ (κx)|n−k|−2μ L

(|n−k|−1)
min(n,k)−λ

(
2κ2x2

)
e−κ2x2

. (1.48)

Если учесть соотношение (1.24)
1
s
Cs−1

|n−k|−(s+1) =
(|n− k| − s− 1)!
s! (|n− k| − 2s)!

, то

выражение (1.48) примет вид

I	n,k = (−1)min(n,k) (m�ω)
	+1/2

π�
2

3
2 |n−k|

√
min (n, k)!
max (n, k)!

|n− k| ×

×
min(n,k)∑

λ=0

[|n−k|/2]∑
s=0

s∑
μ=0

(−1)s

s
Cs−1

|n−k|−s−1C
μ
s G

2(	+μ)
λ x|n−k|−2μ ×

× L
(|n−k|−1)
min(n,k)−λ

(
2x2
)
e−x2

. (1.49)

В случае, когда n = k, невозможно воспользоваться формулой (1.37),
поэтому интеграл I	n,n (x) имеет вид (1.27). Теорема 2 доказана.

Заметим, что для нахождения коэффициентов G2β
λ (1.35) удобно

использовать формулы нулей полиномов Эрмита H2
2λ (0) =

(2λ)! (2λ)!
λ!λ!

,

H2
2λ+1 (0) = 0.
Используя формулы (1.16) и (1.34) в выражении (1.10), можно по-

лучить распределение средней энергии 〈EN 〉s,x. Получим аналогичное
выражение для распределения 〈EN〉s,p (1.10). Знаменатель и числитель
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дроби (1.10) соответственно имеют вид

R(1)
s (p) =

+∞∑
n,k=0

ρ
(s)
k,n

+∞∫

−∞
wn,k (x, p) dx =

+∞∑
n,k=0

ρ
(s)
k,nJ

0
n,k (p) ,

R(2)
s (p) =

p2

2m
R(1)

s (p) +

N∑
r=0

ar

+∞∑
n,k=0

ρ
(s)
k,n

+∞∫

−∞
xrwn,k (x, p) dx =

=
p2

2m
R(1)

s (p) +

N∑
r=0

ar

+∞∑
n,k=0

ρ
(s)
k,nJ

r
n,k (p) .

(1.50)

Следовательно,

〈EN〉(s)2 (p) = T (p) +

N∑
r=0

ar 〈xr〉(s)2 (p) , (1.51)

〈xr〉(s)2 (p) =

+∞∑
n,k=0

ρ
(s)
k,nJ

r
n,k (p)

+∞∑
n,k=0

ρ
(s)
k,nJ

0
n,k (p)

,

(1.52)

Jr
n,k (p)

det
=

+∞∫

−∞
xrwn,k (x, p) dx, r ∈ N0,

где T (p)
det
= p2/(2m). Сформулируем следующее утверждение.

Теорема 3. Пусть матрица плотности удовлетворяет условию
ρn,k = ρk,n, тогда функции Jr

n,k (p) в выражении для средней величины
〈xr〉(s)2 , r ∈ N0, (1.52) имеют следующий вид:

при n �= k

Jr
n,k (p) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

0, |n− k|+ r = 2ν + 1,

|n− k|
2�κr+1

√
23max(n,k)−min(n,k)

πn!k!
×

×
min(n,k)∑

λ=0

[|n−k|/2]∑
s=0

min(n,k)+s−λ∑
μ=0

(−1)λ+s
λ!

2λ+s+μ+νs
|2 (ν + μ− s)− 1|!!×

×Cμ
min(n,k)+s−λC

λ
kC

λ
nC

s−1
|n−k|−s−1×

× p2(min(n,k)+s−λ−μ) e−p2 , |n− k|+ r = 2ν,
(1.53)
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при n = k

Jr
n,n (p) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎩

0, r = 2�+ 1,

2nn!
κ2	+1�

√
π

n∑
λ=0

n−λ∑
μ=0

(−1)λ |2 (�+ μ)− 1|!!
2λ+	+μλ! [(n− λ)!]

2 ×

×Cμ
n−λ p

2(n−λ−μ) e−p2 , r = 2�,

(1.54)

где p = p/
√
m�ω , ν = 0, 1, ...

Доказательство теоремы 3. Преобразуем интеграл (1.52), получим

R(1)
s (p) 〈xr〉(s)2 =

+∞∑
n,k=0

ρ
(s)
n,k

+∞∫

−∞
xrwn,k (x, p) dx =

=
1
π�

+∞∑
n,k=0

ρ
(s)
n,k

+∞∫

−∞
xr e−2εΥn,k

(√
2ε
)
cos [(n− k)ϕ] dx+

+
i

π�

+∞∑
n,k=0

ρ
(s)
n,k

+∞∫

−∞
xr e−2εΥn,k

(√
2ε
)
sin [(n− k)ϕ] dx. (1.55)

Так как по условию теоремы ρ
(s)
n,k = ρ

(s)
k,n, в силу нечетности функ-

ции sin [(n− k)ϕ] = − sin [(k − n)ϕ] при суммировании по индексам n, k
мнимая часть выражения (1.55) обратится в ноль. Рассмотрим действи-
тельную часть выражения (1.55):

R(1)
s 〈xr〉(s)2 =

+∞∑
n,k=0

ρ
(s)
n,kJ

r
n,k (p),

Jr
n,k (p) =

1
π�

+∞∫

−∞
xr e−2εΥn,k

(√
2ε
)
cos [(n− k)ϕ] dx.

(1.56)

При интегрировании по переменной x ∈ (−∞,+∞) угол ϕ меняется
от π до 0. Значение x = 0 соответствует углу ϕ = π/2. На указанном
промежутке функция cos [(n− k)ϕ] является четной при |n− k| = 2j,
а при |n− k| = 2j + 1 — нечетной. Функция Υn,k

(√
2ε
)

является
четной по переменной x. Следовательно, интеграл (1.56) J2	

n,k(p) = 0
при |n− k| = 2j + 1 и J2	+1

n,k (p) = 0 при |n− k| = 2j. Вычислим ин-
теграл (1.56):

Jr
n,k (p) =

√
n!k!

π�

|n− k|
2

2|n−k|+n+k ×

×
min(n,k)∑

λ=0

[|n−k|/2]∑
s=0

(−1)λ+s

22(λ+s)λ! (k − λ)! (n− λ)!

(|n− k| − s− 1)!
s! (|n− k| − 2s)!

×
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×
+∞∫

−∞
xr e−2εε

n+k
2 −λx|n−k|−2s (2ε)−

|n−k|−2s
2 dx =

=
1

π�κr+1

|n− k|√
n!k!

2
|n−k|

2 +n+k−1×

×
min(n,k)∑

λ=0

[|n−k|/2]∑
s=0

(−1)λ+s
λ!

22(λ+s)−ss
Cλ

kC
λ
nC

s−1
|n−k|−s−1×

×
+∞∫

−∞
e−2εε

n+k−|n−k|
2 +s−λx|n−k|−2s+rdx, (1.57)

Jr
n,k (p) =

1
π�κr+1

|n− k|√
n!k!

2
|n−k|

2 −min(n,k)+n+k−1×

×
min(n,k)∑

λ=0

[|n−k|/2]∑
s=0

(−1)λ+s 2λ−sλ!

22(λ+s)−ss
Cλ

kC
λ
nC

s−1
|n−k|−s−1 e

−p2×

×
+∞∫

−∞
e−x2 (

p2 + x2
)min(n,k)+s−λ

x|n−k|−2s+rdx,

Jr
n,k (p) =

|n− k|
2π�κr+1

√
23max(n,k)−min(n,k)

n!k!

min(n,k)∑
λ=0

×

×
[|n−k|/2]∑

s=0

min(n,k)+s−λ∑
μ=0

(−1)λ+s
λ!

2λ+2ss
Cμ

min(n,k)+s−λC
λ
kC

λ
nC

s−1
|n−k|−s−1×

× p2(min(n,k)+s−λ−μ) e−p2
+∞∫

−∞
e−x2

x|n−k|+r+2(μ−s)dx.

Интеграл, стоящий в выражении (1.57), можно представить как

+∞∫

−∞
e−x2

x|n−k|+r+2(μ−s)dx =

=

⎧⎨
⎩

0, если |n− k|+ r = 2ν + 1,

|2 (ν + μ− s)− 1|!!
2ν+μ−s

√
π , если |n− k|+ r = 2ν.

(1.58)
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С учетом выражения (1.58) интеграл (1.57) примет вид

Jr
n,k (p) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

0, если |n− k|+ r = 2ν + 1,

|n− k|
2�κr+1

√
23max(n,k)−min(n,k)

πn!k!
×

×
min(n,k)∑

λ=0

[|n−k|/2]∑
s=0

min(n,k)+s−λ∑
μ=0

(−1)λ+s λ!

2λ+s+μ+νs
|2 (ν + μ− s)− 1|!!×

×Cμ
min(n,k)+s−λC

λ
kC

λ
nC

s−1
|n−k|−s−1×

×p2(min(n,k)+s−λ−μ) e−p2 , если |n− k|+ r = 2ν.
(1.59)

При n = k интеграл J2	+1
n,n (p) = 0, поэтому достаточно вычислить

только J2	
n,n (p):

J2	
n,n (p) =

2
π�

+∞∫

0

x2	e−2εΥn,n

(√
2ε
)
dx =

=
n!

π�
22n+1

n∑
λ=0

(−1)λ

22λλ! [(n− λ)!]
2

+∞∫

0

x2	e−2εεn−λdx =

=
2n+1n!

κ2	+1π�

n∑
λ=0

(−1)λ e−p2

2λλ! [(n− λ)!]
2

+∞∫

0

x2	 e−x2 (
p2 + x2

)n−λ
dx =

(1.60)

=
2n+1n!

κ2	+1π�

n∑
λ=0

(−1)λ e−p2

2λλ! [(n− λ)!]
2×

×
n−λ∑
μ=0

Cμ
n−λp

2(n−λ−μ)

+∞∫

0

x2(	+μ) e−x2
dx,

J2	
n,n (p) =

2nn!
κ2	+1�

√
π

n∑
λ=0

n−λ∑
μ=0

(−1)λ |2 (�+ μ)− 1|!!
2λ+	+μλ! [(n− λ)!]

2 Cμ
n−λp

2(n−λ−μ) e−p2 .

Учитывая, что R
(1)
s (p) =

+∞∫
−∞

Ws (x, p) dx =
+∞∑
n,k=0

ρn,kJ
0
n,k (p), и выра-

жения (1.56), (1.59), (1.60), приходим к справедливости (1.53) и (1.54).
Теорема 3 доказана.

Подставляя выражения (1.53) и (1.54) в формулу (1.52), можно опре-
делить 〈xr〉(s)2 , а следовательно, и среднюю энергию (1.51) 〈EN 〉(s)2 .
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1.3. Модельный пример. В качестве примера рассмотрим по-
тенциал третьей степени (N = 3) U3(x) с коэффициентами {ar} =
= {0; 0; 2;−0, 2} (1.5). Степень ангармоничности потенциала определя-
ется коэффициентом a3. Решая стационарное уравнение Шрёдингера
с потенциалом U3(x) методом, изложенным в работе [59], получим
волновые функции Ψs(x), где s — номер квантового состояния. На рис. 1
показаны кривые плотности вероятностей |Ψs(x)|2 для первых четырех
состояний s = 0, 1, 2, 3. В случае гармонического осциллятора U2(x)
распределения |Ψs(x)|2 являются четными функциями. Как видно
из рис. 1, кривые распределений |Ψs(x)|2 имеют асимметричный вид
относительно начала координат, что вызвано наличием ангармоничности
в потенциале U3(x). Помимо сдвига распределений вправо наблюдается
рост амплитуды распределений.

Рис. 1. Плотность вероятностей |Ψs|2 (x) для квантовых состояний s = 0, 1, 2, 3

На рис. 2 показаны распределения функций Вигнера Ws (x, p), со-
ответствующих волновым функциям Ψs (x). Для быстрого построения
функции Ws (x, p) использовался численно-аналитический метод, изло-
женный в работе [64]. В отличие от функций Вигнера гармонического
осциллятора распределения квазиплотности вероятностей Ws (x, p), при-
веденные на рис. 2, имеют явный асимметричный вид вдоль координат-
ной оси OX фазовой плоскости. Функция Вигнера основного состояния
(s = 0) гармонического осциллятора является положительной функцией
(теорема Хадсона).

На рис. 2 функцияW0 (x, p) имеет небольшую область отрицательных
значений, которая не заметна на рисунке. Наличие этой области напря-
мую связано с видом функций wn,k (x, p). Из представления (1.8) следует,
что функция wn,k (x, p) в фазовой плоскости имеет факторизованный
вид Rn,k (ε)Φn,k (ϕ). Угловая часть Φn,k (ϕ) принимает положительные и
отрицательные значения независимо от значений ε для всех |n− k| �= 0.
При |n− k| = 0 только одна функция Rn,n (ε) является положительной —
R0,0 (ε), т. е. основное состояние гармонического осциллятора (гауссово
распределение).
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Рис. 2. Плотность квазивероятностей Ws (x, p) для квантовых состояний
s = 0, 1, 2, 3

Внешне функции распределения Ws (x, p) похожи на функции Виг-
нера гармонического осциллятора, но из-за наличия ангармоничности
в потенциале U3 (x) не являются четными по координате.

На рис. 3 приведены распределения средней энергии 〈E3〉(s)1 и 〈E3〉(s)2
(синие кривые, 1) для трех состояний s = 1, 2, 3. Численные расчеты
выполнены по формулам (1.15) и (1.51). Для основного состояния (s = 0)
графики энергий 〈E3〉(0)1 и 〈E3〉(0)2 «почти» совпадают с функциями U3 (x)
и T (p) соответственно, поэтому на рис. 3 они отсутствуют. Слева на
рис. 3 расположены распределения 〈E3〉(s)2 вдоль оси импульсов OP ,
а справа — распределения 〈E3〉(s)1 вдоль оси координат OX . Распре-
деления U3 (x) и T (p) на рис. 3 представлены красными кривыми (2).
Распределения 〈E3〉(s)2 по импульсу являются четными функциями, а
распределения 〈E3〉(s)1 имеют явную асимметричную форму вдоль оси
координат. Все распределения 〈E3〉(s)1 и 〈E3〉(s)2 имеют полюсы, в которых
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Рис. 3 (цветной в электронной версии). Средняя энергия 〈EN〉(s)2 и 〈EN〉(s)1 для
квантовых состояний s = 1, 2, 3

средняя энергия 〈E3〉(s) стремится к бесконечности. Количество полюсов
у функции средней энергии 〈E3〉(s) определяется номером квантового со-
стояния s.

Сравним положение полюсов средних энергий 〈E3〉(s)1 и 〈E3〉(s)2 (см.
рис. 3) с областями, где соответствующие распределения функций Виг-
нера Ws (x, 0) и Ws (0, p) (см. рис. 2) имеют области отрицательных зна-
чений. На рис. 4 сделано наложение данных из рис. 2 и 3. Распределения
Ws (x, 0) и Ws (0, p) на рис. 4 показаны зелеными кривыми (3). Черными
точками на рис. 4 отмечены положения полюсов средних энергий 〈E3〉(s)1
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Рис. 4 (цветной в электронной версии). Области отрицательных значений функ-
ции Вигнера и полюсы энергий

и 〈E3〉(s)2 . Видно, что полюсы средних энергий 〈E3〉(s)1 и 〈E3〉(s)2 (синие
кривые) находятся в областях отрицательных значений распределений
квазиплотностей вероятностей Ws (x, 0) и Ws (0, p) соответственно.

Как и в случае гармонического осциллятора (потенциала второй сте-
пени U2), осциллятор с полиномиальным потенциалом UN также имеет
полюсы функций энергии 〈EN〉(s)1 и 〈EN 〉(s)2 , расположенные в областях,
где функция Вигнера принимает отрицательные значения (см. рис. 4).
Полюсы приводят к разбиению функции распределения энергии 〈EN〉(s)
на энергетические ямы, разделенные бесконечно высокими барьерами
(см. рис. 3). Количество таких ям равно номеру квантового состояния s
осциллятора.



442 ПЕРЕПЁЛКИН Е.Е. И ДР.

Для гармонического осциллятора распределения 〈E2〉(s)1 и 〈E2〉(s)2 яв-
ляются симметричными из-за симметрии функции «энергии» ε (x, p) (1.1)
по координате и импульсу. Для осциллятора с полиномиальным потен-
циалом UN симметрия функций 〈EN 〉(s)1 и 〈EN 〉(s)2 нарушена (см. рис. 3)
наличием ангармонических членов в функции EN (x, p) (1.9).

Несмотря на то, что основное состояние осциллятора с полиноми-
альным потенциалом имеет область отрицательных значений, полюсы
у функций 〈EN 〉(0)1 и 〈EN 〉(0)2 отсутствуют. Заметим, что у гармонического
осциллятора также нет полюсов у функций 〈E2〉(0)1 и 〈E2〉(0)2 основного
состояния (s = 0).

Положение полюсов у функций 〈EN 〉(s)1 и 〈EN〉(s)2 определяется нулями
функций плотностей распределения координат

∣∣Ψs (x)
∣∣2 и импульсов∣∣∣Ψ̃s (p)

∣∣∣2 соответственно (см. рис. 1 для координатного представления).
Исследуем подробнее вопрос взаимосвязи номера квантового состоя-

ния s и количества потенциальных/энергетических ям (см. рис. 4), воз-
никающих из-за полюсов функции энергии 〈E〉(s). Для простоты рассмот-
рим гармонический осциллятор, описываемый волновой функцией ψs(x)
и спектром энергий Es:

ψs (x) =
1√
2ss!

(mω
π�

)1/4
e−

mωx2
2� Hs

(√
mω

�
x

)
,

Es = �ω

(
s+

1
2

)
, s ∈ N0 = N ∪ {0} ,

(1.61)

где Hs — полиномы Эрмита. Величины (1.61) являются решением задачи
Штурма–Лиувилля:⎧⎪⎨

⎪⎩
Ĥψs = Esψs, Ĥ = − �

2

2m
∂2

∂x2
+ U2 (x) ,

lim
x→±∞ |ψs (x)| = 0.

(1.62)

Пусть x(s)k — нули полиномов Эрмита Hs, т. е. Hs

(
x
(s)
k

)
= 0. Извест-

но, что полином Hs имеет s вещественных нулей (k = 1, ... , s), которые
попарно симметрично расположены относительно начала координат, и∣∣x(s)k

∣∣ <√s (s− 1)/2 . Нули x(s)k полиномаHs чередуются с нулями x
(s+1)
k

полинома Hs+1.
Для полинома Hs степени s рассмотрим C2

s+2 = 1/2 (s+ 1) (s+ 2)

множеств
{
σ
(s)
j,n

}
, где j,n = 1, ... ,C2

s+2 и j �= n. Множества
{
σ
(s)
j,n

}
представляют собой отрезки, интервалы и полуинтервалы. Например,
при s = 0 будет только одно множество σ(0)

1,1 — интервал (−∞,+∞), а при



КИНЕМАТИЧЕСКИЕ СВОЙСТВА КВАНТОВОЙ СИСТЕМЫ В ФАЗОВОМ ПРОСТРАНСТВЕ 443

s = 2 получится шесть множеств
{
σ
(2)
j,n

}
, j,n = 1, ... , 6 и j �= n:(

−∞,x(2)1

]
,
(
−∞,x(2)2

]
, (−∞,+∞) ,

(1.63)[
x
(2)
1 ,x(2)2

]
,
[
x
(2)
1 ,+∞

)
,
[
x
(2)
2 ,+∞

)
.

Границу области σ
(s)
j,n будем обозначать σ(s)

j,n. При x ∈ σ
(s)
j,n волновая

функция ψs (x) удовлетворяет уравнению Шрёдингера (1.62), а при x ∈
∈ σ

(s)
j,n ψs (x) = 0 (где в случае бесконечно удаленной границы равенство

ψs (x) = 0 понимается в смысле предела (1.62)).
Таким образом, на каждом множестве σ(s)

j,n может быть рассмотрена
отдельная краевая задача для уравнения Шрёдингера (1.62) с модифици-
рованным потенциалом U (x):

U
(s)

j,n (x) =

{
U2 (x) , если x ∈ σ

(s)
j,n,

+∞, если x = x
(s)
j , x = x

(s)
n ,

(1.64)

где x
(s)
j ,x(s)n ∈ σ

(s)
j,n. Квантовые состояния с нечетными номерами

s = 2n − 1, n ∈ N, имеют одну общую точку xn+1 = 0. Таким образом,
потенциалы U

(2n−1)
1,n+1 (x) и U

(2n−1)
n+1,2n+1 (x) являются общими для нечетных

квантовых состояний, т. е. в областях σ
(2n−1)
1,n+1 и σ

(2n−1)
n+1,2n+1 волновые

функции ψ2n−1 (x) удовлетворяют следующим условиям (рис. 5):⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩

− �
2

2m
∂2ψ2n−1

∂x2
+ U

(2n−1)
1,n+1 ψ2n−1 = E2n−1ψ2n−1,

lim
x→−∞ |ψ2n−1 (x)| = 0, ψ2n−1 (0) = 0,

(1.65)

и ⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩

− �
2

2m
∂2ψ2n−1

∂x2
+ U

(2n−1)
n+1,2n+1ψ2n−1 = E2n−1ψ2n−1,

ψ2n−1 (0) = 0, lim
x→+∞ |ψ2n−1 (x)| = 0.

(1.66)

Как видно из рис. 5, в каждой новой потенциальной яме U
(2n−1)
1,n+1 (x) и

U
(2n−1)
n+1,2n+1 (x) существуют свои волновые функции ψ

(−)

	 , ψ
(+)

	 и соответ-
ствующие им собственные значения энергии E	, где � ∈ N0.

По аналогии с энергетическим спектром Es соседние энергетические
уровни

E	 = �ω

(
2�+

3
2

)
, � ∈ N0, (1.67)
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Рис. 5. Плотность вероятностей для краевых задач (1.65) и (1.66)

Рис. 6. Полюсы функции средней энергии
〈
ε
〉(1)
1

, функция Вигнера W1 и плот-

ность вероятностей
∣∣ψ±

0

∣∣2

отстоят друг от друга на одинаковом расстоянии, которое для за-
дач (1.65) и (1.66) равно 2�ω. Отметим, что в соответствии с условием
нормировки новые волновые функции ψ

(−)

	 , ψ
(+)

	 отличны от исходных
волновых функций ψ2n−1 двойным нормировочным коэффициентом.
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Фактически получается, что в новых потенциалах U
(2n−1)
1,n+1 (x) и

U
(2n−1)
n+1,2n+1 (x) существуют новые квантовые осцилляторы со своими вол-

новыми функциями и спектрами энергий.
«Разделение» потенциала U2 (x) на два потенциала U

(2n−1)
1,n+1 (x) и

U
(2n−1)
n+1,2n+1 (x) можно рассмотреть с позиции отрицательных значений

функции Вигнера. Выше было показано, что в области отрицательных
значений функции Вигнера находятся полюсы функции средней энер-
гии (1.2)–(1.4) гармонического осциллятора

〈
ε
〉(s)
1 (x) (рис. 6).

На рис. 6, а показано распределение функции Вигнера W1 (x, 0) вдоль
оси координат для первого возбужденного состояния. В центре (x = 0)
области, в которой функция W1 имеет отрицательные значения, нахо-
дится полюс функции средней энергии

〈
ε
〉(1)
1 . Функция средней энергии〈

ε
〉(1)
1 симметрично локализуется справа и слева относительно полюса

в точке x = 0. Полюс функции
〈
ε
〉(1)
1

создает бесконечный энергетиче-
ский барьер, который формально приводит к двум «независимым» кван-
товым системам, поведение которых определяется волновыми функциями
ψ
(−)

	 , ψ
(+)

	 (рис. 6, б). Для квантовых состояний с номерами � > 0 можно
построить распределения аналогичные представленным на рис. 6.

1.4 Построение и анализ аппроксимации Власова–Моэля для
электрических систем. Классическое и квантовое описания физических
систем имеют существенные отличия. Центральное для классической
физики понятие траектории отсутствует в квантовом описании микроми-
ра. Введение Е. Вигнером фазового пространства для квантовых систем,
несмотря на принцип неопределенности Гейзенберга, позволило анали-
зировать процессы, протекающие в микромире в терминах классической
физики. Функция Вигнера W (�r, �p, t) квазиплотности вероятностей кван-
товой системы в фазовом пространстве имеет области отрицательных
значений [45, 65, 66], а ее эволюция описывается уравнением Моэля:

∂

∂t
W +

�p

m
∇rW −∇rU · ∇pW =

+∞∑
l=1

(−1)l (�/2)2l

(2l + 1)!
U
(←∇r · �∇p

)2l+1
W ,

(1.68)
где U — потенциал, входящий в уравнение Шрёдингера. Уравнение Мо-
эля (1.68) может быть получено из уравнения фон Неймана для матрицы
плотности ρ̂ и представления функции Вигнера

W (�r, �p, t) =
1

(2π�)3

∫

R3

〈
�r − �s

2

∣∣∣∣ ρ̂
∣∣∣∣�r + �s

2

〉
e−i �p·�s

� d3s. (1.69)

Правая часть уравнения (1.68) содержит ряд с коэффициентами �
2l,

где � — редуцированная постоянная Планка. Если для уравнения (1.68)
формально выполнить «классический предельный переход» при � → 0, то
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уравнение Моэля (1.68) перейдет в классическое уравнение Лиувилля
для функции распределения f (�r, �p, t) с нулевой правой частью. В резуль-
тате уравнение (1.68) выглядит как расширение уравнения Лиувилля на
случай квантовых систем.

При выводе уравнения Моэля предполагается, что потенциал U яв-
ляется аналитической функцией, т. е. допускает разложение в степенной
ряд. В случае полиномиального потенциала вида

UN (x, y, z, t) =
N∑

k1,k2,k3=0

(
ak1x

k1 + bk2y
k2 + ck3z

k3
)
, (1.70)

где ak1 , bk2 , ck3 — известные коэффициенты в работе [59], была построена
аппроксимация Власова–Моэля средней кинематической величины

〈
�̇v
〉
1,2

квантовой системы, описываемой функцией Вигнера (1.69):

〈
v̇μ
〉
1,2 =

+∞∑
l=0

(−1)l+1 (�/2)2l

m2l+1 (2l + 1)!
∂2l+1U

∂x2l+1
μ

1
f 1,2

∂2lf 1,2

∂v2lμ
, (1.71)

где f 1,2 (�r,�v, t) = m3W (�r, �p, t). Подстановка аппроксимации (1.71) во
второе уравнение Власова для функции f 1,2

∂

∂t
f 1,2 + �v · ∇rf

1,2 + divv

[
f 1,2
〈
�̇v
〉
1,2

]
= 0 (1.72)

переводит уравнение (1.72) в уравнение Моэля (1.68). Таким образом,
уравнение Моэля является частным случаем второго уравнения Власо-
ва (1.72).

Заметим, что при умножении уравнения (1.72) на компоненту ско-
рости vμ и последующем интегрировании его по всему пространству
скоростей получится уравнение движения в гидродинамическом прибли-
жении [33, 34]

d

dt

〈
vμ
〉
1 =

(
∂

∂t
+
〈
vλ
〉
1

∂

∂xλ

)
〈vμ〉1 = − 1

f 1
∂Pμλ

∂xλ
+
〈
v̇μ
〉
1, (1.73)

Pμλ =

∫

R3

f 1,2
(
vμ − 〈vμ〉1

)
(vλ − 〈vλ〉1) d3v, (1.74)

где Pμλ — тензор давления, а средние кинематические величины 〈vμ〉1
и
〈
v̇μ
〉
1,2 удовлетворяют соотношениям

f 1 〈vμ〉1 =
∫

R3

f 1,2vμd
3v, f 1

〈
v̇μ
〉
1 =

∫

R3

f 1,2
〈
v̇μ
〉
1,2d

3v, f 1 =

∫

R3

f 1,2d3v.

(1.75)
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Функция f 1 является решением первого уравнения Власова, которое
получается при интегрировании уравнения (1.72) по пространству скоро-
стей (1.75):

∂

∂t
f 1 + divr

[
f 1
〈
�v
〉
1

]
= 0. (1.76)

Для произвольного аналитического потенциала U построение ап-
проксимации кинематической величины

〈
�̇v
〉
1,2 не является тривиальной

задачей. Такая неопределенность в виде поля
〈
�̇v
〉
1,2

возникает из-за неод-
нозначного перехода от функции квазиплотности вероятностей (функции
Вигнера) f 1,2 = m3W к векторному полю

〈
�̇v
〉
1,2, которое не может быть

однозначно определено. Квантовый формализм работает со скалярной
величиной в виде волновой функции Ψ, плотностью вероятностей |Ψ|2
или квазиплотностью вероятностей W . Классическая физика (кинемати-
ческое уравнение Власова (1.72)) содержит среднее векторное поле уско-
рений

〈
�̇v
〉
1,2
. В квантовом формализме отсутствует понятие траектории

частицы, которое требует наличия векторной величины
〈
�̇v
〉
1,2, присущей

классической физике. Считается, что уравнение Шрёдингера и волновая
функция несут всю информацию об эволюции квантовой системы [68].
Попытка интерпретировать поведение квантовой системы в терминах
классической физики требует дополнительной информации. Отсутствие
этой информации порождает неопределенность в виде поля

〈
�̇v
〉
1,2.

Заметим, что первое слагаемое в аппроксимации (1.71) соответствует
классическому уравнению движения m

〈
�̇v
〉
1,2 = −∇rU + ... (1.73). По-

следующие члены ряда (1.71) имеют коэффициенты �
2l, которые при

формальном предельном переходе к классической механике � → 0 дол-
жны уйти.

Исследуем корректность предельного перехода � → 0 в уравне-
нии (1.68) и варианты построения аппроксимаций типа (1.71). Исходя
из уравнения Моэля (1.68) и второго уравнения Власова (1.72) должно
быть выполнено соотношение

divv �J
2
1,2 = divv

[
f 1,2
〈
�̇v
〉
1,2

]
=

+∞∑
l=0

(−1)l+1
(�/2)2l

m2l+1 (2l + 1)!
U
(←∇r · �∇v

)2l+1
f 1,2.

(1.77)
Если функция f 1,2 удовлетворяет условию Власова на бесконечно-

сти [33], то поле �J 2
1,2 имеет быстрый спад (1/v2+ε, ε > 0). По теореме

Гельмгольца [68] достаточно гладкое векторное поле �J 2
1,2 может быть

представлено как сумма потенциального и вихревого полей

�J 2
1,2 =

�J
2(p)
1,2 + �J

2(s)
1,2 = −∇vΠ

1,2 + curlv�Υ1,2, (1.78)

где индексы p и s обозначают соответственно потенциальную и вихревую
компоненту поля �J 2

1,2.
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Выражение (1.77) содержит информацию только о потенциальной
компоненте поля �J 2

1,2, т. е. divv �J
2
1,2 = −ΔvΠ

1,2. Используя выраже-
ние (1.77), можно найти потенциал Π1,2 с точностью до гармонической
функции:

Π1,2 (�r,�v, t) =
1
4π

∫

R3

1
|�v − �v′|divv

�J 2
1,2d

3v′. (1.79)

Теорема 4. Пусть выполнено условие (1.77), в котором ряд до-
пускает почленное интегрирование, тогда выражение для скалярного
потенциала (1.79) имеет вид

Π1,2 =

+∞∑
l=0

(−1)l+1
(�/2)2l

m2l+1 (2l + 1)!
U
(←∇r · �∇v

)2l+1
ϑ1,2, (1.80)

где

ϑ1,2 (�r,�v, t) def
=

1
4π

∫

(∞)

f 1,2 (�r,�v′, t)
|�v − �v′| d3v′, (1.81)

при этом
Δvϑ

1,2 = −f 1,2. (1.82)

Доказательство теоремы 4. Подставляя выражение (1.77) в инте-
грал (1.79) и предполагая выполненным условие почленного интегриро-
вания ряда (1.77), получим

Π(�r,�v, t) =
1
4π

+∞∑
l=0

(−1)l+1
(�/2)2l

m2l+1 (2l + 1)!

∫

R3

1
|�v − �v′|U

(←∇r · �∇v

)2l+1
f 1,2d3v′ =

=
1
4π

+∞∑
l=0

(−1)l+1
(�/2)2l

m2l+1 (2l + 1)!

∫

R3

1
|�v − �v′| ×

×
∑

k1+k2+k3=2l+1

(2l + 1)!
k1!k2!k3!

U

( ←
∂

∂x

�∂

∂v′x

)k1 ( ←
∂

∂y

�∂

∂v′y

)k3 ( ←
∂

∂z

�∂

∂v′z

)k3

f 1,2d3v′ =

=
1
4π

+∞∑
l=0

(−1)l+1
(�/2)2l

m2l+1 (2l + 1)!

∑
k1+k2+k3=2l+1

(2l + 1)!
k1!k2!k3!

∂2l+1U

∂xk1∂yk2∂zk3
×

×
+∞∫

−∞

1
|�v − �v′|

(
�∂

∂v′x

)k1

f 1,2dv′x

+∞∫

−∞

( ←
∂

∂v′z

)k3

dv′z

+∞∫

−∞

( ←
∂

∂v′y

)k2

dv′y. (1.83)
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Вычислим отдельно интеграл по v′x:
+∞∫

−∞

1
|�v − �v′|

∂k1f 1,2

∂v′k1
x

dv′x =
1

|�v − �v′|
∂k1−1f 1,2

∂v′k1−1
x

∣∣∣∣+∞

−∞
−

−
+∞∫

−∞

∂k1−1f 1,2

∂v′k1−1
x

∂

∂v′x

1
|�v − �v′|dv

′
x = −

+∞∫

−∞

∂k1−1f 1,2

∂v′k1−1
x

∂

∂v′x

1
|�v − �v ′|dv

′
x =

= − ∂k1−2f 1,2

∂v′k1−2
x

∂

∂v′x

1
|�v − �v ′|

∣∣∣∣+∞

−∞
+

+∞∫

−∞

∂k1−2f 1,2

∂v′k1−2
x

∂2

∂v′2x

1
|�v − �v ′|dv

′
x =

=

+∞∫

−∞

∂k1−2f 1,2

∂v′k1−2
x

∂2

∂v′2x

1
|�v − �v ′|dv

′
x = ... = (−1)k1

+∞∫

−∞
f 1,2

∂k1

∂v′k1
x

1
|�v − �v ′|dv

′
x,

(1.84)

где учтен быстрый спад на ноль функции распределения и ее производ-
ных при v → ∞. Для интегралов по переменным v′y и v′z можно получить
выражения, аналогичные представлению (1.84). Учитывая сказанное и
подставляя (1.84) в (1.83), получим

Π1,2 (�r,�v, t) =
1
4π

+∞∑
l=0

(−1)l+1
(�/2)2l

m2l+1 (2l + 1)!
×

×
∑

k1+k2+k3=2l+1

(2l + 1)!
k1!k2!k3!

(−1)k1 ∂2l+1U

∂xk1∂yk2∂zk3
×

×
+∞∫

−∞

∂k1

∂v′k1
x

(
1

|�v − �v ′|
)( �∂

∂v′z

)k3
(

�∂

∂v′y

)k2

f 1,2dv′x

+∞∫

−∞
dv′z

+∞∫

−∞
dv′y =

=
1
4π

+∞∑
l=0

(−1)l+1
(�/2)2l (−1)2l+1

m2l+1 (2l + 1)!
×

(1.85)

×
∑

k1+k2+k3=2l+1

(2l + 1)!
k1!k2!k3!

∂2l+1U

∂xk1∂yk2∂zk3

∫

(∞)

f 1,2
∂2l+1

∂v′k1
x ∂v′k2

y ∂v′k3
z

1
|�v − �v ′|d

3v ′ =

=
1
4π

+∞∑
l=0

(−1)l (�/2)2l

m2l+1 (2l + 1)!

∫

(∞)

f 1,2×

×
∑

k1+k2+k3=2l+1

(2l + 1)!
k1!k2!k3!

∂2l+1U

∂xk1∂yk2∂zk3

∂2l+1

∂v′k1
x ∂v′k2

y ∂v′k3
z

1
|�v − �v ′|d

3v ′,

Π1,2 (�r,�v, t) =
1
4π

+∞∑
l=0

(−1)l (�/2)2l

m2l+1 (2l + 1)!
U

∫

R3

[(←∇r · �∇v ′
)2l+1 1

|�v − �v ′|
]
f 1,2d3v ′.
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Заметим, что
∂

∂v′μ

1
|�v − �v ′| = − ∂

∂vμ

1
|�v − �v ′| ⇒ ∂

∂v′kμ

1
|�v − �v ′| = (−1)k

∂

∂vμ

1
|�v − �v ′| .

(1.86)
С учетом преобразования (1.86) выражение (1.85) примет вид

Π1,2 (�r,�v, t) =
1
4π

+∞∑
l=0

(−1)l (�/2)2l

m2l+1 (2l + 1)!
×

×
∑

k1+k2+k3=2l+1

(−1)2l+1
(2l + 1)!

k1!k2!k3!

∂2l+1U

∂xk1∂yk2∂zk3

∂2l+1

∂vk1
x ∂v

k2
y ∂v

k3
z

×

×
∫

R3

f 1,2
1

|�v − �v ′|d
3v ′ =

+∞∑
l=0

(−1)l+1
(�/2)2l

m2l+1 (2l + 1)!
U
(←∇r · �∇v

)2l+1
ϑ1,2.

Теорема 4 доказана.
Замечание 1. С точки зрения теории потенциала функция ϑ1,2 (1.81)

задает скалярный потенциал, создаваемый источниками, распределенны-
ми в пространстве скоростей с плотностью f 1,2 (�r,�v, t). Уравнение (1.82)
является уравнением Пуассона

divv �D
2
1,2 = f 1,2. (1.87)

Согласно теореме Гельмгольца поле �D2
1,2 можно представить как

�D2
1,2 = −∂1 �A 2

1,2 −∇vϑ
1,2, (1.88)

где ∂1 = ∂0 + �v · ∇r и ∂0 = ∂/∂t,

divv �A
2
1,2 = divr �A

2
1,2 = 0. (1.89)

Второе условие divr �A
2
1,2 = 0 в (1.89) является дополнительным на

координатную зависимость векторного потенциала �A 2
1,2. Если существу-

ет такое поле �A 2
1,2, удовлетворяющее условиям (1.89), то представ-

ление (1.88) является корректным, т. е. divv

(
∂1 �A

2
1,2

)
= 0 и уравне-

ние (1.87) выполнено. Действительно,

divv

(
∂1 �A1,2

)
= ∂0divv �A1,2 + divv

[
(�v · ∇r) �A1,2

]
=

= ∂0divv �A1,2 + divr �A1,2 + (�v · ∇r) divv �A1,2,

divv

(
∂1 �A

2
1,2

)
= ∂1divv �A

2
1,2 + divr �A

2
1,2,

(1.90)

где учтено, что

∂

∂vα

(
vβ

∂

∂xβ
A2

α

)
= δαβ

∂

∂xβ
A2

α + vβ
∂

∂xβ

∂

∂vα
A2

α =
∂

∂xα
A2

α + vβ
∂

∂xβ

∂

∂vα
A2

α.
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Выражение (1.90) доказывает справедливость представления (1.88)
для уравнения (1.87). Так как функция f 1,2 (�r,�v, t) удовлетворяет вто-
рому уравнению Власова, согласно работе [12] получим уравнения для
полей �D1

1,2 и �D2
1,2:

f 1,2 = divr �D
1
1,2 + divv �D

2
1,2, (1.91)

где
divr �D

1
1,2 = 0. (1.92)

Уравнение (1.91) является расширением исходного уравнения (1.87).
Подставляя (1.91) во второе уравнение Власова, получим

∂1f
1,2 + divv

[
f 1,2
〈
�̇v
〉
1,2

]
= 0,

(1.93)
divr∂0 �D

1
1,2 + divv∂0 �D

2
1,2 + �v · ∇rdivr �D

1
1,2 + �v · ∇rdivv �D

2
1,2 + divv �J

2
1,2 = 0.

Учтем, что

�v · ∇rdivr �D
1
1,2 �→ vβ

∂

∂xβ

∂D1
α

∂xα
=

∂

∂xα
vβ
∂D1

α

∂xβ
�→ divr

[
(�v · ∇r) �D

1
1,2

]
,

(1.94)

�v · ∇rdivv �D
2
1,2 �→ vβ

∂

∂xβ

∂

∂vα
D2

α =
∂

∂vα

(
vβ

∂

∂xβ
D2

α

)
− δαβ

∂

∂xβ
D2

α =

=
∂

∂vα

(
vβ

∂

∂xβ
D2

α

)
− ∂

∂xα
D2

α, (1.95)

�v · ∇rdivv �D
2
1,2 = divv

[
(�v · ∇r) �D

2
1,2

]
− divr �D

2
1,2.

Подстановка выражений (1.94) и (1.95) в уравнение (1.93) приводит
к соотношению

divr

[
∂0 �D

1
1,2 + (�v · ∇r) �D

1
1,2 +

�J 1
1,2

]
+

+ divv

[
∂0 �D

2
1,2 + (�v · ∇r) �D

2
1,2 + �J 2

1,2

]
= 0, (1.96)

где �J 1
1,2

def
= − �D2

1,2. Соотношение (1.96) может быть выполнено при усло-
виях [70]:

∂1 �D
1
1,2 +

�J 1
1,2 = curlr �H

1
1,2, (1.97)

∂1 �D
2
1,2 + �J 2

1,2 = curlv �H
2
1,2, (1.98)

где �H1
1,2 и �H2

1,2 — некоторые поля. В работе [69] приведены уравнения
Максвелла второго ранга для дисперсионной цепочки уравнений кванто-
вой механики, совпадающие с (1.91), (1.97) и (1.98) при условии �H1

1,2 = 0
и divr �D

1
1,2, отличном от нуля. В случае �H1

1,2 �= 0 можно получить уравне-
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ние на поле �H1
1,2. Из сравнения представления (1.88) и уравнения (1.97)

следует, что

�D2
1,2 = ∂1 �D

1
1,2 − curlr �H

1
1,2 = −∂1 �A 2

1,2 −∇vϑ
1,2,

т. е.

�A 2
1,2 = − �D1

1,2, divr �D
1
1,2 = −divr �A

2
1,2 = 0, (1.99)

curlr �H
1
1,2 = ∇vϑ

1,2, (1.100)

где учтено условие (1.89). Возьмем divv от уравнения (1.100), получим

divvcurlr �H
1
1,2 = Δvϑ

1,2 = −f 1,2, εβαλ
∂2H1

λ

∂xα∂vβ
= −f 1,2, (1.101)

где εβαλ — символ Леви-Чивиты. Если уравнение (1.101) разрешимо, то
его решение определяет поле �H1

1,2 с точностью до некоторой вихревой
функции по пространству скоростей.

Если ряд (1.80) допускает почленное дифференцирование, то из тео-
ремы 4 следует, что потенциальная компонента �J

2(p)
1,2 плотности тока

вероятностей (1.78) имеет вид

J2(p)
μ = − ∂

∂vμ
Π1,2 = −

+∞∑
l=0

(−1)l+1
(�/2)2l

m2l+1 (2l + 1)!
U
(←∇r · �∇v

)2l+1 ∂ϑ1,2

∂vμ
. (1.102)

Теорема 5. Пусть поле тока �J 2
1,2 (1.78) представимо в ви-

де (1.78)–(1.82), а ряд (1.102) допускает почленное интегрирование,
тогда выполнено условие Власова [33] нулевого потока по простран-
ству скоростей ∫

Σ∞

�J 2
1,2 · d�σv = 0, (1.103)

где Σ∞ — бесконечно удаленная поверхность.
Доказательство теоремы 5. Согласно теории потенциала асимпто-

тика ϑ1,2 при v → ∞ имеет вид ϑ1,2 = C/|�v − �v∗|, где C = C (�r, t) —
некоторая функция, а �v∗ — некоторая точка из пространства скоростей.
Следовательно, ∂ϑ1,2/∂vμ ∼ 1/v2 при v → ∞. Потенциал (1.80) будет
иметь асимптотику

Π1,2 = − 1
m
U
(←∇r · �∇v

)
ϑ1,2 +

+

+∞∑
l=1

(−1)l+1 (�/2)2l

m2l+1 (2l + 1)!
U
(←∇r · �∇v

)2l+1
ϑ1,2 ∼ 1

v2
+O

(
�
2

v4

)
,

отсюда
∂

∂vμ
Π1,2 ∼ 1

v3
+O

(
�
2

v5

)
. (1.104)
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Из разложения (1.78) следует, что

divv �J
2
1,2 = −ΔvΠ

1,2, (1.105)

∫

Σ∞

�J2
1,2 · d�σv = −

∫

Σ∞

∇vΠ
1,2 · d�σv = −

+∞∫

−∞
dvy

+∞∫

−∞
dvz

∂Π1,2

∂vx

∣∣∣∣vx=+∞

vx=−∞
−

−
+∞∫

−∞
dvy

+∞∫

−∞
dvx

∂Π1,2

∂vy

∣∣∣∣vy=+∞

vy=−∞
−

+∞∫

−∞
dvx

+∞∫

−∞
dvy

∂Π1,2

∂vz

∣∣∣∣vz=+∞

vz=−∞
= 0,

(1.106)

где учтена асимптотика (1.104). Аналогичный результат получается при
использовании функции распределения f 1,2, удовлетворяющей условию
Власова. Например, для первого члена ряда (1.77) при условии почлен-
ного интегрирования получаем
∫

R3

ΔvΠ
1,2d3v =

1
m
U

∫

R3

(←∇r · �∇v

)
f 1,2d3v + ... =

=
1
m

∂U

∂x

∫

R3

∂

∂vx
f 1,2d3v +

1
m

∂U

∂y

∫

R3

∂

∂vy
f 1,2d3v +

+
1
m

∂U

∂z

∫

R3

∂

∂vz
f 1,2d3v + ... = 0.

Выражение (1.106) доказывает теорему 5.
Заметим, что при получении цепочки уравнений Власова предпола-

гается выполненным условие быстрого спада на ноль функции распре-
деления f 1,2 на бесконечно удаленной поверхности Σ∞, гарантирующее
выполнение равенства (1.103). В рассматриваемом случае (1.77) в правой
части вместо f 1,2 изначально стоит функция Вигнера, которая не обязана
удовлетворять условию Власова. Поэтому выполнение теоремы 5 гаран-
тирует быстрый спад функции Вигнера на бесконечности.

1.5. Многозначность и «квантовая» неопределенность. Представ-
ление (1.102) позволяет построить потенциальную компоненту J

2(p)
μ

плотности тока �J 2
1,2. Вихревая компонента �Υ1,2 (1.78) остается неизвест-

ной, так как уравнение (1.77) содержит информацию только о скалярных
источниках поля. С математической точки зрения есть две проблемы.
Первая заключается в отсутствии информации о вихревой компонен-
те �Υ1,2 поля (1.78). Соотношение (1.77) содержит информацию только
о скалярных источниках поля �J 2

1,2. Если допустить, что существует
способ или уравнение, из которого можно найти вихревое поле �Υ1,2,
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то возникает вторая проблема, связанная с неоднозначностью решения
задачи Гельмгольца (1.78). Например, к потенциалу Π1,2 можно добавить
произвольную гармоническую функцию u1,2:

Π1,2 �→ Π1,2 + u1,2, где Δvu
1,2 = 0. (1.107)

Добавление поля ∇vu
1,2 в разложение (1.78) не изменит выражения

для divv �J
2
1,2 и curlv �J

2
1,2. Постановка задачи о восстановлении поля �J 2

1,2
по div и curl имеет три варианта:

1) внутренняя задача (в ограниченной области Ωi с гладкой грани-
цей Γi и условием на ней);

2) внешняя задача (в неограниченной области с вырезом Ωe = R
3\Ωcut

и граничным условием на Γe);
3) задача для всего пространства R

3 (предполагается выполненным
условие Власова на бесконечности).

Все три варианта при условии существования решения имеют един-
ственное решение. В вариантах 1 и 2 единственность решения определя-
ется граничными условиями на границах Γe,i, которые определяют выбор
функции u1,2. На границе Γe,i может быть задано условие Дирихле,
Неймана или условие смешанного типа.

Заметим, что потенциал u1,2 является решением уравнения эллип-
тического типа (1.107). Таким образом, значения функции u1,2 внутри
области Ωe,i определяются значениями в каждой точке на границе Γe,i.
Если хотя бы в одной точке на границе Γe,i изменить значение потен-
циала u1,2 (или его нормальной производной), то поле ∇vu

1,2 внутри
области Ωe,i будет другим. Такая математическая связь схожа со
свойством нелокальности физической системы.

Согласно принципу максимума для гармонических функций потенци-
ал u1,2 принимает свое максимальное и минимальное значение на гра-
нице Γe,i. Если гипотетически можно локализовать физическую систему
в достаточно большой области, на границе которой значения потенциа-
ла u1,2 стремятся к нулю (условие Власова), то согласно теореме Лиувил-
ля функция u1,2 будет стремиться к постоянной величине. С формаль-
ной точки зрения неопределенность, вызванная полем ∇vu

1,2, исчезнет.
Описанная ситуация соответствует третьему варианту постановки задачи
Гельмгольца для всего пространства.

Замечание 2. Таким образом, при переходе от квантового описания
к классическому возникает неопределенность в построении поля �J 2

1,2,
вызванная отсутствием информации о вихревой компоненте �Υ1,2 и гра-
ничных условий для первого и второго вариантов постановки (которые
связаны с нелокальностью системы). Несмотря на возможные разные
виды аппроксимаций средней кинематической

〈
�̇v
〉
1,2
, решение уравнения

Власова–Моэля останется неизменным, так как оно зависит только от
скалярных источников поля (1.77), которые однозначно определены.
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Помимо метода Гельмгольца, изложенного в п. 1.4, можно рассмот-
реть построение поля J

2(p)
μ по выражению (1.77) из «физических» со-

ображений. Сначала получим упрощенный вариант для представления
поля �J 2

1,2. Выражение (1.102) требует знания потенциала ϑ1,2, который
ищется путем интегрирования по всему пространству скоростей (1.81).
Рассмотрим аппроксимацию �J 2

1,2 следующего вида.

Определение 1. Аппроксимацию среднего поля ускорений
〈
v̇μ
〉
1,2

вида

f 1,2
〈
v̇μ
〉
1,2

def
=

+∞∑
l=0

(−1)l+1
(�/2)2l

m2l+1 (2l + 1)!
∂U

∂xμ

(←∇r · �∇v

)2l
f 1,2 (1.108)

будем называть аппроксимацией Власова–Моэля для произвольного
аналитического потенциала U (�r, t) .

Теорема 6. Если ряд (1.108) допускает почленное интегрирова-
ние и дифференцирование, то подстановка аппроксимации (1.108) во
второе уравнение Власова (1.72) дает уравнение Моэля (1.68) для
функции Вигнера f 1,2 (�r,�v, t) = m3W (�r, �p, t), при этом〈

v̇μ
〉
1
=

1
f 1

∫

R3

f 1,2
〈
v̇μ
〉
1,2
d3v = − 1

m

∂U

∂xμ
. (1.109)

Доказательство теоремы 6. Вычислим divv

[
f 1,2
〈
�̇v
〉
1,2

]
, получим

∂

∂vμ

[
f 1,2
〈
v̇μ
〉
1,2

]
=

+∞∑
l=0

(−1)l+1
(�/2)2l

m2l+1 (2l + 1)!
∂U

∂xμ

(←∇r · �∇v

)2l ∂f 1,2
∂vμ

=

=

+∞∑
l=0

(−1)l+1
(�/2)2l

m2l+1 (2l + 1)!
U
(←∇r · �∇v

)2l+1
f 1,2. (1.110)

С учетом (1.110) второе уравнение Власова примет вид

∂1f
1,2 +

∂

∂vμ

[
f 1,2
〈
v̇μ
〉
1,2

]
= 0, (1.111)

∂W

∂t
+

1
m
�p · ∇rW −∇rU · ∇pW =

=
+∞∑
l=1

(−1)l (�/2)2l

(2l + 1)!
U
(←∇r · �∇p

)2l+1
W = 0. (1.112)

Проинтегрируем аппроксимацию (1.108) по пространству скоростей,
получим
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∫

R3

f 1,2
〈
v̇μ
〉
1,2d

3v = f 1
〈
v̇μ
〉
1 =

−1
m

∂U

∂xμ

∫

R3

f 1,2d3v+

+

+∞∑
l=1

(−1)l+1
(�/2)2l

m2l+1 (2l + 1)!
∂U

∂xμ

∫

R3

(←∇r · �∇v

)2l
f 1,2d3v =

=
−1
m

∂U

∂xμ
f 1 +

+∞∑
l=1

(−1)l+1
(�/2)2l

m2l+1 (2l + 1)!
∂U

∂xμ
×

×
∑

k1+k2+k3=2l

←
∂
2l

∂xk1∂yk2∂zk3

∫

R3

�∂2lf 1,2

∂vk1
x ∂v

k2
y ∂v

k3
z

d3v =
−1
m

∂U

∂xμ
f 1, (1.113)

где учтены соотношения (1.75) и условия Власова на бесконечности для
функции распределения. Теорема 6 доказана.

Замечание 3. Аппроксимация (1.108) имеет ряд отличий от аппрок-
симации (1.102). Во-первых, с математической точки зрения выраже-
ние (1.108) проще, чем (1.102), так как не требует нахождения допол-
нительного потенциала ϑ1,2 (1.81). Во-вторых, (1.108) может содержать
вихревые компоненты поля �J 2

1,2:

curlv �J
2
1,2 =

+∞∑
l=0

(−1)l (�/2)2l

m2l+1 (2l + 1)!
U
(←∇r · �∇v

)2l (←∇r × �∇v

)
f 1,2. (1.114)

В-третьих, с физической точки зрения первый член ряда аппрокси-
мации (1.108) имеет наглядную интерпретацию в виде аналога второго
закона Ньютона:〈

v̇μ
〉
1,2 = − 1

m

∂U

∂xμ
+

1
f 1,2

�
2

4!m3

∂3U

∂xμ∂xλ∂xν

∂2f 1,2

∂vλ∂vν
− ... (1.115)

В классическом пределе (� → 0) при ограниченности производных от
функций U и f 1,2 аппроксимация (1.115) переходит в аналог второго
закона Ньютона m

〈
�̇v
〉
1,2 = −∇rU . Схожий результат получается согласно

теореме 6 при усреднении (1.108) по пространству скоростей (1.109).
Средний поток ускорений

〈
v̇μ
〉
1 соответствует внешней силе в уравнении

движения (1.73).
Переход от выражения (1.77) к аппроксимации (1.108) в силу разло-

жения Гельмгольца (1.78) не является единственным. Рассмотрим ана-
логи аппроксимации (1.108). Запишем выражение (1.77), группируя сла-
гаемые при одинаковых степенях �, например, для первых двух степеней
�
0 и �

2 получим:
при �

0

U
(←∇r · �∇v

)
f 1,2 =

∂U

∂x

∂f 1,2

∂vx
+
∂U

∂y

∂f 1,2

∂vy
+
∂U

∂z

∂f 1,2

∂vz
, (1.116)
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при �
2

U
(←∇r · �∇v

)3
f 1,2 =

∂3f 1,2

∂v3x

∂3U

∂x3
+
∂3f 1,2

∂v3y

∂3U

∂y3
+
∂3f 1,2

∂v3z

∂3U

∂z3
+

+ 3
∂3f 1,2

∂vx∂v2y

∂3U

∂x∂y2
+ 3

∂3f 1,2

∂vx∂v2z

∂3U

∂x∂z2
+ 2

∂3f 1,2

∂vx∂vy∂vz

∂3U

∂x∂y∂z
+

+ 3
∂3f 1,2

∂v2x∂vy

∂3U

∂x2∂y
+ 3

∂3f 1,2

∂vy∂v2z

∂3U

∂y∂z2
+ 2

∂3f 1,2

∂vx∂vy∂vz

∂3U

∂x∂y∂z
+

+ 3
∂3f 1,2

∂v2x∂vz

∂3U

∂x2∂z
+ 3

∂3f 1,2

∂v2y∂vz

∂3U

∂y2∂z
+ 2

∂3f 1,2

∂vx∂vy∂vz

∂3U

∂x∂y∂z
. (1.117)

Согласно выражению (1.77) каждое из слагаемых (1.116), (1.117)
соответствует фрагменту выражения

∂

∂vμ

[
f 1,2
〈
v̇μ
〉
1,2

]
. Потенциал U не

зависит от скорости �v, поэтому для выражения (1.116) естественным
видится соответствие

∂

∂vμ

[
f 1,2
〈
v̇μ
〉
1,2

]
�→ ∂U

∂xμ

∂f 1,2

∂vμ
⇒ 〈v̇μ〉1,2 �→ ∂U

∂xμ
. (1.118)

Соответствие (1.118) присутствует в аппроксимации (1.108)–(1.115)
и с физической точки зрения является естественным (см. замечание 2).
Для слагаемых (1.117) существует несколько вариантов построения
соответствий. Действительно, для первых трех слагаемых в выраже-
нии (1.117) логичным видится соответствие вида

f 1,2
〈
v̇μ
〉
1,2 �→

∂2f 1,2

∂v2x

∂3U

∂x3
+
∂2f 1,2

∂v2y

∂3U

∂y3
+
∂2f 1,2

∂v2z

∂3U

∂z3
. (1.119)

Для оставшихся слагаемых
∂3f 1,2

∂v2λ∂vμ
,
∂3f 1,2

∂vλ∂v
2
μ

и
∂3f 1,2

∂vμ∂vλ∂vυ
в выраже-

нии (1.117) возникают варианты выноса производной по скорости ∂/∂vμ.
Числовые коэффициенты при производных дают дополнительную сте-
пень свободы в составлении соответствий. Каждая последующая группа
слагаемых с множителем �

2l будет содержать все большее и большее
количество вариантов соответствий производных. Таким образом, су-
ществует бесконечное множество вариантов построения аппроксимации
для поля

〈
v̇μ
〉
1,2. Заметим, что для полиномиального потенциала (1.70)

смешанные производные
∂nU

∂xμ∂xλ ...
отсутствуют, что приводит к опреде-

ленности при выборе соответствий (1.118), (1.119).
С физической точки зрения только первое слагаемое (1.118) име-

ет определенность в виде аналога второго закона Ньютона, задающего
классическую траекторию, связанную с уравнением движения (1.73).
Последующие слагаемые в ряде (1.77) с множителями �

2l вносят неодно-
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значность/неопределенность в виде выражения для
〈
v̇μ
〉
1,2. Формально

представление для поля
〈
v̇μ
〉
1,2 можно записать как второй закон Нью-

тона:
m
〈
v̇μ
〉
1,2 = F 1,2

μ = − ∂U

∂xμ
+Oμ

(
�
2) , (1.120)

где слагаемое Oμ

(
�
2
)
может иметь различный вид в зависимости от

комбинаций слагаемых типа (1.117) и т. д. Все такие комбинации име-
ют порядок по постоянной Планка �

2l, l > 0. Если уравнение (1.120)
интерпретировать как уравнение движения, то слагаемое Oμ

(
�
2
)
можно

рассматривать как неопределенную силу, действующую на частицу и от-
клоняющую ее от классической траектории, удовлетворяющей уравнению
m
〈
�̇v
〉
1,2 = −∇rU . Сила Oμ

(
�
2
)
вносит «неопределенность» в координаты

и скорости траектории на масштабах �
2l, l > 0.

Создается впечатление, что в классическом приближении при � → 0
неопределенность Oμ

(
�
2
)
в уравнении (1.120) исчезает, но это не всегда

так. Рассмотрим подробнее выражение Oμ

(
�
2
)
, состоящее из слагаемых

вида

Oμ

(
�
2) = +∞∑

l=1

(−1)l

4l (2l + 1)!
�
2l

W

∂2lW

∂pλ ...

∂2l+1U

∂xν ...
, (1.121)

которое записано относительно функции Вигнера. Производная от функ-
ции Вигнера (1.69) порядка 2l по импульсным переменным имеет вид

∂2lW

∂pλ ...︸ ︷︷ ︸
2l

=
(−1)l

�2l

1

(2π�)3

∫

R3

〈...〉 e−i �p·�s
� sλ ...︸ ︷︷ ︸

2l

d3s, (1.122)

где компоненты sλ, λ = 1, ... , 3, вектора �s соответствуют координа-
там xs, ys, zz. Подставляя (1.122) в представление (1.121) и выделяя
нулевой порядок малости по �, получим

Oμ

(
�
2) = +∞∑

l=1

(−1)l

4l (2l + 1)!
∂2l+1U

∂xν ...
κ+ ... , (1.123)

где κ — некоторая функция координат и импульса с размерностью m2l

(см. (1.69), (1.122)). Для некоторого вида функции Вигнера (см. п. 1.6)
может получиться так, что функция κ не будет зависеть от постоян-
ной Планка �. Таким образом, выражение (1.123) для «поправочной»
силы Oμ не будет содержать в явном виде коэффициенты �

2l и клас-
сический предельный переход при � → 0 в общем случае не приведет
к исчезновению слагаемого Oμ. В зависимости от вида потенциала U

члены ряда (1.123) внесут сравнимый с − ∂U

∂xμ
вклад в правую часть

уравнения (1.120). Например, слагаемые U ∼ r±n (n ∈ N, так как U —
аналитическая функция) при подстановке в ряд (1.123) присутствуют
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в виде слагаемых
∂2l+1U

∂xν ...
, т. е.: rn−3, rn−5, ... , 1 или r−n−3, r−n−5, ... На

микромасштабах r < 1 основной вклад в Oμ дают слагаемые 1, r или

r−n−3, r−n−5, ... Такие слагаемые сравнимы с классической силой − ∂U

∂xμ

и приведут к существенному изменению траектории на микромасштабе.
На макромасштабах r� 1 основной вклад в выражение Oμ вносят слага-

емые rn−3, которые по сравнению с классической силой − ∂U

∂xμ
∼ rn−1 ма-

лы. Следовательно, на макромасштабах траектории, определяемые урав-
нением (1.120), приближены к классическим.

1.6. Точное решение уравнения Шрёдингера. В качестве примера
рассмотрим квантовую систему, описываемую функцией плотности веро-
ятностей [70, 71]:

f 1 (�r, t) =
1

(2π)3/2 σ3r
exp

[
−r

2 sin2 θ + z2

2σ2r

]
, (1.124)

〈
�v
〉
1 (�r) =

�

2m
∇rΦ =

�

m
∇rϕ =

�

m
∇rφ =

�

mρ
�eφ =

�

mr sin θ
�eφ, (1.125)

где ρ = r sin θ, координаты (ρ,φ, z) соответствуют цилиндрической
системе координат, а (r, θ,φ) — сферической системе координат.
Функции (1.124), (1.125) являются решениями первого уравнения
Власова (1.76). Функция (1.124) удовлетворяет условию нормировки∫
f 1d3r = 1. Первому уравнению Власова (1.76) соответствует уравнение

Шрёдингера (1.126) с уравнением Гамильтона–Якоби (1.127) [56, 57]:

i�
∂Ψ

∂t
=

1
2m

(
p̂− q �A

)2
Ψ+ UΨ, f 1 = |Ψ|2 , argΨ = ϕ,

(1.126)〈
�v
〉
1 =

�

2m
∇rΦ− q

m
�A, Φ (�r, t) def

= iLn

(
Ψ

Ψ∗

)
= 2ϕ (�r, t) + 2πk, k ∈ Z,

−�
∂ϕ

∂t
=
m

2

∣∣〈�v〉
1

∣∣2 + V
def
= H , V = U +Q, Q = − �

2

2m
Δr |Ψ|
|Ψ| ,

π̂1
〈
�v
〉
1 =
(
∂t +

〈
�v
〉
1 · ∇r

) 〈
�v
〉
1 =

q

m

(
�E +
〈
�v
〉
1 × �B

)
=

�F

m
, (1.127)

�E = −∂
�A

∂t
− 1
q
∇rV , �B = curlr �A,

где Q — квантовый потенциал из теории «волны-пилота» де Брой-
ля–Бома [72, 73]; p̂ = −i�∇r — оператор импульса; �A — векторный
потенциал. Уравнение движения π̂1

〈
�v
〉
1 = �F/m заряженной частицы

в электромагнитных полях �E, �B непосредственно следует из уравнения
Гамильтона–Якоби (1.27).
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Теорема 7. Волновая функция

Ψ(ρ,φ, z, t) =
1

(2π)3/4 σ3/2r

exp

(
−ρ

2 + z2

4σ2r
+ iφ− i

E

�
t

)
, E =

3�2

4mσ2r
,

(1.128)
является решением уравнения Шрёдингера (1.126) с потенциалом

U (ρ,φ, z) =
�
2

8mσ4r

(
ρ2 + z2 − 4

σ4r
ρ2

)
, (1.129)

при этом квантовый потенциал (1.127) имеет вид

Q =
�
2

4mσ2r

(
3− ρ2 + z2

2σ2r

)
. (1.130)

Доказательство теоремы 7. Вид решения (1.128) непосредственно
следует из выражений (1.124) и (1.125) на основе подхода, изложенного
в работе [71]. Выражение для потенциала U можно получить двумя
способами. Первый способ — непосредственно из уравнения Шрёдингера
при подстановке в него волновой функции (1.128). Второй способ — из
уравнения Гамильтона–Якоби (1.127). Не ограничивая общности, вос-
пользуемся первым способом:

Ψt = −iE
�
Ψ, ΔrΨ =

(
− 3
2σ2r

+
ρ2

4σ4r
− 1
ρ2

+
z2

4σ4r

)
Ψ. (1.131)

Подставляя выражения (1.131) в уравнение Шрёдингера, получим

U = E − 3�2

4mσ2r
+

�
2

2m
ρ2

4σ4r
− �

2

2m
1
ρ2

+
�
2

2m
z2

4σ4r
. (1.132)

С учетом значения энергии E (1.128) выражение (1.132) переходит
в (1.129). Для нахождения квантового потенциала Q вычислим Δr |Ψ|:

|Ψ| = 1

(2π)3/4 σ3/2r

exp

(
−ρ

2 + z2

4σ2r

)
, Δr |Ψ| =

(
ρ2 + z2

4σ4r
− 3

2σ2r

)
|Ψ| .
(1.133)

Из выражения (1.133) следует справедливость представления (1.130).
Заметим, что выражения (1.125), (1.129) и (1.130) удовлетворяют урав-
нению Гамильтона–Якоби (1.127):

E =
m

2
�
2

m2ρ2
+

�
2

4mσ2r

(
3− ρ2 + z2

2σ2r

)
+

�
2

8mσ4r

(
ρ2 + z2 − 4

σ4r
ρ2

)
. (1.134)

Теорема 7 полностью доказана.
Замечание 4. На рис. 7 приведен график потенциала U (1.129) при

z = 0. Потенциал U имеет форму «квадратичной воронки». В окрестности
оси OZ имеется полюс второго порядка U ∼ 1/ρ2, а на бесконечности —
квадратичная зависимость U ∼ r2, соответствующая гармоническому ос-



КИНЕМАТИЧЕСКИЕ СВОЙСТВА КВАНТОВОЙ СИСТЕМЫ В ФАЗОВОМ ПРОСТРАНСТВЕ 461

Рис. 7. График потенциала U(ρ,φ, 0)

циллятору. Полюс потенциала U на оси OZ возникает из-за вихревого
поля

〈
�v
〉
1 (1.125). Скалярный потенциал Φ не является гладкой функци-

ей, поэтому curlr
〈
�v
〉
1 =

�

2m
curlr∇rΦ �= 0. Свойства расширенной формы

вихревого поля (1.125) подробно рассмотрены в работе [71].
Наличие полюса у потенциала U приводит к ненулевым производ-

ным
∂2l+1U

∂xλ ... ∂xμ
, l > 0, в аппроксимации среднего потока ускорений〈

v̇μ
〉
1,2

(1.114), (1.116). Следовательно, добавочная сила Oμ

(
�
2
)
в урав-

нении движения (1.119) будет отлична от нуля.
Замечание 5. Решение уравнения Шрёдингера (1.128) соответствует

основному состоянию квантовой системы s = 0. Решением f 1 первого
уравнения Власова (1.76) с векторным полем (1.125) является любая
функция: f 1 (�r, t) = F (r). Действительно,

divr
[
f 1
〈
�v
〉
1

]
= Fdivr

〈
�v
〉
1 +
〈
�v
〉
1 · ∇rF =

〈
�v
〉
1 · ∇rF =

�

mρ

∂F

∂r
�eφ · �er = 0,

где ∇rr = �er. Например, f 1s (r) = cs e
− r2

2σ2
r H2

s (ηr) , где cs, η — постоянные
величины, а Hs — полиномы Эрмита. Функции плотности вероятно-
стей f 1s (r) будут соответствовать квантовым состояниям с номерами s.

Построение аппроксимации
〈
v̇μ
〉
1,2

требует знания функции Вигне-
ра для рассматриваемой квантовой системы. Справедлива следующая
теорема.

Теорема 8. Функция Вигнера W и ее производные ∂2W

∂pλ∂pμ
, соот-

ветствующие волновой функции Ψ (1.128), могут быть представлены
в виде
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G (ρ, z, �p) =
ρ2

2π4�3σ2r
e
− ρ2+z2

2σ2
r

− 2σ2
r

�2 p2z×

×
2π∫

0

Λ
(
ρ, ρs,φ,φs, �p

)√
1+ k21 sin

2 φs

dφs

+∞∫

0

e
−ρ2

ρ2s
2σ2

r ρs dρs, (1.135)

где

Λ
(
ρ, ρs,φ,φs, �p

)
=

= ξ
(
ρ, ρs,φ+ φs

) (
1+ ik1 sinφs

)
e−i(pρ cosφs+pφ sinφs) ς(ρ,ρs), (1.136)

ξ (ρ, ρs,φ) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

1 при G =W ,

−ς2 cos2 φ при G =
∂2W

∂p2x
,

−ς2 sin2 φ при G =
∂2W

∂p2y
,

−1
2
ς2 sin 2φ при G =

∂2W

∂px∂py
,

ς (ρ, ρs) = 2
ρρs
�

, (1.137)

k1 (ρs) =
2ρs

1− ρ2s
, k2 (ρs) =

2ρs
1+ ρ2s

, k21 =
k22

1− k22
, k22 =

k21
1+ k21

. (1.138)

Доказательство теоремы 8. Получим выражение для функции Виг-
нера. Преобразуем подынтегральное выражение (1.69), получим

Ψ∗ (�r−, t) =
1

(2π)3/4 σ3/2r

exp

(
− 1
4σ2r

|�r−|2 − iφ− + i
E

�
t

)
,

Ψ(�r+, t) =
1

(2π)3/4 σ3/2r

exp

(
− 1
4σ2r

|�r+|2 + iφ+ − i
E

�
t

)
,

(1.139)

Ψ∗ (�r−, t)Ψ (�r+, t) =
ei(φ+−φ−)

(2π)3/2 σ3r
e
− 1

4σ2
r
(|�r−|2+|�r+|2)

=

=
ei(φ+−φ−)

(2π)3/2 σ3r
e
− 1

2σ2
r

(
r2+ s2

4

)
.

Азимутальные углы φ± в выражении (1.139) удовлетворяют соотно-
шениям

sinφ± =
2y ± ys√

(2x± xs)
2 + (2y ± ys)

2
=

sinφ± ρs sinφs√
1+ ρ2s ± 2ρs cos (φ− φs)

,

(1.140)
cosφ± =

2x± xs√
(2x± xs)

2
+ (2y ± ys)

2
=

cosφ± ρs cosφs√
1+ ρ2s ± 2ρs cos (φ− φs)

,
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где ρs = ρs/(2ρ) и учтено, что

(2x± xs)
2 + (2y ± ys)

2 = (2ρ cosφ± ρs cosφs)
2 + (2ρ sinφ± ρs sinφs)

2 =

= 4ρ2 (cosφ± ρs cosφs)
2 + 4ρ2 (sinφ± ρs sinφs)

2 =

= 4ρ2
[
1+ ρ2s ± 2ρs (cosφ cosφs + sinφ sinφs)

]
=

= 4ρ2
[
1+ ρ2s ± 2ρs cos (φ− φs)

]
. (1.141)

Используя представления (1.140), преобразуем выражение ei(φ+−φ−):

ei(φ+−φ−) = cos (φ+ − φ−) + i sin (φ+ − φ−) , (1.142)

cos (φ+ − φ−) = cosφ+ cosφ− + sinφ+ sinφ− =

=
cos2 φ− ρ2s cos

2 φs√(
1+ ρ2s

)2 − 4ρ2s cos2 (φ− φs)

+
sin2 φ− ρ2s sin

2 φs√(
1+ ρ2s

)2 − 4ρ2s cos2 (φ− φs)

,

cos (φ+ − φ−) =
1− ρ2s√(

1+ ρ2s
)2 − 4ρ2s cos2 (φ− φs)

, (1.143)

sin (φ+ − φ−) = sinφ+ cosφ− − cosφ+ sinφ− =

=
(sinφ+ ρs sin φs) (cos φ− ρs cos φs)− (cos φ+ ρs cos φs) (sinφ− ρs sinφs)√(

1+ ρ2s
)2 − 4ρ2s cos2 (φ− φs)

=

=
sinφ cosφ+ ρs sinφs cosφ− ρs sinφ cosφs − ρ2s sinφs cosφs√(

1+ ρ2s
)2 − 4ρ2s cos2 (φ− φs)

−

− cosφ sinφ− ρs cosφ sinφs + ρs cosφs sinφ− ρ2s cosφs sinφs√(
1+ ρ2s

)2 − 4ρ2s cos2 (φ− φs)

=

= 2ρs
sinφs cosφ− cosφs sinφ√(
1+ ρ2s

)2 − 4ρ2s cos2 (φ− φs)

,

sin (φ+ − φ−) =
2ρs sin (φs − φ)√(

1+ ρ2s
)2 − 4ρ2s cos2 (φ− φs)

. (1.144)

Подставим выражения (1.143) и (1.144) в представление (1.142),
получим

ei(φ+−φ−) =
1− ρ2s + i2ρs sin (φs − φ)√(
1+ ρ2s

)2 − 4ρ2s cos2 (φ− φs)

=

=
k2
k1

1+ ik1 sin (φs − φ)√
1− k22 cos

2 (φ− φs)
, (1.145)
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где k1 =
2ρs

1− ρ2s
, k2 =

2ρs
1+ ρ2s

. Используя цилиндрическую систему коорди-

нат, преобразуем подынтегральное выражение e−
i
�
�s·�p в функции Вигнера:

�p · �s = pxxs + pyys + pzzs = pxρs cosφs + pyρs sinφs + pzzs, (1.146)
px = pρ cosφ− pφ sinφ, py = pρ sinφ+ pφ cosφ. (1.147)

Подставим (1.147) в (1.146), получим
�p · �s = ρs(pρ cosφ− pφ sinφ) cosφs+ ρs(pρ sinφ+ pφ cosφ) sinφs+ pzzs =

= ρspρ(cosφ cosφs+ sinφ sinφs) +ρspφ(sinφs cosφ− cosφs sinφ) + pzzs,

�p · �s = ρspρ cos (φ− φs) + ρspφ sin (φs − φ) + pzzs. (1.148)

С учетом выражений (1.139), (1.145) и (1.148) функция Вигнера
примет вид

W (�r, �p) =
1

(2π�)3 (2π)3/2 σ3r
e
− r2

2σ2
r I (ρ, �p) ,

I (ρ, �p) =
∫

R3

k2
k1

1+ ik1 sin (φs − φ)√
1− k22 cos

2 (φs − φ)
× (1.149)

×e
− s2

8σ2
r e−

i
�
(ρspρ cos(φs−φ)+ρspφ sin(φs−φ)+pzzs)d3s.

Заметим, что интеграл I (ρ, �p) не зависит от φ, так как интегриро-
вание производится по полному периоду тригонометрических функций.
Вычислим интеграл I (ρ, �p) из выражения (1.149):

I (ρ, �p) =

+∞∫

−∞
e
− z2s

8σ2
r
− i

�
pzzs

dzs

2π∫

0

1+ ik1 sinφs√
1− k22 cos

2 φs

dφs×

×
+∞∫

0

k2
k1

e
− ρ2s

8σ2
r e−

i
�
ρs(pρ cosφs+pφ sinφs)ρs dρs. (1.150)

Интеграл вдоль оси OZ можно найти в явном виде:
+∞∫

−∞
e
− z2s

8σ2
r
− i

�
pzzs

dzs = e−
2σ2

r
�2 p2z

+∞∫

−∞
e
−
(

zs
2
√

2 σr
+ i

�

√
2 σrpz

)2

dzs =

= 2
√
2π σre

− 2σ2
r

�2 p2z . (1.151)

Преобразуем подынтегральное выражение во втором интеграле

k2
k1

1+ ik1 sinφs√
1− k22 cos

2 φs

=
k2
k1

1+ ik1 sinφs√
1− k22 + k22 sin

2 φs

=

=
k2

k1

√
1− k22

1+ ik1 sinφs√
1+ k21 sin

2 φs

=
1+ ik1 sinφs√
1+ k21 sin

2 φs

, (1.152)
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где учтено, что

k22
1− k22

=
4ρ2s(

1+ ρ2s
)2 − 4ρ2s

=
4ρ2s

1− 2ρ2s + ρ4s
=

4ρ2s(
1− ρ2s

)2 = k21. (1.153)

Подставляя выражения (1.152) и (1.151) в интеграл (1.150), получим

I (ρ, �p) = 8
√
2π σrρ2e

− 2σ2
r

�2 p2z

2π∫

0

1+ ik1 sinφs√
1+ k21 sin

2 φs

dφs ×

×
+∞∫

0

e
− ρ2ρ2s

2σ2
r
− i

�
2ρρs(pρ cosφs+pφ sin φs)ρsdρs, (1.154)

где сделана замена 2ρρs = ρs, так как k1 = k1 (ρs). Подстановка инте-
грала (1.154) в выражение для функции Вигнера (1.154) дает выраже-
ние (1.135):

W (�r, �p) =
ρ2

2π4�3σ2r
e
− r2

2σ2
r
− 2σ2

r
�2 p2z

2π∫

0

1+ ik1 sinφs√
1+ k21 sin

2 φs

dφs ×

×
+∞∫

0

e
− ρ2ρ2s

2σ2
r
−i 2ρ

�
ρs(pρ cosφs+pφ sinφs)ρsdρs. (1.155)

Из выражений (1.147) следует, что

pρ = px cosφ+ py sinφ, pφ = −px sinφ+ py cosφ, (1.156)

∂

∂px
e−i 2ρ

�
ρs(pρ cosφs+pφ sinφs) =

= −i2ρ
�
ρs
(
cosφ cosφs − sinφ sinφs

)
e−i 2ρ

�
ρs(pρ cosφs+pφ sinφs) =

= −i2ρ
�
ρs cos

(
φ+ φs

)
e−i 2ρ

�
ρs(pρ cosφs+pφ sinφs) =

= − i

�
2ρρs cosφse

−i 2ρ
�
ρs(pρ cosφs+pφ sin φs), (1.157)

∂2

∂p2x
e−i 2ρ

�
ρs(pρ cosφs+pφ sinφs) =

= −4ρ2

�2
ρ2s cos

2 φs e
−i 2ρ

�
ρs(pρ cosφs+pφ sin φs), (1.158)
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∂

∂py
e−i 2ρ

�
ρs(pρ cosφs+pφ sinφs) =

= −i2ρ
�
ρs
(
sinφ cosφs + cosφ sinφs

)
e−i 2ρ

�
ρs(pρ cosφs+pφ sinφs) =

= −i2ρ
�
ρs sin

(
φ+ φs

)
e−i 2ρ

�
ρs(pρ cosφs+pφ sinφs) =

= − i

�
2ρρs sinφse

−i 2ρ
�
ρs(pρ cosφs+pφ sin φs), (1.159)

∂2

∂p2y
e−i 2ρ

�
ρs(pρ cosφs+pφ sinφs) =

= −4ρ2

�2
ρ2s sin

2 φse
−i 2ρ

�
ρs(pρ cosφs+pφ sin φs), (1.160)

∂2

∂px∂py
e−i 2ρ

�
ρs(pρ cosφs+pφ sinφs) =

= −2ρ2

�2
ρ2s sin2φse

−i 2ρ
�
ρs(pρ cosφs+pφ sinφs). (1.161)

Учитывая выражения (1.158), (1.160) и (1.161) при дифференциро-

вании функции Вигнера
∂2W

∂p2x
,
∂2W

∂p2y
,

∂2W

∂px∂py
, получим справедливость

представлений (1.137). Теорема 8 доказана.

Замечание 6. Интеграл (1.135) не может быть взят в квадратурах,
так как даже в частном случае pρ = pφ = 0 выражается через полный
эллиптический интеграл первого рода K (k). Действительно, функция
Вигнера (1.135) при условии pρ = pφ = 0 принимает вид

W (�r, pz) =
ρ2

2π4�3σ2r
e
− r2

2σ2
r
− 2σ2

r
�2 p2z

2π∫

0

1+ ik1 sinφs√
1+ k21 sin

2 φs

dφs

+∞∫

0

e
− ρ2ρ2s

2σ2
r ρs dρs.

(1.162)
Вычислим интеграл по углу φs, получим

2π∫

0

1+ ik1 sinφs√
1+ k21 sin

2 φs

dφs =

=

2π∫

0

dφs√
1+ k21 sin

2 φs

+ ik1

2π∫

0

sinφs√
1+ k21 sin

2 φs

dφs = 4K (ik1) , (1.163)
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где учтено, что второй интеграл равен нулю. Действительно, соглас-
но (1.152)

ik1 sinφs√
1+ k21 sin

2 φs

=
ik2 sinφs√

1− k22 cos
2 φs

, (1.164)

ik1

2π∫

0

sinφs√
1+ k21 sin

2 φs

dφs = i

2π∫

0

k2 sinφs√
1− k22 cos

2 φs

dφs = 0, (1.165)

где 0 � k2 < 1 и подынтегральная функция не имеет полюсов. В резуль-
тате функция Вигнера примет вид

W (�r, pz) =
2ρ2

π4�3σ2r
e
− r2

2σ2
r
− 2σ2

r
�2 p2z

+∞∫

0

K (ik1) e
− ρ2ρ2s

2σ2
r ρs dρs, (1.166)

где K (k) — полный нормальный эллиптический интеграл Лежандра
первого рода

K (k) =

π/2∫

0

dφ√
1− k2 sin2 φ

.

Подынтегральное выражение (1.135) можно переписать в компактной
форме, удобной для численных расчетов:

1+ ik1 sinφs√
1+ k21 sin

2 φs

e−i(pρ cosφs+pφ sinφs) ς(ρ,ρs) = eiχ(ρ,pρ,pφ ,ρs,φs), (1.167)

где

χ
(
ρ, pρ, pφ, ρs,φs

)
= arctg

(
k1 sinφs

)− (pρ cosφs + pφ sinφs

)
ς (ρ, ρs) .

Заметим, что усреднение импульса по функции Вигнера (1.135)–
(1.137) приводит к исходному выражению для потока скорости (1.125).
Действительно, найдем среднее значение импульса

〈
�p
〉
1 путем усредне-

ния по функции Вигнера. Перепишем выражение для функции Вигнера
в декартовой системе координат, получим

W (ρ, z, �p) =
e
− ρ2+z2

2σ2
r

− 2σ2
r

�2 p2z

8π4�3σ2r
×

×
2π∫

0

(
1+ ik1 sinφs

)
e−

i
� (pρρs cosφs+pφρs sinφs)√

1+ k21 sin
2 φs

dφs

+∞∫

0

e
− ρ2s

8σ2
r ρsdρs =
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=
e
− ρ2+z2

2σ2
r

− 2σ2
r

�2 p2z

8π4�3σ2r

+∞∫

−∞

(
1+ ik1 sinφs

)
e−

i
�
(pxxs+pyys)√

1+ k21 sin
2 φs

dys

+∞∫

−∞
e
− ρ2s

8σ2
r dxs,

(1.168)

где φs = φs − φ. Найдем 〈px〉1:

f 1 〈px〉1 =
e
− ρ2+z2

2σ2
r

8π4�3σ2r

+∞∫

−∞
e−

2σ2
r

�2 p2zdpz

+∞∫

−∞
pxe

− i
�
pxxsdpx×

×
+∞∫

−∞

(
1+ ik1 sinφs

)√
1+ k21 sin

2 φs

dys

+∞∫

−∞
e
− ρ2s

8σ2
r dxs

+∞∫

−∞
e−

i
�
pyysdpy. (1.169)

Некоторые интегралы в выражении (1.169) могут быть взяты в явном
виде:

+∞∫

−∞
e−

2σ2
r

�2 p2zdpz =
√
2π

�

2σr
,

+∞∫

−∞
e−

i
�
pyysdpy = 2πδ

(ys
�

)
= 2π�δ (ys) ,

(1.170)
+∞∫

−∞
pxe

− i
�
pxxsdpx = �

2

+∞∫

−∞
pxe

−ipxxsdpx = i
√
2π

√
2π �2δ ′ (xs) .

Подставляя (1.170) в (1.169), получим

f 1 〈px〉1 =
√
2π e

− ρ2+z2

2σ2
r

8π3�σ3r
×

×
+∞∫

−∞
pxdpx

+∞∫

−∞

(
1+ ik1 sinφs

)
e−

i
�
pxxs√

1+ k21 sin
2 φs

δ (ys) dys

+∞∫

−∞
e
− ρ2s

8σ2
r dxs =

=

√
2π e

− ρ2+z2

2σ2
r

8π3�σ3r

+∞∫

−∞
pxe

− i
�
pxxsdpx

+∞∫

−∞

1− ik1 (xs) sinφ√
1+ k21 (xs) sin

2 φ
e
− x2

s
8σ2

r dxs,

f 1 〈px〉1 = i�

√
2π e

− ρ2+z2

2σ2
r

4π2σ3r

+∞∫

−∞
δ ′ (xs)

1− ik1 (xs) sinφ√
1+ k21 (xs) sin

2 φ
e
− x2

s
8σ2

r dxs,

(1.171)
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где k1 (xs) =
4ρ |xs|
4ρ2 − x2s

. Преобразуем оставшийся интеграл:

i

+∞∫

−∞
δ ′ (xs)

1− ik1 sinφ√
1+ k21 sin

2 φ
e
− x2

s
8σ2

r dxs =

= i

+∞∫

−∞

δ ′ (xs)√
1+ k21 sin

2 φ
e
− x2

s
8σ2

r dxs + sinφ

+∞∫

−∞

δ ′ (xs) k1√
1+ k21 sin

2 φ
e
− x2

s
8σ2

r dxs =

= −i ∂
∂xs

e
− x2

s
8σ2

r√
1+ k21 sin

2 φ

∣∣∣∣∣
xs=0

− sinφ
∂

∂xs

k1e
− x2

s
8σ2

r√
1+ k21 sin

2 φ

∣∣∣∣∣
xs=0

= − sinφ

ρ
,

(1.172)
где учтено, что

+∞∫

−∞
F (x) δ ′ (x− a) dx = −F ′ (a) (1.173)

и

∂

∂xs
e
− x2

s
8σ2

r
1√

1+ k21 sin
2 φ

∣∣∣∣∣
xs=0

=

= −e
− x2

s
8σ2

r
xs

4σ2r

√
1+ k21 sin

2 φ
− e

− x2
s

8σ2
r

k1k
′
1 sin

2 φ(
1+ k21 sin

2 φ
)3/2
∣∣∣∣∣
xs=0

= 0,

∂

∂xs
e
− x2

s
8σ2

r
k1√

1+ k21 sin
2 φ

∣∣∣∣∣
xs=0

=

= e
− x2

s
8σ2

r
4σ2rk

′
1 − xsk1

4σ2r

√
1+ k21 sin

2 φ
− e

− x2
s

8σ2
r

k1k
′
1 sin

2 φ(
1+ k21 sin

2 φ
)3/2
∣∣∣∣∣
xs=0

= k′1 =
1
ρ
.

Подставляя выражения (1.124) и (1.72) в (1.171), получим

f 1 〈px〉1 =
e
− ρ2+z2

2σ2
r

(2π)3/2 σ3r
〈px〉1 = −�

√
2π e

− ρ2+z2

2σ2
r

4π2σ3r

sinφ

ρ
,

〈px〉1 = m 〈vx〉1 = −2π
√
2π �

√
2π

4π2
sinφ

ρ
= −�

sinφ

ρ
,

〈vx〉1 = − �

m

sinφ

ρ
.

(1.174)
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Аналогичные выкладки можно проделать для среднего поля 〈py〉1:

f 1 〈py〉1 =
e
− ρ2+z2

2σ2
r

8π4�3σ2r

+∞∫

−∞
e−

2σ2
r

�2 p2zdpz

+∞∫

−∞
e−

i
�
pxxsdpx×

×
+∞∫

−∞

(
1+ ik1 sinφs

)√
1+ k21 sin

2 φs

dys

+∞∫

−∞
e
− ρ2s

8σ2
r dxs

+∞∫

−∞
pye

− i
�
pyysdpy =

(1.175)

=

√
2π e

− ρ2+z2

2σ2
r

8π3�σ3r

+∞∫

−∞

(
1+ ik1 sinφs

)√
1+ k21 sin

2 φs

dys

+∞∫

−∞
e
− ρ2s

8σ2
r δ (xs) dxs

+∞∫

−∞
pye

− i
�
pyysdpy,

f 1 〈py〉1 =
i�
√
2π e

− ρ2+z2

2σ2
r

4π2σ3r

+∞∫

−∞
e
− y2s

8σ2
r δ ′ (ys)

(1+ ik1 (ys) cosφ)√
1+ k21 (ys) cos

2 φ
dys,

где

+∞∫

−∞
e−

i
�
pxxsdpx = 2π�δ (xs) ,

+∞∫

−∞
pye

− i
�
pyysdpy = i2π�2δ ′ (ys) , k1 (ys) =

4ρ |ys|
4ρ2 − y2s

.

Интеграл (1.175) вычисляется аналогично интегралу (1.171) по фор-
мулам (1.173):

i

+∞∫

−∞
δ ′ (ys) e

− y2s
8σ2

r
(1+ ik1 cosφ)√
1+ k21 cos

2 φ
dys =

= i

+∞∫

−∞

δ ′ (ys)√
1+ k21 cos

2 φ
e
− y2s

8σ2
r dys − cosφ

+∞∫

−∞

δ ′ (ys) k1√
1+ k21 cos

2 φ
e
− y2s

8σ2
r dys =

= −i ∂
∂ys

e
− y2s

8σ2
r√

1+ k21 cos
2 φ

∣∣∣∣∣∣∣
ys=0

+ cosφ
∂

∂ys

k1e
− y2s

8σ2
r√

1+ k21 cos
2 φ

∣∣∣∣∣∣∣
ys=0

=
cosφ

ρ
,

(1.176)
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где учтено, что

∂

∂ys
e
− y2s

8σ2
r

1√
1+ k21 cos

2 φ

∣∣∣∣∣
ys=0

=

= −e
− y2s

8σ2
r

ys

4σ2r
√
1+ k21 cos

2 φ
− e

− y2s
8σ2

r
k1k

′
1 cos

2 φ(
1+ k21 cos

2 φ
)3/2
∣∣∣∣∣
ys=0

= 0,

∂

∂ys
e
− y2s

8σ2
r

k1√
1+ k21 cos

2 φ

∣∣∣∣∣
ys=0

=

= e
− y2s

8σ2
r

4σ2rk
′
1 − ysk1

4σ2r
√
1+ k21 cos

2 φ
− e

− y2s
8σ2

r
k1k

′
1 cos

2 φ(
1+ k21 cos

2 φ
)3/2
∣∣∣∣∣
ys=0

= k′1 =
1
ρ
.

Подставляя выражения (1.124) и (1.176) в (1.175), получим

e
− ρ2+z2

2σ2
r

(2π)3/2 σ3r
〈py〉1 = �

√
2π e

− ρ2+z2

2σ2
r

4π2σ3r

cosφ

ρ
, 〈vy〉1 =

�

m

cosφ

ρ
. (1.177)

Так как функция Вигнера (1.68) является четной по переменной pz,
получим

〈vz〉1 = 0. (1.178)

Переходя в цилиндрическую систему координат (1.156) и учитывая
выражения (1.174), (1.177) и (1.178), приходим к выражению (1.125):

〈pρ〉1 = 〈px〉1 cosφ+ 〈py〉1 sinφ = −�
sinφ

ρ
cosφ+ �

cosφ

ρ
sinφ = 0,

(1.179)

〈pφ〉1 = −〈px〉1 sinφ+ 〈py〉1 cosφ = �
sin2 φ

ρ
+ �

cos2 φ

ρ
=

�

ρ
,

т. е. 〈
�p
〉
1 = m

〈
�v
〉
1 =

1
f 1 (ρ, z)

∫

R3

W (ρ, z, �p) �p d3p =
�

ρ
�eφ. (1.180)

Несмотря на то, что функция Вигнера (1.135)–(1.137) неизвестна
в явном виде, интеграл (1.180) может быть вычислен непосредственно.

Функция Вигнера (1.135)–(1.137) имеет азимутальную (φ) симмет-
рию и определена в 6D-фазовом пространстве. На рис. 8 показаны рас-
пределения W в основных фазовых плоскостях. На рис. 8,a приведено
распределение в плоскости (z, pz) при pρ = pφ = 0 и ρ = σr/2. Как сле-
дует из выражения (1.166), в плоскости (z, pz) функция Вигнера должна
иметь распределение Гаусса, которое показано на рис. 8, a. На рис. 8, б
представлено распределение в плоскости (ρ, pρ) при z = 0, pφ = pz = 0,
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Рис. 8. Фазовые портреты функции Вигнера W (�r, �p)

а на рис. 8, в — в плоскости (ρ, pφ) при z = 0, pρ = pz = 0. В соответ-
ствии с обобщением теоремы Хадсона для 3D-распределений волновых
функций [74] квазиплотности вероятностей на рис. 8, б, в имеют области
отрицательных значений.

Выражения (1.125), (1.29) и (1.130) удовлетворяют уравнению Га-
мильтона–Якоби (1.27):

E =
m

2

∣∣〈�v〉1∣∣2 + U +Q = const. (1.181)

Уравнение (1.181) задает семейство концентрических окружностей (урав-
нений движения) на гиперповерхности потенциала (1.129) (см. рис. 7).
Дифференцированием уравнения (1.181) по координате получим уравне-
ние движения (1.73), в котором m

〈
�̇v
〉
1 = −∇rU .



КИНЕМАТИЧЕСКИЕ СВОЙСТВА КВАНТОВОЙ СИСТЕМЫ В ФАЗОВОМ ПРОСТРАНСТВЕ 473

Теорема 9. Пусть квантовая система описывается функцией Виг-
нера (1.135)–(1.137), тогда справедливо уравнение движения (1.73),
в котором тензор давления (1.74) имеет вид

Pμλ =
1
m2

∫

R3

W
(
pμ − 〈pμ〉1

)
(pλ − 〈pλ〉1) d3p = f 1 (�r)

�
2

4m2σ2r
δμλ, (1.182)

〈
v̇μ
〉
1 =

1
f 1

∫

R3

W
〈
v̇μ
〉
1,2d

3p = − 1
m

∂U

∂xμ
,

d

dt

〈
�v
〉
1 = − �

2

m2ρ3
�eρ, (1.183)

при этом сила квантового давления связана с квантовым потенциа-
лом как

− ∂Q

∂xμ
=
m

f 1
∂Pμλ

∂xλ
=

�
2xμ

4mσ4r
. (1.184)

Доказательство теоремы 9. Преобразуем выражение для тензора
давления Pμλ, получим

m2Pμλ =

∫

R3

W
(
pμ − 〈pμ〉1

)(
pλ − 〈pλ〉1

)
d3p =

∫

R3

pμpλWd3p− 〈pλ〉1×

×
∫

R3

pμWd3p− 〈pμ〉1
∫

R3

pλWd3p+ 〈pμ〉1〈pλ〉1
∫

R3

Wd3p =

(1.185)
=

∫

R3

pμpλWd3p− f 1 〈pλ〉1 〈pμ〉1 ,

m2Pμλ = f 1
(〈pμpλ〉1 − 〈pλ〉1 〈pμ〉1

)
.

Найдем выражение для
〈
p2x
〉
1:

f 1
〈
p2x
〉
1 =

e
− ρ2+z2

2σ2
r

8π4�3σ2r

+∞∫

−∞
e−

2σ2
r

�2 p2zdpz

+∞∫

−∞
p2xe

− i
�
pxxsdpx×

×
+∞∫

−∞

1+ ik1 sinφs√
1+ k21 sin

2 φs

dys

+∞∫

−∞
e
− ρ2s

8σ2
r dxs

+∞∫

−∞
e−

i
�
pyysdpy =

=

√
2π e

− ρ2+z2

2σ2
r

8π3�σ3r

+∞∫

−∞
p2x e

− i
�
pxxsdpx×

×
+∞∫

−∞

1+ ik1 sinφs√
1+ k21 sin

2 φs

e
− y2s

8σ2
r δ (ys) dys

+∞∫

−∞
e
− x2

s
8σ2

r dxs = (1.186)
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= −�
2
√
2π e

− ρ2+z2

2σ2
r

4π2σ3r

+∞∫

−∞

1− ik1 (xs) sinφ√
1+ k21 (xs) sin

2 φ
e
− x2

s
8σ2

r δ′′ (xs) dxs,

f 1
〈
p2x
〉
1
= −�

2
√
2π e

− ρ2+z2

2σ2
r

4π2σ3r

∂2

∂x2s

1− ik1 (xs) sinφ√
1+ k21 (xs) sin

2 φ
e
− x2

s
8σ2

r

∣∣∣∣∣
xs=0

,

где φs = φs − φ = −φ и учтено

+∞∫

−∞
p2xe

− i
�
pxxsdpx = �

3

+∞∫

−∞
p2xe

−ipxxsdpx = −2π�3δ′′ (xs) , (1.187)

+∞∫

−∞
F (x) δ′′ (x− a) dx = F ′′ (a) . (1.188)

Вычислим производные в выражении (1.186):

∂2

∂x2s

1− ik1 (xs) sinφ√
1+ k21 (xs) sin

2 φ
e
− x2

s
8σ2

r =
∂2

∂x2s

1√
1+ k21 sin

2 φ
e
− x2

s
8σ2

r −

− i
∂2

∂x2s

k1 sinφ√
1+ k21 sin

2 φ
e
− x2

s
8σ2

r , (1.189)

∂

∂xs

e
− x2

s
8σ2

r√
1+ k21 sin

2 φ
= −e

− x2
s

8σ2
r

xs
(
1+ k21 sin

2 φ
)
+ 4σ2rk1k

′
1 sin

2 φ

4σ2r
(
1+ k21 sin

2 φ
)3/2 ,

∂2

∂x2s

e
− x2

s
8σ2

r√
1+ k21 (xs) sin

2 φ
=

e
− x2

s
8σ2

r

16σ4r

x2s − 4σ2r√
1+ k21 sin

2 φ
−

− e
− x2

s
8σ2

r sin2 φ

(
k′21 + k1k

′′
1

) (
1+ k21 sin

2 φ
)− 3k21k

′2
1 sin2 φ(

1+ k21 sin
2 φ
)5/2 . (1.190)

Выражение (1.54) при xs = 0 принимает вид

∂2

∂x2s

e
− x2

s
8σ2

r√
1+ k21(xs) sin

2 φ

∣∣∣∣∣∣∣
xs=0

= − 1
4σ2r

− k′21 sin2 φ = − 1
4σ2r

− sin2 φ

ρ2
, (1.191)
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где учтено выражение (1.173) для k ′. Найдем второе слагаемое из выра-
жения (1.53), получим

∂

∂xs

k1 sinφ√
1+ k21 sin

2 φ
e
− x2

s
8σ2

r =

= e
− x2

s
8σ2

r sinφ

⎡
⎣ 4σ2rk

′
1 − xsk1

4σ2r

√
1+ k21 sin

2 φ
− k21k

′
1 sin

2 φ(
1+ k21 sin

2 φ
)3/2
⎤
⎦ , (1.192)

∂2

∂x2s

k1 sinφ√
1+ k21 sin

2 φ
e
− x2

s
8σ2

r =

= − xs
4σ2r

sinφ e
− x2

s
8σ2

r

⎡
⎣ 4σ2rk

′
1 − xsk1

4σ2r

√
1+ k21 sin

2 φ
− k21k

′
1 sin

2 φ(
1+ k21 sin

2 φ
)3/2
⎤
⎦+

+ e
− x2

s
8σ2

r sinφ
(4σ2

rk
′′
1 − k1 − xsk

′
1 )(1+ k21 sin

2 φ)− (4σ2
rk

′
1 − xsk1)k1k

′
1 sin

2 φ

4σ2
r(1+ k21 sin

2 φ)3/2
−

− e
− x2

s
8σ2

r sin3 φ
(2k1k

′2
1 + k21k

′′
1 )(1+ k21 sin

2 φ)3/2 − 3k′21 k
3
1(1+ k21 sin

2 φ)1/2 sin2 φ

(1+ k21 sin
2 φ)3

.

(1.193)

Выражение (1.193) при xs = 0 принимает вид

∂2

∂x2s

k1 sinφ√
1+ k21 sin

2 φ
e
− x2

s
8σ2

r

∣∣∣∣∣∣
xs=0

=
∂2k1
∂x2s

∣∣∣∣
xs=0

sinφ = 0, (1.194)

где
∂2k1
∂x2s

= 4ρ
∂

∂xs

4ρ2 + x2s

(4ρ2 − x2s)
2 = 8ρ

12ρ2 + x2s

(4ρ2 − x2s)
3xs.

Подставляя выражения (1.191) и (1.194) в (1.189), а затем в (1.186),
получим представление для

〈
p2x
〉
1
:

f 1
〈
p2x
〉
1
=

�
2
√
2π e

− ρ2+z2

2σ2
r

4π2σ3r

(
1
4σ2r

+
sin2 φ

ρ2

)
⇒

⇒ 〈p2x〉 = �
2

4σ2r

(
1+

4σ2r
ρ2

sin2 φ

)
. (1.195)
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Учитывая (1.195) согласно (1.185), получим выражение для Pxx:

Pxx =
f 1

m2

(〈
p2x
〉− 〈px〉2

)
=

=
f 1

m2

[
�
2

4σ2r

(
1+

4σ2r
ρ2

sin2 φ

)
− �

2

ρ2
sin2 φ

]
= f 1

�
2

4m2σ2r
. (1.196)

Проделаем аналогичные выкладки для нахождения компонент Pyy

и Pzz . Вычислим
〈
p2y
〉
1
:

f 1
〈
p2y
〉
1
=

e
− ρ2+z2

2σ2
r

8π4�3σ2r

+∞∫

−∞
e−

2σ2
r

�2 p2zdpz

+∞∫

−∞
e−

i
�
pxxsdpx×

×
+∞∫

−∞

(
1+ ik1 sinφs

)√
1+ k21 sin

2 φs

dys

+∞∫

−∞
e
− ρ2s

8σ2
r dxs

+∞∫

−∞
p2ye

− i
�
pyysdpy =

=

√
2π e

− ρ2+z2

2σ2
r

8π3�σ3r

+∞∫

−∞
p2ye

− i
�
pyysdpy

+∞∫

−∞
e
− y2s

8σ2
r dys× (1.197)

×
+∞∫

−∞

1+ ik1 sinφs√
1+ k21 sin

2 φs

δ (xs) e
− x2

s
8σ2

r dxs =

= −�
2
√
2π e

− ρ2+z2

2σ2
r

4π2σ3r

+∞∫

−∞

1+ ik1 (ys) cosφ√
1+ k21 (ys) cos

2 φ
e
− y2s

8σ2
r δ′′ (ys) dys,

f 1
〈
p2y
〉
1
= −�

2
√
2π e

− ρ2+z2

2σ2
r

4π2σ3r

∂2

∂y2s

1+ ik1 (ys) cosφ√
1+ k21 (xs) cos

2 φ
e
− y2s

8σ2
r

∣∣∣∣∣
ys=0

,

где φs = φs − φ =
π

2
− φ и учтено

+∞∫
−∞

p2ye
− i

�
pyysdpy = −2π�3δ′′ (ys). Най-

дем производные в выражении (1.197). По аналогии с преобразованиями
(1.189)–(1.194) получим

∂2

∂y2s

1√
1+ k21 (ys) cos

2 φ
e
− y2s

8σ2
r

∣∣∣∣∣
ys=0

= − 1
4σ2r

−
(
∂k1
∂ys

∣∣∣∣
ys=0

)2

cos2 φ =

= − 1
4σ2r

− cos2 φ

ρ2
, (1.198)
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∂2

∂y2s

k1 cosφ√
1+ k21 cos

2 φ
e
− y2s

8σ2
r

∣∣∣∣∣
ys=0

=
∂2k1
∂y2s

∣∣∣∣∣
ys=0

cosφ = 0. (1.199)

Подставляя производные (1.198) и (1.63) в выражение (1.197), нахо-
дим

〈
p2y
〉
1
и Pyy: 〈

p2y
〉
1
=

�
2

4σ2r

(
1+

4σ2r
ρ2

cos2 φ

)
, (1.200)

Pyy =
f 1

m2

(〈
p2y
〉
1
− 〈py〉21

)
=

=
f 1

m2

(
�
2

4σ2r

(
1+

4σ2r
ρ2

cos2 φ

)
− �

2

ρ2
cos2 φ

)
= f 1

�
2

4m2σ2r
. (1.201)

Найдем выражение для
〈
p2z
〉
1:

f 1
〈
p2z
〉
1 =

e
− ρ2+z2

2σ2
r

8π4�3σ2r

+∞∫

−∞
p2ze

− 2σ2
r

�2 p2zdpz

+∞∫

−∞
e−

i
�
pxxsdpx×

×
+∞∫

−∞

1+ ik1 sinφs√
1+ k21 sin

2 φs

dys

+∞∫

−∞
e
− ρ2s

8σ2
r dxs

+∞∫

−∞
e−

i
�
pyysdpy = (1.202)

=
√
2π �2

e
− ρ2+z2

2σ2
r

16π2σ5r

+∞∫

−∞

(
1+ ik1 sinφs

)√
1+ k21 sin

2 φs

e
− y2s

8σ2
r δ (ys) dys

+∞∫

−∞
e
− x2

s
8σ2

r δ (xs) dxs =

=
√
2π �2

e
− ρ2+z2

2σ2
r

16π2σ5r

+∞∫

−∞

(1− ik1 (xs) sinφ)√
1+ k21 (xs) sin

2 φ
e
− x2

s
8σ2

r δ (xs) dxs,

f 1
〈
p2z
〉
1 =

√
2π �2

16π2σ5r
e
− ρ2+z2

2σ2
r ,

где учтено, что
+∞∫

−∞
p2ze

− 2σ2
r

�2 p2zdpz =
√
2π

�
3

8σ3r
.

Из (1.202) получаем выражения для
〈
p2z
〉
1 и Pzz :

〈
p2z
〉
1 =

�
2

4σ2r
, Pzz =

1
m2 f

1
(〈
p2z
〉
1 − 〈pz〉21

)
= f 1

�
2

4m2σ2r
, (1.203)

где согласно (1.125) 〈pz〉1 = 0. Найдем смешанные величины 〈pμpλ〉1,
μ �= λ. Так как 〈pz〉1 = 0,

〈pxpz〉1 = 〈pypz〉1 = 0,
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отсюда

Pxz =
1
m2 f

1 (〈pxpz〉1 − 〈px〉1 〈pz〉1) = 0,

Pyz =
1
m2 f

1 (〈pypz〉1 − 〈py〉1 〈pz〉1
)
= 0.

(1.204)

Таким образом, остается найти 〈pxpy〉1. Используя результаты (1.170)
и (1.175), получим

f 1 〈pxpy〉1 =
e
− ρ2+z2

2σ2
r

8π4�3σ2r

+∞∫

−∞
e−

2σ2
r

�2 p2zdpz

+∞∫

−∞
px e

− i
�
pxxsdpx×

×
+∞∫

−∞

1+ ik1 sinφs√
1+ k21 sin

2 φs

dys

+∞∫

−∞
e
− ρ2s

8σ2
r dxs

+∞∫

−∞
py e

− i
�
pyysdpy =

= −�
2
√
2π

e
− ρ2+z2

2σ2
r

4π2σ3r

+∞∫

−∞

1+ ik1 sinφs√
1+ k21 sin

2 φs

e
− y2s

8σ2
r δ ′(ys)dys

+∞∫

−∞
δ ′(xs) e

− x2
s

8σ2
r dxs =

(1.205)

= −�
2
√
2π

e
− ρ2+z2

2σ2
r

4π2σ3r

+∞∫

−∞

e
− y2s

8σ2
r√

1+ k21 sin
2 φs

δ ′ (ys) dys

+∞∫

−∞
δ ′ (xs) e

− x2
s

8σ2
r dxs,

f 1 〈pxpy〉1 = −�
2
√
2π

e
− ρ2+z2

2σ2
r

4π2σ3r

∂2

∂xs∂ys
e
− ρ2s

8σ2
r

1√
1+ k21 sin

2 φs

∣∣∣∣∣
xs=ys=0

,

+∞∫

−∞
δ ′
y (y − b) dy

+∞∫

−∞
F (x, y) δ ′

x (x− a) dx =

= −
+∞∫

−∞
δ ′
y (y − b)

∂F

∂x
(a, y) dy =

∂2F

∂x∂y
(a, b) .

Преобразуем выражение для производной (1.205) в точке xs = ys = 0
к виду

∂2

∂xs∂ys
e
− ρ2s

8σ2
r

1√
1+ k21 sin

2 φs

∣∣∣∣∣
xs=ys=0

=

= e
− ρ2s

8σ2
r

∂2

∂xs∂ys

1√
1+ k21 sin

2 φs

∣∣∣∣∣
xs=ys=0

=
∂2

∂xs∂ys

1√
1+ k21 sin

2 φs

∣∣∣∣∣
xs=ys=0

.

(1.206)
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Производя непосредственное дифференцирование в выраже-
нии (1.206), получим

∂2

∂xs∂ys
e
− ρ2s

8σ2
r

1√
1+ k21 sin

2 φs

∣∣∣∣∣
xs=ys=0

=
sinφ cosφ

ρ2
. (1.207)

При подстановке (1.207) в (1.205) находим выражения для 〈pxpy〉1
и Pxy:

〈pxpy〉1 = −�
2

ρ2
sinφ cosφ, (1.208)

Pxy =
f 1

m2

(〈pxpy〉1 − 〈px〉1 〈py〉1
)
=

=
f 1

m2

(
−�

2

ρ2
sinφ cosφ+

�
2

ρ2
sinφ cosφ

)
= 0. (1.209)

Полученные выражения (1.196), (1.200), (1.203), (1.204) и (1.209)
доказывают справедливость утверждения (1.182) теоремы 9. Выраже-
ние (1.183) для центростремительного ускорения непосредственно сле-
дует из дифференцирования стационарного поля скоростей

〈
�v
〉
1
(1.125),

т. е.
d

dt
〈vμ〉1 = 〈vλ〉1

∂

∂xλ
〈vμ〉1. Связь между квантовым потенци-

алом Q (1.128) и тензором давления Pμλ (1.184) определяется
соотношением

− m

f 1
∂Pμλ

∂xλ
= − 1

mf 1
�
2

4σ2r
δμλ

∂f 1

∂xλ
=

=
1

mf 1
�
2

4σ2r
δμλ

xλ
σ2r
f 1 =

�
2xμ

4mσ4r
=

∂Q

∂xμ
, (1.210)

где
∂f 1

∂xλ
= −xλ

σ2
r

f 1. Теорема 9 полностью доказана.

Замечание 7. Согласно выражению (1.125) скорость потока веро-
ятностей

〈
�v
〉
1 направлена по касательным к окружностям (1.181). Ве-

личина
d

dt

〈
�v
〉
1 (1.183) является центростремительным ускорением. Тен-

зор давления Pμλ задает ковариационную матрицу компонент импуль-
сов cov (pμ, pλ), имеющую диагональный вид (1.182). Из диагонального
вида тензора Pμλ следует, что для рассматриваемой квантовой систе-
мы компоненты импульсов pμ являются независимыми случайными ве-
личинами.

Для демонстрации теоретических результатов, изложенных в п. 1.5,
возьмем первые два слагаемых разложения (1.115). Первое слагаемое
в разложении (1.115)–(1.120), соответствующее «классической» силе,
имеет вид

∇rU =
�
2

4mσ4r

[
ρ

(
1+ 4

σ4r
ρ4

)
�eρ + z�ez

]
. (1.211)
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Второе слагаемое в правой части уравнения (1.120) можно оценить
как

∂3U

∂xν ...
∼ �

2

m

1
ρ5

, (1.212)

так как

∂3U

∂x3
=

12�2

mρ5
cos 2φ cosφ,

∂3U

∂y3
= −12�2

mρ5
sinφ cos 2φ,

∂3U

∂x∂y2
= − 4�2

mρ5
cosφ (3 cos 2φ− 2) ,

∂3U

∂y ∂x2
=

4�2

mρ5
sinφ (3 cos 2φ+ 2) ,

(1.213)
∂3U

∂x∂y ∂z
=

∂3U

∂x∂z2
=

∂3U

∂y ∂z2
=
∂3U

∂z3
= 0.

Выражение для функции Вигнера и ее производных второго поряд-
ка приведено в теореме 8. Из выражений (1.175) и (1.176) видно, что
характерным пространственным размером физической системы является
величина σr, равная среднеквадратичному отклонению для плотности
вероятностей (1.124). Величина σr — это свободный параметр в реше-
нии (1.128)–(1.130). В качестве примера рассмотрим квантовую систему,
в которой

σ2r =
3
2
r20, E =

�
2

2mr20
, (1.214)

где r0, E — соответственно радиус и энергия первой боровской орбиты
в атоме водорода. При ρ < σr (микромасштаб) оба вклада — (1.175)
и (1.176) — оказывают существенное влияние на траекторию, удовле-
творяющую уравнению движения (1.120). На макромасштабе при ρ > σr
вклад (1.176) уменьшается и уравнение (1.120) переходит в классическое
уравнение Ньютона.

Численные расчеты решений уравнения (1.120) проведем для трех
вариантов аппроксимации (1.115) среднего ускорения

〈
�̇v
〉
1,2.

1-й вариант:

U
(←∇r · �∇v

)3
f 1,2 �→

⎛
⎜⎜⎜⎝

∂2f 1,2

∂v2x

∂3U

∂x3

∂2f 1,2

∂v2y

∂3U

∂y3

⎞
⎟⎟⎟⎠+ 3

⎛
⎜⎜⎜⎝

∂2f 1,2

∂v2y

∂3U

∂x∂y2

∂2f 1,2

∂v2x

∂3U

∂x2∂y

⎞
⎟⎟⎟⎠ , (1.215)

2-й вариант:

U
(←∇r · �∇v

)3
f 1,2 �→

⎛
⎜⎜⎜⎝

∂2f 1,2

∂v2x

∂3U

∂x3

∂2f 1,2

∂v2y

∂3U

∂y3

⎞
⎟⎟⎟⎠+ 3

⎛
⎜⎜⎜⎝

∂2f 1,2

∂vx∂vy

∂3U

∂x2∂y

∂2f 1,2

∂vx∂vy

∂3U

∂x∂y2

⎞
⎟⎟⎟⎠ , (1.216)
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3-й вариант:

∂U

∂xμ

(←∇r · �∇v

)2
f 1,2 �→

⎛
⎜⎜⎜⎝

∂3U

∂x3
∂2f 1,2

∂v2x

∂3U

∂y3
∂2f 1,2

∂v2y

⎞
⎟⎟⎟⎠+

⎛
⎜⎜⎜⎝

∂3U

∂x∂y2
∂2f 1,2

∂v2y

∂3U

∂x2∂y

∂2f 1,2

∂v2x

⎞
⎟⎟⎟⎠+

+ 2
∂2f 1,2

∂vx∂vy

⎛
⎜⎜⎜⎝

∂3U

∂x2∂y

∂3U

∂x∂y2

⎞
⎟⎟⎟⎠ . (1.217)

Третий вариант (1.181) соответствует аппроксимации Власова–Моэ-
ля (1.108). Аппроксимации (1.179)–(1.181) записаны только для дви-
жения в плоскости Z = 0, так как производные третьего порядка от
потенциала U с участием переменной z равны нулю (1.177).

На рис. 9, а показана классическая траектория с начальными условия-
ми x = σr/2, y = z = 0 и px = pz = 0, py = 3

√
2mE . Стрелки на траекто-

рии указывают направление движения частицы. Координатный масштаб
(x, y) отложен в единицах σr. На рис. 9, б помимо классической траекто-
рии (красный цвет, 1) показаны три траектории (синий, 2, зеленый, 3 и
черный цвет, 4), соответствующие аппроксимациям (1.179)–(1.181). На
рис. 9, б видно, что траектории имеют существенное различие между
собой, которое с течением времени начинает увеличиваться. Наиболее
близкой к классической траектории (красный цвет, 1) является траекто-
рия с аппроксимацией Власова–Моэля (1.181) (черный цвет, 4).

Рис. 9 (цветной в электронной версии). Траектории частиц на микромасштабе
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Заметим, что траектории на рис. 9 проходят через области микро-
и макромасштабов. В начальный момент времени движение начина-
ется на микромасштабе (ρ = σr/2), где разница в аппроксимаци-
ях (1.179)–(1.181) является существенной. Указанная разница начинает
проявлять свое влияние почти в самом начале как расщепление траек-
торий (см. рис. 9, б). Аналогичная ситуация показана на рис. 10, а для
меньшего начального импульса py = 1,641

√
2mE .

На рис. 10 приведена иллюстрация эффекта перехода от микромас-
штаба к макромасштабу. На рис. 10, а стартовый радиус ρ = σr/2, на
рис. 10, б ρ = 2,15σr, а на рис. 10, в ρ = 2,5σr. Видно, что при увеличении
стартового радиуса все три траектории (1.179)–(1.181) стремятся к клас-
сической траектории. Действительно, при большом стартовом радиусе
(см. рис. 10, в) влияние слагаемых Oμ становится малым и основной
вклад в правую часть уравнения (1.120) вносит сила −∇rU (классиче-
ская траектория).

Рис. 10 (цветной в электронной версии). Переход от микромасштаба к макромас-
штабу

Все четыре траектории на рис. 10, в полностью находятся в области
макромасштаба. На рис. 10, б графики траекторий соответствуют пере-
ходному масштабу между микро- и макромасштабами. На рис. 10, а уже
в начальный момент времени есть существенная разница между траек-
ториями, а на рис. 10, в разница между траекториями появляется только
через четверть периода. На рис. 10, б существенная разница между тра-
екториями возникает приблизительно на одной восьмой периода.

Все приведенные расчеты выполнены с одним и тем же значением
постоянной Планка (� = const), т. е. нигде не осуществлялся класси-
ческий переход (� → 0). Вклад дополнительной силы Oμ определялся
только микро- и макромасштабом области, в которой считалась траек-
тория. Результаты численного моделирования полностью соответствуют
теоретическому предсказанию, сделанному в п. 1.5.

Замечание 8. Функция Вигнера имеет фазовые области отрицатель-
ных и положительных значений (см. рис. 8), на границе этих областей
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слагаемое Oμ имеет полюсы (1.121). Наличие полюсов приводит к бес-
конечным энергетическим барьерам [75], вблизи которых частицы могут
«отражаться», резко меняя траекторию своего движения.

Величина параметра σr определяет пространственную область,
в которой траектория частицы является неопределенной (см. рис. 9, 10).
С точки зрения функции плотности распределения вероятностей
f 1 = |Ψ|2 параметр σr является среднеквадратичным отклонением. При-
веденные в данном пункте расчеты были выполнены при σr ∼ r0 (1.178).
Размер области неопределенности был порядка радиуса первой боровской
орбиты. Энергия частицы при этом мала: E = (3�2)/(4mσ2r). Такая
физическая система на микромасштабе близка к квантовой системе.
Если считать, что минимальная энергия классической системы равна
энергии массы покоя E = mc2, то

σr =

√
3
2

�

mc
=

√
3
2
λ̄C , (1.218)

где λ̄C — приведенная комптоновская длина волны частицы. Таким обра-
зом, максимальная неопределенность центра масс классической частицы
будет пропорциональна ее комптоновской длине волны.

Замечание 9. Волновая функция Ψ может быть представлена как
конформное отображение некоторой комплексной области Ψ = exp (Z/2),
где Z = S + iΦ, а S = ln (ΨΨ∗) и iΦ = ln (Ψ/Ψ∗) [69, 70]. Функция S
связана с плотностью вероятностей f 1, а Φ — со скалярным потенциалом
векторного поля скоростей

〈
�v
〉
1 (1.125). Существует бесконечное множе-

ство траекторий, по которым точки одного комплексного множества при
отображении Ψ могут перейти в точки другого комплексного множества.
Для квантовой механики при отображении важна плотность «точек»
f 1 = |Ψ|2. Фаза волновой функции ϕ = Φ/2 при отображении определяет
среднее векторное поле потока вероятностей

〈
�v
〉
1.

Векторное поле
〈
�v
〉
1 не содержит информации о движении каждой

точки множества, оно является усреднением по пространству скоро-
стей (1.75). Аналогичная картина наблюдается в гидрогазодинамике,
когда средняя скорость среды

〈
�v
〉
1
= 0, но каждая молекула/точка дви-

жется.
На микромасштабе в газе/жидкости невозможно определить траекто-

рию в точке �r0, для этого необходимо произвести усреднение по малому
объему вокруг точки �r0 и получить

〈
�v
〉
1 (�r0) (1.75). Схожая картина на

микромасштабе наблюдается на рис. 9 и 10,а, когда отсутствует полная
информация о поле ускорения

〈
v̇μ
〉
1,2. В некотором смысле для уравнения

Шрёдингера полная информация о поле
〈
v̇μ
〉
1,2

является излишней, так
как квантовая механика работает не с траекторией, а с плотностью
вероятностей f 1.

Уравнение Шрёдингера может дать только полную информацию о
среднем поле

〈
�v
〉
1 = �/(2m)∇rΦ − (e/m) �A, где �A — векторный потен-
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циал магнитного поля �B = curlr �A. Схожая ситуация наблюдается на
макромасштабе в гидрогазодинамике, в которой можно оперировать со
средней скоростью течения среды

〈
�v
〉
1
.

Таким образом, благодаря математическому формализму Вигнера–
Власова проявляется схожесть интерпретаций физических процессов,
протекающих в классических и квантовых системах.

2. СИСТЕМЫ С ЭЛЕКТРОМАГНИТНЫМ ВЗАИМОДЕЙСТВИЕМ

2.1. Свойства функции Вигнера и Вейля–Стратоновича. Рассмот-
рим второе уравнение Власова (1.72) относительно функции f 1,2 (�r,�v, t).
Оно имеет широкое применение в статистической физике, астрофизике,
физике плазмы и ускорительной физике [76–82]. Уравнение (1.72) можно
переписать как полную производную по времени вдоль фазовой траекто-
рии [83]:

π̂1,2S
1,2 = −Q2

1,2, Q2
1,2 = divv

〈
�̇v
〉
1,2, S1,2 = ln f 1,2,

π̂1,2 = ∂t + �v · ∇r +
〈
�̇v
〉
1,2 · ∇v,

(2.1)

где Q2
1,2 — источники диссипации. Для обрыва цепочки уравнений Вла-

сова на втором уравнении (2.1) необходимо ввести динамическую ап-
проксимацию для векторного поля потока ускорений

〈
�̇v
〉
1,2
. А.А. Власов

предложил две феноменологические аппроксимации, используемые в фи-
зике плазмы, ускорительной физике и статистической физике:〈

�̇v
〉
1,2 (�r,�v, t) = − 1

m
∇rU (�r, t) , (2.2)〈

�̇v
〉
1,2 (�r,�v, t) =

q

m

[
�Ec (�r, t) + �v × �B (�r, t)

]
, (2.3)

где поле �Ec отличается от поля �E в уравнении движения (1.127) отсут-
ствием квантового давления −∇rQ. Согласно (1.75) поле

〈
�̇v
〉
1,2 опреде-

лено в фазовом пространстве и помимо координаты �r может зависеть
от скорости �v (импульса �p = m�v). Из двух аппроксимаций (2.2)–(2.3)
зависимость от скорости �v содержится только в (2.3) в виде силы Лорен-
ца. Обе аппроксимации (2.2), (2.3) не содержат источников диссипаций,
т. е. Q2

1,2 = 0. Отсутствие источников диссипаций переводит второе урав-
нение Власова (2.1) в уравнение Лиувилля π̂1,2S1,2 = 0 с постоянством
плотности вероятностей f 1,2 = const вдоль фазовой траектории. Отметим,
что существует большое количество работ [85–90], в которых в явном
или неявном виде рассматривается аппроксимация

〈
�̇v
〉
1,2

с ненулевыми
источниками диссипаций Q2

1,2 �= 0.
В отсутствие магнитного поля аппроксимация (2.3) переходит в (2.2)

и аппроксимацию (1.108) при классическом пределе � → 0. При усредне-
нии аппроксимации (2.2) по пространству скоростей происходит совпаде-
ние с выражением (1.109). Таким образом, для систем только с электри-
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ческим взаимодействием аппроксимация Власова–Моэля (1.108) являет-
ся квантовым обобщением классической аппроксимации Власова (2.2).

Интересным видится построение квантового обобщения аппроксима-
ции Власова–Моэля для систем с электромагнитным взаимодействием,
которые в классическом случае согласуются с аппроксимацией Власо-
ва (2.3). Существуют два возможных пути. В первом случае можно
построить аналог эволюционного уравнения Моэля (1.68) для функ-
ции Вигнера (1.69) с учетом электромагнитного взаимодействия. Такой
подход был ранее исследован в работах [27–30], при этом оказалось,
что функция Вигнера (1.69) не является калибровочно-инвариантной.
Второй путь связан с построением новой функции Вигнера fw на основе
преобразования Вейля–Стратоновича

fw

(
�r, �P , t

)
=

1

(2π�)3

∫

R3

exp

⎧⎨
⎩− i

�
�s

[
�P +

q

2

1∫

−1

�A

(
�r + τ

�s

2
, t

)
dτ

]⎫⎬
⎭×

× ρ (�r+,�r−, t) d3s, (2.4)

где �P = �p − q �A и ρ (�r+,�r−, t) = Ψ∗ (�r−, t)Ψ (�r+, t), �r± = �r ± �s/2. Для
построения аппроксимации Власова–Моэля с учетом электромагнитного
поля необходимо получить уравнения эволюции для функций (1.69)
и (2.4). Известные из публикаций уравнения эволюции довольно слож-
ны и отличаются от второго уравнения Власова. Поэтому необходимо
вывести другую формулировку, аналогичную второму уравнению Власо-
ва (1.72).

Прежде всего представляется важным сравнение функций Вигне-
ра (1.69) и (2.4) на точных модельных решениях для квантовых систем с
электромагнитным взаимодействием и предпочтительно с неоднородными
полями. Такое сравнение может выявить особенности каждой функ-
ции. Например, функция (1.69) проще функции (2.4). В то же время
функция (2.4) калибровочно-инвариантна, но насколько это может быть
критически важно для вычисления средних кинематических величин,
остается открытым вопросом. Существует теорема Хадсона, которая мо-
жет быть полезна для функции (1.69), но неясно, верна ли эта теорема
и для (2.4).

Наличие электромагнитной аппроксимации Власова–Моэля позволит
ответить на следующие вопросы. Каково влияние магнитного поля на
квантовое давление? Сохранятся ли квантовые поправки после усредне-
ния новой аппроксимации по пространству скоростей?

Аппроксимация Власова–Моэля для электромагнитных систем
позволит найти средние источники диссипаций и оценить эволюцию
Hn-функций Больцмана:

π̂0
[
H1] = − 〈Q1

1

〉
0 , π̂0

[
H1,2] = − 〈Q2

1,2

〉
0 , (2.5)
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H1,2 (t)
def
=

∫

R3

∫

R3

f 1,2 (�r,�v, t)S1,2 (�r,�v, t) d3rd3v =
〈
S1,2〉

0 (t) ,

H1 (t)
def
=

∫

R3

f 1 (�r, t)S1 (�r, t) d3r =
〈
S1〉

0
(t) ,

(2.6)

где Q1
1 = divr

〈
�v
〉
1, S

1 = ln f 1, π̂0 = d/dt. Напомним, что наиболее из-
вестной H-функцией Больцмана является H1,2-функция, связанная с
энтропией системы, а также связанная с ней теорема. Из уравнений (2.5)
следует, что изменение Hn-функций Больцмана описывается средними
источниками диссипаций. Для остальных уравнений из цепочки Власова
существуют аналогичные эволюционные уравнения (2.5) [85].

Анализ свойств функций Вигнера (1.69) и (2.4) проведем с использо-
ванием точных модельных решений уравнения Шрёдингера для кванто-
вых систем с электромагнитным полем. Ранее [71] был построен класс
точных решений (Ψ- модель) уравнения Шрёдингера (1.126), скалярный
потенциал которых имел вид

ϕ = kφ+ nθ + c0t, n, k ∈ Z (или n, k ∈ R), (2.7)

где φ, θ — азимутальный и полярный угол соответственно в сферической
системе координат, а c0 = −E/� — постоянная величина. Заметим, что
фаза (2.7) не является непрерывной функцией, следовательно, потен-
циальное поле ∇rΦ в разложении Гельмгольца для

〈
�v
〉
1 (1.126) будет

содержать вихревую компоненту (k/(r sin θ))�eφ, так как curlr∇rΦ �= �θ:〈
�v
〉
1 =

�

m
∇rϕ =

�

m

(
k

r sin θ
�eφ +

n

r
�eθ

)
, �A = �θ, (2.8)

или 〈
�v
〉
1 =

�

m
∇rϕ

′ − q

m
�A ′, ϕ ′ = nθ − E

�
t, �A ′ = − �k

qr sin θ
�eφ. (2.9)

Таким образом, в рамках Ψ-модели поле
〈
�v
〉
1 может быть пред-

ставлено двумя способами. В первом случае есть только негладкий
скалярный потенциал ϕ (2.8), который приводит к вихревому полю. Во
втором случае (2.9) используется гладкий скалярный потенциал ϕ ′ и
негладкий вихревой векторный потенциал �A ′. Подставляя векторный
потенциал (2.9) в (1.127), получаем выражение для магнитной индукции

�B = −m
q
curlr

〈
�v
〉
1 = curlr �A

′,

�B = −q
(Wb)
m

2π
δ ′ (ρ)�ez, q(Wb)

m q = 2π�k, ρ = r sin θ,
(2.10)

где δ′ (ρ) — обобщенная производная δ-функции Дирака, а q(Wb)
m соответ-

ствует магнитному заряду, удовлетворяющему правилу квантования [27].
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Заметим, что магнитное поле (2.10) удовлетворяет уравнению Максвелла
divr �B = 0. Собственный магнитный момент квантовой системы имеет
вид �μs = μBk�ez, который соответствует собственному моменту электрона
со спином s = ±1/2 при k = ±1. Согласно Ψ-модели решение уравнения
Шрёдингера имеет вид

Ψ(�r, t) =
1√
sin θ

F0

(
r,φ+

k

n

[
ctg θ − ctg

(
θ +

2αn
r2

t

)]
, θ +

2αn
r2

t

)
×

× ei(nθ−
E
�
t), (2.11)

f (r,φ, θ, t)|t=0 =
F0 (r,φ, θ)

sin θ
= f0 (r,φ, θ) , (2.12)

где F0 — некоторая функция, определяющая класс решений Ψ-модели.
Функция F0 (2.11) является постоянной вдоль характеристических кри-
вых, показанных на рис. 11. Характеристические кривые на рис. 11 при-
ведены для трех различных радиусов с параметрами k = 1, n = 4. Рас-
смотрим частный случай разложения (2.7) с параметрами n = 0, k = 1
для стационарной функции F0:

f 1 (�r) =
1

(2π)3/2 σ3r
exp

(
−ρ

2 + z2

2σ2r

)
, (2.13)

〈
�pc
〉
1 = m

〈
�v
〉
1 =

�

2
∇rΦ = �∇rϕ = �∇rφ = −q �A1 =

�

ρ
�eφ, (2.14)

Рис. 11. Характеристические
кривые

где �A1 = �A ′. Поле
〈
�v
〉
1 может быть

представлено двумя способами (2.8),
(2.9): с негладкой функцией ска-
лярного потенциала ϕ = φ − Et/�
( �A = �θ) или с гладкой функцией
скалярного потенциала ϕ′ = −Et/�
и негладким векторным потенциалом
�A1 = −��eφ/qρ. Постоянная величина
σr является свободным параметром.
Функция (2.13) удовлетворяет усло-
вию нормировки

∫
f 1 d3r = 1 и первому

уравнению Власова. С математической
точки зрения решение (2.13), (2.14)
первого уравнения Власова (1.76) соот-
ветствует «двум квантовым системам»,
или двум математическим моделям. Ко-
нечно, с физической точки зрения обе математические модели соответ-
ствуют одной квантовой системе. Первая квантовая система (математиче-
ская модель) имеет только электрическое взаимодействие

〈
�pc
〉
1 = �∇rϕ,
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а вторая имеет электромагнитное взаимодействие
〈
�pc
〉
1 = −q �A1. Как

будет видно далее, обе системы связаны калибровочной инвариантно-
стью и для них будет выполнено сравнение функции Вигнера (1.69) и
Вейля–Стратоновича (2.4). Справедлива следующая теорема.

Теорема 10. Волновые функции

ΨE (ρ,φ, z, t) =
1

(2π)3/4 σ3/2r

exp

(
−ρ

2 + z2

4σ2r
+ iφ− i

E

�
t

)
, (2.15)

ΨEM (�r, t) =
1

(2π)3/4 σ3/2r

exp

(
− r2

4σ2r
− i

E

�
t

)
(2.16)

являются точными решениями уравнений Шрёдингера

i�
∂ΨE

∂t
=

p̂2

2m
ΨE + U1ΨE , (2.17)

i�
∂ΨEM

∂t
=

1
2m

(
p̂− q �A1

)2
ΨEM + U1ΨEM, (2.18)

где

U1(�r) =
�
2

8mσ4r

(
r2− 4σ4r

r2 sin2 θ

)
, q �A1(�r) = − �

r sin θ
�eφ, E =

3�2

4mσ2r
, (2.19)

при этом для обеих систем — (2.15) и (2.16) — выполнено уравнение
Гамильтона–Якоби (1.127)

−�
∂ϕ

∂t
=

1
2m

∣∣〈�pc〉1∣∣2 + V , V = U +Q, (2.20)

где квантовый потенциал имеет вид

Q (�r) =
�
2

4mσ2r

(
3− r2

2σ2r

)
. (2.21)

Доказательство теоремы 10. Для доказательства теоремы можно
воспользоваться методом, изложенным в работах [55, 56], или произвести
непосредственную подстановку. Не ограничивая общности, воспользу-
емся вторым способом. Для электромагнитного случая (2.16), (2.15)
получаем

U = E +
�
2

2m
Δr |Ψ|
|Ψ| − q2

2m

∣∣∣ �A1

∣∣∣2 − i�
q

m |Ψ|
�A1 · ∇r |Ψ| , (2.22)

U1 = E −Q− �
2

2mρ2
, (2.23)
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где учтено, что Q = − �
2

2m
Δr |Ψ|
|Ψ| , �A1 = − �

qρ
�eφ, divr �A1 = 0 и ϕ = −E

�
t.

Выражение для квантового потенциала имеет вид

Δr |Ψ| = N

2σ2r
e
− ρ2

4σ2
r
− z2

4σ2
r

(
ρ2

2σ2r
− 2
)
+

N

2σ2r
e
− ρ2

4σ2
r
− z2

4σ2
r

(
z2

2σ2r
− 1
)
,

Q = − �
2

4mσ2r

(
ρ2

2σ2r
− 3+

z2

2σ2r

)
,

(2.24)

где N−1 = (2π)3/4σ3/2r . Для случая только с электрическим взаимодей-
ствием можно воспользоваться доказательством теоремы 7. Теорема 10
доказана.

Заметим, что при отсутствии магнитного поля решение ΨEM соответ-
ствует волновой функции основного состояния гармонического осцилля-
тора с квадратичным потенциалом U1 ∼ r2.

Построим решение уравнения Шрёдингера (2.18) с модифицирован-
ным полем (2.14): 〈

�pc
〉
1 = m

〈
�v
〉
1 = −q �A2 =

�η

2σ2r
ρ�eφ, (2.25)

где η ∈ R — некоторый коэффициент. Векторный потенциал �A2 в (2.15)
определяет однородное магнитное поле �B, которое при η = k ∈ Z имеет
вид (сравните с (2.10))

�B2 = −q
(Wb)
m η

2πσ2r
�ez. (2.26)

Докажем следующую теорему.

Теорема 11. Волновая функция (2.16) является точным решением
уравнения Шрёдингера (2.18) с векторным потенциалом (2.25), кван-
товым потенциалом (2.21) и потенциальной энергией U2:

i�
∂ΨEM

∂t
=

1
2m

(
p̂− q �A2

)2
ΨEM + U2ΨEM,

U2 (�r) =
�
2

8mσ4r

[(
1− η2

)
ρ2 + z2

]
.

(2.27)

Доказательство теоремы 11. Используя выражение (2.22), получаем

U2 = E −Q− �
2η2ρ2

8mσ4r
+
i�2ηρ

2σ2rm
�eφ

(
− ρ

2σ2r
�eρ − z

2σ2r
�ez

)
. (2.28)

Так как вид волновой функции не изменился, квантовый потенци-
ал (2.24) останется тем же. Подставляя (2.24) в (2.28), приходим к (2.27).
Теорема 11 доказана.

В отличие от потенциальной энергии U1 (2.19) выражение для
U2 (2.27) не имеет полюса на оси OZ. При η = 1 выражение (2.27)
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не зависит от полярного радиуса ρ. Квантовая система (2.16) «удержи-
вается» в радиальном направлении �eρ за счет магнитного поля (2.26).
Коэффициент 1− η2 в выражении (2.27) отрицателен при η > 1.

Расширение квантовой системы (2.16) с потенциалом U2 в радиаль-
ном направлении �eρ компенсируется усилением внешнего магнитного
поля (2.26). Аналогичная ситуация возникает при 0 < η < 1, когда
избыточное удержание потенциалом (2.27) компенсируется ослаблением
внешнего магнитного поля (2.26). Таким образом, любое изменение ко-
эффициента η не влияет на баланс между потенциальной энергией (2.27)
и векторным потенциалом (2.25), которые поддерживают квантовую си-
стему в равновесии, а волновую функцию (2.16) неизменной. Квантовое
давление (2.21) остается неизменным при любом значении η.

Докажем следующую теорему о функции Вигнера (1.69), которая
будет использована для анализа свойств функций Вигнера (1.69) и (2.4)
на решениях (2.15), (2.16) с потенциалами (2.19) и (2.27).

Теорема 12. Если векторное поле скорости потока вероятно-
стей

〈
�v
〉
1 является потенциальным и согласно теореме Гельмгольца

представимо в виде 〈
�v
〉
1 =

�

2m
∇rΦ, (2.29)

то функция f 1,2 (�r, �p, t) может иметь вид

f 1,2 (�r, �p, t) =
1

(2π�)3

∫

R3

Ψ(�r+, t)Ψ∗ (�r−, t) e−i �p·�s
� d3s, (2.30)

где �r± = �r ± �s/2.
Доказательство теоремы 12. Используя разложение Гельмгольца

для векторного поля
〈
�p
〉
1 = m

〈
�v
〉
1, получаем

〈
�p
〉
1 = −αm∇rΦ = − i�

2
∇rln

(
Ψ

Ψ∗

)
= − i�

2

(∇rΨ

Ψ
− ∇rΨ

∗

Ψ∗

)
,

|Ψ|2 〈�p〉
1
= − i�

2
(Ψ∗∇rΨ−Ψ∇rΨ

∗) =
∫

R3

f 1,2 (�r, �p, t) �p d3p.
(2.31)

Преобразуем выражение (2.31), приведя его левую часть к интеграль-
ному виду. Сделаем замену переменных �r± = �r ± �s/2 и заметим, что

∇s [Ψ
∗ (�r−, t) Ψ (�r+, t)] =

=
1
2

[
Ψ∗ (�r−, t)∇r+Ψ(�r+, t)−Ψ(�r+, t)∇r−Ψ

∗ (�r−, t)
]
. (2.32)
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Выражение (2.32) преобразуется в выражение (2.31) при s = 0, сле-
довательно,

|Ψ|2 〈�p〉1 = −i�
∫

R3

δ (�s)∇s [Ψ (�r+, t)Ψ∗ (�r−, t)] d3s =

=
−i�

(2π�)3

∫

R3

e−i �p·�s
� d3p

∫

R3

∇s [Ψ (�r+, t)Ψ∗ (�r−, t)] d3s =

=
−i�

(2π�)3

∫

R3

d3p
{
e−i �p·�s

� Ψ(�r+, t)Ψ∗ (�r−, t)
∣∣∣
±∞

−

−
∫

R3

Ψ(�r+, t)Ψ∗ (�r−, t)∇s e
−i �p·�s

� d3s
}
, (2.33)

|Ψ|2 〈�p〉1 = 1

(2π�)3

∫

R3

�p

⎡
⎣ ∫
R3

Ψ(�r+, t)Ψ∗ (�r−, t) e−i �p·�s
� d3s

⎤
⎦ d3p.

Сравнивая выражения (2.31) и (2.33), получаем (2.30). Теорема 12
доказана.

Вид функции (2.30) полностью совпадает с известной функцией Виг-
нера (1.69) для когерентного состояния. Следует отметить, что функция
Вигнера изначально была найдена феноменологическим способом. Здесь
она получена на основе разложения Гельмгольца (2.29) из теоремы 12.

Знание выражений для волновых функций (2.15), (2.16) позволяет
найти функции Вигнера. Волновой функции ΨE соответствует функция
Вигнера (1.69), выражение для которой было получено выше — (1.135)
и (1.167) —

WE (ρ, z, �p) =

=
ρ2

2π4�3σ2r
e
− ρ2+z2

2σ2
r

− 2σ2
r

�2 p2z

2π∫

0

dφs

+∞∫

0

e
−ρ2

ρ′2s
2σ2

r
+iχ(ρ,pρ,pφ ,ρs,φs)ρs dρs, (2.34)

которое удовлетворяет уравнению Моэля (1.68).
Для волновой функции ΨEM можно найти две функции квазиплотно-

сти вероятностей: функцию Вигнера WEM (1.69) и калибровочно-инва-
риантную функцию Вейля–Стратоновича fw (2.4). Функция WEM может
быть найдена в явном виде, действительно,

(2π�)3 (2π)3/2 σ3rWEM = e
− r2

2σ2
r

∫

R3

e
− s2

8σ2
r
− i

�
�s·�p
d3s =

= 8 (2π)3/2 σ3re
− r2

2σ2
r
− 2σ2

r
�2 p2

, (2.35)
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WEM (�r, �p) =
1

(π�)
3 exp

(
− r2

2σ2r
− 2σ2r

�2
p2
)
. (2.36)

Заметим, что функция WEM не удовлетворяет уравнению Моэ-
ля (1.68), так как она соответствует электромагнитному уравнению Шрё-
дингера (2.18). В п. 2.2 построен аналог уравнения Моэля с электромаг-
нитным взаимодействием.

Для построения функции fw потребуется следующая лемма.

Лемма 2. Пусть векторный потенциал имеет вид q �A1 (�r) =

= − �

r sin θ
�eφ (2.19), тогда выражение для функции Вейля–Стратоно-

вича fw (2.4) системы (2.16) представимо как

fw

(
�r, �P
)
=

1

(2π�)3
e
− r2

2σ2
r

(2π)3/2 σ3r

∫

R3

e
− s2

8σ2
r
− i

�
�s·�P

ei(φ+−φ−)d3s, (2.37)

где φ± = arctg
y ± ys/2
x± xs/2

, �s = {xs, ys, zs} .
Доказательство леммы 2. Подставим выражение (2.16) в функ-

цию (2.4), получим

(2π�)3 (2π)3/2 σ3rfw
(
�r, �P
)
=

=

∫

R3

e
− 1

4σ2
r

[
(�r+�s

2 )
2
+(�r−�s

2 )
2
]
e−

i
�
�s·�P ′d3s = e

− r2

2σ2
r

∫

R3

e
− s2

8σ2
r
− i

�
�s·�P ′

d3s, (2.38)

где �P ′ = �P +
q

2

1∫

−1

�A
(
�r + τ

�s

2

)
dτ . Вычислим интеграл

�s

2
q

1∫
−1

�A
(
�r + τ

�s

2

)
dτ

с полем (1.19):

�s

2
q

1∫

−1

�A

(
�r + τ

�s

2

)
dτ = q

�r+∫

�r−

�A (�r ′) d�r ′ =

= −�

�r+∫

�r−

1
ρ′
�eφ′d�r

′ = −�

φ+∫

φ−

dφ′ = −� (φ+ − φ−) , (2.39)

где d�r ′ = {dρ ′, ρ′dφ′, dz′}, �r± = �r ± �s

2
и tgφ± =

y ± ys/2
x± xs/2

. При вычислении

интеграла (2.39) предполагается интегрирование по контуру вне полюса
ρ = 0. Из (2.39) следует, что

�s · �P ′ = �s · �P − � (φ+ − φ−) . (2.40)

Лемма 2 доказана.
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Используя лемму 2, докажем следующую теорему.

Теорема 13. Функция Вейля–Стратоновича fw для квантовой
системы (2.18), (2.19) с электромагнитным взаимодействием
совпадает с функцией Вигнера WE (2.34) для квантовой систе-
мы (2.17), (2.19) с электрическим взаимодействием, т. е.

fw

(
�r, �P
)
=WE

(
ρ, z, �P

)
. (2.41)

Доказательство теоремы 13. Запишем подынтегральное выраже-
ние (1.69) функции Вигнера WE (�r, �p) для волновой функции (2.15),
получим

Ψ∗
E (�r−, t) ΨE (�r+, t) =

ei(φ+−φ−)

(2π)3/2 σ3r
e
− 1

2σ2
r

(
r2+ s2

4

)
. (2.42)

Азимутальные углы φ± в соответствии с φ± = arctg
y ± ys/2
x± xs/2

допус-
кают представление

sinφ± =
2y ± ys√

(2x± xs)
2
+ (2y ± ys)

2
=

sinφ± ρ′s sinφs√
1+ ρ′2s ± 2ρ′s cos (φ− φs)

,

cosφ± =
2x± xs√

(2x± xs)
2
+ (2y ± ys)

2
=

cosφ± ρ′s cosφs√
1+ ρ′2s ± 2ρ′s cos (φ− φs)

,

(2.43)
где ρ′s =

ρs
2ρ

. При подстановке (2.42) в интеграл (2.4) получим выра-

жение (2.41) (с заменой �p �→ �P ) для функции fw

(
�r, �P
)
. Теорема 13

доказана.

Замечание 10. С физической точки зрения утверждение (2.41) тео-
ремы 13 показывает «эквивалентность» двух квантовых систем (2.15)
и (2.16), обладающих одинаковой функцией квазиплотности вероятно-
стей (2.19). Данный результат является ожидаемым, так как обе системы
получены из одних и тех же начальных распределений (2.13) и (2.14)
в рамках формализма Вигнера–Власова. Разница между распределения-
ми fw иWE состоит в замене канонического импульса �p на кинетический
импульс �P .

С математической точки зрения волновые функции (2.15), (2.16) и
соответствующие уравнения Шрёдингера (2.17), (2.18) взаимосвязаны
калибровочной инвариантностью. В действительности верно следующее:

ΨEM (�r, t) = ΨE (�r, t) exp (−iφ) , (2.44)

где
−∇rφ = − 1

r sin θ
�eφ =

q

�

�A1 (�r) ,
∂φ

∂t
= 0. (2.45)

Таким образом, для «квантовых систем» (или математических моде-
лей), упомянутых ранее, можно сказать следующее. Первая «электро-
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магнитная квантовая система» с потенциалами U1/q, �A1 (�r) инвариантна
относительно второй «системы, содержащей только электрическое поле»
U1 − (∂φ/∂t) = U1. Здесь следует еще раз отметить, что с физической
точки зрения рассматривается только одна квантовая система, волновые
функции которой удовлетворяют калибровочному преобразованию (2.44).
Поскольку функция fw обладает калибровочной инвариантностью, она
имеет одинаковый вид (2.37) и (2.41) для обоих представлений (2.15)
и (2.16).

Следствие 1. Функция Вейля–Стратоновича для квантовой систе-
мы с электромагнитным взаимодействием fw (2.4) имеет области

Рис. 12. Области отрицательных значе-
ний fw

отрицательных значений для
волновой функции с распреде-
лением Гаусса (2.16).

Как известно, функция Виг-
нера (1.69) является квазип-
лотностью вероятностей кван-
товой системы, так как име-
ет области отрицательных зна-
чений. Согласно теореме Хад-
сона и ее обобщению для
3D-систем только для волно-
вой функции с распределением
Гаусса функция Вигнера (1.69)
является положительной. Вы-
ражение (2.34) для функции
fw

(
�r, �P
)
=WE

(
ρ, z, �P

)
получе-

но по волновой функции (2.16)
в виде распределения Гаусса, но функция fw имеет области отрицатель-
ных значений (рис. 12). Области отрицательных значений функции WE

описаны в п. 1.6. На рис. 12 приведено распределение функции fw в плос-
кости (ρ,Pφ) при z = 0, Pρ = Pz = 0.

Следствие 2. Волновая функция (2.15) является решением элек-
тромагнитного уравнения Шрёдингера

i�
∂Ψ

∂t
=

1
2m

(
p̂− q �A3

)2
Ψ+ U1Ψ, q �A3 (�r) =

�

r sin θ
�eφ, (2.46)

а связанная с ней функция Вейля–Стратоновича fw положительна
во всей фазовой области и имеет вид

fw (r,P ) =
1

(π�)
3 exp

(
− r2

2σ2r
− 2σ2r

�2
P 2
)
. (2.47)
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Доказательство следствия 2. Вычислим выражение (2.4) для функ-
ции (2.15), получим

fw

(
�r, �P , t

)
=

e
− r2

2σ2
r

(2π�)3 (2π)3/2 σ3r

∫

R3

e
− s2

8σ2
r
− i

�
�s·�P

d3s =
1

(π�)
3 e

− r2

2σ2
r
− 2σ2

r
�2 P 2

,

(2.48)
где учтены выражения (2.15), (2.46), (2.39), (2.42). Проверим, что вол-
новая функция (2.15) удовлетворяет уравнению Шрёдингера (2.46). Дей-
ствительно, воспользуемся выражением (2.22) для потенциала U1, в ко-
тором знак векторного потенциала (2.46) не имеет значения. Квантовый
потенциал получается из выражения (2.24). Следствие 2 доказано.

Заметим, что магнитное поле квантовой системы (2.46) отличается от
магнитного поля системы (2.19) только знаком.

Следствие 2 является аналогом теоремы Хадсона для функции
Вейля–Стратоновича fw. В отличие от обычной функции Вигнера
W (1.69), которая положительна только для распределения Гаусса, функ-
ция fw (2.4) положительна для электромагнитной системы (2.46), опи-
сываемой негауссовой волновой функцией (2.15). Согласно следствию 1
функция fw имеет отрицательные области для гауссовой волновой
функции.

Если функцию fw можно представить в виде функции Вигнера Wnew,
то очевидно, что вопрос о положительности функции fw сводится к
вопросу о положительности функции Wnew со следующим выражением
под знаком интеграла:

Wnew

(
�r, �P , t

)
=

1

(2π�)3

∫

R3

e−
i
�
�s·�P ρnew (�r+,�r−, t) d3s = fw

(
�r, �P , t

)
,

(2.49)

ρnew (�r+,�r−, t) = ρ (�r+,�r−, t) exp

[
−i q

�

�r+∫

�r−

�A (�r ′, t) d�r ′
]
,

(2.50)
ρnew (�r+,�r−, t) = Ψ∗

new (�r−, t)Ψnew (�r+, t) ,

ρ (�r+,�r−, t) = Ψ∗ (�r−, t)Ψ (�r+, t) ,

где интегрирование в (2.50) производится вдоль прямой, соединяющей
точки �r± = �r ± �s/2. Согласно теореме Хадсона и ее обобщению на трех-
мерный случай величина (2.50) должна иметь вид распределения Гаусса.
Поскольку положительная функция Вигнера (1.69) имеет тот же вид, что
и (2.47), выражение ρnew (�r+,�r−, t) также должно подчиняться распре-
делению Гаусса (преобразование фурье-функции Гаусса само является
функцией Гаусса). Выражения (2.15) и (2.47) сводятся к распределению
Гаусса (следствие 2). Напомним, что квантовая система (2.46) является
частным случаем Ψ-модели.
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Вычислим средние значения импульсов
〈
�p
〉
1 и
〈
�P
〉
1 по функциям fw

и WEM. В п. 1.6 было найдено
〈
�p
〉
1 по функции WE (1.180):

〈
�p
〉
1 (�r) =

1

|ΨE|2
∫

R3

�pWE (�r, �p) d3p = −q �A1 (�r) =
〈
�pc
〉
1 (�r) . (2.51)

Из (2.51) и теоремы 13 (2.41) следует, что

〈
�P
〉
1 (�r) =

1

|ΨEM|2
∫

R3

�Pfw

(
�r, �P
)
d3P =

1

|ΨE |2
∫

R3

�PWE

(
�r, �P
)
d3P =

〈
�pc
〉
1 (�r) .

(2.52)
В работах [40, 41] кинетический импульс �P представляется как

�P = �p − q �A, следовательно,
〈
�P
〉
1 =
〈
�p
〉
1 − q �A = −q �A, отсюда 〈�p〉1 = 0.

Аналогичный результат
〈
�p
〉
1 = 0 получается при усреднении по функ-

ции WEM: 〈
�p
〉
1 (�r) =

1

|ΨEM|2
∫

R3

�pWEM (�r, �p) d3p = 0. (2.53)

Следовательно, для системы с электромагнитным взаимодействием
средний кинетический импульс определяется величиной

〈
�P
〉
1, а для

системы только с электрическим взаимодействием —
〈
�p
〉
1, и оба этих

значения совпадают с точным значением
〈
�pc
〉
1 (2.14). У электромагнит-

ной системы (2.16) вихревое поле (2.14) вызвано векторным потенциалом〈
�P
〉
1 = −q �A1, а потенциальная часть является безвихревой (

〈
�p
〉
1 = 0).

У системы (2.15) магнитное поле отсутствует: �A = �θ, поэтому вихревое
поле (2.14) определяется потенциальной частью ∇rϕ (фазой волновой
функции), т. е.

〈
�p
〉
1
=

�

ρ
�eφ.

Заметим, что усреднение �P = �p− q �A по функции WEM дает коррект-
ный результат:〈
�P
〉
1 (�r) =

=
1

|ΨEM|2
∫

R3

�PWEM (�r, �p) d3p =
1

|ΨEM|2
∫

R3

�pWEM (�r, �p) d3p− q �A1 = −q �A1.

(2.54)

Вычислим энергию основного состояния E (2.19). Для обеих функ-

ций fw и WEM будем усреднять выражение E
(
�r, �P
)
=

P 2

2m
+ U1 (�r).

Произведем непосредственные вычисления. Начнем с усреднения по
функции WEM, получим
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〈EWEM〉0 =
1

2m (π�)
3

∫

R3

e
− r2

2σ2
r d3r

∫

R3

(
p2 − 2q�p · �A1 + q2

∣∣∣ �A1

∣∣∣2) e−
2σ2

r
�2 p2d3p+

+
(2π)3/2

(π�)
3

�
3

8σ3r

�
2

8mσ4r

∫

R3

(
r2 − 4σ4r

r2 sin2 θ

)
e
− r2

2σ2
r d3r = I

(T )
EM + I

(U)
EM . (2.55)

Найдем по отдельности интегралы I
(T )
EM и I

(U)
EM . Для кинетического

интеграла I(T )
EM получим

I
(T )
EM =

3�2

8mσ2r
+

�
2

2mσ2r

π∫

0

dθ

sin θ
. (2.56)

Интеграл I(U)
EM , соответствующий потенциальной энергии, примет вид

I
(U)
EM =

3�2

8mσ2r
− �

2

2mσ2r

π∫

0

dθ

sin θ
. (2.57)

Подставляя выражения (2.56) и (2.57) в (2.55), получим

〈EWEM 〉0 =
∫

R3

∫

R3

(
P 2

2m
+ U

)
WEMd

3rd3p =
3�2

4mσ2r
. (2.58)

Произведем усреднение по функции fw:

〈Efw〉0 =
∫

R3

∫

R3

(
P 2

2m
+ U

)
fwd

3rd3P =

=
1
2m

∫

R3

d3r

∫

R3

P 2fwd
3P +

∫

R3

Ud3r

∫

R3

fwd
3P = I

(T )
fw

+ I
(U)
fw

. (2.59)

Для вычисления интеграла I
(T )
fw

воспользуемся результатом тео-
ремы 9, в которой найдены диагональные элементы тензора давле-
ния (1.182) для распределения WE (1.135). Согласно теореме 13 спра-
ведлив переход fw

(
�r, �P
)
=WE

(
ρ, z, �P

)
, следовательно,

∫

R3

(Pα − 〈Pα〉1)2 fwd3P = f 1 (�r)
�
2

4σ2r
, (2.60)

отсюда∫

R3

P 2
αfwd

3P =

∫

R3

(Pα − 〈Pα〉1)2 fwd3P + f 1 (�r) |〈Pα〉1|2 =

= f 1 (�r)

[
�
2

4σ2r
+ q2A2

α

]
. (2.61)



498 ПЕРЕПЁЛКИН Е.Е. И ДР.

С учетом выражения (2.61) интеграл I(T )
fw

примет вид

I
(T )
fw

=
1
2m

∫

R3

d3r

∫

R3

P 2fwd
3P =

1
2m

∫

R3

d3r

∫

R3

P 2fwd
3P =

=
1
2m

∫

R3

f 1 (�r)

(
3�2

4σ2r
+ q2

∣∣∣ �A1

∣∣∣2) d3r =
(2.62)

=
1
2m

3�2

4σ2r
+

�
2

2m
1

(2π)3/2 σ3r

2π∫

0

dφ

π∫

0

dθ

sin θ

+∞∫

0

e
− r2

2σ2
r dr,

I
(T )
fw

=
3�2

8mσ2r
+

�
2

2mσ2r

π∫

0

dθ

sin θ
.

Выражение для интеграла I(U)
fw

полностью совпадает с I(U)
EM . Действи-

тельно,

I
(U)
fw

=
�
2

8mσ4r

∫

R3

f (�r)

(
r2 − 4σ4r

r2 sin2 θ

)
d3r = I

(U)
EM . (2.63)

Подставляя (2.62) и (2.63) в выражение (2.59), получим

〈Efw 〉0 =
∫

R3

∫

R3

(
P 2

2m
+ U

)
fw d

3r d3P =
3�2

4mσ2r
. (2.64)

Окончательно из выражений (2.58) и (2.64) следует равенство
энергий

〈EWEM〉0 =
∫

R3

∫

R3

[
1
2m

(
�p− q �A

)2
+ U1

]
WEM (�r, �p) d3rd3p =

= 〈Efw〉0 =
∫

R3

∫

R3

(
P 2

2m
+ U1

)
fw

(
�r, �P
)
d3rd3P = E =

3�2

4mσ2r
. (2.65)

Из выражения (2.65) следует, что энергия E , усредненная 〈E〉0 по
обеим функциям fw и WEM, имеет одно и то же значение, совпадающее
с энергией квантовой системы E (2.19) в основном состоянии.

Следует отметить, что результаты (2.52)–(2.54) можно распростра-
нить на общий случай функций fw

(
�r, �P
)

и W (�r, �p, t). Сформулируем
следующую лемму.

Лемма 3. Среднее поле кинетического импульса
〈
�P
〉
1, вычисленное

с помощью функций квазиплотности вероятностей — fw

(
�r, �P , t

)
или
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W (�r, �p, t), может быть представлено в виде разложения Гельмголь-
ца (1.126):〈
�P
〉
1
(�r, t) =

1

|Ψ|2
∫

R3

�Pfw

(
�r, �P , t

)
d3P =

1

|Ψ|2
∫

R3

�PW (�r, �p, t) d3p =
�

2
∇rΦ− q �A

(2.66)
или

�J (�r, t) = |Ψ|2 〈 �P〉
1
= − i�

2
(Ψ∗∇rΨ−Ψ∇rΨ

∗)− qΨ∗ �AΨ, (2.67)

где �P = �p− q �A.
Доказательство леммы 3. Учитывая выражение (2.31) и представ-

ление ∫

R3

e−
i
�
�s·�P �Pd3P = i�∇s

∫

R3

e−
i
�
�s·�Pd3P = i� (2π�)3∇sδ (�s) ,

получим

|Ψ|2 〈 �P〉1,2 = i�

∫

R3

exp

(
− i

�
q

�r+∫

�r−

�A (�r ′) d�r ′
)
ρ (�r+,�r−, t)∇sδ (�s) d

3s =

= −i�
∫

R3

δ (�s)∇s

[
exp

(
− i

�
q

�r+∫

�r−

�A (�r ′) d�r ′
)
ρ (�r+,�r−, t)

]
d3s, (2.68)

где интеграл
�r+∫
�r−

�A (�r ′) d�r ′ вычисляется вдоль прямой, соединяющей точ-

ки �r±. Преобразуем подынтегральное выражение (2.68):

∇s

[
exp

(
− i

�
q

�r+∫

�r−

�A (�r ′, t) d�r ′
)
ρ (�r+,�r−, t)

]
=

= ρ (�r+,�r−, t)∇se
− i

�
q

�r+∫

�r−
�A(�r ′,t)d�r ′

+ e
− i

�
q

�r+∫

�r−
�A(�r ′,t)d�r ′

∇sρ (�r+,�r−, t) =

= − i

2�
qρ (�r+,�r−, t) e

− i
�
q

�r+∫

�r−
�A(�r ′,t)d�r ′

∇s

�r+∫

�r−

�A (�r ′, t) d�r ′+

+
1
2
e
− i

�
q

�r+∫

�r−
�A(�r ′,t)d�r ′[

Ψ∗(�r−, t)∇r+Ψ(�r+, t)−Ψ(�r+, t)∇r−Ψ
∗(�r−, t)

]
.

(2.69)
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Подставляя (2.69) в (2.68), получим

|Ψ|2 〈�P〉1 = − �

2�
q
[
�A (�r, t) + �A (�r, t)

]
ρ (�r,�r, t) e

− i
�
q

�r∫

�r

�A(�r ′,t)d�r ′−

− i�

2
e
− i

�
q

�r∫

�r

�A(�r ′,t)d�r ′
[Ψ∗ (�r, t)∇rΨ(�r, t)−Ψ(�r, t)∇rΨ

∗ (�r, t)] ,
(2.70)

|Ψ|2 〈�P〉1 = i

�
q �A |Ψ|2 − i�

2
[Ψ∗∇rΨ−Ψ∇rΨ

∗]

или 〈
�P
〉
1 = − i�

2
∇rln

Ψ

Ψ∗ − q �A. (2.71)

Аналогично для функции W получаем

|Ψ|2 〈�p〉1 = 1

(2π�)3

∫

R3

e−
i
�
�s·�p�pd3p

∫

R3

ρ (�r+,�r−, t) d3s =

= − i�
2
[Ψ∗ (�r, t)∇rΨ(�r, t)−Ψ(�r, t)∇rΨ

∗ (�r, t)] , (2.72)〈
�p
〉
1 = − i�

2

[∇rΨ

Ψ
− ∇rΨ

∗

Ψ∗

]
,
〈
�P
〉
1 =
〈
�p
〉
1 − q �A.

Лемма 3 доказана.
Сравним импульсные представления для квантовых си-

стем (2.15), (2.16) и (2.27). Известно, что для функции Вигнера (1.69)
справедливы следующие выражения:∫

R3

W (�r, �p, t) d3p = |Ψ(�r, t)|2 ,
∫

R3

W (�r, �p, t) d3r =
∣∣∣Ψ̃ (�p, t)

∣∣∣2 , (2.73)

где Ψ̃ — импульсное представление волновой функции (Ψ̃ = F [Ψ] —
преобразование Фурье волновой функции Ψ). Будут ли справедливы
выражения (2.73) для функции fw

(
�r, �P
)
?

Следствие 3. Для квантовых систем (2.16) и (2.25), (2.27) функция
fw

(
�r, �P
)
обладает следующими свойствами:∫

R3

fw

(
�r, �P , t

)
d3P = |Ψ(�r, t)|2 (2.74)

для произвольного векторного потенциала �A. Плотность вероят-
ностей импульса для �A1 (2.19) и �A2 (2.25) соответственно имеет
следующий вид:

Fw

(
�P
)
=

∫

R3

fw

(
�r, �P
)
d3r,
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F 1
w

(
�P
)
=
∣∣∣Ψ̃E

∣∣∣2 = 32σ5r
π (2π)3/2 �5

P 2
ρ e

−2
σ2
r

�2 P
2
z

(π/2∫

0

e−
σ2
r

�2 P
2
ρ cos2 φ cos2 φdφ

)2

,

(2.75)

F 2
w

(
�P
)
=

2σ2re
− 2σ2

r
�2 P 2

π2�3 (1+ η2)

[
σr

√
2π − 4σ2rηPρ

�

√
1+ η2

π/2∫

0

e
2σ2

rη2P 2
ρ sin2 φ

�2(1+η2) ×

× erf

(
− σr

√
2 ηPρ

�

√
1+ η2

sinφ

)
sinφdφ

]
, (2.76)

при этом

Fw

(
�P
)
�=
∣∣∣Ψ̃EM

(
�P
)∣∣∣2 =

(
σr

√
2π

π�

)3

e−
2σ2

r
�2 P 2

= F
(
�P
)
. (2.77)

Доказательство следствия 3. Справедливость условия (2.74) на-
прямую следует из непосредственного интегрирования по пространству
импульсов:
∫

R3

fw

(
�r, �P , t

)
d3P =

=
1

(2π�)3

∫

R3

Ψ∗ (�r−, t)Ψ (�r+, t) e
− iq

2�

1∫

−1
�s· �A(�r+�s τ

2 ,t)dτ
d3s

∫

R3

e−
i
�
�P ·�sd3P =

=

∫

R3

δ (s)Ψ∗ (�r−, t)Ψ (�r+, t) e
− iq

2�

1∫

−1
�s· �A(�r+�s τ

2 ,t)dτ
d3s = |Ψ(�r, t)|2 . (2.78)

Для векторного потенциала �A1 выполнено условие (2.39), следова-
тельно,
∫

R3

fw

(
�r, �P
)
d3r =

=
1

(2π�)3

∫

R3

ΨEM (�r+, t) eiφ+e−i
�P ·�r+

� d3r+

∫

R3

Ψ∗
EM (�r−, t) e−iφ−ei

�P ·�r−
� d3r− =

=
1

(2π�)3

∫

R3

ΨE (�r+, t) e−i
�P ·�r+

� d3r+

∫

R3

Ψ∗
E (�r−, t) ei

�P ·�r−
� d3r− =

= Ψ̃E

(
�P , t
)
Ψ̃∗

E

(
�P , t
)
=
∣∣∣Ψ̃E

∣∣∣2 , (2.79)
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где учтено условие калибровки (2.44). Найдем импульсную волновую
функцию Ψ̃E

(2π�)3/2 Ψ̃E (�p, t) =
∫

R3

ΨE (�r, t) e−i �p·�r
� d3r =

=

∫

R3

ΨEM (�r, t) eiφe−i �p·�r
� d3r =

e−iE
�
tI (�p)

(2π)3/4 σ3/2r

, (2.80)

I (�p) =

∫

R3

e
− r2

4σ2
r eiφe−i �p·�r

� d3r = 2σr
√
π e−

σ2
r

�2 p
2
zeiφp

π∫

−π

e−σ2
r

p2ρ
�2 cos2 φ ′dφ ′×

×
+∞∫

0

e−[
ρ

2σr
+iσr

pρ
�

cosφ′]
2

ρ cosφ′dρ, (2.81)

где учтено, что
2π∫

0

e−i
ρpρ
�

cos(φ−φp) sinφdφ = sinφp

2π∫

0

e−i
ρpρ
�

cosφ′ cosφ′dφ′,

2π∫

0

e−i
ρpρ
�

cos(φ−φp) cosφdφ = cosφp

2π∫

0

e−i
ρpρ
�

cosφ′ cosφ′dφ′.

Вычислим интеграл в выражении (2.81), разбив промежуток интегри-
рования на два интервала (−π, 0) и (0,π):

I1 =

π∫

0

e−σ2
r

p2ρ
�2 cos2 φ′dφ′

+∞∫

0

e−[
ρ

2σr
+iσr

pρ
�

cosφ′]2ρ cosφ′dρ =

=

π/2∫

0

e−σ2
r

p2ρ
�2 cos2 φ′dφ′

+∞∫

0

e−[
ρ

2σr
+iσr

pρ
�

cosφ′]
2

ρ cosφ′dρ +

+

π∫

π/2

e−σ2
r

p2ρ
�2 cos2 φ′dφ′

−∞∫

0

e
−
[

ρ′
2σr

−iσr
pρ
�

cosφ′
]2
ρ′ cosφ′dρ′,

где ρ = −ρ′,

I1 =

π/2∫

0

e−σ2
r

p2ρ
�2 cos2 φ′dφ′

+∞∫

0

e−[
ρ

2σr
+iσr

pρ
�

cosφ′]
2

ρ cosφ′dρ +
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+

0∫

π/2

e−σ2
r

p2ρ
�2 cos2 φ′′dφ′

−∞∫

0

e
−
[

ρ′
2σr

+iσr
pρ
�

cosφ′′
]2
ρ′ cosφ′′dρ′ =

=

π/2∫

0

e−σ2
r

p2ρ
�2 cos2 φ′dφ′

+∞∫

0

e−[
ρ

2σr
+iσr

pρ
�

cosφ′]
2

ρ cosφ′dρ + (2.82)

+

π/2∫

0

e−σ2
r

p2ρ
�2 cos2 φ′′dφ′′

0∫

−∞
e
−
[

ρ′
2σr

+iσr
pρ
�

cosφ′′
]2
ρ′ cosφ′′dρ′,

I1 =

π/2∫

0

e−σ2
r

p2ρ
�2 cos2 φ′dφ′

+∞∫

−∞
e−[

ρ
2σr

+iσr
pρ
�

cosφ′]2ρ cosφ′dρ

с заменой φ′′ = π − φ′. Аналогично для I2 получаем

I2 =

0∫

−π

e−σ2
r

p2ρ
�2 cos2 φ′dφ′

+∞∫

0

e−[
ρ

2σr
+iσr

pρ
�

cosφ′]
2

ρ cosφ′dρ =

=

π∫

0

e−σ2
r

p2ρ
�2 cos2 φ′′dφ′′

+∞∫

0

e−[
ρ

2σr
+iσr

pρ
�

cosφ′′]2ρ cosφ′′dρ, (2.83)

где φ′′ = −φ′. Подставляя (2.82) и (2.83) в (2.81), приходим к выражению

I = −ieiφp
16πσ4r

�
pρe

− σ2
r

�2 p
2
z

π/2∫

0

e−σ2
r

p2ρ
�2 cos2 φ′ cos2 φ′dφ′, (2.84)

в котором учтено свойство среднего значения распределения Гаусса:

+∞∫

−∞
e−[

ρ
2σr

+iσr
pρ
�

cosφ′]
2

ρ dρ = −i4√π σ3r
pρ
�

cosφ′.

Для выражений (2.84) и (2.80) получаем

Ψ̃E (p, t) = −ieiφp
16πσ4r

�

1

(2π�)3/2
e−iE

�
t

(2π)3/4 σ3/2r

pρ e
− σ2

r
�2 p

2
z×

×
π/2∫

0

e−σ2
r

p2ρ
�2 cos2 φ′ cos2 φ′dφ′,
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∫

R3

fwd
3P =

∣∣Ψ̃E

∣∣2 = 32σ5r
π (2π)3/2 �5

P 2
ρ e−2

σ2
r

�2 P
2
z×

×
⎛
⎝π/2∫

0

e−σ2
r

P 2
ρ

�2 cos2 φ′ cos2 φ′dφ′

⎞
⎠2

. (2.85)

Заметим, что импульсное представление Ψ̃EM имеет форму распреде-
ления Гаусса ∣∣∣Ψ̃EM

∣∣∣2 =
(
σr

√
2π

π�

)3

e−
2σ2

r
�2 P 2

(2.86)

и не совпадает с распределением (2.85). Для векторного потенциала �A2
справедливо следующее выражение:

q

2

1∫

−1

�s · �A2

(
�r + τ

�s

2

)
dτ = q�s · �A2 (�r) . (2.87)

Используя выражение (2.87), найдем функцию fw

(
�r, �P
)
, соответ-

ствующую волновой функции ΨEM:

(2π�)3 fw
(
�r, �P
)
=

e
− r2

2σ2
r
− 2σ2

r
�2 [�P+q �A2(�r)]

2

(2π)3/2 σ3r

∫

R3

e
− 1

2σ2
r

(
�s
2 +i2

σ2
r
� [�P+q �A2(�r)]

)2

d3s,

(2.88)

fw

(
�r, �P
)
=

1

(π�)
3 e

− r2

2σ2
r
− 2σ2

r
�2 [�P+q �A2(�r)]

2

.

Для импульсного представления получаем

∫

R3

fw

(
�r, �P
)
d3r =

σr
√
2π

(π�)
3 e−

2σ2
r

�2 P 2
2π∫

0

dφ′×

×
+∞∫

0

e
−
(

1
2σ2

r
+

2q2σ2
rc20

�2

)
ρ′2− 4qc0σ

2
r

�2 Pρ sin(φ′−φP )ρ′
ρ′dρ′ =

=
σr

√
2π

(π�)
3
c21
e−

2σ2
r

�2 P 2
2π∫

0

e

c22
2σ2

rc21
P 2

ρ sin2 φ′′
dφ′′

+∞∫

0

e
− 1

2σ2
r

(
ρ′′+ c2

c1
Pρ sinφ′′

)2

ρ′′dρ′′,

(2.89)
где

c0 = − �η

2qσ2r
, c21 = 1+

4q2σ4rc
2
0

�2
, c2 =

4qc0σ4r
�2

, ρ′′ = c1ρ
′. (2.90)
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Вычислим следующий интеграл:

+∞∫

0

e
− 1

2σ2
r
(ρ′′+λ)

2

ρ′′dρ′′ = σ2r e
− λ2

2σ2
r − λσr

√
π

2
erfc

(
λ

σr
√
2

)
, (2.91)

где erfc (x) =
2√
π

+∞∫

x

e−t2dt. Подставляя (2.91) в (2.89), получаем

∫

R3

fw

(
�r, �P
)
d3r =

σr
√
2π

(π�)
3
c21
e−

2σ2
r

�2 P 2
2π∫

0

e

c22P
2
ρ sin2 φ′′

2σ2
rc21 dφ′′×

×
(
σ2re

− c22P
2
ρ sin2 φ′′

2c21σ
2
r − c2σr

c1

√
π

2
erfc

(
c2Pρ sinφ

′′

c1σr
√
2

)
Pρ sinφ

′′
)

=

=
σ3r (2π)

3/2

(π�)3 c21
e−

2σ2
r

�2 P 2

+
4σ2rc2
π2�3c31

e−
2σ2

r
�2 P 2

Pρ×

×
π/2∫

0

e

c22P
2
ρ sin2 φ′′

2σ2
rc21 erf

(
c2Pρ sinφ

′′

c1σr
√
2

)
sinφ′′dφ′′. (2.92)

Свойство периодичности подынтегральной функции позволяет пере-
писать интеграл (2.92):

2π∫

0

e

c22
2σ2

rc21
P 2

ρ sin2 φ′′
erfc

(
c2Pρ sinφ

′′

c1σr
√
2

)
sinφ′′dφ′′ =

= −4
π/2∫

0

e

c22
2σ2

rc21
P 2

ρ sin2 φ′′
erf

(
c2Pρ sinφ

′′

c1σr
√
2

)
sinφ′′dφ′′.

Преобразуем коэффициенты c21 = 1+ η2,
c2
c1

= − 2σ2
rη

�

√
1+ η2

(2.90). В ре-

зультате выражение (2.92) примет вид

∫

R3

fwd
3r =

2σ2re
− 2σ2

r
�2 P 2

π2�3 (1+ η2)

[
σr

√
2π−

− 4σ2rη

�

√
1+ η2

Pρ

π/2∫

0

e
2σ2

rη2P 2
ρ sin2 φ

�2(1+η2) erf

(
− σrη

√
2

�

√
1+ η2

Pρ sinφ

)
sinφdφ

]
.

Следствие 3 доказано.
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Таким образом, функция fw удовлетворяет (2.74) и в общем случае
выполнено условие

∫
R3

fwd
3r �= ∣∣Ψ̃∣∣2.

Волновая функция ΨEM (2.16) одинакова для обеих квантовых си-
стем с векторными потенциалами �A1 и �A2. Импульсное представление
Ψ̃EM (2.77) волновой функции (2.16) также одинаково для обеих кванто-
вых систем. Следовательно, плотность вероятностей

∣∣Ψ̃EM‖2 (2.77) оди-
накова для обеих систем. Такая же плотность вероятностей получается
из функции Вигнера W (1.69) согласно (2.73).

Функция Вигнера (1.69) не содержит явной зависимости от вектор-
ного потенциала �A и определяется только волновой функцией. Если
волновая функция ΨEM одинакова, то и функция W одинакова для двух
систем.

Заметим, что квантовые системы, рассматриваемые в следствии 3,
не являются калибровочно-инвариантными. Поэтому им соответствуют
разные функции fw и разные распределения импульсов (2.75), (2.76).
В то же время система с потенциалами �A = �θ, U1/q калибровочно-
инвариантна системе с потенциалами �A1, U1/q (см. (2.44), (2.45)), что
подтверждается равенством (2.75) F 1

w

(
�P
)
=
∣∣Ψ̃E

∣∣2.
На рис. 13 представлены плотности распределения импульса (2.75)

и
∣∣Ψ̃EM

∣∣2 в плоскости Pz = 0. На рис. 13, а показано распределе-
ние (2.75) системы с векторным потенциалом �A1, а на рис. 13, б —∣∣Ψ̃EM

∣∣2-распределение. Из сравнения распределений на рис. 13 видно их
существенное различие.

На рис. 14 приведены распределения вдоль аксиальной оси Pz и ра-
диальной оси Pρ. Красные кривые (1, 3) соответствуют радиальному (ρ)
распределению, а синие кривые (2, 4) — продольному (z) распределе-
нию. Распределение (2.76) для векторного потенциала �A2 представлено

Рис. 13. Импульсное распределение для системы с потенциалом �A1
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Рис. 14 (цветной в электронной версии). Импульсное распределение для системы
с потенциалом �A2

сплошными линиями (3, 4), а распределение
∣∣Ψ̃EM

∣∣2 — пунктирными
линиями (1, 2). Распределение (2.77) симметрично вдоль Pρ и Pz, по-
этому красная (1) и синяя (2) пунктирные линии на рис. 14 полностью
совпадают. Распределение (2.76) несимметрично, поэтому красные (3)
и синие (4) сплошные линии на рис. 14 различаются. Если сравнить
распределения (2.76) и (2.77) на рис. 14, то будет хорошо видно их
существенное различие, что согласуется с неравенством (2.77).

Заметим, что распределение
∣∣Ψ̃EM

∣∣2 соответствует каноническому
оператору импульса p̂ (1.126), а распределения (2.75) и (2.76) построены
по функции fw. Может возникнуть вопрос: какое распределение является
физически разумным? Функция Вигнера (1.69) получена феноменологи-
чески, но удовлетворяет соотношениям (2.73). Функция fw (2.4) выве-
дена на основе W , но удовлетворяет условиям (2.74), (2.77). Возможно
ли, что оператор кинетического импульса P̂ = p̂ − q �A (�r, t) обладает
собственными функциями ψ : P̂ψ = �λψ, по которым следует разложить
волновую функцию ΨEM? В результате можно ли получить функцию
˜̃ΨEM

(
�P , t
)
, для которой выполнено

∣∣ ˜̃ΨEM

∣∣2 = ∫
fwd

3r? Строя функции ψ,
получаем

P̂ψ = −i�∇rψ − q �A (�r, t)ψ = �λψ,
�λ = −i�∇rlnψ − q �A (�r, t) ,

(2.93)

где �λ не зависит от �r. Выражение (2.93) совпадает с разложением Гельм-
гольца (1.126). Поле q �A (�r, t) является вихревым, а поле −i�∇rlnψ —
потенциальным. Вихревые и потенциальные поля не могут компенсиро-
вать друг друга и создать постоянное поле �λ, не зависящее от �r. Такая
«компенсация» возможна в частных случаях для негладких потенциалов,
например (2.45).
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Из сравнения (2.93) и разложения Гельмгольца (1.126) следует ре-
шение

�λ = m
〈
�v
〉
1 =
〈
�p
〉
1 (�r, t) , ψ (�r, t) = exp [iϕ (�r, t)] . (2.94)

В частном случае при �A = �θ фаза (действие) �ϕ может быть выбра-
на как

�ϕ (�r, t) = �r · �p− Et,

т. е. собственные функции (2.94) будут соответствовать собственным

функциям ψ = exp
(
i
�p · �r
�

)
канонического оператора импульса p̂.

2.2. Электромагнитная аппроксимация Власова–Моэля. В рабо-
тах [37–41, 85, 89–91] получены аналоги уравнений Моэля для функций
Вигнера (1.69) и Вейля–Стратоновича (2.4) с учетом электромагнитного
поля. Полученные уравнения эволюции функции Вигнера имеют вид, не
совпадающий с видом второго уравнения Власова (1.72). Для построения
электромагнитной аппроксимации Власова–Моэля для среднего потока
ускорений

〈
�̇v
〉
1,2

необходимо, чтобы математическая форма уравнения
эволюции функции Вигнера была близка ко второму уравнению Власова.

Исходя из выражений (2.89), (2.54), (2.65) и (2.66) использование
функции Вигнера (1.69) при анализе систем с электромагнитным взаи-
модействием имеет смысл. Кроме того, выражение для функции (1.69)
существенно проще выражения (2.4).

Построим уравнение эволюции для функции (1.69), сводящееся или
близкое ко второму уравнению Власова (1.72).

Теорема 14. Функция Вигнера W (�r, �p, t) чистого состояния для
квантовых систем с электромагнитным взаимодействием (1.126)
удовлетворяет эволюционному уравнению

∂

∂t
W +

1
m

(
�p− q

→
Â
)
· ∇rW − (∇pW · ∇r)

[
1
2m

(
�p− q

←
Â
)2

+
↼

Û
]
= 0,

(2.95)
или

∂

∂t
W +

1
m
divr

[
W
←
P̂

]
+ divp

[
−W �∇r

(
1
2m

←
P̂

2

+
←
Û
)]

= 0, (2.96)

где
�̂
P

def
= m

�̂V def
= �p− q

�̂A, (2.97)

q
←
Û def

=

+∞∑
l=0

(−1)l (�/2)2l

(2l + 1)!

(←∇p · �∇r

)2l
U ,

�̂A def
=

+∞∑
k=0

(−1)k (�/2)2k

(2k)!
�A
(←∇r · �∇p

)2k
,

(2.98)
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�̂Uq def
=

+∞∑
l=0

(−1)l (�/2)2l

(2l + 1)!
U
(←∇r · �∇p

)2l
,

←
Â def

=
+∞∑
k=0

(−1)k (�/2)2k

(2k)!

(←∇p · �∇r

)2k �A,
(2.99)

а стрелка над оператором указывает направление его действия.
Доказательство теоремы 14. Найдем частную производную по вре-

мени от функции Вигнера чистого состояния (1.69):

(2π�)3
∂

∂t
W (�r, �p, t) =

∫

R3

e−i�s·�p
� Ψ(�r ′′, t)

∂

∂t
Ψ∗ (�r ′, t) d3s+

+

∫

R3

e−i�s·�p
� Ψ∗ (�r ′, t)

∂

∂t
Ψ(�r ′′, t) d3s. (2.100)

Из уравнения Шрёдингера (1.126) следует, что(
p̂− q �A

)2
Ψ =

(
p̂− q �A

)(
p̂Ψ− q �AΨ

)
=

= p̂2Ψ− qp̂
(
�AΨ
)− q �Ap̂Ψ+ q2

∣∣ �A∣∣2Ψ =

= −�
2ΔrΨ+ i�q

(∇r, �AΨ
)
+ i�q

(
�A,∇rΨ

)
+ q2
∣∣ �A∣∣2Ψ =

= −�
2ΔrΨ+ i�qΨ

(∇r, �A
)
+ i�q

(∇rΨ, �A
)
+ i�q

(
�A,∇rΨ

)
+ q2
∣∣ �A∣∣2Ψ,(

p̂− q �A
)2
Ψ = −�

2ΔrΨ+ 2i�q
(∇rΨ, �A

)
+ q2
∣∣ �A∣∣2Ψ,

где учтено условие divr �A = 0. В результате уравнение Шрёдингера при-
мет вид

i�
∂

∂t
Ψ(�r ′′, t) =

=

[
− �

2

2m
Δr ′′ + i

�q

m
�A (�r ′′, t) · ∇r ′′ +

q2

2m

∣∣∣ �A (�r ′′, t)
∣∣∣2 + U (�r ′′, t)

]
Ψ(�r ′′, t) ,

(2.101)

− i�
∂

∂t
Ψ∗ (�r ′, t) =

=

[
− �

2

2m
Δr′ − i

�q

m
�A (�r ′, t) · ∇r′ +

q2

2m

∣∣∣ �A (�r ′, t)
∣∣∣2 + U (�r ′, t)

]
Ψ∗ (�r ′, t) .

Подставим уравнения (2.101) в первый и второй интеграл выраже-
ния (2.100), получим

(2π�)3
∂

∂t
W = I1 + I2 + I3 + I4, (2.102)



510 ПЕРЕПЁЛКИН Е.Е. И ДР.

где

I1 = i
�

2m

∫

(∞)

e−i�s·�p
� [Ψ∗(�r ′, t)Δr′′Ψ(�r ′′, t)−Ψ(�r ′′, t)Δr ′Ψ

∗(�r ′, t)] d3s, (2.103)

I2 =
q

m

∫

(∞)

e−i�s·�p
�

[
Ψ(�r ′′, t) �A(�r ′,t) · ∇r′Ψ

∗(�r ′,t)+

+ Ψ∗(�r ′,t) �A(�r ′′, t) · ∇r′′Ψ(�r ′′, t)
]
d3s, (2.104)

I3 = i
q2

2m�

∫

(∞)

e−i�s·�p
� Ψ∗(�r ′, t)Ψ(�r ′′, t)

[∣∣ �A(�r ′, t)
∣∣2− ∣∣ �A(�r ′′, t)

∣∣2]d3s, (2.105)

I4 =
i

�

∫

(∞)

e−i�s·�p
� Ψ(�r ′′, t) [U(�r ′, t)− U(�r ′′, t)] Ψ∗(�r ′, t) d3s. (2.106)

Вычислим интеграл I4. Преобразуем подынтегральное выражение

U (�r ′, t)− U (�r ′′, t) = −
+∞∑
l=0

(�s · ∇r)
2l+1

22l (2l + 1)!
U (�r, t). (2.107)

Сделаем преобразование:

e−i�s·�p
�

(
i
�s

�
· �∇r

)2l+1

U (�r, t) = −
(
�∇p · �∇r

)2l+1
e−i�s·�p

� U (�r, t) . (2.108)

Подставим выражения (2.107) и (2.108) в интеграл для потенциаль-
ной энергии (2.106), получим

I4 = − i

�

+∞∑
l=0

1
22l (2l + 1)!

∫

R3

Ψ(�r ′′, t)Ψ (�r ′, t)×

× e−i�s·�p
�

�
2l+1

i2l+1

(
i

�
�s, �∇r

)2l+1

U (�r, t) d3s =
(2.109)

=
1
�

+∞∑
l=0

(−1)l �2l+1

22l (2l + 1)!
U (�r, t)

(←∇r, �∇p

)2l+1
∫

R3

e−i�s·�p
� Ψ(�r ′′, t)Ψ (�r ′, t) d3s,

I4 = (2π�)3
+∞∑
l=0

(−1)l (�/2)2l

(2l + 1)!
U (�r, t)

(←∇r · �∇p

)2l+1
W (�r, �p, t) .

Интеграл I1 преобразуем как

I1 = i
�

m

∫

R3

e−i�s·�p
� (∇r · ∇s) Ψ

∗ (�r ′, t)Ψ (�r ′′, t) d3s =
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= i
�

m
∇r ·

∫

R3

e−i�s·�p
� ∇sΨ

∗ (�r ′, t)Ψ (�r ′′, t) d3s, (2.110)

где учтено �r =
�r ′ + �r ′′

2
, �s = �r ′′ − �r ′,

∇r′ =
1
2
∇r −∇s, ∇r′′ =

1
2
∇r +∇s, (2.111)

Δr′ = (∇r′ ,∇r′) =

(
1
2
∇r −∇s,

1
2
∇r −∇s

)
=

1
4
Δr − (∇r,∇s) + Δs,

(2.112)
Δr′′ =

1
4
Δr + (∇r,∇s) + Δs, Δr′ −Δr′′ = −2 (∇r · ∇s) .

Преобразуем подыинтегральное выражение (2.110):

e−i�s·�p
� ∇s [Ψ

∗ (�r ′, t)Ψ (�r ′′, t)] =

= ∇s

[
e−i�s·�p

� Ψ∗ (�r ′, t)Ψ (�r ′′, t)
]
+
i

�
�pΨ∗ (�r ′, t)Ψ (�r ′′, t) e−i�s·�p

� . (2.113)

С учетом (2.113) интеграл (2.110) примет вид

I1 = − �p

m
· ∇r

∫

R3

e−i�s·�p
� Ψ∗ (�r ′, t)Ψ (�r ′′, t) d3s = − (2π�)3

�p

m
· ∇rW. (2.114)

Рассмотрим интеграл I2, воспользовавшись соотношениями (2.11):

I2 =
q

m

∫

R3

e−i�s·�p
�

[
�A (�r ′, t) · ∇r′ + �A (�r ′′, t) · ∇r′′

]
Ψ∗ (�r ′, t)Ψ (�r ′′, t) d3s =

=
q

m

∫

R3

e−i�s·�p
�

[
�A (�r ′, t) ·

(
1
2
∇r −∇s

)
+ �A (�r ′′, t) ·

(
1
2
∇r +∇s

)]
×

×Ψ∗ (�r ′, t)Ψ (�r ′′, t) d3s,

I2 =
q

2m

∫

R3

e−i�s·�p
�

[
�A (�r ′, t) + �A (�r ′′, t)

]
· ∇rΨ

∗ (�r ′, t)Ψ (�r ′′, t) d3s+

+
q

m

∫

R3

e−i�s·�p
�

[
�A (�r ′′, t)− �A (�r ′, t)

]
· ∇sΨ

∗ (�r ′, t) Ψ (�r ′′, t) d3s.

Учтем соотношения

e−i�s·�p
�

[
�A (�r ′, t) + �A (�r ′′, t)

]
· ∇rΨ

∗ (�r ′, t)Ψ (�r ′′, t) =

= ∇r

{
e−i�s·�p

�

[
�A (�r ′, t) + �A (�r ′′, t)

]
Ψ∗ (�r ′, t)Ψ (�r ′′, t)

}
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и

e−i�s·�p
�

[
�A (�r ′′, t)− �A (�r ′, t)

]
· ∇sΨ

∗ (�r ′, t) Ψ (�r ′′, t) =

= ∇s ·
{
e−i�s·�p

�

[
�A (�r ′′, t)− �A (�r ′, t)

]
Ψ∗ (�r ′, t)Ψ (�r ′′, t)

}
+

+
i

�
�p ·
[
�A (�r ′′, t)− �A (�r ′, t)

]
Ψ∗ (�r ′, t)Ψ (�r ′′, t) e−i�s·�p

� .

В результате получим

I2 =
q

2m
∇r ·

∫

R3

e−i�s·�p
�

[
�A (�r ′, t) + �A (�r ′′, t)

]
Ψ∗ (�r ′, t) Ψ (�r ′′, t) d3s+

+
q

m

i

�
�p ·

∫

R3

[
�A (�r ′′, t)− �A (�r ′, t)

]
Ψ∗(�r ′, t)Ψ (�r ′′, t) e−i�s·�p

� d3s = I21 + I22.

(2.115)

Воспользуемся разложениями в ряд Тейлора:

�A (�r ′, t) + �A (�r ′′, t) =
+∞∑
n=0

(−1)n (�s · ∇r)
n

2nn!
�A (�r) +

+∞∑
n=0

(�s · ∇r)
n

2nn!
�A (�r) =

=
+∞∑
n=0

[1+ (−1)n] (�s · ∇r)
n �A (�r)

2nn!
= 2

+∞∑
k=0

(�s · ∇r)
2k �A (�r)

22k (2k)!
, (2.116)

�A(�r ′′, t)− �A(�r ′, t) =
+∞∑
n=0

[1− (−1)n]
(�s · ∇r)

n

2nn!
�A(�r) =

+∞∑
k=0

(�s ·∇r)
2k+1

22k (2k + 1)!
�A(�r).

Подставим разложения (2.116) в интеграл (2.115), получим

I21 =
q

m
∇r

+∞∑
k=0

1
22k (2k)!

∫

R3

Ψ∗ (�r ′, t)Ψ (�r ′′, t)×

× e−i�s·�p
�

�
2k

i2k

(
i

�
�s · ∇r

)2k
�A (�r) d3s =

=
q

m
∇r

+∞∑
k=0

(−1)k �2k

22k (2k)!

∫

R3

Ψ∗ (�r ′, t)Ψ (�r ′′, t)× (2.117)

× e−i�s·�p
� d3s

(←∇p · �∇r

)2k
�A (�r, t) ,

I21 = (2π�)3
q

m
∇r ·

+∞∑
k=0

(−1)k (�/2)2k

(2k)!
�A (�r, t)

(←∇r · �∇p

)2k
W (�r, �p, t) ,

где учтено

e−i�s·�p
�

(
i
�s

�
· ∇r

)2k
�A (�r, t) = e−i�s·�p

�

(←∇p · �∇r

)2k
�A (�r, t) . (2.118)
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Аналогично для интеграла I22 имеем

I22 =
q

m�
�p

+∞∑
k=0

(−1)k �2k+1

22k (2k + 1)!

∫

R3

Ψ∗ (�r ′, t)Ψ (�r ′′, t) ×

× e−i�s·�p
�

(
i

�
�s · ∇r

)2k+1
�A (�r) d3s =

= − q

m
�p
+∞∑
k=0

(−1)k �2k

22k (2k + 1)!

∫

R3

Ψ∗ (�r ′, t) Ψ (�r ′′, t) × (2.119)

× e−i�s·�p
� d3s

(←∇p · �∇r

)2k+1
�A (�r, t) ,

I22 = − (2π�)3
q

m
�p ·

+∞∑
k=0

(−1)k (�/2)2k

(2k + 1)!
W (�r, �p, t)

(←∇p · �∇r

)2k+1
�A (�r, t) ,

где учтено

e−i�s·�p
�

(
i
�s

�
· ∇r

)2k+1
�A (�r) = −e−i�s·�p

�

(←∇p · �∇r

)2k+1
�A (�r, t) . (2.120)

Подставляя (2.119) и (2.117) в выражение (2.115), получим

m

q

I2

(2π�)3
= ∇r ·

+∞∑
k=0

(−1)k (�/2)2k

(2k)!
�A
(←∇r · �∇p

)2k
W−

− �p ·
+∞∑
k=0

(−1)k (�/2)2k

(2k + 1)!
�A
(←∇r · �∇p

)2k+1
W. (2.121)

Найдем интеграл I3, воспользовавшись разложениями (2.116):

I3 = −i q2

2m�

∫

R3

e−i�s·�p
� Ψ∗ (�r ′, t)Ψ (�r ′′, t)×

×
[
�A (�r ′′, t)− �A (�r ′, t)

] [
�A (�r ′, t) + �A (�r ′′, t)

]
d3s =

= − q2

m�

+∞∑
l=0

(−1)l �2l+1

22l (2l + 1)!

+∞∑
k=0

(−1)k �2k

22k (2k)!
×

×
∫

R3

e−i�s·�p
� Ψ∗ (�r ′, t)Ψ (�r ′′, t)

[(
i
�s

�
· ∇r

)2l+1
�A (�r)

](
i
�s

�
· ∇r

)2k
�A (�r) d3s =

=
q2

m

+∞∑
l=0

(−1)l �2l

22l (2l + 1)!

+∞∑
k=0

(−1)k (�/2)2k

(2k)!
×
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×
∫

R3

Ψ∗ (�r ′, t)Ψ (�r ′′, t)
[
e−i�s·�p

�

(←∇p · �∇r

)2k+1
�A(�r, t)

](
i
�s

�
· ∇r

)2k
�A(�r) d3s =

=
q2

m

+∞∑
l=0

(−1)l (�/2)2l

(2l + 1)!

+∞∑
k=0

(−1)k (�/2)2k

(2k)!
× (2.122)

×
∫

R3

Ψ∗(�r ′, t)Ψ(�r ′′, t) e−i�s·�p
�

(
i
�s

�
· ∇r

)2k
�A (�r) d3s

(←∇p · �∇r

)2l+1
�A (�r, t) =

=
q2

m

+∞∑
l=0

(−1)l (�/2)2l

(2l + 1)!

+∞∑
k=0

(−1)k (�/2)2k

(2k)!
×

× �A(�r, t)
(←∇r·�∇p

)2k⎡⎣∫
R3

Ψ∗ (�r ′, t) Ψ(�r ′′, t)e−i�s·p
� d3s

⎤
⎦(←∇p·�∇r

)2l+1
�A(�r, t),

m

q2
1

(2π�)3
I3 =

+∞∑
l=0

(−1)l (�/2)2l

(2l + 1)!

+∞∑
k=0

(−1)k (�/2)2k

(2k)!
×

× �A (�r, t)
(←∇r · �∇p

)2k
[W (�r, �p, t)]

(←∇p · �∇r

)2l+1
�A (�r, t) .

В результате получим

∂

∂t
W +

�p

m
· ∇rW =

+∞∑
l=0

(−1)l (�/2)2l

(2l + 1)!
U
(←∇r · �∇p

)2l+1
W +

+
q

m
∇r

+∞∑
k=0

(−1)k (�/2)2k

(2k)!
�A
(←∇r · �∇p

)2k
W −

− q

m
�p

+∞∑
k=0

(−1)k (�/2)2k

(2k + 1)!
�A
(←∇r · �∇p

)2k+1
W +

+
q2

m

+∞∑
l=0

(−1)l (�/2)2l

(2l + 1)!

+∞∑
k=0

(−1)k (�/2)2k

(2k)!
�A (�r, t)

(←∇r · �∇p

)2k
×

× [W (�r, �p, t)]
(←∇p · �∇r

)2l+1
�A (�r, t) . (2.123)

Преобразуем полученное уравнение (2.123):

∂

∂t
W +

1
m

{
�p− q

+∞∑
k=0

(−1)k (�/2)2k

(2k)!
�A
(←∇r · �∇p

)2k}
∇rW =



КИНЕМАТИЧЕСКИЕ СВОЙСТВА КВАНТОВОЙ СИСТЕМЫ В ФАЗОВОМ ПРОСТРАНСТВЕ 515

=
(
∇pW · �∇r

) +∞∑
l=0

(−1)l (�/2)2l

(2l + 1)!

(←∇p · �∇r

)2l
U −

− q

m
�p
+∞∑
l=0

(−1)l (�/2)2l

(2l + 1)!
�A
(←∇r · �∇p

)2l+1
W +

+
q2

m

+∞∑
l=0

(−1)l (�/2)2l

(2l + 1)!
�A
(←∇r · �∇p

)2l+1
W ×

×
+∞∑
k=0

(−1)k (�/2)2k

(2k)!

(←∇p · �∇r

)2k
�A,

∂

∂t
W +

1
m

{
�p− q

+∞∑
k=0

(−1)k (�/2)2k

(2k)!
�A
(←∇r · �∇p

)2k}
∇rW =

=
(
∇pW · �∇r

) +∞∑
l=0

(−1)l (�/2)2l

(2l + 1)!

(←∇p · �∇r

)2l
U −

− q

m

{
�p− q

+∞∑
k=0

(−1)k (�/2)2k

(2k)!
�A
(←∇r · �∇p

)2k}
(∇pW · ∇r) ×

×
+∞∑
l=0

(−1)l (�/2)2l

(2l + 1)!

(←∇p · �∇r

)2l
�A + (2.124)

+
1
m

{
�p− q

+∞∑
k=0

(−1)k (�/2)2k

(2k)!
�A
(←∇r · �∇p

)2k}
(∇pW · ∇r) �p,

∂

∂t
W +

1
m

{
�p− q

+∞∑
k=0

(−1)k (�/2)2k

(2k)!
�A
(←∇r · �∇p

)2k}
∇rW =

=
(
∇pW · �∇r

) +∞∑
l=0

(−1)l (�/2)2l

(2l + 1)!

(←∇p · �∇r

)2l
U +

+
1
m

{
�p− q

+∞∑
k=0

(−1)k (�/2)2k

(2k)!
�A
(←∇r · �∇p

)2k}
(∇PW · ∇r) ×

×
[
�p− q

+∞∑
l=0

(−1)l (�/2)2l

(2l + 1)!

(←∇p · �∇r

)2l
�A

]
,

∂

∂t
W +

1
m

{
�p− q

+∞∑
k=0

(−1)k (�/2)2k

(2k)!
�A
(←∇r · �∇p

)2k}
�∇rW =
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=
(
�∇pW · �∇r

) +∞∑
l=0

(−1)l (�/2)2l

(2l + 1)!

(←∇p · �∇r

)2l
U −

− q

m

{
�p− q

+∞∑
k=0

(−1)k (�/2)2k

(2k)!
�A
(←∇r · �∇p

)2k}(
�∇pW · �∇r

)
×

×
+∞∑
l=0

(−1)l (�/2)2l

(2l + 1)!

(←∇p · �∇r

)2l
�A = 0,

где оператор ∇p действует только на функцию Вигнера. Преобразуем
последний член в уравнении (2.124):[
pβ − q

+∞∑
l=0

(−1)l (�/2)2l

(2l + 1)!
Aβ

(←∇r · �∇p

)2l] ∂W
∂pα

×

×
+∞∑
k=0

(−1)k (�/2)2k

(2k + 1)!

(←∇p · �∇r

)2k ∂Aβ

∂xα
=

=
+∞∑
k=0

(−1)k (�/2)2k

(2k + 1)!
∂Aβ

∂xα

(←∇r · �∇p

)2k ∂W
∂pα

×

×
[
pβ − q

+∞∑
l=0

(−1)l (�/2)2l

(2l + 1)!

(←∇p · �∇r

)2l
Aβ

]
. (2.125)

Разобьем выражение (2.125) на два одинаковых члена:

− q

[
pβ − q

+∞∑
l=0

(−1)l (�/2)2l

(2l + 1)!
Aβ

(←∇r · �∇p

)2l] ∂W
∂pα

×

×
+∞∑
k=0

(−1)k (�/2)2k

(2k + 1)!

(←∇p · �∇r

)2k ∂Aβ

∂xα
=

=
1
2

(
∇pW · �∇r

)[
�p− q

+∞∑
l=0

(−1)l (�/2)2l

(2l + 1)!

(←∇p · �∇r

)2l
�A

]2
. (2.126)

Подставляя выражение (2.126) в уравнение (2.124), получим

∂

∂t
W +

1
m

{
�p− q

+∞∑
k=0

(−1)k (�/2)2k

(2k)!
�A
(←∇r · �∇p

)2k}
∇rW −

−
(
�∇pW · ∇r

){ 1
2m

[
�p− q

+∞∑
l=0

(−1)l (�/2)2l

(2l + 1)!

(←∇p · �∇r

)2l
�A

]2
+

+

+∞∑
l=0

(−1)l (�/2)2l

(2l + 1)!

(←∇p · �∇r

)2l
U

}
= 0. (2.127)
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С использованием обозначений (2.98), (2.99) операторов qÛ и Â
уравнение (2.127) принимает вид

∂

∂t
W +

1
m

(
�p− q

�̂A
)
· ∇rW − (∇pW · ∇r)

[
1
2m

(
�p− q

←
Â
)2

+
↼

Û
]
= 0.

(2.128)
Приведем уравнение (2.128) к виду второго уравнения Власова:

∂

∂t
W +

1
m
divr

[
W

(
�p− q

←
Â
)]

−
{
Wdivr

1
m

(
�p− q

←
Â
)

+

+ (∇pW · ∇r)

[
1
2m

(
�p− q

←
Â
)2

+
↼

Û
]}

= 0. (2.129)

Преобразуем последний член в уравнении (2.129) и выполним проме-
жуточные вычисления:

divp

{
W∇r

[
1
2m

(
�p− q

←
Â
)2

+
↼

Û
]}

= ∇pW · ∇r

[
1
2m

(
�p− q

←
Â
)2

+
↼

Û
]
+

+Wdivp

{
∇r

[
1
2m

(
�p− q

←
Â
)2

+
↼

Û
]}

. (2.130)

Заметим, что

divp

{
∇r

[
1
2m

(
�p− q

←
Â
)2

+
↼

Û
]}

=
1
m
divr

(
�p− q

←
Â
)
. (2.131)

Подставляя (1.131) в (2.130), получим

divp

{
W∇r

[
1
2m

(
�p− q

←
Â
)2

+
↼

Û
]}

=

= ∇pW · ∇r

[
1
2m

(
�p− q

←
Â
)2

+
↼

Û
]
+W

1
m
divr

(
�p− q

←
Â
)
. (2.132)

С учетом (1.132) уравнение (2.129) примет вид

∂

∂t
W +

1
m
divr

[(
�p− q

�̂A
)
W
]
+

+ divp

{
−∇r

[
1
2m

(
�p− q

�̂A
)2

+
�̂U
]
W

}
= 0. (2.133)

Теорема 14 доказана.
Замечание 11. Операторы (2.98) и (2.99) соответствуют скалярно-

му и векторному потенциалу электромагнитного поля. В «классическом
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пределе» при � → 0 ряды (2.98) и (2.99) содержат только одно — первое
слагаемое, совпадающее с классическим потенциалом (U/q или �A). Ана-
логичная ситуация возникает при линейной зависимости потенциалов
U/q и �A от координаты �r (однородное электромагнитное поле). Даже при
� �= 0 все производные (∇r)

2k, k > 0, в рядах (2.98), (2.99) будут равны
нулю.

В общем случае, когда � �= 0 и потенциалы являются нелинейными,
присутствуют остальные члены ряда, содержащие множитель �

2k и фор-
мально соответствующие «квантовым» вкладам (см. п. 1.6).

Выражение справа (последнее/третье слагаемое) в уравнении (2.96)

можно рассматривать как оператор
←
Ĥ =

1
2m

←
P̂2 +

↼

Û электромагнитного
Гамильтона, что приводит к операторному аналогу уравнения Гамиль-
тона–Якоби (1.127).

Уравнение (2.96) имеет вид, аналогичный второму уравнению Вла-
сова (1.72), но в силу теоремы 13 удобно перейти от канонического
импульса �p к кинетическому импульсу �P = �p− q �A.

Теорема 15. Уравнение (2.95) для функции Власова fV (�r, �p, t) =
= m3W (�r, �p, t) имеет вид

∂fV
∂t

+
1
m
�̂P · ∇rfV +

�̂F · ∇P fV = 0, (2.134)

или

∂fV
∂t

+ divr

(
�̂V fV

)
+ divP

[
qfV

(
←
Ê +

←
V̂ ×

←
B̂ +

←
d

dt

←
Â(�)

)]
= 0, (2.135)

где

�̂F =
�̂F (EM) +

�̂F (�), �̂F (EM) def
= q

(
�̂E +

1
m
�̂
P × �̂B

)
, �̂F (�) def

= q
�d

dt
�̂A(�),

(2.136)
�̂A(�) def

=

+∞∑
k=1

(−1)k (�/2)2k

(2k)!
�A
(←∇r · �∇P

)2k
,

�d

dt

def
=

∂

∂t
+
�̂V · �∇r,

�̂B def
= curlr

�̂A, �̂E def
= − ∂

∂t
�̂A− 1

q
∇r

�̂U , (2.137)

при этом в операторе Â (2.98) производится замена ∇p на ∇P .
Доказательство теоремы 15. Запишем уравнение (2.95) относитель-

но функции Власова fV
(
�r, �P , t

)
. Производная от оператора

←
Ĥ имеет вид

∂

∂xβ

←
Ĥ =

∂

∂xβ

(
1
2m

←

P̂2 +
↼

Û
)

=
1
m

←
P̂μ

∂
←
P̂μ

∂xβ
+

∂
↼

Û
∂xβ

= −q 1
m

←
P̂μ

∂
←
Âμ

∂xβ
+

∂
↼

Û
∂xβ

.

(2.138)
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Заметим, что согласно определению (2.98), (2.99) оператор
←
Âμ

содержит производную по переменной �p. При переходе от пере-
менной �p к переменной �P вид оператора �P не меняется, так как
�P = �p − q �A и

←∇P =
←∇P . Уравнение (2.128) записано относительно

функции Вигнера W (�r, �p, t), поэтому перепишем его для функции
W (�r, �p, t) = W

(
�r, �P + q �A, t

)
= fV

(
�r, �P , t

)
, где �P = �p − q �A (�r, t).

В результате получим выражения для частных производных:

∂

∂t
W =

∂fV
∂t

− q
∂fV
∂Pβ

∂Aβ

∂t
, (2.139)

∂

∂pβ
W =

∂fV
∂Pβ

, (2.140)

∂

∂xβ
W =

∂fV
∂xβ

− q
∂fV
∂Pα

∂Aα

∂xβ
. (2.141)

Подставляя выражения (2.139)–(2.141) и (2.138) в уравнение (2.95),
получим

∂fV
∂t

+
1
m
�̂Pβ
∂fV
∂xβ

− ∂fV
∂Pβ

⎛
⎝ q

m

∂Aβ

∂xα

←
P̂α − q

m

←
P̂μ

∂
←
Âμ

∂xβ
+ q

∂Aβ

∂t
+

∂
↼

Û
∂xβ

⎞
⎠ = 0.

(2.142)
Преобразуем выражение в скобках в уравнении (2.142). Соглас-

но (2.99) векторный потенциал �A можно представить в виде

�A =
←
Â −

←
Â(�),

←
Â(�) def

=

+∞∑
k=1

(−1)k (�/2)2k

(2k)!

(←∇P · �∇r

)2k
�A, (2.143)

в результате получим выражение

∂Aβ

∂xα

←
P̂α −

←
P̂μ

∂
←
Âμ

∂xβ
= −

(←
P̂ ×

←
B̂
)

β

−
←
P̂α

∂
←

Â(�)
β

∂xα
, (2.144)

которое учитывает, что
∂Aβ

∂xα

←
P̂α =

←
P̂α

∂Aβ

∂xα
, поскольку оператор

←
P̂α выра-

жается через оператор
←
Âα, в котором производится дифференцирование

по переменной Pμ, а потенциал Aβ не зависит от Pμ. Подставляя выра-
жение (2.144) в уравнение (2.142), получаем

∂fV
∂t

+
1
m
�̂Pβ
∂fV
∂xβ

+ q
∂fV
∂Pβ

[
1
m

(←
P̂ ×

←
B̂
)

β

+

+
∂
←

Â(�)
β

∂t
+
←
V̂α

∂
←

Â(�)
β

∂xα
− ∂

←
Âβ

∂t
− 1
q

∂
↼

Û
∂xβ

]
= 0. (2.145)
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Преобразуем члены уравнения (2.145)

�̂Pβ
∂fV
∂xβ

=
∂

∂xβ

[(
Pβ − q

�̂A(�)
β

)
fV

]
, (2.146)

где принимается во внимание, что

∂

∂xβ

[
Aβ

(←∇r · �∇p

)2k
fV

]
= Aβ

(←∇r · �∇p

)2k ∂fV
∂xβ

,

поскольку divr �A = 0. Аналогично для остальных членов получаем

∂fV
∂Pβ

∂
↼

Û
∂xβ

=
∂

∂Pβ

⎛
⎝fV ∂

↼

Û
∂xβ

⎞
⎠ , (2.147)

∂

∂Pβ

⎛
⎝fV ∂

←
Âβ

∂t

⎞
⎠ =

∂fV
∂Pβ

∂
←
Âβ

∂t
, (2.148)

∂

∂Pβ

⎛
⎜⎝fV ∂

←

Â(�)
β

∂t

⎞
⎟⎠ =

∂fV
∂Pβ

∂
←

Â(�)
β

∂t
, (2.149)

∂fV
∂Pβ

⎛
⎜⎝←V̂α

∂
←

Â(�)
β

∂xα

⎞
⎟⎠ =

∂

∂Pβ

⎡
⎢⎣fV ←V̂α

∂
←

Â(�)
β

∂xα

⎤
⎥⎦ , (2.150)

где divr �A = 0 и Pα
∂fV
∂Pβ

=
∂

∂Pβ
(PαfV ) − δαβfV . Последний член примет

вид
∂fV
∂Pβ

(←
P̂ ×

←
B̂
)

β

=
∂

∂Pβ

[
fV

(←
P̂ ×

←
B̂
)

β

]
, (2.151)

где учтено, что

∂fV
∂Pβ

(
Pα

←
B̂λ

)
=

∂

∂Pβ

(
fV Pα

←
B̂λ

)
− fV δαβ

←
B̂λ.

Подставляя выражения (2.146)–(2.151) в уравнение (2.145), получаем

∂fV
∂t

+
1
m

∂

∂xβ

(
�̂PβfV

)
+ q

∂

∂Pβ

{
fV

[
1
m

(←
P̂ ×

←
B̂
)

β

+

+
∂
←

Â(�)
β

∂t
+
←
V̂α

∂
←

Â(�)
β

∂xα
− ∂

←
Âβ

∂t
− 1
q

∂
↼

Û
∂xβ

]}
= 0. (2.152)

Теорема 15 доказана.
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Сравнивая второе уравнение Власова (1.72) и уравнение (2.135),
можно расширить аппроксимацию Власова–Моэля (1.108) для электро-
магнитной системы.

Определение 2. Будем называть аппроксимацию среднего потока
ускорений в фазовом пространстве вида

fV
〈
�̇P
〉
1,2

= qfV

(
←
Ê +

←
V̂ ×

←
B̂ +

←
d

dt

←
Â(�)

)
(2.153)

аппроксимацией Власова–Моэля для квантовых систем с электромаг-
нитным взаимодействием.

Вклады qfV
←
Ê и qfV

←
V̂ ×

←
B̂ представляют собой бесконечные ря-

ды (2.137), (2.98), (2.99). Первый член ряда qfV
←
Ê — это классическая

сила Кулона, а первый член ряда qfV
←
V̂ ×

←
B̂ — классическая сила Ло-

ренца. Остальные члены ряда имеют коэффициенты �
2k и могут быть

интерпретированы как квантовые поправки к силам Кулона и Лоренца.

Третий вклад qfV

←
d

dt

←
Â(�) связан с наличием магнитного поля и имеет

исключительно квантовую природу, поскольку содержит только коэффи-
циенты �

2k при k ∈ N.
В отсутствие магнитного поля ( �A = �θ) аппроксимация (2.153) перехо-

дит в аппроксимацию (1.108). Действительно, учитывая (2.98) и (2.137),
получаем

fV
〈
�̇P
〉
1,2 = qfV

←
Ê = −fV ∇r

←
Û = −

+∞∑
l=0

(−1)l (�/2)2l

(2l + 1)!
fV

(←∇P · �∇r

)2l
∇rU.

(2.154)
Теорема 16. Усреднение электромагнитной аппроксимации Вла-

сова–Моэля (2.153) по импульсному пространству �P дает внешнюю
силу в гидродинамическом уравнении движения (1.73) вида

〈
�̇P
〉
1 = q

(
−∂

�A

∂t
− 1
q
∇rU

)
+

q

m

〈
�P
〉
1 × �B, (2.155)

∫

R3

fV
←
P̂d3P = f1

〈
�P
〉
1. (2.156)

Доказательство теоремы 16. Интегрируя электромагнитную ап-
проксимацию Власова–Моэля (2.153) по импульсному пространству, по-
лучаем

f 1
〈
�̇P
〉
1 = q

∫

R3

fV
←
Êd3P + q

∫

R3

fV
←
V̂ ×

←
B̂d3P + q

∫

R3

fV

←
d

dt

←
Â(�)d3P. (2.157)
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Вычислим каждый интеграл отдельно:∫

R3

fV
←
Êβd

3P = f 1
(
−∂Aβ

∂t
− 1
q

∂U

∂xβ

)
, (2.158)

∫

R3

fV

(←
V̂ ×

←
B̂
)

β

d3P =
1
m
f 1
〈
�P
〉
1 × �B, (2.159)

где ελβαελμη = δβμδαη − δβηδαμ и∫

R3

fV Pα

(←∇P · �∇r

)2k
Gαβd

3P = 0. (2.160)

Справедливость выражения (2.160) вытекает из следующих вычис-
лений:∫

R3

fV Pα

(←∇P · �∇r

)2
Gαβd

3P =

=

∫

R3

fV Pα

(←
∂2Px

�∂ 2
x +

←
∂2Py

�∂ 2
y +

←
∂2Pz

�∂ 2
z

)
Gαβ d

3P +

+ 2
∫

R3

fV Pα

(←
∂Px

←
∂Py

�∂x�∂y +
←
∂Px

←
∂Pz

�∂x�∂z +
←
∂Py

←
∂Pz

�∂y�∂z

)
Gαβ d

3P .

(2.161)

Для членов
←
∂2Pλ

�∂ 2
λ из (2.161) можно получить

(fV Pα)
←
∂2Pλ

�∂ 2
λGαβ =

(
Pα∂

2
Pλ
fV + 2δαλ∂Pλ

fV
)
∂2λGαβ ,

(2.162)∫

R3

(fV Pα)
←
∂ 2
Pλ
�∂ 2
λGαβ d

3P =

(
Pα∂Pλ

fV |±∞ − δαλ

∫

R3

∂Pλ
fV d

3P

)
∂2λGαβ = 0.

А для членов
←
∂Pλ

←
∂Pμ

�∂λ�∂μ из (2.161) следует

(fV Pα)
←
∂Pλ

←
∂Pμ

�∂λ�∂μGαβ =

=
(
Pα∂Pλ

∂PμfV + δαλ∂PμfV + δαμ∂Pλ
fV
)
�∂λ�∂μGαβ ,

(2.163)∫

R3

(fV Pα)
←
∂Pλ

←
∂Pμ

�∂λ�∂μGαβd
3P =

=

(
Pα∂PμfV

∣∣
±∞ − δαλ

∫

R3

∂PμfV d
3P

)
�∂λ�∂μGαβ = 0.
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При подстановке (2.162) и (2.163) в интеграл (2.161) получаем
ноль. Аналогичный результат справедлив и для более высоких степеней:(←∇P · �∇r

)2k
. Следовательно, выражение (2.160) является верным. Для

последнего члена из выражения (2.157) получаем

∫

R3

fV

←
d

dt

←

Â(�)
β d3P =

1
m

∫

R3

fV Pα

∂
←

Â(�)
β

∂xα
d3P − q

m

∫

R3

fV
←

Â(�)
α

∂
←

Â(�)
β

∂xα
d3P = 0,

(2.164)
где учтены предыдущие вычисления. Подставляя выражения (2.158),
(2.159) и (2.64) в исходный интеграл (2.157), получаем

f 1
〈
�̇P
〉
1
= qf 1

(
−∂

�A

∂t
− 1
q
∇rU

)
+

q

m
f 1
〈
�P
〉
1
× �B,

∫

R3

�̂PfV d3P =

∫

R3

�PfV d
3P − q

∫

R3

�̂A(�)fV d
3P = f 1

〈
�P
〉
1.

(2.165)

Теорема 16 доказана.

Замечание 12. Из выражения (2.156) следует, что усреднение урав-
нения (2.135) по импульсу переводит его в первое уравнение Власо-
ва (1.76):

∂f 1

∂t
+

1
m
divr

(
f 1
〈
�P
〉
1

)
= 0. (2.166)

Квантовые поправки (члены рядов (2.98), (2.99)) с коэффициента-
ми �

2k при усреднении по импульсу P полностью исчезли из выра-
жения (2.155), превратив его в классическое выражение для внешней
электромагнитной силы.

Заметим, что уравнение (2.135) неэквивалентно второму уравнению
Власова (1.72). Различие между уравнениями заключается во втором

члене divr

(
fV
←
P̂
)
�= divr

(
f2 �P
)
. Только первый член в выражении

divr

(
fV
←
P̂
)
= divr

(
fV �P
)
− q divr

(
fV

←
Â(�)

)
(2.167)

совпадает со вторым членом из уравнения Власова (1.72). Разница обу-

словлена квантовыми поправками fV
←
Â(�). Тем не менее аппроксима-

ция (2.153) позволяет оборвать цепочку уравнений Власова на втором
уравнении (1.72). В этом случае второе уравнение Власова (1.72) для
функции f 1,2 (�r, �p, t) примет вид

∂f 1,2

∂t
+

1
m

divr

(
f 1,2 �P

)
+ divP

[
f 1,2
〈
�̇P
〉
1,2

]
= 0, (2.168)
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Интегрирование уравнения (2.168) по импульсному пространству �P
переведет его в первое уравнение Власова (1.76).

Сравним гидродинамическое уравнение (1.73) с электромагнитным
уравнением (1.127) и усредненной аппроксимацией (2.155), получим со-
отношение

1
m

∂Q

∂xk
=

1
f 1
∂Pkλ

∂xλ
,

которое полностью совпадает с аналогичным соотношением в отсутствие
магнитного поля. Следовательно, наличие магнитного поля не влияет
на квантовое давление. Действительно, точные решения (1.88) и (1.89)
имеют одинаковый квантовый потенциал (1.94), хотя в одной системе
есть магнитное поле, а в другой — нет.

Несмотря на то, что внешняя сила (2.155) в уравнении движе-
ния (1.73) является классической, само уравнение описывает динамику
квантовой системы, поскольку содержит квантовое давление (1.127).
Квантовое давление ∇rQ возникает как противодействие внешней силе
−∇rU , удерживающей частицу в потенциале U . В некотором смысле
квантовая система представляет собой макроскопический объект (в фазо-
вом пространстве), к которому применимо гидродинамическое описание.
Отсутствие внешнего потенциала U приведет к исчезновению квантового
давления и размыванию волнового пакета. Это аналог поведения газа,
выпущенного из сосуда.

Отметим, что аппроксимация (2.153) не является единственно воз-
можной для среднего потока ускорения

〈
�̇P
〉
1,2 (см. п. 1.5, 1.6). Проблема

состоит в том, что уравнение эволюции (2.135) содержит информацию
только о divP

[
fV
〈
�̇P
〉
1,2

]
, а согласно теореме Гельмгольца для корректно-

го восстановления поля
〈
�̇P
〉
1,2

необходима информация о вихревой ком-
поненте curlP , которая отсутствует в уравнении (2.135). С физической
точки зрения при построении аналогов «траекторий» квантовой системы
согласно аппроксимации (2.153) возникает неопределенность.

С одной стороны, такую неоднозначность «траекторий» можно объ-
яснить принципом неопределенности Гейзенберга. Действительно, при
классическом переходе � → 0 члены с коэффициентами �

2k в скаляр-
ном Û и векторном Â потенциальных операторах (2.98), (2.99) исчезнут.
Следовательно, аппроксимация (2.153) перейдет в выражение

lim
�→0

〈
�̇P
〉
1,2 = q

(
−∂

�A

∂t
− 1
q
∇rU

)
+

q

m
�P × �B. (2.169)

Выражение (2.169) не содержит квантовых поправок, а квантовый
потенциал Q → 0 при � → 0, т. е. уравнения движения (1.73) и (1.127)
будут определять классические траектории движения без квантового
давления. Отметим, что выражение (1.169) было феноменологически
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введено Власовым при обрыве цепочки на втором уравнении для решения
задач физики плазмы (2.3).

С другой стороны, как показано в п. 1.6, переход от квантовых систем
к классическим не обязательно связан с пределом � → 0. При прямой
подстановке функции Вигнера в приближение Власова–Моэля постоян-
ная Планка � может явно не присутствовать. В результате неопределен-
ность траектории будет связана с пространственным масштабом σr.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Важное отличие функции Вейля–Стратоновича fw от функции Вигне-
ра W заключается в том, что она принимает отрицательные значения для
волновой функции ΨG ∼ exp

(−r2/2σ2r). Отметим, что согласно теореме
Хадсона и ее обобщению на трехмерный случай функция Вигнера W
положительна только при ΨG. Таким образом, функция fw не удовлетво-
ряет этому условию.

Показано, что функция fw положительна (2.47) во всей фазовой
области для электромагнитной квантовой системы (2.46), описываемой
негауссовой волновой функцией (2.15). В этом случае существенным
является противоположный знак векторного �A3 (2.37) и скалярного
Φ ∼ φ потенциалов. Фактически выражения (2.45)–(2.49) и следствие 2
являются аналогом теоремы Хадсона и ее обобщением на трехмерный
случай для функции Вейля–Стратоновича fw.

Волновая функция ΨG является решением уравнения Шрёдингера
для гармонического осциллятора с потенциалом U0 ∼ x2. Подставляя
потенциал U0 в правую часть уравнения (1.68), получаем ноль. В резуль-
тате уравнение Моэля переходит в классическое уравнение Лиувилля
с положительным решением WG. В рассматриваемом в данной работе
примере потенциал U1 (2.19) имеет вид квадратной воронки с полюсом
в начале координат. Подстановка потенциала (2.19) в ряды (2.98), (2.99)
приводит к наличию бесконечного числа ненулевых слагаемых. Таким
образом, уравнение (2.95) отличается от уравнения Лиувилля. Несмотря
на это, решение WG уравнения (2.95) положительно. Такое поведение
связано с наличием магнитного поля. В отсутствие магнитного поля
волновая функция для потенциала (2.19) отличается от гауссовского
распределения (2.15) и функция Вигнера имеет отрицательные значения.

Анализ свойств функций квазиплотности вероятностей W и fw на
модельном примере (2.15), (2.16) показывает корректность вычисления
средних значений по фазовому пространству (лемма 3) (2.51)–(2.67) для
электромагнитной системы. Выражение для функции W (1.69) суще-
ственно проще, чем для fw (2.4). Аналогичное утверждение справед-
ливо и для эволюционных уравнений, которым удовлетворяют функ-
ции W и fw.

Важным отличием функций W и fw является разный тип распреде-
ления плотности импульса (следствие 3) (2.75)–(2.77).
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Функция fV

(
�r, �P , t

)
= m3W (�r, �p, t) для электромагнитных систем

удовлетворяет уравнению (2.135). Существенным отличием от известных
форм уравнения (2.135) является его сходство со вторым уравнением
Власова (1.72). Этот факт позволяет расширить аппроксимацию Вла-
сова–Моэля (1.108) на системы с электромагнитным взаимодействием в
виде (2.153). Первый член в аппроксимации (2.153) имеет вид (2.169)
и совпадает с известной феноменологической аппроксимацией Власо-
ва (2.3), используемой в физике плазмы, астрофизике и физике твер-
дого тела. Этот член не содержит квантовых поправок, так как имеет
коэффициент �

0. Следующие члены в аппроксимации (2.153) соглас-
но (2.98), (2.99) содержат коэффициенты �

2k и дают квантовые по-
правки к внешней силе

〈
�̇P
〉
1,2

во втором уравнении Власова (2.168).
Используя выражение (2.153), можно найти усредненные источники дис-
сипаций

〈
Q2

1,2

〉
0
=
〈
divP

〈
�̇P
〉
1,2

〉
0
для уравнения эволюции (2.5), (2.6)

H1,2-функции Больцмана. Интересным фактом является исчезновение
квантовых вкладов при усреднении

〈
�̇P
〉
1

по импульсному простран-
ству �P . В результате внешняя сила содержит только классические чле-
ны (2.155). В этом случае в уравнении движения (1.127) квантовая
информация остается только в виде квантового давления ∇rQ. В по-
лученной аппроксимации (2.153) квантовое давление не связано явно
с наличием магнитного поля.
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